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Kivonat

Szamos kézet esetén tapasztalat, hogy a dinamikus rugalmassigtani egyiitthatok nagyob-
bak a statikus értékeknél [1]. A rugalmassigtani leirds reoldgiai altaldnositdsa nemcsak erre ad
magyarazatot, hanem tobbek kozott alapul szolgal az Anelastic Strain Recovery in situ feszilt-
ségmeghatarozasi modszerhez is.

Kézenfekvé ezek alapjan, hogy példaul a dilatdcidés rezonanciafrekvencia-maédszer [2] ki-
értékeléséhez is a rugalmassdgtani hullamterjedési sebességek helyett reolégiai megfelel6ik [3]
legyenek felhasznalva. Ez motivalta az itt bemutatott kutatast.

Kereskedelmi végeselemes programok, a beépitetten felkinalt klasszikus (pl. Runge—Kutta)
id6beli 1éptetdkkel mar a rugalmas hulldmterjedést sem képesek megbizhatéan leirni [4, 5]. Sajét
fejlesztési, un. szimplektikus numerikus végesdifferencia-sémaéval ellenben kis eréforrasigény mel-
lett is pontosan sikeriilt szimulalni rugalmas és reoldgiai hullamterjedést, téglatest geometridju
mintakban [4, 5].

E séma hengerszerii prébatestekre alkalmazhaté altalanositasat valésitottam meg dolgoza-
tomban. FEgy megfeleléen kialakitott szimplektikus séma realizdlasaval megbizhatéan sikeriilt
rugalmas és reolégiai hullamterjedést szimuldlni, megnyitva ezzel az utat példaul a dilatéciés
rezonanciafrekvencia-modszer reolégiai kiértékeléséhez.
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1. fejezet

Bevezetés

A kdzeteken gyakorta figyelhetiink meg a tiszta rugalmassdgon messze tilmutatd viselke-
dést. Vélhetoen a belsd szerkezetiik bonyolultsaga eredményezi azokat a jelenségeket, melyeket
a matematika nyelvén id6fiiggének neveziink. Kiilsé beavatkozas hatasara egészen kiilonbo6zé —
masodpercektdl akar évekig terjed6 — idoskalakon tapasztalhatunk késleltetett, vagy csillapitott
anyagi reakciot, melyek figyelembevétele sokszor igen kritikus lehet.

Egy kézet allapotanak idéfiiggésének (més széval reoldgiai viselkedésének) megfigyelésére jo
példa az Anelastic Strain Recovery (ASR) médszer, mely in situ fesziiltséget hatdroz meg abbdl,
hogy az adott kézetminta hogyan — és milyen kezdeti allapotbdl — relaxalédik azutan, hogy
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1.1. dbra. A statikus és dinamikus térfogati rugalmassagi modulus kap-
csolata kiilonb6zé kézettipusokra [1].



fesziiltségmentes allapotba keriilt. A legegyszeriibb reolégiai modell, mely ennek a feladatnak
a megfelel6 kezeléséhez bizonyitottan sziikséges, az tn. Kluitenberg—Verhds-modell, melyet a
Kelvin—Voigt és a Poynting-Thomson-Zener-modellek altaldnositisanak tekintiink.!

Mig a Kluitenberg—Verhas-modell példaul a fentebb emlitett ASR médszerben alkalmazhaté
kivaléan, szamos gyakorlati esetben a dolgozat fokuszaban allé Poynting—Thomson—Zener-modell
is kielégitének bizonyul (ez a viselkedés a kézeteken tul jol megfigyelhetd példaul az aszfaltnal,
milanyagoknal, gumikndl stb.). Ez az anyagtorvény — a termodinamika mésodik f6tételének
kovetkezményeként — méar elérevetiti, hogy a dinamikus rugalmassagtani egyiitthaték értéke
mindig nagyobb a statikusndl. Ezt a tulajdonsagot szdmos kiilonb6z6 kozettipusra vonatkozoéan
igazoltak [1].

A dolgozat célja egy megbizhatd numerikus médszer kialakitdsa Poynting—Thomson—Zener-
rillnek a szildrd kozegek rugalmas és reoldgiai (viszkoelasztikus) anyagviselkedésének alapjai,
a legfontosabb jelenségek, szemléltetésiik és a matematikai leirdsuk, illetve termodinamikai
konzisztencidjuk. Szé esik a szimplektikus végesdifferencia médszerekrdl és elényeikrdl a nem
szimplektikus médszerekhez képest. Az ismertetett alapokra és kordbbi eredményekre [5] épit-
ve megvaldsitunk egy hullamterjedés leirasara szolgalé numerikus médszert harom térdimenzios
hengerkoordinata-rendszerre. A megalkotott modellre Python programkornyezetben szimuldcié-
kat végziink és nyomon kovetjiik a rendszer viselkedését.

IEzekrdl a késébbiekben részletesebben is szét ejtiink.



2. fejezet

Szilard kozegek rugalmas és reoldgiai
modelljei

A testek mechanikai anyagmodelljei — tn. konstitutiv egyenletek — a fesziiltség és az alak-
valtozas kozott teremtenek kapcsolatot. Ez az 6sszefliggés gyakorlatilag tetszdlegesen bonyolult
alakot felvehet. A dolgozatban a homogén, izotrop anyagok id6fiiggd reoldgiai (viszkoelasztikus)
modelljeit vizsgaljuk, azonban szamos esetben sziikség lehet példaul anizotrop anyagi viselkedés
figyelembevételére is (példaul polimer kompozitok esetén iranyfiiggés).

A legegyszerilibb esetben, rugalmas modell esetén a kapcsolat linedris. Ez a jél ismert Hooke-
torvény. A rugalmas testek a terhelés megsziinése utan teljes mértékben visszatérnek alapalla-
potukba. Annak ellenére, hogy ezek a feltételezések nagymértékii egyszerisitést jelentenek, a
linearisan rugalmas szamitasok remekiil Osszeegyeztethetoek a tapasztalati megfigyelésekkel. A
mindennapokban hasznalatos anyagok koziil nagyon sok leirhaté ezen anyagmodellel (fémek,
milanyagok egy része, keramidk, stb.) [6]. Minden rugalmas anyagnal azonban a kezdeti linearis
viselkedés egy ponton véget ér. Ezt a hatart folydshatarnak nevezziik. Egyes esetekben rendkiviil
kénnyen meghatarozhatd, azonban eléfordul, hogy nincs éles hatar, mely elvilasztja a rugalmas
és nem rugalmas szakaszt. Ezen elmélet hasznalatanak mindig szigori korlatai vannak, ezért
gyakran fordulunk bonyolultabb, de nagyobb altalanossdgban hasznalhaté modellekhez.

Reologiardl akkor beszélhetiink, ha az anyagban a folyasi tulajdonsagok leirdsa is meg-
jelenik. A mérnoki gyakorlatban ezen az elméleten alapulé modellek haszndlata széleskoriien
elterjedt. Gondoljuk csak a kuszasra, vagy a relaxaciora. Egy testet ugrasszertien megterhelve,
majd a terhelést allandéan tartva a deformacié fokozatosan egy allandésult értéket vesz fel: ez
a kuszas. Egy testet ugrasszertien deformalva, majd a deforméaciot allanddan tartva a fesziiltség
fokozatosan egy allandésult értéket vesz fel: ez a relaxacié. Ezek a jelenségek a rugalmassagon
tilmutatnak. Altaldban az elébb leirt két alapjelenség egyetlen modell keretein beliil toérténd
leirdsa okoz nehézséget [7].

A reolégiai modellek fizikai tartalma egészen egyszeriien szemléltethet6 is rugdk és olajfékek
hasznélataval. A kapcsolasok alapjan felirhatok a rendszert jellemzo lineéris differencidlegyen-
letek. Osszetett esetekben kiilénboz6 kapcesolasokkal is hasonlé (csak paramétereikben eltérd)
egyenleteket szarmaztathatunk, ezért a rendszerek megkiilonboztetését — a szemlélettol elszakad-
va — inkabb a modelleket paraméteresen leiré differencialegyenletek csoportositasaval érdemes
végezni. Emellett azonban a kévetkezokben egy példa a kapcsolasi 6sszeallitasra is bemutatasra
keriil minden esetben.



2.1. Alap-modellelemek

Az alap-modellelemek segitségével olyan rendszereket épithetiink, melyek az altalunk leirni
kivant jelenséget egyszeriien, valés fizikai tartalomhoz kothetéen eléallitjak. Ehhez legtobbszor
kétféle elemet hasznalunk:

- idealis rugd: in. Hooke-elem, mely a fesziiltség és deformacié kozotti linedris kapcsolatot
modellezi;

- idedlisan viszkozus elem: iin. Newton-elem, melyet egy viszkézus folyadékkal toltott hen-
gerben mozg6 perforalt dugattyt (olajfék) reprezentdl, a fesziiltség és a deformdaciésebesség
kozotti linearis kapcsolatot modellezi.

Tl
= [f—=
=MW = .
2.1. abra. Kapcsolasi vazlatok. Balra: Hooke-test. Jobbra: Newton-test
[8].

A Hooke-elemet a
o= FEe, (2.1)

mig a Newton-elemet a
o=FEé (2.2)

egyenlettel szokas jellemezni, ahol o a fesziiltség, ¢ az alakviltozas, E a rugalmassagi modulus,
E pedig a viszkozitési egyttthat6. A valtozé feletti pont (példaul €) az idé szerinti derivéltat
jeloli.

2.2. Kelvin-modell

Ezen modell segitségével reprezentalhatjuk a kiszas jelenségét.
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2.2. dbra. A Kelvin-test kapcsoldsi vazlata [8].

A Kelvin-testet a
o= Ee+ E¢ (2.3)

egyenlettel jellemezhetjiik.



2.3. Maxwell-modell

Ezen modell segitségével a fesziiltségrelaxacié jelenségét reprezentalhatjuk.

= =

2.3. dbra. A Maxwell-test kapcsoldsi vazlata [8].

A Maxwell-testet a

o+ 716 = FE¢ (2.4)
egyenlettel jellemezhetjiik, ahol megjelent egy 1j paraméter, a fesziiltség idéderivaltjanak egytitt-
hatdja, a 7 relaxacios ido.
2.4. Poynting—Thomson—Zener-modell

A Kelvin-modell dltal jésolt kuszast és a Maxwell-modellben megjelené fesziiltségrelaxaciot
egyesiti a Poynting—Thomson—Zener-féle tigynevezett ,standard” modell [8].
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2.4. dbra. A Poynting-Thomson-Zener-test kapcsolasi vazlatara két le-
hetdség [8].

A Poynting—Thomson—Zener-testet a
o+ 76 = Fe + E¢ (2.5)

egyenlettel jellemezhetjiik.

2.5. Kluitenberg—Verhas-modell

Az el6z6ekben ismertetett alapelemekbdl szamos magasabb idéderivaltat tartalmazo reold-
giai anyagmodell szarmaztathatd, azonban egy fontos, termodinamikailag legitim eset pusztan
rugdk és olajfékek alkalmaziasaval nem el6allithatd. Az un. Kluitenberg—Verhas-féle reolégiai
modellcsalad a

0+ 76 = Be + Eé + F¢ (2.6)

egyenlettel irhaté fel. Ezen modellnek csak egy részét tudjuk eldallitani az el6z6 alapelemek
soros illetve parhuzamos kapcsoldsival, viszont az Gn. ttultehetetlen anyagi viselkedés — melynek
kovetkeztében elméletileg reoldgiai rezonancia léphet fel [9]- leirdsahoz egy 1j elemet kell beve-
zetni. Ez az 4j elem az alakvaltozas mésodik idéderivaltjdhoz kotodik, melyet Verhas vezetett
be [10].
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2.5. dbra. A Verhdas-elem [10].

A Verhés-elemet a

9>

g (2.7)

o=
egyenlettel jellemezhetjiik.

A mechanikdaban a rugalmas és reoldgiai eseteken tul a képlékeny anyagviselkedés is nagy
jelentOséggel bir. A szdmos képlékenységi elmélet koziil az tn. idedlisan rugalmas-képlékeny
elméletet hasonléan el6z6 elemeinkhez, az in. St Venant-elemmel reprezentalhatjuk [11]. A dol-
gozatban a képlékeny viselkedéssel nem foglalkozunk.

2.6. Az anyagtorvény termodinamikai alapjai

Koztudott, hogy mechanikai folyamatoknal nem lehet megakadalyozni a hé keletkezését. A
termikus hatas megjelenése elkeriilhetetlen, ha vannak energiavaltozasok. Ebbdl kévetkezik, hogy
6nmagukban a mechanikai kdlcsonhatasok nem targyalhatok korrektil, szamitasba kell venniink
a termikus jelenségeket is. Ha ezt szeretnénk minél jobban figyelmen kiviil hagyni, akkor vagy
biztositanunk kell a gyors héelvezetést az allandé hémérsékleten tartas céljabol, vagy a termikus
munkavégzést kell zérusra redukalnunk [8].

Mechanikai kolesonhatasokndl a tomeg-, az impulzus- és az energiamérlegek az alapveto
Osszefliggéseink. FEzeken feliil azonban 1étezik még egy tovabbi — az eléz6ektdl nem fiiggetlen —
fizikai mennyiség, az entrépia. A termodinamika méasodik f&tétele (mely fizikai tartalmét tekintve
az anyag stabilitdsdnak elve) szerint az Gsszes entrdpia elszigetelt rendszerben nem csékkenhet.
Ez az entrépia mérlegében gy jelenik meg, hogy van egy forrastag, amely nemnegativ (és csak
egyensily esetén nulla). Az entrépia a nemegyensilyi termodinamika alapvet anyagfiiggvénye,
és minden mas anyagfiiggvényt vagy kozvetleniil beléle szarmaztathatunk (intenzivek és deri-
valtjaik), vagy az entrépiatermeléshez kothetiink (hévezetés, bels6 surlédas, stb.). Elmondhatd,
hogy a termodinamika mésodik f6tétele (ezaltal az entrépiandvekedés elve) jelentésen megszo-
ritja, bizonyos egyszerii tovabbi feltevések mellett teljesen meghatérozza az anyagtorvényt [11].

Ezek szerint a termodinamika elméleti szerepe kiemelkedd, azonban a dolgozatban bemu-
tatott numerikus moddszert is nagyban motivalja.



2.7. Gombi-deviatorikus felbontas

Izotrop anyagok esetén kiilonos jelentéséggel bir a tenzorok gémbi-deviatorikus felbontésa,
ugyanis ekkor ahelyett, hogy a fesziiltség- és alakvaltozasi tenzorok kozott egy negyedrendii
(f6- és mellékszimmetridkkal egyardnt rendelkezd) tenzor teremtene kapcsolatot, a gémbi- és
deviatorikus részek egy-egy konstanssal valé linearis kombinacidja elegendd. Ezeken feliil izotrop
anyagok disszipativ folyamatai esetén az entrépiaprodukciéban Curie elve értelmében [12] csak
az azonos tenzori rendii és karakter(i tagok csatolédnak (skalar skalarral, vektor vektorral,
deviatorikus tenzor deviatorikus tenzorral, stb.).

A felbontast a fesziiltség és az alakvaltozas estére is egyszeriien megtehetjiik

1

o5 = 3 (tro) 1, ol =0 — 05, (2.8)
1

eS = 3 (tre) 1, P =¢—¢" (2.9)

felirdsaval, ahol o a fesziiltségtenzor, € az alakvéltozési tenzor, 1 az egységtenzor, S indexek
utalnak a gémbi (angolul Spherical), P indexek pedig a deviatorikus részre. Kontinuumok anyag-
torvényét igy felirhatjuk két egyenletre bontva: egy gémbi és egy deviatorikus részre vonatkozé
egyenlettel. Kis deformacios feltételezés mellett a tenzorok rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal,
hogy a gémbi rész irja le a deformalddas térfogati részét, a deviatorikus rész pedig az allandé
térfogatt részét. Ez mind fizikai értelmezés, mind alkalmazas szempontjabol értékes jellemzo.
Egyes anyagi viselkedések csupan a test belso szerkezetének torzuldsahoz kéthetdk, a térfogatval-
tozashoz nem. Gondolhatunk ezalatt a sirlodéasos jelenségekre, melyeket reolégiai egyenletekben
id6fliggo tagok alkalmazasdval vehetiink figyelembe. Ezt a gondolatmenetet kévetve kézenfekvo
lehet eltéré modelleket alkalmazni a két egyenlethez [7, 8].

A felbontas a szamitasok nehézségét nem néveli, hiszen ugyanannyi fiiggetlen tenzorkom-
ponenst kell szamitanunk.






3. fejezet

Szimplektikus numerikus mdédszerek

Bonyolult jelenségek vizsgalatakor gyakran fordulunk numerikus médszerekhez. Sokszor az
analitikus megoldas el6allitasa rendkiviil komplikalt, igy sok munkéat igényel, vagy egyaltaldn
nem is lehetséges. Az eredmények pontossdgaval kapcsolatban tdmasztott kdvetelmények nem
is mindig igénylik a zart alakii megoldas altal elérhetd precizitast. A numerikus megkozelités
valasztasakor azonban rendkiviil nehéz dolgunk van példaul abban az esetben, amikor a dol-
gozatban ismertetetthez hasonld, disszipativ jelenséggel foglalkozunk, ugyanis az esetleges nagy
mértékii numerikus hibat! olyan jelenségnek tudhatjuk be, melynek valés fizikai tartalma van.
Jelen dolgozatban egy olyan — esetiinkben konzervativ rendszerre kiépitett, majd disszipativ
esetre kiterjesztett — modszer keriil bemutatasra, amely a hosszan tarté folyamatok szimulaci-
bja esetén is nagyon megbizhatéan miikodik. Ilyen Un. szimplektikus médszereket alkalmaznak
tobbek kozott a csillagdszatban, kvantumfizikidban, stb.

Ahhoz, hogy a szimplektikus numerikus moédszerekrdl beszélhesstink, el6szor szot kell ejteni
a Hamilton-rendszerekrol, ezért tekintsiik ([13] alapjan), hogy hogyan &ll el6 egy egyszerti, egy
szabadsagfokii mechanikai rendszer Hamilton-fiiggvénye. Vegyiik a

L=T-U (3.1)

Lagrange-fiiggvényt, ahol T' = T (q,q) a kinetikus energia, U = U (q) a potencidlis energia,
q a rendszert leiré altalanos koordindta, ¢ pedig az altaldnos koordindtasebesség. A rendszer
mozgasat a

d /0L oL

masodfajiu Lagrange-féle mozgasegyenlet irja le. Bevezetve a

oL

P= 9 (¢,4) (3.3)

un. kanonikus impulzust, definidlhatjuk a mechanikai 6sszenergidanak megfelel6

H(gp)=lip—L@a)| . (3.4)

!Beszélhetiink disszipativ és diszperziés hibarél. Eléz6 az osszenergia numerikus csokkenését vagy névekedését
jelentheti, mig utébbit hullamterjedési feladatok esetén a numerikus megoldasban jelentkezd extra oszcillacié-
ként lathatjuk. Mindkét hibatipus a médszer paramétereinek megfelelé6 megvélasztasaval csokkenthetd, akar ki is
kiiszobolhetd [4].



Hamilton-fliggvényt. Belathatd, hogy a

. OH

q= o (3.5)
. OH

p= _87(]’ (3.6)

tn. Hamilton-féle kanonikus egyenletek a mozgasegyenlettel ekvivalensek. (3.5)—(3.6) 1éptetését
szimplektikus Euler médszerrel

. . OH , . .
+1 _ ) +1
=g b ar (0 ). (3.7)
. . OH , . .
+1_ .5 ) +1
R (¢,p") (3.8)

szerint tehetjitk meg. Altaldnos esetben ez egy implicit médszer, azonban ha a Hamilton-
fiiggvény szeparabilis (a p szerinti parcidlis derivalt csak p-t6l fligg, a ¢ szerinti pedig csak
g-t6l), akkor a médszer explicitként léptethetd, viszont az implicit médszerek tulajdonségait is
hasznélja, ugyanis a masodik egyenletet az elsé egyenletbdl szamitott 0j értékkel szamoljuk.

qoatE R r
M pt

1

& RRS &
. .y L

i
X

Momentum
o
L
Momentum
o

-2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Position Position

3.1. dbra. Egy harmonikus oszcillator fazistérképe. Balra: Szimplekti-
kus megoldé. Jobbra: Nem szimplektikus megoldé [14].

A 3.1-es abran lathatjuk, hogy egy szimplektikus megold6 a fazistérben meg6rzi az Ossz-
energianak megfelelé alakzat teriiletét, melynek forméja valtozhat, azonban a hatarolt teriilet
mindvégig — a szdmabrazolasi hibatdl eltekintve — dllandé marad [14]. Ez tobb szabadségi fokkal
rendelkez6, bonyolultabb esetekben is igaz.
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4. fejezet

Hullamterjedés reoldgiai kozegben

4.1. A hullamterjedést leiré kontinuum modell

A dolgozatban kis alakvaltozasokat feltételeziink. Ekkor a tomegsiliriiség allandonak tekint-
hetd, tovabba a szubsztancialis idéderivalt a parcidlis idoderivalttal azonosithaté. A hullamter-
jedés leirasahoz a

ov <
05 =0 \% (4.1)

impulzussiiriiség-mérlegre (a mozgasegyenlet kontinuum megfelelgje) és a
Oe <\ Sym
—=(veV 4.2
= (ve©) (42)
kinematikai egyenletre van sziikségiink, ahol o a sfirliség, v a sebességmezé, Y™ pedig a ten-
zorok szimmetrikus részét jeloli. A (4.1) és (4.2) egyenletek anyagtol fiiggetlentl érvényesek
szilard kozegekre, azonban a fesziiltség és alakvaltozas kapcsolatanak leirdasdhoz szitkség van az
anyagtorvényre is. Az egyszeriiség kedvéért homogén, izotrop anyagtulajdonsigu testeket ve-
sziink figyelembe. Az esetek elnevezéséhez a daviatorikus tag anyagtorvényét fogjuk hasznalni.
Rugalmas esetben a
o° = B565, (4.3)
ol = EPeP (4.4)
Hooke-torvényt alkalmazzuk, ahol ES = 3K és EP = 2G (K a nyirési, G pedig a kompresszibi-
litasi modulus). Reoldgiai esetben a
o° = B3, (4.5)
ol + P60 = EPeP 4 EPeP (4.6)
Poynting—Thomson—Zener modellre szoritkozunk. A Hooke modell a legegyszertibb prébéja le-

het a moédszer miikddésének, a Poynting—Thomson—Zener-modellen pedig megfigyelhetjiik az
alapvetd viszkoelasztikus viselkedéseket (kiszds, relaxacid).
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A fajlagos sszenergia Hooke esetben a

1 ES EP
€teljes = €kinetikus + €rugalmas = §V2 + ? tr <€S€S> + 7 tr (€D€D> (47)
osszegként &ll el6. Poynting—-Thomson—Zener esetben az Gsszenergia felirdsdhoz a [4] egy térdi-
menzids esetéhez hasonléan bevezetjik a [9]-ben bemutatott

A

P = EP — /PEP (4.8)

csillapitasi index-et (a termodinamika masodik f6tételének kovetkezményeként mindig pozitiv),
tovabba a

T
§=Cyln— 4.9
Tref ( )

fajlagos entrépiat, ahol a Ty konstans tetszoleges referenciahémérséklet, c, pedig az ,izobar”
(nulla fesziiltség melletti) fajhd, amit az egyszeriiség kedvéért konstansnak tekintiink. A

2
tr (O'D — EDED)
5 (4.10)
entrépiaprodukcio-siirliség, és a
2
oT tr (a’D —EDED)
— = = 4.11

hémérséklet novekedés szamitasa a [4]-ben lefrtak harom térdimenziés 4ltalanositésa. Igy mar
felirhatjuk a fajlagos Gsszenergiat reologiai esetre, ami

€teljes — €kinetikus + €rugalmas + €termikus €reolégiai (412)
tagokbdl all, ahol

1 2

€kinetikus = §V , (413)
ES ED

€rugalmas = 7 tr <€S€S) + 7 tr (EDED), (414)
€termikus = Co 1 (415)

D

T 2

€reolégiai — 2[97ADU' (UD EDED) (416)
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4.2. A moédszer hengerkoordinata-rendszerben

Az altaldnos, hdrom térdimenzids esetben a

Ur Err Erp Erz Orr Orp Opz
v=|v,|, €= |€rp Epp Euz|, 0= |0rp Opp Opzl - (4.17)
Uz Erz Epz Ezz Orz Opz Ozz

méatrixok Gsszes komponense felvehet nemzérus értéket. A (4.1) matrixegyenletbél a

vy Doy 100vy 00z | Orr — Opy

Yot ~or "rop | 02 ro e
S R A (19
Q@(;;Z _ 8;;2' iﬁg;z 8(;7: U;Z, (4.20)
mig a (4.2)-b8l a
8;;7" _ 85)1:’ (4.21)
agig, _ 71“%[:;0 n U? (4.22)
a;zz _ %ZZ’ (4.23)
o {100 n)
8;;Z _ % (71«?91:; 3;;) , (4.25)
agi,z _ % (88? N (981;7«) (4.26)

parcidlis differencidlegyenletek irhatdk fel hengerkoordinata-rendszerben.

A Kklasszikus véges differencia médszerek minden értéket ugyanazon diszkrét helyeken és
ugyanazon diszkrét idékben szamitanak. Ezen felfogas ellen sz6l, hogy bizonyos mennyiségek
fizikailag térben a tomeghez — a térfogat koézéppontjahoz —, mig masok a peremekhez kéthetok.
Ez indokolja, hogy a sebesség és fesziiltség térben fél 1épéssel el legyenek tolva egymashoz képest
[5]. Tovabbd az is beldthatd, hogy id6ben is érdemes hasonléan eljarni. Ezt megérthetjik a
hévezetés példajan. A fajlagos belsé energia At diszkrét idé alatti valtozdsa annak a héaramnak
a kovetkezménye, amely az adott térrészt At alatt hagyja el. Ha az energia szamitasiat kotjiuk
az idébeli kozéphez, akkor a fluxust ennek a peremeihez tandcsos kapcsolni, At/2-vel eltolva.
Fontos megemliteni, hogy a hengeres séma a korabban mar megalkotott — téglatest-szerii testek
szimulacidjara kivaléan miikédé — derékszogii koordinatas kiosztas elgondolasait hordozza
magaban, amely a fentebb leirt megfontoldsok szerint késziilt.
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DADADADL
ol g A N B X J Q@
LANANATL
ol g A N B X J Q@
LLANANATI]
ol g A N B X J Q@
LA AL AL
O O O

4.1. Abra. A derékszogli koordinatakra alkotott séma elrendezésének
(z,y) sikja (a meréleges sikok kiosztasa ezzel analég médon
épiil fel). A kiillonbo6z6 irdnyba mutaté haromszogek jelzik
vg-et és vy-t, a korok a fesziiltségi és alakvaltozdsi matrix
diagonalis elemeit, mig a négyzetek az offdiagondlis (itt xy
indexti) komponenseket. A feketére szinezett szimb6lumok a
modszer altal szamitott mennyiségek, mig az tiresek a pe-
remfeltétel altal vezéreltek [5].

A mennyiségek szomszédsiaganak megorzésével az imént bemutatott derékszogi kiosztas
egyszeriien atalakithatd polarkoordinatéas elrendezésiivé. A létrehozott rendszerben nemtrivialis
vonas, hogy a hengerkoordinata-rendszer szingularis az r = 0 tengely mentén, a tengely kimarad
a regularis koordindtézasbol, mesterséges belsé peremként jelentkezik. Mivel a tengely mentén
semmi kiilsO, extra hatds nem éri a regularis r > 0 tartomanyt, a tengely szabad peremként ve-
end6 figyelembe. Egy korszelet sugarmenti diszkretizdlasakor a legtrivialisabb eljaras az egyenld
szélességli gytlriikre vald osztas volna, azonban a bemutatott médszerben nem ezt alkalmazzuk.
Olyan rétegeket hozunk létre, melyek teriilete minden esetben egyenld. Ez a féllel térben eltolt
mennyiségekre is érvényes. Ily moédon nagyobb numerikus pontossagra szamithatunk, tovabba
az energidk szamoldsa is egyszertisodik, mivel minden cella térfogata azonos lesz. A vizsgilt R
sugaru hengeres testet L darabra osztjuk a sugara mentén tgy, hogy

r=0,...,R, (4.27)
tovabba

7‘:7“0,1"%,1"1,...,Tl_%,rl,rl+%,rl+1,...,TL_l,TL_%,TL (4.28)
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(vO. 4.2. abraval). Az egymast kovetd egész indexszel ellatott és az egymast kovetd fél-indexszel
ellatott sugarak kozott is egyenld

- R?
Ap = 7 (4.29)
teriilet akkor lehet, ha egész indexek esetén
Ao =7 (TZQ+1 - 7“12) ) (4.30)
illetve fél-indexek esetén
Ag=n(r? -7 > 4.31
o= (’I"l 1T (4.31)
teljesiil. Ezekbol belathatd, hogy a sugarak diszkretizalasanak az

[+

ry = R\/Z’ illetve az "l = R i3

(4.32)
képletek alapjan kell torténnie. A tovabbiakban minden tavolsidgot az R sugarral dimenziétlani-
tunk. A szog, a z koordinata (a tengelyirdny) és az id6 szerint

Do

om =mAp, m=0,1,..., M, (4.33)

zn=nAz, n=0,1,..., N, (4.34)

tV =jAt, j=0,1,...,J (4.35)
alapjan diszkretizalunk, ahol
2r N o
Ap = — és a korszimmetria miatt g = par. (4.36)
A fesziiltség és alakvaltozas diagondlis elemeinek diszkrét értékei
(O-TT)g,m,n ’ (J¢¢)g,m,n ) (Uzz)im’n ’ (57"7");,7?1,11 ’ (64040)‘[7’777,’” ) (5zz)g,m,n
7 id6pillanatban és 7, @, zn helyen, (4.37)

az offdiagondlis elemeinek diszkrét értékei

(Urcp)?+%7m+%7n ) (5rg0)?+

i , [1+1 A
Lmtdn t/ idopillanatban és r; 1= T2’ Om + —5 1% helyen,
(4.38)
: s . I+3
(Urz)i+%’m’n+% 5 (Erz)g+%7m7n+% t/ id6pillanatban és UTE T2

A
y Pmy Zn + TZ helyen7

(4.39)
. [ A A
t’ id6pillanatban és r; = \/; » Pm + d

— 0 An + 72 helyen,

(awz)i,m+%,n+% ’ (E‘P’Z){,er%,nJr%

(4.40)
15



mig a sebességek diszkrét értékei

. 1
(vr)]flé th— At idépillanatban és r, 1 = [ty ©m, zn, helyen (4.41)
I+5,m,n 2 I+3 L’ ) ’
_1 At /1 A
(v@)i L t — 5> idépillanatban és r; = 7%m + 7¢, 2z, helyen, (4.42)
K 2
i1 - At l A
(vz)im?wr 1 v — - id6pillanatban és r; = T PmsZn + 72 helyen (4.43)

szamolodnak.

("97n+1/2

T3/2

TL71/2 (pm—l/Q

4.2. dbra. A hengerkoordinitékra alkotott séma elrendezésének (x,y)
sikja. A kiillonb6z6 irdnyba mutaté haromszogek jelzik v,-et
és v,-t, a kordk a fesziiltségi és alakvaltozdsi matrix diago-
nalis elemeit, mig a négyzetek a offdiagondlis (itt r¢ indexti)
komponenseket. A feketére szinezett szimbdélumok a médszer
altal szamitott mennyiségek, mig az liresek a peremfeltételek
altal meghatarozottak.
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4.2.1. Konzervativ rendszer: Hooke eset

A Hooke estet leird

o5 = ES6¢5, (4.44)

oP = EPeP (4.45)

konstittciés egyenletekbol egészen egyszeriien kifejezhetck a

E° +2EP ES — EP

Opp = fgw + —3 (Epp +€22), (4.46)
ES +2EDP ES — EP

0-9090 — f&‘ww + ? (67‘7‘ + gzz) 5 (447)
ES +2FP ES — EP

Ozz = 3 €2z F 3 (Err +€4p) 448

D
Orp = E7 ey,

D
Orz = B €y,

D
Opr = E7 ey,

fesziiltségkomponensek, amibél a diszkretizalt

: ES +2EP ES — EP :
1 1 1 1
(@ = =5 Er )+ = (o)l T Ex)n) . (4.52)
; E° +2EP ES — EP :
1 1 +1 +1
Ooemn = =5 Ceollben+ =5 (et E)i),  (453)
; ES +2EP ES — ED , :
1 1 1 1
(@ = =5 )+ = (i + Colliln) . (459)
+1 +1
(”w)?j%,m_%, = gP (5T¢)f+%,m . (4.55)
+1 i+1
(Urzﬁj—%,m,nf% - ED (‘STZ)?;F%J,LH,% ) (456)
j+1 i+1
(U¢Z);7;_%7n_% = EP (sz)?’;_%vn_% (4.57)

alak is konnyen addédik.

Az el6z6 fejezetben bemutatott numerikus elmélet gyakorlatba valé iltetéséhez a (4.18)—
(4.26) egyenletek diszkretizalasat nemtrividlis médon végezziik, mivel a szimplektikussdg csak
szigort feltételek teljesiilése esetén érvényesiil. Konzervativ rendszerre épitjiik fel a modellt, azon-
ban a kés6bbiekben disszipativ esetben is az itt kidolgozott megoldast hasznaljuk. A konzervativ
rendszer Osszenergidja a kovetkezo két energiafajta Osszege:

0 L M—1N-1 L—1 M —1
Ekinetikus = 5 Z Z Z (UT)?fé,m,n + Z (v<p)127m7%,n + (458)
=1 m=0 n=1 =1 m=1 n=1
L-1M-1 N
2
202 2 it [AV (4.59)
=0 m=0 n=1
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2 2 2
(ET’T)l,m,n + (€¢¢)l,m,n + (EZZ)l,m,n:| +

rugalmas - Z Z

L-1M-1N- 1{2ED+E |:

ES - ED
3 |:(ET7”)Z m,n (ESOSO)I m.n + (87‘7‘)1 m,n (EZZ)Z m,n + (EWP)l m.n (Ezz)l m n:| }AV +
L-1 M N-1 L-1M-1N-1
+ED{Z Z (EW +Z Z ET’Z f*mnfl—’_
=2 m=1 n=1 =2 m=0 n=2 2

(4.60)

ahol AV a cellatérfogat (minden cellira megegyezik). Az attekinthetéség javitdsanak érdeké-
ben itt nem foglalkozunk az idépillanatok feltiintetésévél, ezt majd a késébbi Gsszefoglalasnal
tessziik meg. A megjelen6 tobbszoros szummak multiindexei a tovabbiakban egyszerfisitett moé-
don, Osszevonva szerepelnek «, 5, v jelolésekkel. A kinetikus és rugalmas energia 6sszegébdl allé
H Hamilton-fliggvény elmozdulaskomponensek szerinti derivaltjai:

OH 0 Err 0 (erp)
e Sl e o, 2

ur)l %mn l—%,m,n

0 TZ
+> [(aTz)l,m,nL - 2W}AM (4.61)
>

Ur)l,%’m n

9 (epp)a Olere)s
a( { O-‘P‘P lmn]a a( )lm—ln +§[(UT@)l7m7n}6‘20(u@)lm—ln +
) 35 ) ok
9 (5<p2) }
+3 O imn| 25— PAV, (4.62)
; [ ? l :| 9 (U’S@)l m—ﬁ,n
0 (€Zz> 0 (&“z)ﬁ
YR JZZ ,m,mn S+ Orz)lmm 2+
a( lmn—f : }a a(uz)lmﬁl—% 2,3: [( )l, , }8 a(uz)l,m,’rz—%

0 (e4z)

A kinetikus és rugalmas energia kiilonbségébél all6 L Lagrange-fiiggvény sebességkomponensek
szerinti derivaltjaiként definidlédnak a megfelel$ kanonikus impulzuskomponensek:

oL

)iy mn = Gl oAV (Ur)1- Ly » (4.64)
oL

T )
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oL
(pz)l,m,n_% = 8(1)2)71 = oAV (Uz)l,m,n_% .

mmn—3

Ezekkel, a térben diszkretizalt rendszer kanonikus mozgasegyenletei:

d (ur)l—l,m,n oH (pr)l_l7m7n
2 = = 2 = (UT) 1

dt 0 (pr)l—%,m,n oAV I-3,mn>

d(u‘P)l m—=2in oH (plp)lm_l n
) 2’ — — ? 27 — (’Usp)lm_ln,

dt 9 (Pso)l,m_%,n oAV ’ '
d(Uz)Lm,n—% _ oOH _ (pz)l,m,n—% _ (U )

dt B (pz)l,m,n—% QAV z2)lmmn—z
d (pr)l—%,m,n . oOH

TR P
d (pw)l,m—%,n . oOH

dt 9 (e) 1
d (pz)l,m,nf% . OH

dt N 8(u2>l’m’n_% '

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

Az imént bemutatott, térben diszkretizalt, hamiltoni rendszer idébeli diszkretizalasat szimplek-
tikus Euler-médszerrel szeretnénk megvaldsitani. Mint azt Dr. Filép Tamds konzulens a fenti

hamiltoni egyenletek alapjan megallapitotta, a

j i—1 i~
(ur)?f%,m,n = (uT)gf%,m,n + At - (vr)lfg,m,n

. 1 j_l
(U)ot = (o) g1y T AL () 01

(UZ){mn,; = (UZ){;nln,; + At (UZ)];,E 1
b b 2 3 bl 2

léptetés és az alakvaltozasok

;o (ur)?+%7m7n - (Ur){_%,m,n
(Err)lmn = et -
(o0 lmm = (urgﬁé,m,n (u’"){*%vmvn (%)im%’" _ (u@){’m’%’"

il 201 riAg

I

m, Az

(“’“)L%mn — (ur)y_ L 1n ( so)im,%,n (uﬂ")?fl,mf
(Sw)z—l,m in 2r_10¢ 2(r—mi-1)
N % (7}5 " 771_1> {(%)l,m—;n Tt

(4.73)
(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)



(ur){_l - (UT){_l (UZ)j 1 (UZ)j

j 5,1, 3,m,n—1 lmn—3 l—l,m,n—% (4 80)
€ = ‘
( TZ)J—%,mv”—é 2Az + 2(rp—m—1)
J J J J
(ep)! _ T T G e 4 Wy = sy (4.81)
Pm—gm—g 2Az 2r|Ap
diszkretizdlasa esetén a sebességek
SRS DY ) P ) P G B () F
vr)y $mn or I—%,mn o |r.1—T_1 T_1—7,_3 2r, 1
i~ -l -3~ T3 -3
J J J J
(UT‘P)l—%,m—k%,n - (O-rgo)l_%,m_%m N (Urz)l_%7m’n+% - (Urz)l_%7m’n_%
rl,lASO Az ’
2
(4.82)
j+i j-1 At 1 1 ( 1 1 ﬂ j
v = (v = 4 —— 1+ =) (s
( “D)l:m*%v” ( ‘P)l:m*%»" M 0 Ti+1 — 71 - 2 \ry1 * T ( T“’)Pr%:m*%,n *
) . J _ J
(J‘P‘P){,m,n + (J%’S@ﬁ,mfl,n (U‘Pz)l,m—%,wr% (U‘F’Z)l,m—é,n—é (4.83)
+ +
riAgp Az
-1 1/1 1 ;
T (R T J
* L“z —Ti-1 T3 (7“1 * Tl-l)] (Uw)l—%vm—%’" }7
. . J — J (Urz)j 1 1
('U )j+% _ ('U ).77% + g (UZZ)l,m,n (UZZ)Lm’n,I + l+§7m7n_§ _
z l,m,n—% A l,m,n—% 0 Az Ti41 — T
(4.84)

2 2

(Grz){,%ymyn,; (UW)ier%’n,% + (Usoz)?,m,%m,; ]

T — 11 rAp

léptetése valdsitja meg a szimplektikus Euler-médszert. Mivel a kinetikus energia csak sebességet
tartalmaz, a rugalmas energia pedig nem tartalmaz sebességet, az dltaldban implicit szimplek-
tikus Euler-séma esetiinkben explicit — ez jelentGsen gyorsabb és robosztusabb futtatdst tesz
lehet&vé.

Az ily médon diszkretizalt rendszer Gsszenergiajat (4.7) szerint szamolhatjuk. Mivel a kine-
tikus energia értékei a sebességek %—Vel vald eltoldsa miatt nem azokban az idépillanatokban
szamoldédnak, mint a rugalmas energia értékei, ezért az egymaést koveto értékek idobeli atlago-
lasaval érjiik el az egybeesést.
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4.2.2. Disszipativ rendszer: Poynting—Thomson—Zener eset
Poynting-Thomson-Zener esetben az anyag viselkedését a
o5 = E5°, (4.85)
oP 4+ PeP = EPeP 4 EPeP (4.86)

konstituciés egyenletekkel adjuk meg. Itt mar célszeriibb a gémbi és deviatorikus részekkel kiilon
szamolni és azutan venni a

o=0°+0oP (4.87)

Osszeget. Ehhez elGszor azonban az alakvéltozast fel kell bontanunk (2.9) szerint. A fesziiltség
gbémbi részének

(as)j — ES (as)j (4.88)

I,m,n I,m,n

diszkrét alakja trivialis, mig a deviatorikus tag komponenseit

(o)t = o (R ) (B0 v 2o fo () - an ()], ]

S [COMRC NI}

(4.89)
(o) = e (G o) (R P [ () s (2], ]
EP 4
R [CARMRCA NI
(4.90)
(@) = () (2 e [ (R)) r e (2)], ]
S CHMRCY]
(4.91)
(7)o = 1_;+At{ (ATt B 0‘) AR LYCH MR (%);mn}
B[y
T AL (%)Z,:,n ~( D@)Z,m,n]}
(4.92)
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m, l,m,n l,m,n

e = (E ) ) e o

(4.93)
o) = e (G- (R, o [ (R)) + - (2]
A [CHMRS N
(4.94)

egyenletek formédjaban vesszilk. a = % hasznélatdval masodrend pontossag varhaté [4]. A diszk-

rét hémérsékletértékek szamitasahoz a fesziiltségi méatrix offdiagonalis komponenseib6l ad6do
noévekményeket korrigalni kell. A 4.3 dbran lathaté modon a sarokban 1év6 négy elemet i—es
stullyal 6sszegezziik, igy a diagonéalis elemekkel egy helyen 1év6 értéket kapunk.

Lo

4.3. dbra. Az ry fesziiltségkomponensekhez kotheté homérséklet-
noévekmény atlagoldsa cellakézépbe. A tobbi sikban szintén
igy torténik az atlagolas.

Az atlagolast elvégezve mar szamithatok a

i+l _ i A’i{ <UB)Z,m,n _ gD (EP’“)Zmn 2

Ilmmn — “lmmn QCO-ID m,

(o2),,., ~ 2 (), ]+ [(R) e ()

l,m,n I,m,n
. -9
D/ D (D)’
(o:) = B (<5:)
I,m,n

. =92
D/ D (.D}/
(arz) —FE (Erz>
Im,n
diszkrét homérsékletértékek. Az osszenergiat (4.12) szerint kapjuk. Az energidk adott idépillanat-
ra torténd osszegzését a Hooke-esethez képest annyival sziikséges kiegésziteni, hogy a kinetikus
részhez hasonléan a termikus részt is atlagoljuk idében.

+

—+

_l’_

(4.95)
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5. fejezet

Hengeres test szimulacigja

A szimulaciék kezdetekor a v, e, o minden értéke zérusnak van megvélasztva. Az R sugari,
z irdnyban Z hossztsidgi 3D-s hengeres modell gerjesztése egy idében 71, hosszu koszinuszjel a
z = 0 sik kozepén, mely a gerjesztés lezajldsa utdn szabad végként viselkedik (a fesziiltség a
normalis irdnyban zérus), mig a tobbi él mindvégig szabad. A gerjesztés:

oy [1—cos(2r )], ha 0<t<m, 0<r<R/2é 0<p<360°

(5.1)
0, egyébként.

Uzz(tv r, e, 0) = {

A valasztott peremfeltétel nem zéarja ki a merevtestszerli mozgds megjelenését. Ez a jelenség
a disszipativ esetben megfelel6en hosszt id6 elteltével meg is figyelhet6. A henger paldstjihoz
tartozo

(5.2)

n; =

S O =

valamint a henger véglapjaihoz tartozo
0
ng = 0 y ng = 0 (53)
1

normélis irdnyok meghatdrozzak, hogy mely fesziiltségkomponenseket sziikséges zérusnak tarta-
ni, hiszen a szabad peremen

o-n=0, =123 (5.4)
feltételnek teljesiilnie kell. Ebb6l kévetkezik, hogy

orr =0, ha r = R;

0., =0, ha z =0, Z;

orp =0, ha r = R;

ory =0, har= R vagy z=0,Y;
0y, =0, ha z =0, Z.

N N S S
AR AN
© oo ~J O Ot
— — ~— — —
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Ne feledkezziink meg arrél, hogy a diszkretizalt rendszerben az egyes fesziiltségkomponensek
nem ugyanazon pontokban szamoldédnak, ezért az el6irt peremek betartasanal nincs lehetOség
minden zérus értéket pontosan a r = R és z = 0, Z helyekre meghatarozni. Ezt tgy kezeljiik,
hogy a vegyes indexti tagokat a fizikai peremre irjuk el6, mig az azonos index{ tagokat a peremtol
fél 1épéssel kijjebb adjuk meg (vo. 4.1 és 4.2 dbrakkal).

5.1. Hooke eset

A szimulécié paraméterei:

L=16, M =20, N=30, J=700, R=1 Z=4, tea=6 1 ==, (5.10)
o,=1 ES=5 EP=3 o=1. (5.11)

0.0010 —— elastic
kinetic
0.0008 —— total
0.0006
[1}]

0.0004 {1\ A A A A
VOA0-<0=s= 00 KOG ) )

0.0002
0.0000 -
0 1 2 3 4 5 6
t
5.1. dbra. Az energidk. A jobb szemléltetés érdekében itt 7, = %.
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5.2. dbra. A fesziiltséghullam terjedése. Balra: A hossztengely mentén.
Jobbra: A minta végén (N — 1-edik rétegben).
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5.3. dbra. Az el6z6 4bra folytatasa.
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5.4. Abra. Az el6z6 dbra folytatasa.
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5.5. Abra. A sebességhullam terjedése. Balra: A hossztengely mentén.
Jobbra: A minta végén (N — L-edik rétegben).
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5.6. dbra. Az el6z6 dbra folytatasa.
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5.7. Abra. Az el6z6 dbra folytatasa.
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5.2. Poynting—Thomson—Zener eset

A szimulécié paraméterei:

2
L=16, M=20, N=30, J=700, R=1, Z=4, tea=6, mn==;, (5.12)
o,=1, ES=5 EP=3 +P=2 EP=2, T,=10""" ¢,=0001, o=1.

(5.13)
—— elastic
kinetic
0.0008 elastic + kinetic + rheological
thermal
—— total
0.0006
1]
0.0004
T~
““-u\_\_\_\_\__\_
RR""‘-—_
0.0002 —
0.0000 T
1 2 3 4 5 6
t

5.8. dbra. Az energidk. A jobb szemléltetés érdekében itt 7, = %.

A hémérséklet novekedése egytlitt jar a belsé energia névekedésével. A Huber-Mises-Hencky-
féle (angolban von Mises-ként ismert)

2
ovm = |/ g tr (oPaD) (5.14)

egyenértéki fesziiltség idébeli alakulasa remekiil szemlélteti a disszipéaciot.
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5.9. dbra. A fesziiltséghullam terjedése. Balra: A hossztengely mentén.
Jobbra: A minta végén (N — 1-edik rétegben).
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5.10. Abra. Az el6z6 abra folytatésa.
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5.11. abra. Az el6z6 4dbra folytatasa.
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5.12. abra. A sebességhulldm terjedése. Balra: A hossztengely mentén.
Jobbra: A minta végén (N — %—edik rétegben).
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20 00 100 -1.00

100 -1.00

5.13. abra. Az el6z6 abra folytatésa.
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5.14. abra. Az el6z6 abra folytatasa.
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5.15. abra. A disszipéacid szemléltetése. Balra: Egyenértékii fesziiltség.
Jobbra: Hémérséklet.
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5.16. abra. Az el6zd abra folytatédsa.
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5.17. dbra. Az eléz6 abra folytatésa.
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6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat 6 célja egy termodinamikailag kiterjesztett szimplektikus numerikus médszer
kialakitdsa volt hengeres geometridji mintakra, az [5]-ben bemutatott derékszogli koordindta-
rendszeres eredmények altaldnositdsaként. A hulldmterjedést leiré kontinuumegyenleteket kis
deformaciokra fogalmaztuk meg, ezaltal egy egyszeriisitett esetet targyaltunk. Az alkalmazott
modszer a miénkhez hasonldé hamiltoni rendszerek esetén — és a diszkretizdlt egyenletekben
szereplo egylitthaték megfontolt megvalasztasaval — kivételesen j6 energiamegmaradast képes
tartani. A séma pontossaga ezen tul a sebesség-, alakvaltozas- és fesziiltségértékek szamitasa-
nak tér- és id6beli atgondolt elrendezésének (egyes valtozdk féllel eltolva masokhoz képest) is
koszonhetd. Ettél a kiosztdstol masodrendii pontossag varhatd. A megalkotott médszert kétféle
anyagviselkedéssel teszteltiik. A Hooke modell az alapvetd erésségekre és hibakra volt hivatott ra-
mutatni, a Poynting—Thomson—Zener eset pedig mar teljes értékii tesztje volt mddszeriinknek.
A Poynting-Thomson—Zener-modell egy olyan anyagviselkedést fogalmaz meg, mely helyesen
irja le a gyakorlati szempontbdl legfontosabb viszkoelasztikus jelenségeket (kiszés és fesziiltség-
relaxacid). Disszipativ rendszerek szimuldcigjakor fontos, hogy az esetlegesen felmeriil§ nume-
rikus disszipaciét ne fizikai jelenségként interpretaljuk (félre). Ehhez azonban ismerniink kell,
hogy milyen a rendszertink valés csillapodédsa. A termodinamikai konzisztencidnak koszénheté-
en a Poynting—Thomson—Zener-modell esetén az energiakomponensek analitikus meghatarozas
eredményeként ismertek, minden idépillanathoz szamithatéak (rugalmas esetben a komponen-
sek trividlisak). A futtatott szimuldciok alapjan a konzervativ rendszerre megalkotott modszer
disszipativ rendszerre is jol miikodik, az energidk rugalmas és reoldgiai anyagmodell esetén is
megmaradnak. A hulldmterjedés szimuldcidjanak eredményét szemléltettiik egy fesziiltség- és
egy sebességkomponenssel, amit csillapitasos esetben kiegészitettiink egyenértékili fesziiltség és
hémérséklet alakuldsdnak abrazolasdval is. A mddszer atfogd vizsgdlata (a diszperzids hiba, il-
letve a stabilitds — von Neumann-analizissel torténé — és pontossag analitikus vizsgédlata, stb.) a
jovo feladata.

Az itt bemutatott munka célja, hogy a numerikus sémat fel lehessen hasznalni anyagok ka-
rakterizdldsakor (dilatéciés rezonanciafrekvencids mérés) a rugalmassagtani egytitthatok illesz-
téséhez, lehetévé téve az egyszerii, tisztan rugalmas elmélettdl vald elszakadast a valésaghtibb
eredmények elérésének érdekében.
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