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ELOSZO

A kotetben talalhato el6addsok a MONTAVID RESEARCH GROUP keretében folytatott
»lzotrop kontinuumok mechanikdja” elnevezésti kutatdsi program elmult évi
eredményeinek egy részét foglalja ossze.' A tanulmdnyok, a Nemzetkozi
Koézetmechanikai Tarsasag (ISRM — INTERNATIONAL SOCIETY FOR ROCK MECHANICS)
Magyar Nemzeti Bizottsaga altal szervezett hazai konferencidjara késziilt eléadasok,
amelyek logikai rendbe szerkesztve keriiltek jelen kotetbe. Ez mar a harmadik kényv az
éves kutatasok beszamoljabol.

A kutatdsi program egyik fejezete az izotrop kontinuumok dltalanos
anyagtorvényenek meghatarozasa izotermikus és adiabatikus folyamatokban. Ez
haromévi kutatds utan a lezarashoz kozeledik, miutan sikeriilt a rugalmas és képlékeny,
valamint a kis és nagy deformacidkra érvényes format megtalalni. Azonban szdmos
nyitott kérdés van még, amelyekre ezekben a kotetekben mindig rdmutatunk, mert
amivel mi nem tudtunk megbirkdzni, esetleg az olvasok boldogulnak, megtalaljak a
bizonyitott megoldast.

A kutatasi program masik fejezete az alakvaltozasi folyamatok sordn jelentkezo
diszkontinuitasok tanulmanyozasat célozta meg, a képlékenység kialakuldsanak és a
tonkremenetelnek termodinamikai alapokon torténd — fenomenologikus — leirdsat. Ennél
a programnal bar vannak biztat6 jelek, azonban a teljes megoldashoz nem sikerilt
eljutni. A kapott eredményekbdl evidensen kovetkezik, hogy az a hatér, ahol elvalik
egymastél a rugalmas ¢és képlékeny alakvaltozds, maga sem lehet kisérleti
eredményekbdl levonhatd  matematikai  Osszefliggés. Az  Aaltalanos  fizikai
alaptorvényekbdl kovetkeznie kell a képlékenységi és a tonkremeneteli hatarfeltételnek.
Vannak sejtéseink, de nincs dontd bizonyitékunk. Azt mar tudjuk, mi minden nem lehet.
Ezekbdl valamit felvillantunk ebben a kotetben, foleg azért, hogy a témaval foglalkozok
figyelmét rairanyitsuk a problémara, hatha 6k megtalaljak a megoldast.

Az itt ismertetett kutatasok természetszerlien nem lezartak, hanem szamos 1y
lehetdséget mutatnak fel, amelyeket a kutatoknak érdemes szisztematikusan
végigvizsgalni, ugyanis gyakorlati hatdsuk szinte felmérhetetlen. Ezen az uton még csak
az elsé lépéseknél tartunk, ezek mégis megrengették az anyagtulajdonsagokrol,

' A tovabbiak a Mérnokgeolégia-K6zetmechanika Kiskonyvtar 7 kotetében talalhatok.



anyagallandokrol vallott tobb évszazados felfogasunkat. (Csak példaként: a megszokott
— egytengelyll fesziiltségallapotbol vett — E rugalmassagi modulus (YOUNG-modulus)
eddigi hitlinkkel szemben — nem 1étezd anyagallando, a v POISSON-tényezd pedig nem-
csak, hogy nem anyagjellemzd, hanem nem is allando, stb.)

Az elso eloadds Osszefoglalja az izotrop kontinuumok anyagtorvényének a
termodinamika masodik fotételébdl torténd levezetését. Az alapul vett kiinduld feltevé-
sek a kovetkezok:

1. A termodinamika masodik f6tételébol (és ennek folyomanyabdl: az entropiandvekedés
elvébdl) lehet meghatarozni az anyagtorvényt.

2. Az anyagtorvény csak azon valtozok fiiggvénye lehet, amelyek az entropiat
meghatarozzak. Az entropia hattérében ott vannak a dinamikai egyenletek (a mérleg-
egyenletek), s az entrdpia valtozoit azok valtoztatjak.

3. Az entropia azon termodinamikai valtozoknak a fliggvénye, amelyek értékét a
dinamikai mérlegek determinaljak.

4. Az entropia csak azon valtozok fliiggvénye lehet, amelyek a mérlegekben szerepelnek.

5. Az anyagtorvény is csak azon valtozok fiiggvénye lehet, amelyek a mérlegekben

szerepelnek.

A végeredmény: a rugalmas alakvaltozasoktol a képlékeny alakvaltozasokon at a
tonkremenetelig érvényes tehetetlenségi standard test, mint anyagtorvény. Ebbdl az a
kovetkeztetés vonhatdo le, hogy mechanikai szempontb6l harom alapvetd anyagi
tulajdonsag van: a rugalmas alakvaltozas képessége (a rugalmassag), az alakvaltozast
gatolni igyekvd belso surlodas (a viszkozitas), tovabba az anyag belso tehetetlensége.

A masodik eléadas kézikonyvszerlien 0sszefoglalja a reoldgia elemi modelljeit és a
beldliik felépithetd mechanikai testeket. Ennek eredményeként szamos 0j eredmény
adodik:

- az anyagtulajdonsagoknal a csillapitdsok mértéke,

- az anyagallandok rugalmas és képlékeny tartomanybeli dsszefiiggése, stb.

A harmadik eléadas matematikai eljarast és szamitogépes modszert ad a reoldgiai
elemek kapcsolasanak eldallitasara, a kapcsolasok eredd egyenletének meghatarozésara,
amellyel tetszdleges bonyolultsagl feladat gyorsan megoldhato.

A negyedik eldadas megadja a tehetetlenségi standard test anyagegyenletének
(differencialegyenletének) kiillonb6zo szituaciok melletti megoldasat. Ennek célja, hogy

- az anyagallandok meghatarozasara szolgaldo mérések kiértékeléséhez a sziikséges
matematikai 6sszefliggések rendelkezésre alljanak,

- az anyagtulajdonsagokat, az anyagviselkedést jobban megértsiik, s ezaltal a gyakorlati
feladtok megoldasahoz Gtletek, 6kolszabalyok legyenek kialakithatok.

Uj eredmény a rugalmas-képlékeny hataron torténd anyagviselkedés feltarasa az Gn.
ugrasfiiggvényekkel, amelyek altal az anyagvizsgalattal foglalkozok anélkiil tudjak
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meghatdrozni a képlékenységi hatart, hogy a probatestet tehermentesiteniiik kellene,
tehat adott esetben roncsoldsos vizsgalattal is. Tovabba foglalkozik az eldadas a kiilon-
boz0 szituacidokban esetleg fellépd rezgésekkel, az anyag sajat reologiai rezgésszamaval,
valamint a rezonanciaval.

Ujdonsagnak szamit, hogy altalaban csak az adott szerkezet sajatrezgésérdl szoktak
besz€lni, nem pedig a szerkezeti anyagérdl, ui. az eddigi anyagmodelleknél nem vettiik
figyelembe belsd tehetetlenségiiket, s igy reoldgiai sajatrezgésiik sem volt kimutathato.

A kotet szerzOi ezuton fejezik ki Oszinte tisztelettel koszonetiiket és halajukat
MatoLcst TAMAS és BEDA GYULA professzoroknak részletes és aprolékos észrevételei-
kért, a kdtet anyaganak lektoralasa soran tett értékes figyelemre méltdé megjegyzéseikért
¢s atdolgozasra tett javaslataikért.

Budapest, 2008. oktober 31.

A SZERZOK
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IZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE
ES SPECIALIS ESETEI

Van Peter

KFKI RESZECSKE- ES MAGFIZIKAI KUTATOINTEZET, ELMELETI FIZIKA FOOSZTALY, BUDAPEST
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Asszonyi Csaba
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Az elbadas osszefoglalja az izotrop kontinuumok anyagtorvényének a termodinamika maso-
dik fotételébdl tortend levezetését. Ezt egységes anyagtorvénynek nevezziik, mert a deformaciok
teljes tartomanyan — a kicsitol a nagyig, a rugalmastol a képlékenyen at a tonkremenetelig —
egyarant érvényes. Mivel az anyagtorvény levezetése soran csak dltalanos makroszkopikus ter-
mészettorvenyeket haszndalunk fel — a termodinamika masodik fotételét és az alapmennyiségek
meérlegeit —, ezert a kapott dsszefiiggés egyuttal univerzalis is lesz, azaz fiiggetlen az anyag

mezo- és mikroszerkezetétol.

1. BEVEZETES

[ASSZONYI-VAN—SZARKA (2007)] konyvében levezetésre keriilt az izotrép kontinu-
umok mechanikai anyagtérvénye, amely egységesen érvényes kis és nagy deformaciok-
ra, reologiai és képlékenységi jelenségekre. Mivel ez 6t kiilonallo fejezetben — 2, 3, 4, 6
¢és 7 — keriilt kifejtésre, ezért a kovetkezokben egységbe foglaljuk, és egyuttal figyelem-
be vessziik tovabbi kutatasaink ide vonatkozé eredményeit.

A hivatkozott anyagtorvény természetesen nem az egyetlen lehetséges, az irodalom-
ban szamtalan masik — teljesen kiilonb6z6 elvek alapjan kapott — anyagtorvény talalha-
t6. Viszont amennyiben a fizika alapvetd torvényei altal megengedett lehetd legaltala-
nosabb ¢és legegyszerlibb formét keressiik, akkor az anyagtdrvénylink és altaldban a
megkozelitésmodunk kitlintetett, mert csak altalanos elvekre épitkezik, igy az elérhetd
legnagyobb mértékben fiiggetlen az anyag részletes szerkezetétdl.
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Minden eddigi anyagtdrvény jo kozelitést jelentett bizonyos anyagok, bizonyos
tulajdonsagaira. Azonban az eddigi anyagegyenletek az esetek tulnyomo tobbségében
(vagy talan majdnem mindig) gyakorlati tapasztalatok altalanositdsabol szarmazo szub-
jektiv konstrukciok voltak. Innen szdrmaznak az elnevezéseik is, pl. hipoelasztikus
anyagtorvény, rugalmas-viszkdzus anyagtorvény, stb. Rugalmas potencialbol és képlé-
keny potenciabdl levezetett 0sszefiiggések is akadnak koztiik, mikozben e fogalmak fi-
zikai tartalma sem tisztazodott eddig.'

Ebben az irasban ramutatunk arra, hogy a kiilonféle egyedi jelenségeket hogyan le-
het a fizika alaptorvényeinek segitségével (II. fotétel és folyomanyai), deduktiv kovet-
keztetések eredményeként egységes szemlélettel megkozeliteni. Igy fog eléallni az az
anyagtérvény, amely a szilard testek 0sszes fenomenologikus mechanikai tulajdonsagat
leirja’

e az alakvaltozasok tetszéleges tartomanyan (Kicsi és nagy alakvaltozasokra egyarant).

Az anyagnak nincs ilyen elhatarolodasa, ui. nem tud kiilonbséget tenni kicsi és nagy

kozott, mivel ilyen fizikai kiilonbség nincs is. Csupan az azt visszatiikr6z6dé modellnek
van meg ez a tulajdonséga, a felhasznalt matematikai apparatusbdl kdvetkezden;

e arugalmas és képlékeny tartomanyban egyiittesen. Holott ez a két tartomany nem mate-
matikai, hanem fizikai kiilonbségbdl fakad, amikor az alakvaltozasok folytonos tar-
tomanyan egyszer csak megjelenik 1j mindségként a marad6 alakvaltozas;

e a mechanikai dallapottér egészén (beleértve az irreverzibilitas hatarat — a reverzibilitast —
18).

A hivatkozott konyv tobb helyen ramutatott, hogy ezt az anyagtorvényt lehetne to-
vabb is altalanositani. Ugyanis az anyagi objektivitas kdvetelménye altal felvetett szem-
pontokat (objektiv idéderivaltak, forgasfiiggetlenség), illetve ennek az alakvaltozassal
valo kapcsolatat sem elemeztiik kellden. Ezzel kapcsolatos eddigi vizsgélatainkat [VAN
(2007)] tartalmazza. A gyakorlati alkalmazhatdsag azonban madr igy is bizonyos korlato-
kat szab elénk, pl. a legéltalanosabb esetben fellépd 22 anyagalland6 szaménak — fizi-
kailag alatdmasztott — csokkentése iranyaban.

Természetesen tisztaban vagyunk azzal, hogy a képlékenység altalunk valasztott tar-
gyalasa — a képlékenységi munkafeltétel beépitése a termodinamikai potencialba — nem
az egyetlen lehetséges ut. De a valasztott matematikai struktiraban mindenképpen a fi-
zikai kovetelményeket kell érvényesiteniink:

1) Vildgos meghatarozasat kell adnunk a disszipativ és a nemdisszipativ kozotti
kiilonbségnek. Ez csak a termodinamika II. f6tételének kozéppontba allitasaval
lehetséges. A képlékenységelméletek nagy része tisztdn mechanikai alapt fo-

' Mit hivunk rugalmas potencialnak? Miért lehetséges, hogy a fesziiltség- vagy deformacidallapot egy
potencialbdl szarmaztathat6?

* Elvileg nem csak ezeket, de tovabbihatasok (hévezetés, diffuzio, ...) figyelembe vétele tilmutat ennek
az irasnak a keretein.
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galmakbol épitkezik, ezaltal nem teljesiti ezt a kdvetelményt. Ennek egyik fo-
lyomanya, hogy az ilyen elmélet nem lesz alkalmas Osszetett jelenségek kezelésére,
nem tudja figyelembe venni tobbféle kolcsonhatas egyiittes hatasat. Viszont még
ennél is problematikusabb lehet, hogy fizikailag lehetetlen, a termodinamika
masodik fotételét sértd effektusokat is adhat, amiket csak mesterséges feltételek
beiktatasaval irthatunk ki. Nem szabad, hogy félrevezessen az, hogy a
képlékenységtan egyes posztuldtumai (tételei) — példaul a DRUCKER-féle és az
ILIUSIN-féle stabilitdsi pusztulatumok — megtévesztden ,.termodinamika”-szeriiek
[HOULSBY-PUZRIN (2006), 2-4 fejezet megjegyzései].

2) Az elmélet a leheto legkevesebb szamu eldfeltevést szabad, hogy tartalmazza. Extra
fliggvények és paraméterek ugyan lehetdvé tehetik a kisérleti eredmények részletes
illesztését, de ugyanakkor az ilyen elméletbdl semmit nem tanulhatunk, és kicsi az
érvényességi kore. Ebbdl a szempontbol a képlékenységi ¢és disszipacios
potencialokat és — a nemasszociativ esetben ezektdl fiiggetlen — folyasfeltételeket
bevezetd termodinamikai képlékenységelméletek — koztik az eldbb emlitett
konyvben targyalt hiperképlékenység [HOULSBY-PUZRIN (2006)] — nem megfeleld,
tovabb egyszeriisitend6. Masik példa lehet erre a plasztikus deformacio
fogalmanak a priori bevezetése. Ezzel egyszerre tobb elvart tulajdonsagat
posztuldljuk a belsd valtozonknak, amik valoszinlileg més és mas feltételekkel,
kiilon-kiilon lehetnek csak érvényesek. Nem csoda, hogy a véges alakvaltozasos
képlékenység még mindig nem létezik (vagyis sulyos belsd ellentmondasokkal
kiizd) [BERTRAM (2005)], és éppen ezért a szdmitasokban kiilonleges formalizmust,
un. ndvekményes, vagy “rate type” egyenleteket hasznalunk normalis differencial-
egyenletek és fiiggvények helyett.

Ezt a két kovetelményt tartottuk szem eldtt az el6z6 konyviinkben. A képlékenységi
feltételnek az entropiafiiggvény valtozojaként torténd szerepeltetése a fenti hidnyossa-
gok nagy részét sikeresen feloldotta. Valoban lehetové teszi kis és nagy alakvaltozasok
egységes targyaldsat, a reoldgiai egyenletek és folyasi feltételek egységes, egyszerii
termodinamikai levezetését, a disszipativ és nemdisszipativ esetek vilagos elhatarolasat,
stb..., rdadasul az altalunk eddig vizsgalt egyszerli esetekben jOl magyarazta a kisérleti
adatokat. Mindazonaltal vannak fontos hidnyossagai is.

Az eddigiek soran a levezetéseknél a képlékenységi feltételt altalaban a deformécios
munka fiiggvényének tekintettiik. A legtobb olyan anyagban viszont, ahol a klasszikus
képlékenység érvényes, ez nem jo feltevés, ott a képlékenységi feltétel csupan a torzu-
lasi deformacios munka (alaktorzuldsi munka) fiiggvénye. Ezt mar csak a végered-
ménynél hasznaltuk fel, igy a térfogati deformaciés munka hatdsa nem kertilt kiszlirésre,
tehat az anyagegyenlet térfogatvaltozasi része bonyolultabb lett a szokésosnal. Ezzel az
altalanositassal a talajok és kdzetek esetére reméltiik altalanositani az elméletet, ahol a
nemasszociativ képlékenység (dilatancia modellezése) alkalmazasa ezt sugallja. Nem
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vettiik azonban figyelembe, hogy termodinamikai megkdzelitésiink képlékenységet és
szokdsosan reologiai hatdsokat egyszerre ir le, €s ez utdbbi hatdsok szintén vezethetnek
térfogati képlékenységhez hasonlo jelenségekhez. Ezen okok miatt a levezetést is
megismételjiik, ugyanis a korabbitdl eltér6 modon nem a végén vezetjiik be a deviato-
rikus felbontast, hanem mar a kezdetnél.

Ennek felirasa el6tt tisztazni kell az anyagtorvény értelmezési hatarait, nevezetesen:

e  meddig tart a rugalmas allapot, s hol kezdédik a képlékeny,
e  hol valik 6sszenyomhatatlanna az — addig 6sszenyomhato6 — anyag,

e  mikor szlinik meg az anyagfolytonossag, mikor kovetkezik be a torés (tonkremenetel)?

Ezért még egyszer Osszefoglaljuk izotrop kontinuumok anyagegyenletének meghataro-
zasdhoz vezeto feltételeket.

1. AZ ANYAGTORVENY TERMODINAMIKAI ALAPJAI

A TERMODINAMIKA MASODIK FOTETELE minden fizikai elmélet alapja — tehat altala-
nos érvényll természettérvény. Fizikai tartalmat tekintve a masodik fététel az anyag sta-
bilitasanak elve. Ez azt jelenti, hogy a benne foglalt eldirasok miatt egyenleteink ter-
modinamikailag is egyenstlyi megoldasai aszimptotikusan stabilak lesznek. A megol-
das idofliggetlensége fizikailag nem mindig fejez ki egyensulyt, azaz nem staciondrius
megoldasokrol, hanem példaul az elszigetelt rendszerek egyensulyardl van sz6. Tehat a
masodik fotétel miatt az anyag magatol nem kezd atalakulni, €s a zavarok elfelejtédnek.
“Ez a fajta stabilitds ad értelmet a megismételhetéség fogalmanak: hasonld korilmé-
nyek kozott hasonlo valtozas fog bekovetkezni: a vonzo éllapotok stabilitasa lehetdvé
teszi, hogy a szobanforgd “hasonld” koriilmények ne a rendszereknek a legkisebb rész-
letben is érvényesiild azonossagat jelentsék, hanem csupan ugyanahhoz a vonzési me-
dencéhez valo tartozasukat.” [PRIGOGINE-STENGERS (1986)].

Az anyag a maga belsé viszonyai, kdlcsonhatasai miatt stabil. Ha nem ilyen, akkor
megvaltozik és atalakul stabil formaba. Ez annyira természetes elvarés, hogy hajlamo-
sak vagyunk megfeledkezni réla. A fizika elméleteiben a termodinamika mésodik foté-
tele adja ennek matematikai és fogalmi kereteit [GLANSDORFF—PRIGOGINE (1971),
MATOLCSI (2005)].

Mechanikai kdlcsonhatdsoknal a tomeg-, az impulzus- és az energiamérlegek (kon-
tinuitdsi egyenletek) az alapvetd (in. dinamikai) dsszefliggéseink. Ezeken feliil azonban
1étezik még egy tovabbi — az el6zdektdl nem fiiggetlen — fizikai mennyiség, az entrdpia.
A termodinamika masodik fotétele szerint az Gsszes entropia elszigetelt rendszerben
nem csokkenhet. Ez az entropia mérlegében gy jelenik meg, hogy az entropianak van

forrasa, a o spontan produkcio, amely nemnegativ (és csak egyensuly esetén nulla).
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Altalanos stabilitasi megfontolasokbél megkéveteljiik, hogy az entrépidnak maxi-
muma legyen az elszigetelt rendszer egyensulydban. Ennek sziikséges feltétele, hogy
konkav fiiggvénye legyen valtozoinak. Ne felejtsiik el, hogy a hattérben ott vannak a di-
namikai egyenletek (az emlitett mérlegek), ezért ndvekedését, az entropia valtozoinak
valtozasat a mérlegek determinaljak. A masodik f6tétel az anyag tulajdonsagain, azaz az
anyagfiiggvényeken keresztiil kell biztositsa az egyenstly 1étét, illetve az entropia valto-
zasénak iranyat. A mésodik fotételt tehat a kényelmes matematikai megfogalmazhato-
sag érdekében célszerlien harom részre bontjuk:

1) Létezik entropia, ami az alapvaltozok elég sokszor (de legalabb egyszer szakaszosan
folytonosan) differencialhato fiiggvénye.
2) Az entrépia konkav fiiggvénye valtozoinak.

3) A fejlodési egyenletek altal meghatarozott folyamatok esetén, elszigetelt rendszerben az
Osszentropia nem csokkenhet.

A 2) feltétel, a konkavitas nem feltétel nélkiili kovetelmény, nem természettorvény,
sériilése anyagi természetli instabilitasra utal (pl. fazishatar). A masik két feltétel viszont
biztositja, hogy ez a sériilés valoban ne legyen kiaknazhat6 kivétel. Mindegyik feltétel
jelentdsen megszoritja az anyagegyenletek lehetséges formajat.

MELYEK A FAJLAGOS (TOMEGEGYSEGRE JUTO) ENTROPIA VALTOZOI? Ez szubjektiv
dontésiinktél fiigg? Erezziik, hogy ez nem lehet, ugyanis a természet — egy fenomenolo-
gikus leirds korlatain beliil — nem engedhet ekkora bizonytalansagot, helyet hagyva ez-
altal az emberi spekulacioknak, esetleg természettdl idegen feltevéseknek.

Ha megadjuk, hogy az s entrdpiafiiggvény mely valtozoknak a fliggvénye, ezaltal
mar rogzitjiik a fejlédési egyenlet valtozoit, és igy az anyagtorvény valtozoit is. Ezaltal
végso soron — deduktiv kdvetkeztetéseken keresztiil — az anyagtdrvény formajat is meg-
hatarozzuk. Ebbdl kovetkezéen nagyon koriiltekintéen kell eljarnunk, s lehetleg nem
sajat elképzeléseinket, elvarasainkat kell megfogalmaznunk, hanem hagyni, hogy a fi-
zikai torvények ¢és az adott rendszerrel kapcsolatos kisérleti tapasztalat — matematikai
megfogalmazasunkon keresztiil — kifejthessék hatasukat.

Az entropia a nemegyensulyi termodinamika alapvetd anyagfiiggvénye, és minden
mas anyagfiiggvényt vagy kozvetleniil beldle szarmaztathatunk (intenzivek ¢és
derivaltjaik), vagy az entropiatermeléshez kothetiink (hdvezetés, belsd surlodas, stb.).
Az anyag szimmetridit az entropiafiiggvénynek is tiikroznie kell. Igy példaul izotrop
kontinuumok esetén az entropia izotrop fiiggvénye valtozodinak.

FELTEVES, hogy a termodinamika masodik fététele (és ennek folyomanyabol: az en-
tropiandvekedés elve) nagyon jelentésen megszoritja, bizonyos egyszerli tovabbi felte-
vések mellett (pl. linearitas) teljesen meghatarozza az anyagtérvényt.
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Ennek kovetkezménye, hogy

1. Az anyagtorvények csak azon valtozok fiiggvényei lehetnek, amelyek az entrdpiat
meghatarozzak.

2. Ugyanez forditva is igaz: az entropia csak azon valtozok fiiggvénye lehet, amelyek az
anyagtorvényekben fellépnek.

3. Az entropia azon termodinamikai valtozoknak fliggvénye, amelyek értékét az alapvetd
mérlegek valtoztatjak.

4. Az entrépia lehet mas valtozoknak is fiiggvénye, de ekkor ezen mas valtozokra érvé-
nyes fejlédési egyenleteket is megszoritja.

Megjegyezziik, hogy ez utobbi esetben — ha a masodik fotételen kiviil nincs mas
korlatozas az anyagot jellemzd mas valtozora, — pusztan a mésodik fotételbdl szintén
mérleg jellegii fejlodési egyenleteket vezethetiink le [VAN (2005)].

frjuk fel 6sszefoglaloan a mechanikai kolcsonhatishoz tartozd — ma ismert — mér-
legegyenleteket’ lokalisan szubsztancialis formaban:

Tomegmeérleg: p+pV-v=0,

Impulzusmérleg: pv—V_-F=pf,
Impulzusmomentum-mérleg:*  p(rxv)=(rxF)V+F-1+rx pf,
Kinetikusenergia-mérleg: o, (%Vz). =v(FV)+ pfv,
Belséenergia-mérleg: pe+V-j,=F:voV,
Osszenergiamérleg: pé,+V- (jq -V F) =0.

Ezek koziil az impulzus és az 6sszenergia (vagy a belsé energia) mérlege az alapmérleg,
a tobbi ezekbdl szarmaztatott. A dinamikai egyenletekben szerepld valtozok és anyag-
fiiggvények:

P — tOomegsiiriiség,

v — konvektiv sebesség,

f — térfogati erdsiirtiség,

F — fesziiltségtenzor (az impulzus konduktiv dramsiirtisége),
F:voV — (térfogategységre jutd) alakvaltozasi teljesitmény

e — fajlagos belso energia,

e, — fajlagos kinetikus energia,
e, — fajlagos 0sszenergia,
ig — a h6aram-siriiség,

3 Esetiinkben ezek mindegyike kontinuitasi egyenlet.
* Ez az alak olyankor érvényes, amikor nincs bels6 impulzusmomentum. Ilyenkor az impulzusmomentum

megmaradésanak kovetkezménye: F = FT.
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A szarmaztatott mérlegek nem adnak filiggetlen valtozot. Szokés szerint nem az
Osszenergiat, hanem az e=er —e;, =ep — v2/2 fajlagos belsd energiat tekintjiik alap-
valtozonak. Tehat elsé kozelitésben, tiszta mechanikai rendszerekre (hdvezetéssel) az
alapmérlegekben szereplé mezok, a slirliség, a sebesség, illetve a belsé energia adhatjak
az entropia valtozoéit. Az anyagfliggvények ezektdl a valtozoktol és derivaltjaiktol fiigg-
hetnek (s6t, az anyagi objektivitds miatt alapvetden csak a térbeli derivaltaktol), pl. a
v oV sebességgradienstol.

Az entropia, és igy az anyagtorvény is csak az anyagtol fiigghet, tehat az s fiiggvény
valtozoinal a fenti felsorolasbdl kiesik mindaz, amelyik a kiils6 hatasokat jellemzi (f).

Az 4dramok lehetnek valtozok és fliggvények, attdl fliggden, hogy milyen jelenségek
fontosak az adott fizikai rendszerben. Az dramok valtozoként torténd szerepeltetésének
kévetkezményeivel az tn. kiterjesztett termodinamika foglalkozik’. Ebben az elmélet-
ben az F impulzusaram-siiriiség és a j, a héaram-siirliség az entropia (¢s igy minden
mas anyagfiiggvény) valtozoi. Az impulzusaram-siiriiség szerepeltetése az entropia val-
tozojaként alkalmas bizonyos reoldgiai jelenségek modellezésére, altalaban az anyag

crer

A fenti tablazat kifejezései koziil tehat csaka P=F :voV =¥ teljesitmény szerepe
maradt kérdéses. A P teljesitmény (az alakvaltozdsi munka iddszerinti derivaltja)

azonban — mint az az entropiamérlegbdl lathatod, — az s -tal van kapcsolatban [§= W],
tehat az s-ben legfeljebb az alakvaltozasi munka [s = W ] szerepelhet. A tovabbiakban
latni fogjuk, hogy az alakvaltozasi munkéanak anyagi valtozoként torténd szerepeltetése
a képlékenység megértéséhez vihet benniinket kdzelebb.

Attérve az anyaghoz kotott rendszerre, a P =F:voV =F : (voV)* alakvéltozési tel-

jesitmény a H=1+u oV mozgasgradienssel a
W=F:HH
formaban irhat6 fel, s a H = QA polaris dekompozicionak megfeleld
[Q'=Q7, detQ=1, A=AT]
felbontéssal pedig a
W =F:HH" =F:(QQ" +QAA'Q")=F:QAA'Q" =QFQ" : AA™' =F, : AA™'

formaba irhato.

5 Az elméletnek van magyar elnevezése is: a termodinamika hullamelmélete [GyarRMATI (1977)]. Ezt az
elnevezést késobb teljesen kiszoritotta a kiterjesztett termodinamika [LEBON-JOU-CASAS-V AZQUEZ (2008)].

19



Mivel az entropia ps+V - j, = o, 20 mérlegét minden térfogatrészre érvényesnek
tekintjiik, ezért a o, entropiaprodukcid, a mérlegegyenlet jobb oldala, semmilyen ho-

¢s impulzusaram (fesziiltség) mellett sem negativ.

Az entropiafliggvényben tehat az e belsd energia mellett az A alakvdaltozasi tenzor
¢€s a W alakvaltozasi munka szerepeltetése latszik célszertinek.

Az eddigiek alapjan az entropiafliggvény

(1) s=s(e, A, W)
alaku lehet.

A BELSO DINAMIKAI VALTOZOK. Az anyagi kontinuum koztudottan — bizonyos
értelemben — emlékszik el6z0 terheléseire, alakvaltozésaira, tehat egyfajta memoriaja
van. Az el6bbiekben utaltunk ra, hogy ilyen viselkedés leirasahoz, modellezéséhez a ki-
terjesztett termodinamika a mérlegek aramsiirliségeit vezeti be tovabbi anyagi valtozo-
ként. Ezzel egyértelmii és konkrét fizikai jelentést is ad a bevezetett 1j valtozoknak. A
reologiai viselkedés leirasdra azonban ennyi nem elegendd: csak a MAXWELL-modellt
kaphatjuk meg igy [LEBON-JOU-CASAS-VAZQUEZ (2008)]. ¢

Eppen ezért [VERHAS (1985); MUSCHIK ES MAUGIN (1994)] szerint célszerti teljesen
altalanosan 1) valtozokat bevezetni, amelyeket belsé dinamikai valtozoknak vagy
dinamikai szabadsagfokoknak neveznek. Azonban felmeriil a kérdés, hogy ez igy
egyszerlien megengedhetd-e?

Egy & belso valtoz6 dinamikdja nincs meghatarozva, azaz tulajdonképpen keresik a

r4 vonatkozd evolucios egyenletet, tehat & maga is egy anyagfiiggvényként foghat6 fel.

Attdl fiiggden, hogy hany bels6 valtozot vezetnek be, beszélnek egy vagy tobb szabad-
sagfokt rendszerrdl, egy vagy tobb dinamikai valtozoval leirhatd anyagrol. Itt azonban
felmeriil a probléma: ezek a belsé valtozok nem szerepelnek a mérlegegyenletek valto-
761 kozott, és mégis megengedhetdek? Egyaltalan, konkrét fizikai interpretaciod nélkiil
bevezethetiink-e 0j fizikai valtozokat? A hirtelen vélasz egyértelmli nem. Mégis vannak
esetek, amikor a valasz — igen. A kovetkezd érveket kell ugyanis megfontolnunk:

(1) A termodinamikai egyensulytol valo eltérést érdemes lehet 0 valtozd bevezeté-
sével jellemezni. Ilyen valtozo értéke nulla a termodinamikai egyensulyban. Ez-
zel a megszoritassal bevezetett belsd valtozokat nevezte VERHAS dinamikai sza-
badsagi fokoknak. A dinamikai szabadsagi fokok segitenek a mdasodik foététel
megszoritasait egyszerlien alkalmazni az egyenstlytdl tavoli rendszerekben és
utana sokszor kikiiszobolhetdk a végsd egyenletekbdl.

® Ezt a szerzOk igyekeznek félrevezeté megjegyzésekkel leplezni (232.0.), a hivatkozott cikkben viszont
nincs nyoma annak, hogy akarcsak a standard modellt és képes lenne visszaadni a kiterjesztett termo-
dinamikai formalizmus.
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(2) Altalanosan bevezetett valtozok konkrét fizikai jelentése az anyag mikroszerke-
zetétdl fliggden mas €és mas lehet. Az a tény, hogy csak altalanos elveket hasz-
nalva vezetjiik be a fejlodési egyenleteiket, biztositja a kapott egyenletek és a
benniik szerepld paramétereknek — de nem a paraméterek értékének — konkrét
mikroszerkezettdl valo fliggetlenségét.

(3) A tapasztalat utdlagosan igazolhatja (és igazolja) a modellezési stratégiat. Ezért
aztan elkezdhetiink bizni az alapelvekben, és azokat altalanosabb esetekben is
alkalmazni (pl. a karosodas leirdsara bevezetett belsé valtozok altaldban nem
kiiszobolhetoek ki).

A v (W) KEPLEKENYSEGI HATARFELTETELT leir6 fiiggvény, mint valtozo6 csak akkor
keriilhet be az entropiafiiggvénybe, ha fizikailag indokolni tudjuk, s ha a mérleg-
egyenletek valtozoi kozott szerepel, még ha csak implicite is. Bevezetése matema-
tikailag nem jelent problémat, mert az s=s(e,A,W) és az s=s(e,A,w(W)), az

entropiamérleg kontextusdban

Os os os .
2a sle, AW)=—eé+—:A+p—W
(22) Sleaw)=gier Aty
és

i os . Os . os oy .
2b sle, AwlW))=—ée+—: A+ p———W
(2b) (e, A,y (W) A T

latszolag azonos végeredményt mutat.

Ha y azzal az indokkal keriilhet be az entropiafiiggvénybe, mert a diszkontinuités
nem kizarhato, akkor mar csak az a kérdés, hogy a tobbi diszkontinuitds (az 6sszenyom-
hat6sagi hatar, mas néven a tokéletesen kifejlodott képlékenység hatara [#k], tovabba a
tonkremeneteli hatar [7]) miért nem szerepel? Vagy ha betessziik, akkor mindegyikhez
rendeljiink egy wy ill. v, fliggvényt? A (2) Osszefliggésbdl latszik, hogy ez felesleges,
mert Osszefoglaldan f (W)—Vel jelolhetjiik a diszkontinuitdsokhoz tartozé anyagfligg-
veényt.

Mindezek alapjan az entropiafiiggvény

(3) s=s(e, A, f(7))

alaku lehet, amelynek sziikségszeriien eleget kell tennie a matematikai formakat korla-
tozo, TRUESDELL altal megfogalmazott altalanos elveknek. Ezek VERHAS felsorolasaban
[VERHAS (1985), 73-76. 0.] a kovetkezok:

— az id6 homogenitasanak elve,

— az anyagi objektivitas elve,

— az anyagi invariancia elve,

— a koordinatainvariancia elve,

— a dimenzionalis invariancia elve,

— az osszeférhetoség (kompatibilitas) elve,
— a matematikai teljesség elve,

—a mindeniitt jelenlévd valtozok elve,

—az egységesites elve.
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Vizsgélataink soran ezek mindegyikét figyelembe vettiik, vagy tigy, hogy beldle in-
dultunk ki (mindeniitt jelenlévd valtozok elve), vagy tgy, hogy kovetkeztetéseinket de-
terminaltak. Ezek az elvek természetesen nem egyenranguak. A legtobbnek valdé megfe-
lelés manapsag egyrészt trivialis (koordinatafiiggetlenség a tenzori reprezentacioval), il-
letve ellendrzése egyszerli. Talan az egyetlen kivétel az anyagi objektivitas elve, amely-
nek megfogalmazasaban maig sincs konszenzus [MATOLCSI-VAN (2007)].

Az eddig elmondottakban azonban nem vettiink figyelembe egy nagyon fontos ko-
riilményt, az alakvaltozasok szerkezeti sajatossagat.

A RUGALMAS ES KEPLEKENY ALAKVALTOZAS. A szilard testek mechanikai alla-
potvaltozasainak van egy olyan sajatossaga, amely egyéb fizikai kolcsonhatasnal nem
jelentkezik. Nevezetesen, az A alakvaltozasok lehetnek mechanikailag (de csakis me-
chanikailag, nem pedig termodinamikailag) reverzibilisek, vagyis visszafordithatoak, s
ezt nevezziik rugalmas alakvdltozdsnak.” Egy bizonyos hatar utan viszont megjelenhet-
nek az irreverzibilis vagy marado alakvaltozasok, amelyek mar nem fordithatok vissza

rev

(legfeljebb nagy munkabefektetés aran). Ezeket jeloljiik A, illetve A" formaban.

Ha létezik az un. képlékenységi hatdr, akkor annak egyik oldalan csak rugalmas
alakvaltozasok vannak, mig masik oldalan a rugalmas mellett megjelennek a marado
alakvaltozasok is. Ezt a hatart leir6 fiiggvényt ezért nevezziik képlékenységi hatérfel-
tételnek.

Azt varjuk el, hogy

— az anyagnak csak egyetlen anyagtorvénye legyen, amely rugalmas ¢és képlékeny
alakvaltozasok tartomanyan egyarant érvényes,

— s a hatar atlépésével nem az anyagtorvény forméja ne valtozzon meg, csupan az
anyagtorvényben szerepl6 egyiitthatok.

Az anyagtorvény meghatarozasanal ezt a sajatossagot, azaz a reverzibilis €s irrever-
zibilis alakvaltozasok 1étét figyelembe kell venni. De hogyan? Erre két lehetdségilink ki-
nalkozik. Egyrészt, lehet ezt a folyamatokra vonatkozo anyagfiiggvények tulajdonsaga-
ként értelmezni, és az entropiaprodukcio kifejtésekor adodo vezetési egyenletekben
érvényesiteni. Ezt az utat kdveti példaul [HOULSBY-PUZRIN (2006)]. A madsik lehetdség,
hogy elsddleges anyagfiiggvényiinkben, az entropiafiiggvényben érvényesithetjiik ezt a
feltételt. Itt, most ez utobbi esetet vizsgaljuk. Ekkor a képlékenységi feltételt egy
V/(W, W) fiiggvénnyel valositjuk meg.

Legyen w =0 a képlékenységi hatarfeltétel, amelyrél még nem tudjuk, minek a

fliggvénye. Azt azonban mar tudjuk, hogy minek nem. Nem lehet csak a fesziiltség-

" Ezek termodinamikailag irreverzibilisek, mert a befektetett energia (munka) maradéktalanul altalaban
nem nyerhetd vissza, viszont a test visszanyerheti eredeti alakjat.
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allapotnak [W(F): 01], illetve invariansainak [l//(Fl,Fz,F3)= 0], és nem lehet csak az
alakvaltozasi allapotnak [w(A)=01, illetve invariansainak [y(4;, 4,,4;)=01°, mint
azt mar igazoltuk [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2006, 2007)].

Azt is tudjuk, hogy a w Onmagaban is egy anyagfiiggvény, amely csak a mar végig
elemzett valtozok fiiggvénye lehet: e, A,W,W . Mivel az A-nak nem lehet explicite

fliggvénye, viszont a W és aW implicite tartalmazza az A-t, ebbdl arra a kovetkeztetésre
jutottunk, hogy altalanosan az egyetlen lehetséges forma a

v = t//(e, W,W)
lenne.

Ha a termikus kolcsonhatéstol eltekintiink, akkor izotermikus, vagy adiabatikus al-
lapotvaltozasok (alakvaltozéasok) esetén az e kimarad, s

v =y W)
Osszefliggésre jutunk.

Ez az eredmény minden eddigi gyakorlati tapasztalatunkkal a legteljesebb 0Ossz-
hangban van. Ugyanis a /' munka egybefogja a fesziiltségallapotot és az alakvaltozasi
allapotot (azzal, hogy W a fesziiltségeknek a deformacids uton vett integralja). Persze
kérdés, hogy nem tekinthetnénk egyszeriibben a

w=y("), vagy w=v()
format?
A vélasz egyértelmii nem!

Ha 6nmagaban a y = l//(W) alakot vennénk, akkor azt mondanank ki, hogy egyen-
sulyi, vagy kvazisztatikus allapotban nincs képlékenységi feltétel, ami mar dnmagiban
is abszurd, hiszen a képlékenységtan irodalméanak tilnyomo része erre a teriiletre kor-
latozodik.

Ha 6nmagaban a v = l//(W) alakot vennénk, akkor a képlékenységi feltétel fiigget-

len lenne a teljesitménytdl, igy specialisan attol is, hogy névekvd vagy csokkend mun-
kavégzéssel 1épjiik-e at a képlékenységi hatart. A tapasztalat ennek ellentmond. A kép-
Iékenységi hatarfeltétel tehat csak

4) w(w,7)=0

¥ Természetesen ez fizikai megallapitis. Ha a valasztott anyagtorvény nem reologiai, tehat ami fizikailag
abszurd, vagy ha csak az egyensulyi helyzetet irja le, ami fizikailag mar megengedett, tovabba az
F = F(A) kapcsolat egyértelmii, akkor mar elfogadhat6.
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lehet. A (4) Osszefiiggés szinte sugallja azt a feltevést, hogy a (3)-ban szerepld f (W)
jelen esetben a l//(W, W)-nek feleljen meg, ugyanis ekkor konkrét jelentése van a mun-
katol fliggd fiiggvénynek.

Fontos tovabbi kérdés, hogy miért csak a képlékenységi hatart fejezze ki az f (W)?
Amellett, hogy ez benne kell, hogy legyen, tovabbi diszkontinuitasokra is utalhat. Ilyen

lehet az anyag sszenyomhatdsaganak hatara’, a kontinuitds megsziinésének a hatara,
stb.

Az s entropidban, mint anyagfliggvényben mindennek szerepelnie kell, ami a szta-
tikus anyagviselkedést meghatarozza, igy tobbek kozt a rugalmas-képlékeny valtast ki-
fejez6 valtozonak is.

Ha datmenetileg a valtast csupan a képlékenységre korlatozzuk:
LfW)=y(W)l,

akkor mindezek alapjan az anyagtérvény meghatarozasara a termodinamika masodik f6-
tétele alapjan az

3) s=s(e, A,w(W))
entropiafliiggvény szolgalhat, a rd vonatkozé mérleggel egyiitt.

Az eddig lerogzitettek azonban a képlékenységi hatarfeltételhez 6nmagukban kevés-
nek bizonyulnak. Miszaki feladatok megolddséhoz a fiiggvény konkrét alakjat is ismer-
niink kellene. Meg kellene tudnunk hatdrozni altalanos formajat, s gyakorlati mérések
alapjan pedig az egyes anyagfajtdkra vonatkozdéan a benne szerepld paraméterek (kons-
tansok) értékét. Ettl azonban ugy néz ki, hogy jelenleg még tavol vagyunk.

Dontési szabadsagunk van azonban abban a kérdésben, hogy hogyan valassza szét a
w figgvény (diszkontinuitasi feliilet) a rugalmas alakvaltozasok tartomanyat a képléke-
nyétdl. Csak kettét megemlitve:

EGYIK LEHETOSEG, hogy y egy (legaldbbis szakaszosan) folytonos és differencial-
hat¢ fliggvény, amelyet példaul oly mddon értelmeziink, hogy

l//(W, W)< 0, rugalmas alakvéltozasok esetén [D =D"®, D" = 0],
w(W, W) =0, rugalmas-képlékeny hataron,
l//(W, W)> 0, képlékeny alakvaltozasok esetén [D =D + D" D" = 0].

® Az Gn. tokéletesen kifejlédott képlékeny allapot hatara a képlékeny tartoméanyon beliil, ha az anyagi
jellemzoktol fliggben egyaltalan 1étezik. Nagy szamban vannak olyan dsszenyomhaté anyagok, amelyek
mar az adott igénybevétel hatdsara hamarabb tonkremennek, miel6tt 6sszenyomhatatlanna valtak volna.
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MASIK LEHETOSEG, hogy  egy szakaszosan folytonos fiiggvény, amelyet példaul
oly mddon értelmeziink, hogy

y/(W, W): 0, rugalmas alakvaltozasok esetén [D =D, D" =],
y/(W, W) =0, rugalmas-képlékeny hatéaron,
l//(W, W)= 1, képlékeny alakvéltozasok esetén [D=D"® + D" D" £0].

A sziikséges 0-1 valtast a y~ben egy kétszeres ¥ HEAVISIDE—f¢éle egységugras-fiigg-
vény alkalmazasa adhatja:

. 0, ha W<Wf, vagy W <0,
(5) W= ()= - .
1, ha WZWf, és W >0,
s ebben az esetben
©6) v, W)=, W) gw)
irhato.

Ez azt jelenti, hogy ¥ = 0 esetén csak rugalmas tartomdnyban vagyunk, mig ¥ = 1
esetén mar képlékenyben. Figyelembe veszi tehat, hogy a rugalmas alakvéaltozasok ese-
tén soha nincsenek maradé alakvaltozasok. Ezzel szemben a képlékeny tartomanyban,
ha egy B allapotbol elmozdulunk egy C allapotba, akkor két kiilonbozd lehetdség van:

- ha a deformécios munka novekszik (pl. terhelésnovekedésnél), tehat altalaban ha
W >0, akkor a rugalmas és a képlékeny alakvaltozasok egyarant novekszenek,
tehat képlékeny palyan haladunk,

- ha a deformacioés munka csokken (pl. terheléscsokkentésnél), tehat altalaban ha
W <0, akkor a rugalmas alakvaltozasok csokkennek, de a marado alakval-

tozésok értéke nem valtozik, tehat rugalmas palyan haladunk.

Van azonban egy szépséghibdja a (6) Osszefiiggésnek. Azt sugallja, hogy a képlé-
keny allapot kialakulasa a térfogategységre jutod alakvaltozasi munka fiiggvénye, holott
a gyakorlatban szamos anyag esetén joval egyszer(ibb a helyzet. Eppen ezért a tovabbi-
akban részletesebben megvizsgaljuk a hatarfeltételeket.

2. MUNKA ALAPU HATARFELTETELEK

Az anyagban bekdvetkezd ugrasszerli mindségi valtozasokat az irodalomban valto-
zatos feltételekhez kotik.

Ezek egy része kiilsé feltétel (kritikus fesziiltség, deformécio, kdrosodas, stb.) abban
az értelemben, hogy egy adott paraméter értékét a mindségi valtozas bekovetkezésekor
megmeérve empirikusan véljlik felderiteni a valtozas bekovetkezeésének feltételeit.

25



Mas résziik belso feltétel, amely esetén nem feltétleniil a valtozas kapcsan, hanem
mas moédon megmért paraméterekkel, de altalaban bonyolultabb elmélettel dolgozunk.
Ilyenek példaul a kiilonféle stabilitdsi vagy bifurkécios feltételek. A képlékenység
magyarazatara ilyen belsé feltételt javasolt VERHAS, aki az objektiv moz-
gasegyenletekkel kapcsolatos stabilitdsvesztésként magyarazta a képlékenységet [VER-
HAS, (1985)], illetve VAN, aki termodinamikai stabilitasvesztésként értelmezte (hasonléan
a fazisatalakulasokhoz) a tonkremenetelt [VAN (2001)].

Az eddig ismert belsd feltételek specialis feltételekhez kotottek, a kiilsdk viszont
onkényesek, emiatt nem igazan jelenitenek meg anyagtulajdonsagot. Tipikus példai
ennek a fesziiltségalapli képlékenységi feltételek, ahol a tapasztalatok leirdsdhoz
sziikség volt ra, hogy pl. TRESCA 4ltal kezdetben javasolt egyetlen skalar értéket a
fesziiltségtér kritikus feliileteivel, majd ezeknek vandorlasat leir6 konstrukciokkal
valtsak fel. Raadasul a képlékenységnek nemcsak a mennyiségileg jellemzett
tulajdonsagainak, hanem még a teljesen mindségi jellegzetességeinek megértésével is
sulyos problémak vannak. A képlékenység esetén tapasztalt hiszterézis (illetve a
ferromagneses hiszterézis is!) tobb olyan sajatossaggal rendelkezik, ami miatt sem
mezoszkopikus szinten — diszlokaciok mozgasaval, illetve domain magneses
momentumok atforduldsaval —, sem makroszkopikus szinten — differencidlegyenletekkel
— nem modellezheté kielégitden [BROKATE — SPREKELS (1996), MATOLCSI (2005)]. A
hiszterézis altalanos termodinamikai magyarazata altaldban hianyzik, és leirasa valo-
szinlileg valami ) mechanizmust — folyamatokra vonatkozé fejlodési egyenletek dina-
mikajahoz kotddé matematikai otletet — igényel. Sokan teljesen sajatos, a viszkozitas-
tol, hdvezetéstdl 1ényegében kiilonbozd disszipacidos mechanizmusként tartjak szamon
[KESTIN (1965)]. A f0 problémat a képlékenységelméletben altaldban a ndvekményes
anyagtorvények bevezetésével keriilik meg. Mi is ezt az utat fogjuk kovetni.

Ezidaig teljesen egységesen kezeltilk a W térfogategységre jutd deformaciés mun-
kat,
W=[F:AA'dt=[F:Ddt=[F:dD,
holott izotrop kontinuumokban kiilonbozé részekbdl all, aszerint, hogy az Ossze-
fliggésében szerepld tenzorok deviatorikus €s gdmbi tenzori felbontdsat vessziik-e

(W =W + W, 1, amelyeket torzulasi és térfogati jelzdvel illettiink:

w' = j T:dE — torzulasi deformacios munka,
W, = ITO :dE, — térfogati deformacids munka,

vagy a munkat rugalmas (reverzibilis) és disszipativ részre bontjuk [ = ® + & |:

®=[F"™ :dD — rugalmas deformécios munka,

ZL=[F" :dD — disszipacios deformaciés munka,
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vagy mind a kettét alkalmazzuk [® =d + b, &L= Z+ Z 1

@ =[T" :dE - rugalmas torzulasi munka,
@, =T, :dE, ~ rugalmas térfogati munka,
P'=|T"® :dE — torzulasi disszipacids munka,

L =TI :dflo — térfogati disszipacios munka.

Nem megismételve a [ASSZONYI-VAN—SZARKA (2007), 136-145. old.] leirtakat,
rajzoltuk fel az I. abrat, amely az anyagban bekdvetkezé mindségi valtozasokat egy-
ségesen munka alapu kiilso feltételekhez koti.

Ez a javaslat a fent elmondottak fényében talan nem a végsé megoldasat jelenti a
problémakdrnek, de mindenképpen egy egységes, fizikailag kézenfekvo és a tapasztala-
tokkal megegyezd feltételrendszert eredményez. A deformalodas soran mindségi valto-
zasok kovetkeznek be az anyagi pontban a képlékenységi hatar, az 6sszenyomhatdsagi
hatar atlépésekor. Végiil a tonkremeneteli hatar elérésekor az anyagi kontinuitds meg-
szlinik, vagyis ez a folytonos fiiggvények értelmezési tartomanyanak hatéra.

w=w, | | w,=wr 7 -z
Térfogati : Az anyag T ()'{célé’ztesen {a)‘éj’ldc’l'()'tt
deformacidk: Osszenyomhat6 képlékenység zondja :
E,=¢&,1 | Ae, #0 g, =63 i Deformaciok feilddése
| Torzulasi h Rugalmas Képlékeny allapotii anyag i Toredezett (tonkrement)
L ap zona zéndja anyag zondja
deformaciok: E = pele | E = et 4 plos I J;.g i Y int
E = = yagkontinuitds megsziin
1. dbra

Az 1. dbran a hivatkozott cikknek megfeleléen vannak feltiintetve a diszkontinuitasi
hatarok, s ez az 1. fejezetben alkalmazott jelolésekkel azt jelenti, hogy

() FW) =3y, (7,),
v \< )

s a képlékenységi hatarfeltétel a W', a teljesen kifejlodott képlékenység hatarat leird
feltétel a W,, mig a tonkremeneteli hatarfeltétel az & " fiiggvénye. Ezt az alapvetd
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hipotézisiinket elvi indokokkal valéjaban nem tudjuk alatdmasztani, de eddigi vizsgala-
taink nem mondanak ellent neki [ASSZONYI, CS. — RICHTER, R. (1975), VASARHELY], B. -
DELIL A. - GALOS, M. AND VAN, P. (2000)]. Ez minddssze egy valdszinfisitett sejtés, ame-
lyet mindaddig hasznalunk, amig nem taldlunk kizaré okot, vagy ellentétes fizikai bizo-
nyitékot.

Az 1. dbra jeldlései azt mutatjak, hogy az

v')=0, W—Wy =0,
]((VV):O"::> '//tk(Wo):O’ = Wo_WomaXZOJ
v |z )=0, Z -Z =0,

fliggvényt a legegyszeriibb formaban vettiik fel.'

Az f fiiggvény W W, QP o ,_?',Z) valtozoi nem fiiggetlenek egymastol, kozottiik 3
egyenlet:
WiW, =0+, 0=0 +0,, =L +Z,

van, tehat a fliggetlen valtozok szdma maximalisan harom lehet. Pontosan annyi, ahany
hatarfeltétel van. Ez esetleg jelentheti azt is, hogy a hatarfeltételek fliggetlenek egymas-
tol. A gyakorlatbol tudjuk, hogy az iddbeli lefutasnal lehetséges az, hogy

— az anyag eldbb tonkremehet, minthogy elérné a képlékenységi hatart (képlékeny hatar
alatti ismételt igénybevétel),

— az anyag tonkremehet akkor is, ha mar atlépte a képlékenységi hatart, de mindvégig
0sszenyomhato,

— olyan tapasztalatunk azonban nincs, hogy az egyébként komprimalhat6 anyag elébb valik
Osszenyomhatatlannd, semhogy elérmé a képlékenységi hatart, vagy pont a képlékenységi
hatarnal valna 6sszenyomhatatlanna.

A kutatdsok mai allasa mellett a kdvetkezd, lehet6 legegyszeriibb hatarfeltételekkel
dolgozunk:

A KEPLEKENYSEGI HATAR 4tlépése feltehetéen a W torzulasi deforméaciés munka
egy W/L kiiszobértékénél torténik [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007)], s igy ennek feltétele:
A MAXIMALIS TORZULASI DEFORMACIOS'' MUNKA ELVE: az

anyag mindaddig rugalmas allapotban marad, amig a W’
torzulasi munka egy W’r kiiszobértéket el nem ér.

Mint a bevezetésben emlitettiik, ez a fajta feltétel jol egyezik megfigyelésekkel
fémek, kézetek és miilanyagok, keramiak, stb. esetén, de talajok esetén mar nem mindig.

19 Tekinthetjiik ezt egy MacLAUREN-sorfejtés els6 tagjanak.
' Alaktorzulasi munka
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A talajok viselkedését viszont tisztan képlékenységi elméleteken alapuld fogalmakkal
dolgozzdk fel az utdbbi anyagok esetén is; példaul a MoHR-CoUuLOMB-feltétel elméleti
megalapozéasakor. Feltevésiink szerint mas (reologiai) hatasok kelthetik azt a latszatot,
hogy a térfogati résznek is van képlékenységi szerepe. A kérdés eldontéséhez viszont az
elméletet ennek megfelelden kell kifejteniink. Homalyosan, vagy nem rendesen kidol-
gozott elméletekben a problémakat sokaig el lehet fedni az elmélet kovetkezetlen
toldozgatésaival. Elesen taldn soha nem bukkannak el6 a problémak, még esetleg akkor
sem, amikor maga a fogalomkészlet mar totalisan alkalmatlanna valt a tapasztalatrol
torténd eszmecseréhez. A zavar6 tapasztalatot — kiilondsen a fizikdnak mérndki gyakor-
lattol tavolabb esé agaiban — hajlamosak vagyunk Iényegtelenné vagy irrelevanssa
mindsiteni.

TOKELETESEN KIFEJLODOTT KEPLEKENY ZONAROL — ha az adott anyagnal egyaltalan

létezik, — akkor szokas beszélni, ha az anyag a képlékeny alakvaltozas soran egyszer
csak O0sszenyomhatatlanna valik. Vagyis a képlékenységi tartomany két zénara oszlik:

max

o . Bz a hatar feltehetéen a

el6zében az ¢, # const, mig a masikban &, =const =¢

@, rugalmas térfogatvaltozasi deformacios munka egy @7 kiiszobértékénél van, s
igy ennek feltétele:

A MAXIMALIS RUGALMAS TERFOGATI MUNKA ELVE: az anyag

mindaddig oOsszenyomhaté marad, amig a O, rugalmas tér-

fogatvaltozdsi munka a @) kiiszobértéket el nem éri.

max

Mivel ekkor az &, = const = ¢,

érték mar nem valtozik, igy innentdl kezdve a
térfogati munka értéke tovabb nem novekszik [W, = D + Z ], tehat barmelyik tér-
fogati munka lehet hatarfeltétel, vagyis az 6sszenyomhat6sagi hatart a masik két munka-
kifejezéshez is kothetjikk [ W™ = MaxW,, ®J* =Max®,, ~ " =Max 7/, ]:

— 0
A MAXIMALIS TERFOGATI DEFORMACIOS MUNKA ELVE: az
anyag mindaddig Osszenyomhaté marad, amig a W, térfo-

gatvadltozdasi munka a W)™ kiiszobértéket el nem éri.

A MAXIMALIS TERFOGATI DISSZIPACIOS MUNKA ELVE: az

anyag mindaddig osszenyomhaté marad, amig az <, térfogat-

valtozasi disszipacios munka az /"™ kiiszobértéket el nem

éri.

A TONKREMENETELI HATAR elérésekor az anyagi kontinuitas megsziinik, s e hatar

az < torzulasi disszipacids munka — a torzuldsi deformaciés munka és a torzulési
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rugalmas (reverzibilis) munka kiilonbsége — egy Z’ kiiszobértékénél van, amelynek
feltétele:

A MAXIMALIS TORZULASI DISSZIPACIOS MUNKA ELVE: az
anyag mindaddig megorzi kontinuitasat, amig az £ torzu-

lasi disszipacios munka egy 3} kiiszobértéket el nem ér.

A 2. dbra egy egyenletesen novekvé deforméaciés munka [W = constans ] esetén
mutatja be az 0sszefiiggéseket és a kozelitd aranyokat.

H W  Teljesen -.; A
Awo AW AW T
Rugalmas : Képlékeny képlékeny§ ,
tartomadny ' tartomdny, ot Sofd P
: : tartomdnyag ;
ke '
o W
W
.
t W,
(e
2. dbra

A tovabbiakban csak a képlékenység szerepének vizsgalatara szoritkozunk.

Hivatkozott 2007-es tanulmanyunkban az entropiafiiggvényt

®) sle. Ay (w)e)=5eAyW)-18:8

alakban vettiik fel, mondvan, hogy izotrop esetben az entrdpia az e bels6 energia, az A
alakvaltozasi tenzor, tovabba a y képlékenységi hatarfeltétel fiiggvényen keresztiil a W
deformacios munka, valamint a & dinamikai valtozo fiiggvénye, az § pedig az entropia

egyensulyban, amelytdl valo eltérést a & reprezentélja.

Az el6bbiek alapjan a képlékenységi feltételt nem a W =W + W, Osszmunka, ha-

nem csak a W alaktorzuldsi munka fliggvényének tekintjiik. Ekkor az entropiafiigg-

vényben a y = l//(W) helyetta y = l//(W')—t kell szerepeltetniink

Mindezek alapjan a tovabbiakban az entropiafiiggvényt

(9) s(e,A,w(W’),g):s(e,A,y/(W’))—%é 33
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alaktinak tekintjiik, és érvényesnek mind a rugalmas, mind a képlékeny tartomanyban
egészen a kontinuitds megsziinéséig. Mint mar mondtuk, az § az egyensulyi allapotban
1év6 kozeg entrdpidja, a & pedig az egyensulytol vald eltérést reprezentalja, mint dina-
mikai valtozo. Ez a feltevés biztositani fogja & kikiiszobolhetdségét €s egyensulyban
torténd eltlinését. Figyelemre méltd, hogy alakja a tdmegegységre jutd v’ kinetikus

energia analogja.
3. AZ ANYAGTORVENY LEVEZETESENEK ALAPJAI

Ezek utan a mar megszokott utat jarhatjuk. Az entropiamérleg:

ds .
(10) AV ] =0, 20,

Feltételezziik, hogy az entrdpia fluxusa a szokdsos modon a hddramsiirliség és a hdmér-
séklet hanyadosa:

ok
A fajlagos entropia
© envli e

szubsztancialis idéderivaltjat kiszdmolva és p-val szorozva kapjuk, hogy

p&(e,A,é):p%é+p§—i:A+p§—;%W' +p2—2:§:
" =p%[§—%é=i]=p%é+p~%=A+p%%W'—p§=%
:—%(V-jq—F:VOV)+p§—::A+p‘P%W'—p§:§:
=—V~j7”+jq ~V%+%F:AA“ +p%:A+p\Paa—;W'—p§:§.

Itt felhasznaltuk a W =F:voV =F: AA™" deformacios teljesitmény lokalis formabol
szubsztancialis formaba torténo atirasat; valamint a

ww' )= -w, =0

képlékenységi hatarfeltétel alapjan felirt
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vl )=l )=wlw -w;)=0
feltételbdl'? a
B W ey O

oy oW’ ow
osszefiiggést,” mivel
81//' _ a\P.l//+‘I’ a‘”. _yp 8{//' ’
ow  ow ow ow

ahol V¥ az elobbiekben bevezetett tin. kétszeres HEAVISIDE-féle egységugras-fiiggvény:
‘P:{ 0, ha W: <Wf vagy W <0,
1, ha WZWf, és w >0.
Ekkor a fenti (11) kifejezésbdl megkapjuk az entropiaprodukceiot:
12 o, =], -V%+%(F :AA! +pTA%: AA‘1j+p\P;—;W’ —pE:E>0,
amelybol

(F :AA™! +pTA§ : AA‘1J+pT~Pﬁ,W' —pTE:E>0.
OA ow

Ha a teljesitmény kifejezéseket felirjuk a tenzorok szokasos gdmbi és deviatorikus
felbontisaval [F =F ;+F, =T+T,, AA™' = (AA_1 )d + (AA_1 )O] torzulasi és térfogati
teljesitményekre [W = W+ W,], akkor irhato, hogy

F:AA_1+pT§:A+pT‘P£,W'—pT%:&z
OA oW

=F:AA™! +pTAﬁ:AA*‘ + pT¥ ag, T:(AA’I)d — pTE: &=
OA ow

~T:(Aa), + T, :(AA), + pTA%: (Aat), + pTA%: (Aat),
+ pT¥ aa;' T:(AA), - pTd, 18, - pTE, 12, =

(e pora® 4 pre & oy :(AA_I)d +[T0 +,oTA§j:(AA‘1)0 -
OA ow OA
- PTG, 184 = pTE, : &, 20.

Ez az egyenldtlenség minden tovabbi vizsgalodasunk kiinduldpontja.

12 [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 47. old.]
13 [ASSZONYI-V AN-SZARKA (2007), 58. old.]
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Mivel a ; indexszel jelzett tenzori, €s a , indexszel jelzett skalar &ramok nem csa-
tolodnak, ezaltal ésszerli feltételezniink, hogy a nemnegativitasi feltételnek kiilon-kiilon
is teljestilnek:

(T+pTAa—S+pT‘P o T):(AA_I)d - pTe, :&, 20,
03 0A oW

(TO + pTAS—i] : (AA‘1 ) —pT&, :&, >0.

A (13) Osszefliggés a kontinuumok mechanikai anyagtérvénye meghatarozasanak
alapja. Eddigi feltevéseink termodinamikailag konzisztens mdodon kotik a rugalmassagi
allandé megvaltozasat — keményedod képlékenységi torvényt — a termodinamikai keret-
elmélethez. Viszont a referenciakonfiguracié athelyezddését a képlékenységi hataron
mindez nem magyarazza meg. Eppen ezért a képlékenységi feltétel ndvekményes jelle-
gét kiilon feltételekkel kell biztositanunk.

Az (13) egyenletet az entropiafiiggvény
(14) 5= Segyensdlyi + Snemegyensu']yi =5 + As
felirasabol vezettiik le, amelynél az egyenstlyi entropiat [ 5 ] és az egyensulytol valo el-
térést [ & ] vettiik alapul, a mar emlitett
s=5(eAyW)—-38:E.
formaban.

A (13) egyenlet a termodinamikai erék [J = J; + J,] és termodinamikai aramok
[X=X;+X,] jelolésének, ill. fogalmanak bevezetésével

X4 J4 44X g9 >0,
(13a) XA J4+ X350, © ¢ rTd T T
XA JA+XE 05 >0.
formaban is felirhatok, ahol
A _ 0s 0s A_(‘ 1 E_ ¢ £ _
Ji=FepT| A |+ pT¥ 5T, X) =(AA ). Ji=E,. X§=-pIE,,
A 0s 4 A AL £ : 4
Jo EF+pT AG_A 4 Xo E(AA )0 Jo E%o’ Xo E_PT‘;0~

A kovetkezOkben az anyagtérvényt — mint a (14) entropiat — két kiilonbozo esetre
szétbontva vizsgaljuk:

- egyensuly esetére, és az

- egyensulyon tul.
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4. AZ ANYAGTORVENY EGYENSULYI ALLAPOTBAN

ALTALANOSAN. A nemdisszipativ esetet a (13) egyenlétlenségeknél az egyenldség
fennallasa jellemzi. Egyensulyi anyagcsaladot akkor kapunk, ha az entropia nem fiigg a
dinamikai valtoz6tol [ ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 36-41. o.].

Ennek megfelelden az izotrop kontinuumok anyagtorvénye nemdisszipativ, egyen-

sulyi esetben:

Teq — pT (Aﬁj
1+pT‘I’—6S, OA )4
(15) ow
os
T = —pT| A—
o --or(aZ)

Ez az Osszefiiggés, mivel eddig semmiféle megkotést nem tettliink, rugalmas ¢és
képlékeny allapotban egyarant érvényes, tetszOleges alakvaltozasok esetén.

Az anyagtorvényt altaldban nem az A alakvaltozéassal, hanem a D deformdcioval
szokas felirni [A = D + I], hogy a deformalatlan allapotot ne az I identitassal, hanem a 0
nulla allapottal jellemezziik.

Az Un. torzulési €s un. térfogatvaltozasi rész kiilon targyalasa érdekében térjlink at a
fesziiltségeknél és deformacioknal a mar megszokott deviatoros és gombi felbontasra:

D=D,+D, =E+E_,, E

F =F,+F, =T+T,, T

~

. . A 1 " . 0s
Az F, A tenzorok szimmetrikus voltabol kovetkezden, valamint a F, A, Aa tenzorok

féiranyainak egyezdségébol kovetkezden: A S—i = s—: A, - s ezért irhato

Aa—sz(E+gol+1)a—S:Ea—S+a—s(1+go)1= AS ) L(AS
oA oA OE O, oA ), oA ),

(Aa_sj =a—sE—ltr(a—SEJI,
6A), OE 3 (0E

(A o j =ltr(a—sE)1+§—S(l+go)l.

oA) 3 \0E e

[8)
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Izotrop kontinuumok anyagtorvénye egyensulyi allapotban deviatoros forméban:

— _P—Ty{a_sE . lt{a_sEjl},
14 pTW S‘ OE 3 \OE
(16) oW
1 (05 os
o =—pli—tr| —E |+ —(1+¢
= b ) )

A (16) Osszefliggés megérne egy mélyebb elemzést, ugyanis latszik, hogy az

— F fesziiltségtenzor T/ deviatoros része csak a D deformaciotenzor E deviatoros
(nyomnélkiili) részEtol fiigg, mig a

— o.? gombi (térfogatvaltozasi) rész ugy latszik, mintha nemcsak a deformacié
gombi részEtdl, hanem a deviatorostdl is fliggne.

Eddig nem tettiink kiilonbséget a rugalmas és a képlékeny alakvaltozas kozott. Az

elvalas a D deformaciotenzor — illetve E és g, alkotdiban — van.

RUGALMAS ALLAPOT. Rugalmas allapotban nincs plasztikus, illetve marad6 defor-
macio, tehat
(17) D= Delast = E= Eelast és &= goelast.
Vagyis formadlisan a (16) anyagtdrvény gy all fenn, hogy a ¥ = 0 értéket vessziik.

Mivel a rugalmas egyensulyi allapot az egyetlen reverzibilis allapot, ezért a ™" indexet is
szokas hasznalni:

Teq,elast =T’ = _pT{a_SE — % tr(a—sEjI},

OE OE
(18) - ~
Usq,elasl =0/ =—pT ltr(a—sEj + 8_5‘(1 + 80) .
3 \OE oe,

Ha figyelembe vessziik az [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 69-80. old.] kozolteket,
miszerint (10) a HOOKE-torvénnyel is leirhato, akkor

Trev =—pT a_SE_ltr a_SE I s Trev =2GE,
OE 3 \0E . .
(182) > ha W o<W
1 (05 os ‘
o' =—pT{—tr| —E |+ —I(1+¢&_)} rev. _
o TP {3 (GE ) ago( °)} 9o =3Kéo,
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Osszevonva a deviatoros és gdmbi részt, megkapjuk az anyagegyenlet fesziiltség- és
deformaciotenzorra vonatkozd Osszefiiggését:

F =T +c5/"1= —pT{EE +£(1 +g, )} =

oE o,
os 05 , :
=—pl{———(D-¢g 1)+ —I1 ha W <W.,.
@ ),

=2GD + (3K —2G)s, I,

KEPLEKENY ALLAPOT. Képlékeny allapot onnan kezdddik, hogy megjelennek a
plasztikus, illetve a maradé deformaciok. Tisztdn képlékeny allapotban — amikor a szi-

gora W > W} egyenlOtlenség all fenn, — a deformacié a

(19) D= Delast + Dplast = E= Eelast + Eplast és &,= goelast’

Osszefiiggésekkel irhato le, amely kifejezi, hogy a csupén a torzulasi allapotnak van ha-
tasa a képlékenység kialakulasara. Altalaban (11) a

(1921) D= Delast +¥D plast = E = Eelasl + YE plast és &= goplast
formaban irhato.

Alapvetd elméleti feltevésiink, hogy marado alakvaltozasok akkor 1épnek fel, ami-
kor a rugalmas tartomanybdl a képlékeny tartomanyba 1épiink at. A termodinamikai al-
lapottér két tartoméanyaban mindig az utoljara dtlépett hatarhoz viszonyitjuk a megfelelo
alakvaltozasokat és fesziiltségeket. Az anyagot a képlékeny tartomadnyban is rugalmas-
nak — specialisan folyékonynak — tekintjiik, altalaban kisebb rugalmassagi allandokkal.
A képlékenységi elméletek legtobbjében pontosan ezzel a modellezési eljarassal talalko-
zunk, azaz a tartomany hatardhoz viszonyitott deforméciokkal és fesziiltségvaltozasok-
kal [KESTIN (1965), KALISZKY (1975), BERTRAM (2005)]. Ez a képlékenységtant meglehe-
tdsen sajatos és nehéz 4gava teszi a kontinuumechanikdnak. Ezt az eljarast jobb hijan
mesterségesen — annak minden hibajaval egylitt — kell a termodinamikai hattérrel 6ssze-
épiteniink, az egységes formaji anyagtorvényben a viszonyitasi pontot mindig a legutol-
s0 hatarvaltashoz viszonyitva.

Ha W = 1 értéket helyettesitiink a (16) egyenletbe, akkor a

Ted-plast =—L~ a_SE_ltr 6_SE I
| 0s |0E 3 \OE
+pT —— , ,
(20) ow ha W >W,
1 (05 os
ol =—pli—trl —E [+ —(1+ &, );.
: p {3 (8E j a80( o)}
Osszefiiggést kapjuk.
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AW = Wf képlékenységi hataron a Wf -hez tartoz6 T,,E , értékekkel is felir-
hatjuk a (18) Gsszefiiggést
(193) Eelast — Ef , Eplast — (E _ Ef) ,

s igy (10a) masik részét felhasznalva:

eq, plas os 1 os
T~ OGE,, —pT{é(E —Ef)—gtr(é(E—Ef))l},

o, =3Ke, =—pT ltr(a—SEjJra—S(1+80) ,
3 \0E oe,

(20a) ha W >W,,

illetve, hogy a megszokott Osszefiiggéssel 0Osszehasonlithassuk, végrehajtunk egy

T-T,,E-E, transzformaciot:

s 1 (05
T-T, :‘PT{a_E(E‘Ef)‘gtf(a_E(E‘Ef)jl}’ T-T, =2G,(E-E,) -
~ - = haWw >Ww,
o, =3Keg, z_pT{l tr(a_sEj_i'a_S(l-Fgo )}, O, = 3K80,
3 \CE o€,

AZ ANYAGI PARAMETEREK TERMODINAMIKAI OSSZEFUGGESE. A (18a) ¢és a (20a)
kifejezések alapjan a véges deformdciokbol eredd nemlinearitdsokat az egyensulyi
anyagtorvény anyagallandoiba rejtjiik el, alkalmas jeloléssel:

261 =- pT{@ 1 tr(E EJE - }

E 3 \oE
@1) 2G 1 ::—pT{%—%r[%(E—Ef)j(E—Ef)l},

S 1
&, 0O&, &,

crer

kifejezés csak specidlis esetekben, példaul idedlisan rugalmas anyagok és kis deformaci-
ok esetén. Nagy deformaciok esetén nincs olyan termodinamikai potencialbol szdrmaz-
tathato, hiperelasztikus anyagtorvény, amely dllando G és K egylitthatokkal a fenti li-
nearis alakot adnd [VAN-ASSZONYI (2006)]. A tovabbiakban azonban kényelmi szem-
pontbol a fenti jeloléseket fogjuk alkalmazni.

RUGALMAS-KEPLEKENY ALLAPOT. Lattuk, hogy a deformaciok teljes €s folytonos
tartomanyan csak egyetlen anyagtorvény létezik, amelynek eddig csak a tisztan rugal-

mas [V <W,], és a tisztan képlékeny [ W > W, ] részét irtuk fel. A deformaciok teljes

tartomanyanak leirasahoz ismét a W kétszeres HEAVISIDE-féle egységugrasfiiggvényt
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fogjuk hasznélni. Ezzel felirhat6 a rugalmas és plasztikus tartomanyban egységesen és
folytonosan a deformacio:

(22) E = Eelast +Y¥YE plast )

Azért kell a kétszeres W, mert az anyag nemcsak akkor viselkedik rugalmasan, ha még nem
Iépte at a képlékenységi hatart, hanem akkor is, amikor mar atlépte, de a képlékeny tar-
tomanyban csokken az alaktorzulasi munka.'* A (14) egyensulyi allapotban, mikor az id6-
beli véltozas zérus,

0, ha W < Wf vagy AW <0,
\P = ’ ‘r '
1, ha W = Wf, és AW =20

alak.

A (21) definici6 alapjan az altalanos egyensulyi anyagtorvény
o T=2GE-¥(2G-2G,, JE-E,)

o, =3Kg,,

amely mara W értékétdl fiiggetlen anyagegyenlet. Ebbél a

W =0 érték adja a tisztan rugalmas viselkedést:

T =2GE,
Y =1 érték adja a tisztan képlékeny viselkedést:

T=2GE, +2G,(E-E,) vagy T=2G,E+(2G-2G,E,.

5. AZ ANYAGTORVENY TUL AZ EGYENSULYI ALLAPOTON

Az egyensulyi anyagtorvényt a

(T+pTAa—S+pT‘I’ o , Tj : (AA*l)d - pTE, 18, 20,
(13) O0A ow
(TO + pTAS—ZJ : (AA_l )0 - pIg, :&0 > 0.

Osszefiiggésbol vezettiik le oly modon, hogy az egyenlétlenség helyett szigora egyenld-
séget vettliink. Az egyensulyon tuli helyzetben azonban mar Iényeges, hogy az entrdpia-
produktum pozitiv. Az

' Koztudott, hogy tehermentesités esetén rugalmas palyan torténik a mozgas.
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Tirrev =T-— pT = Aaa_sv
1+ Ty & OA
F[rrev :F_Feq, ow
T(l)'rrev — T0 _pTAﬁ_S
0A

irreverzibilis fesziiltségtenzorral:
(25) T :(AA™), —pTe, :&, + T : (AA™), - pTE, :&, > 0.

Az anyagtorvényt legtobbszor az Un. térfogatvaltozasi €s torzulasi alakban alkalmaz-
zuk, a tenzorokat deviatoros €s gombi részre bontva: egy masodrendii tenzorra és egy
skalarértékii tenzorra. Vagyis a mechanikai kdlcsonhatasok termodinamikajaban két
kiilonb6z6 tenzori rangt termodinamikai erd és termodinamikai dram jelenik meg. A
kiilonb6z6 tenzori rendli aramok izotrop anyagokban nem csatolédnak, ezért ha nem
bontjuk kiilon, akkor kihagyunk egy Iényeges egyszertisitési lehetoséget. Az F"*"és a &
felbontasa magatol értetédd. Az AA™'-nél azonban bonyolultabb a helyzet. A fesziilt-

ségtenzor szimmetrikus volta miatt a kétpontos szorzatban csupan az AA™" szimmetri-

. S . .
kus része szolgaltat nullatol eltérd eredményt. Ezért az (AA_I) szimmetrikus tenzort

véve, 1j jelolést célszerl bevezetni:
(AAf (DA =(DA] + (DA =E+E, =E+&1 & =Luda™)
Mindezek alapjan a (25) egyenl6tlenség

(26) T :E—pl&, &, +0"E - pTé, &, >0
>0 >0

két élesen elkiiloniild részre bomlik, amelyeknek O6nmagukban is pozitivoknak kell
lenniiik, nemcsak az dsszegliknek.

A (26) egyenldtlenség megolddsa mint mar lattuk [ASSZONYI (2006), ASSZONYI-
SZARKA-VAN (2007)], a LAGRANGE-f¢éle kozépértéktétel felhasznalasaval torténhet, a

27 (T.WJ:LC[[ E J [U]:L( %o ]
&, -pTE, Eo -pT¢,

iletve kiirva

(27a) (TfrrevJ _ Ld E _ (Lll le] E ’
4 - pTg, Ly Loy \ - pTE,

39



(27b) (Gérrevszo[ & Jz(lu llzJ[é}))
So - pT<, Ly In )\ &,

egyenletek megoldasa révén, ahol L egy negyedrendli — pozitiv definit szimmetrikus
részii — impulzusvezetési tenzor matrixa, valamint L, és L, annak felbontdsa. Fizikai
jelentdsége van annak, hogy nemcsak szimmetrikus vezetési tenzorokat engediink meg.
Erre a kérdésre a kotet kovetkezO irasaban tériink ki részletesebben [FULOP-VAN-
ASSZONYI-HORVATH (2008)].

A fenti L, és L, matrixok feltiintetett komponensei izotrop anyagokban skalarok (a
megfeleld reprezentacios tételek értelmében). Ekkor az egyenletrendszer megoldasa a

€, &, valtozok kikiiszobolésével:

Tirrev _ L—l Tirrev _ L“Lglzﬁ + (L12L21L512 - Ll 1 )E’

(28) | " Y
Fr Fr -1~ -
o Lzzal @ =lhlnE, +(112121122 —111)50,

illetve a
v =—Ly, 0 =L, Ly, 2u =LyLlyLly—L,
=—lyn, 0, =l 2u =lplyln 1,
jelolések bevezetésével

Tirrev +7 Tirrev -0 E+2’u E

irrev
0o

(29)

+7,0 6?8 +2,uo s

alakban allithato eld.

A (24) egyensulyi anyagtorvény

T“ = 2GE-¥(2G-2G , \E-E,) o =3Ks,,
illetve idOszerinti derivaltja
T = 2GE-W¥(26G-2G &, 6! =3Ks,,

(29)-be torténd behelyettesitésével a

T-2GE+%(2G-2G, E-E, )+r (T-2GE+%(2G-2G, &) =0 E+2u E,

o, —3Ke, +7,(6, —3KE, )= 0.5, +2u,,
Osszefiiggést kapjuk.

Ennek megfelelden az izotrop kontinuumok anyagtérvénye a kovetkezo:
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T+eT  =2GE+2GrE-¥(2G-2G, E-E,)-
(30) ~W(2G-2G , fE+2u E+6 E,

O, +7,0, =3Ke, +3K1,6,+2U,E +0,E,.

A KULONBOZO DEFORMACIOK. Nagyon érdekes eredmény, hogy az egyensulyi alla-
potban jelentkez6 D = {E, ¢} deforméciok mellett, a nemegyensulyi helyzetben ettdl

eltérd D= {E,Eo}deforméciék (helyesebben deformacidsebességek ¢s deformacio-
gyorsulasok) is jelentkeznek.

A gyakorlati feladatok megoldasdhoz az anyagtérvényben szerepld anyagi paramé-
terek konkrét, adott anyagra vonatkozo értékének ismerete sziikséges. Az anyagi para-
métereket altalaban laboratériumi és in situ mérésekkel hatarozzuk meg. Vegyiik példa-
nak a legegyszeriibbet, az egytengelyli laboratériumi nyomokisérletet, mert ennél az
u oV elmozdulasgradiens szimmetrikus, ezért a H=1+uoV mozgasgradiens is szim-

metrikus, igy az A=+vH'H =H alakvaltozasi tenzor megegyezik a mozgasgradi-
enssel, s a deformacio tenzor D = u o V alaku.

Egytengelyli allapotban a D=<g Ex 8k> diagonalis deformacidtenzornak csak

két zérustodl fiiggetlen komponense van, az ¢ tengelyiranyu, és & keresztiranyu fajlagos
nyulas. A mérés soran Al hosszvaltozast, és Ak keresztmetszet-valtozast regisztralunk,
amelyet az eredeti mérethez viszonyitva allitjuk elé a deforméci6 (fajlagos nyulas)
mérdszamait:

g_@_u:A_l _ov_ow Ak

50% =—=—, g ="="7=—:;
ox oy 0z k

s ennek megfelelden a

40% 1 r r r ” 14 . M
/ deformaciosebesség mérdszamait is:
_ou _Al/I

30% / é_ax_ At

; ) ov ow Ak/k
eita YTy TET A
20% | 8_I1+g t y

Kérdés viszont, hogy hogyan mérjiik

a D komponenseit?

a két kiilobnbozo deformacio és az eltérés

10% Ae=¢-% | - L 1
e A D=D(D+I)" 6sszefiiggésbol
N SrE i egytengelyli esetben:
0% formeerms , :
0%  10%  20%  30%  40%  50% F-_¢ ’ gk __% ’
az g deformacio 1+ ¢ 1+ o

3.dabra. A keétféle deformacio és kiilonbsége
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saz & deformaciosebességbdl maga az & deformacio:

2§w=;1f€m=zﬂi8dg=wm+fﬂg,c¢ §=m@+a,§;m@+%q.

integralassal adodik (1d. 3. dbra).

Ezek szerint az egytengelyli mérések kiértékelésénél az g-nal €s az In(1+¢)-nal egya-
rant kellene dolgoznunk. Jol latszik azonban, hogy csak nagyon nagy deformacioknal

tér el a kétféle deformacid egymastol, tehat legtobbszor elegendd a megszokott defor-
15

maciodval alkalmazni.
Altalanosan, vagyis nem egytengelyl esetben és nem szimmetrikus mozgéasgradiens
esetén ez a forma nem hasznalhat6, ugyanis az analog

DHercy — 1n|I + D| = ln‘\/(l +uoV)Vou+I),

amelyet HENCKY-féle deformaciotenzornak nevezhetnénk (mert a felirds az egytengelyli

esetre HENCKY-t6l szarmazik), nem adja ki a D= D(D + I)_1 Osszefliggést.

[FULOP, T. (2008)] tanulmanya ezzel a kérdéssel részletesen foglalkozik.
Ha a deformacios allapot az egyenstlyi allapothoz tart — abban az értelemben, hogy

nem valtozik tovabb —, akkor a D 4altalanos deformacidtenzor is az id6 mulasaval

(t > o) az egyensulyi D deformaciotenzorhoz konvergal:
31) limD=D.
=0

AZ ANYAGTORVENY EGYETLEN DEFORMACIOVAL. Ha megengedjik a kétféle

deformaciéraa D = D(D + I)_1 =D feltételt, akkor az anyagtorvény a

o) T+7T=2GE+2GrE-¥(2G-2G, JE-E, )+ (2u-¥(2G-2G,, ki +0 E,
o, +1,6, =3Ke, +(2u, +3Kt,)é, +0.&,

alakot 6lti. Ezt, ha felbontjuk a két kiilonboz6 allapotra, akkor

Rugalmas allapotban [ = 0]:

T +rT =2GE +(2u +2G7)E +0 K,
(33)
o, +7,6, =3Ke, +(2u, +3Kz,)é, +0,&,,

ahol 7 —arelaxécios idé, 7, — atérfogati relaxacios id6,
2G — a csusztatd rugalmassagi modulus, 3K — a kompresszibilitdsi modulus,
2n =2u+2Gt —aviszkozitasi tényezo, 3K, =2u,+2Gr,— a viszkozitasi tényezo,
60 — atehetetlenségi tényezo, 0, —atérfogati tehetetlenségi tényezo,

1% 1%-o0s eltérés a 15%-os nytlasnal jelentkezik.
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igy:

T +7T =2GE +2nE +6E,
(33a)
o, +7,0, =3Ke, +2n,¢, +0,¢,,

Képlékeny allapotban [¥Y = 1]:
T+:T=2G,E+(26-2G, E, +(2u+2G,r)E+0 E,

(34)
o, +17,6, =3Ke, +(2u, +3K71,)é, +60,&,,
ahol 2G, - aképlékeny csiisztatdo modulus,
21 =21 + 2Gp 7 a képlékeny viszkozitasi tényezo,
igy:
0 T+:T=2G,E+(26-2G, E, +21,E+6 E,
a

o, +7,0, =3Ke, +3K &, +0,&,.

A termodinamikai alapokbdl ennél tobb nem vezethetd le. Az L = <L d ,L0> impul-

zusvezetési tenzor szimmetrikus részének pozitiv definit voltabol a

L,>0, L,>0, L,L,—(L,+L,)/4>0,

(35) K
L, >0, I,, >0, [,1,, =(,+1,)"/4>0

feltételek adodnak. Ezeknek kovetkezményei:

>0, 2u>0, >0, 7,>0, 2u,>0, 6,6>0,
(35a) n

——7>0,
G

amelyekhez tarsul még az egyensulyi allapotbdl, az entrdpiafiiggvény negativ definita-
sabol ad6do

(36) 26>0, 3k>0, 26>0, 21,>0

\4

—-7,—>0,

feltételrendszer.

Az anyagtorvényben 10 anyagéllandé szerepel, amelybdl 8 a rugalmas éallapothoz, 2
a képlékeny allapothoz tartozik.

Ezt az eredményt azonban egyaltalan nem érezziik megnyugtatonak. Ennek tobb oka
is van:

(a) Izotrop esetben az anyagegyenletben — ellentétben a tokéletesen anizotrop eset
21 vezetési fiiggvényével szemben, — csak két vezetési fliggvény szerepelhet. Egyik a
torzulasi deformacidokhoz, masik a térfogati deformacidkhoz tartozik. Ennek eklatans
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példdja egyensulyi esetben a kozismert két LAME-alland6, amelyhez a lineéris eset tar-
tozik:

T =uE. _ T =2GE

T, =AE,, T, =3KE,.

A u és A éllandokat két altalanos vezetési fliggvény sorfejtése elsd tagjanak is te-
kinthetnénk.

(b) Altalanos esetben linedris anyagtorvények esetén legalabb annyi anyagi para-
métert varunk, ahany valtozotol fiigg az anyagtorvény:
T=f, (E,E,E,E,T):O, T, =fO(EO,E0,EO,EO,TO)=0,

tehat minimalisan 10-et.

(c) Bizonyitottuk [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 100. old. (10)], hogy a G és n
modulusok képlékenységi hatar atlépése utani megvaltozasa csak latszolagos, tehat a G,
és 1, képlékenységi modulusok nem lehetnek fliggetlenek a G-t6l és a n-t0l. Ezt a
fliggést a képlékenységi hatarfeltétel determinalja. Nemcsak ugy, hogy megadja, mikor-
tol jelennek meg a marad6 deformaciok, hanem ugy is, hogy megadja a rugalmas és
plasztikus anyagallandok ko6zotti Osszefiiggést.

(d) Erdekessége a (23) tehetetlenségi standard modellnek, hogy a képlékeny alla-
potban csak a rugalmas és viszkozus (belso surlddasi) [2G, 2n] anyagalland6 valtozik, a
relaxdcios ¢€s tehetetlenségi [1,0] anyagalland6 valtozatlan. Ez termodinamikai mo-
delliink kdvetkezménye.

A 7 relaxdcids 1d6 valtozatlansdgéara tudunk adni szemléletes magyarazatot. Ennek
az paraméternek az igazi szerepe — mint neve is mutatja, — a relaxacioé (rogzitett
deformacio esetén bekovetkezd fesziiltségernyedés) soran mutatkozik meg. A rrelaxéciod

ugyanis olyan mechanikai folyamat, amelynél a W' munka értéke nem névekszik, a de-

forméacio allando 1évén. Ekkor a W = 0, tehat a folyamat mindig rugalmas valtozast

szolgaltat, tehata minden kortilmények kozott meg kell egyezzen a 7, =7 ér-

plast
tékével.

A 6 tehetetlenségi paraméter valtozatlansaganak magyardzatdra nem tudunk ilyen
szemléletes képet adni.

A [2G, 2n] = [2G,, 21,] valtozas okara, modjara a termodinamikai médszer ad
magyarazatot.

Az az elméleti joslat, hogy a rugalmassagi modulust képlékenységi modulussa
valtoztatd tényez6 valtoztatja meg a viszkozitast is, modelliink egyik éles, kisérletekkel
szembesithetd eldrejelzése.
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T+:T=2GE+2E+0E-¥(2G-2G, JE-E, +7E)
(37
o, +7,0, =3Ke, +3K 6, +0,&,.

Az anyagtorvényben tehdt 9 anyagi paraméter szerepel, amelybdl 8 a rugalmas
allapothoz, 1 a képlékeny allapothoz tartozik. Ezen kiviil a hatarfeltételt meghatarozé
képlékenységi munka értéke tartozik ide.

6. REOLOGIAI ANYAGMODELLEK ALKALMAZASA MAGYARORSZAGON

Hazankban a reoldgiai modellek banyaszati és mélyépitési alkalmazasa és kutatasa
tobb, mint félévszados multra tekinthet vissza. A hazai kontinuummechanikai irodalom-
ban ezek koziil csak azoknak a munkéknak volt igazi jelentdsége, amelyeknek elvi alap-
jai is voltak. fgy csupan a kisérletek fazisaba sorolhatjuk mindazokat a munkékat (pl.
NEWTON-test, KELVIN-VOIGT-test, MAXWELL-test, stb. alkalmazasa), amelyek nem tekint-
hetdk realis szilard testeknek. Igaz ugyan, hogy eldrelépést jelentettek az idofiiggd fo-
lyamatok elemzésénél, nem beszélve a gyakorlati alkalmazasokra gyakorolt terméke-
nyitd hatadsukrol. Torténeti jelentdségii volt pl. a REUSS-PRANTL-test, mert 1€pést jelentett
a képlékeny reologiai modellek irdnyaba, s tudatformald szerepe sem lebecsiilendd,
azonban nem ¢épiilt korrekt elméleti alapokra, inkdbb tapasztalati tényekhez probalt el-
méleti bazist kredlni. Ennek oka az is, hogy a korabeli reolégia még nem talélta meg a
mechanikéval k6z6s termodinamikai gyokereket.

Izotrop kontinuumok reoldgiai modellje megalkotasdnak és alkalmazasanak legfon-
tosabb allomésai hazankban a kdvetkezdk voltak:

ELSO — CSUPAN RUGALMAS — MODELL [1967]: a klasszikus POYNTING-THOMSON-féle
un. rugalmas standard test:

o =2Ge +2n¢ —10,

. T=2GE+2pE—1T, (0=0;-0,0; 0,=20;,
(1) ha

akkor
T, =3KE,,

£=E; — 8,0, £,= L&, o, =3Ke¢,,

ahol az anyagallandok szdma 4:

G - rugalmas csusztaté modulus [MPa],
K — kompresszibilitasi modulus [MPa],
n — viszkozitasi egyiitthatd [MPah],

7 —relaxdcios idd [h].

Ez az anyagmodell, — amelyet kiilf6ldon mar korabban is alkalmaztak, — spekulativ
uton jott 1étre, s azt a feltételezést tartalmazta, hogy a térfogatvaltozas idofiiggetlen, ott
nincs kiszas sem, meg relaxacié sem. Helyesen tiikrozi viszont a rugalmas alakvaltozas,
a kuszas ¢és a relaxacio jelenségét.
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[Négy rugalmas anyagallando (két torzulasi és két térfogati allando, illetve két rugal-
mas ¢€s két rugalmas-reolodgiai allando)]

MASODIK — RUGALMAS-KEPLEKENY — MODELL [1973]: a klasszikus POYNTING-
THOMSON-féle un. rugalmas-képlékeny standard test:

. . pl _ pl - pl - pl pl ._
o =2Ge +2né — 10, o =2G " +2n,e" —1,0"7, c" =0-0,

ahol
o, =3Ke,, gé’l :3Kplgé’l, g =&—&,.
A képlekenységi hatart kijelold o ., ¢, értekek fliggnek attdl az uttdl, ahogyan a
kezdeti értékektdl a W} folyasi értékekig valtoztak (tehat minden egyes uthoz mas és
mas o €y értékek tartoznak), azonban, mint konkrét értékeknek, az id6 szerinti deri-
valtjuk zérus, tehat

. pl

pl:d—af =0, &V =é-¢g,=¢.

o
Mai jelolésrendszeriinkkel:

o =2Ge+2ne —10, o
ha W < Wf , €8
o, =3Ke,, '

oc—-0; = 2Gp,(8—5f)+ 21, —7,0,

ha W >W,,
o, =3K¢,,

illetve a y = 0 képlékenységi hatarfeltétel, 1//(W' )E Y. (W' — W} )= 0 formul4javal:

. 0=2Ge+mi-16-W|26-2G ,Ne &, )+ (2n-2n,, )6 —(2n 21, )}
(11) o, =3Ke¢,,

s az anyagallandok szdma tovabbi 3-mal [ G o1 T pi ], 0sszesen 7-re novekszik.

[Néegy rugalmas és harom képlékeny anyagallando (négy torzulasi €s négy térfogati al-
lando)].

HARMADIK — CSUPAN RUGALMAS — MODELL [1983]: Az (1) alatti standard modell
térfogati idofliggetlenségének kikiiszobolésére DOBROKA bevezeti az un. altalanos stan-
dard modellt:

o =2Ge¢ +2ne -r10,
(i11)
o,=3Ke, +3K ¢, —7,0,,
amelyben tovabbi két térfogati anyagallandd szerepel:
K, - térfogati viszkozitasi tényez6 [MPah],
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T, — térfogati relaxacios idé [h].

[Hat rugalmas anyagallando (hadrom torzulasi €s harom térfogati allando, vagy két ru-
galmas ¢és négy rugalmas-reoldgiai allandd)]. Ezt a modellt csak késébb — ettdl a
munkatol fliggetleniil — vezeti be a nemzetk6zi kézetmechanikai irodalom.

TERMODINAMIKAI ALAPOK. [VERHAS, 1985] megalapozza a termodinamikai reologi-
at. KLUITENBERG Uttor6 munkéinak jelentds Kkiterjesztésével a reoldgiai anyag-
torvényeket belsd valtozokhoz, illetve dinamikai szabadsagi fokokhoz koti. JAUMANN-
derivaltak hasznalataval figyelembe veszi az objektivitds kovetelményét, és javaslatot
tesz a képlékenység dinamikai instabilitdsként torténd értelmezésére. Felismeri a
tehetetlenségi elem bevezetésének sziikségességét, illetve termodinamikai magyardzatot
ad a reoldgiai paraméterekre vonatkozo egyenlétlenségekre (ezekrdl bovebben lasd a
kovetkezod fejezetet [FULOP-VAN-ASSZONYI-HORVATH (2008)]). Mindezek az eredményei
nemzetkdzi viszonylatban is egyediilalloak. Vizsgalatai azonban 1ényegében csak folya-
dékokra vonatkoznak, a szilard testekre vonatkoz6 anyagtorvényt nem fejti ki.

2006-ban a termodinamika masodik fétételébol — és kdvetkezményeként az entro-
piaprodukcio novekedésébdl — sikeriilt levezetni az elsd szilard testekre vonatkozo
anyagtorvényt. Ezzel az anyagtorvény kikeriilt a spekulaciok birodalmabol, és folyto-
formacids) tartomanyan, a rugalmas és képlékeny zonaban egyiittesen és egységesen,
valamint a mechanikai dallapottér egészén (beleértve az irreverzibilitds hatarat — a re-
verzibilitast — is).

NEGYEDIK — CSUPAN RUGALMAS — MODELL [2006]: — Az els6é termodinamikai alapokon
levezetett rugalmas anyagmodell, (amely az Un. JEFFREYS-test egy rugalmas deforma-
cidval kiegészitett valtozata), az un. tehetetlenségi standard test:
(i) o +10 =2Geg +2ne +0¢&,
v
o, +7,0,=3Ke, +3K &, +0.&,,

amelyben tovabbi két rugalmas anyagallando szerepel:

0 - torzulasi tehetetlenségi tényez6 [MPa h’],

0, - térfogati tehetetlenségi tényez6 [MPa h*].
[Nyolc rugalmas anyagadllando (négy torzulasi és négy térfogati allando, vagy két ru-
galmas és hat rugalmas-reologiai allando)].

OTODIK — RUGALMAS-KEPLEKENY — MODELL [2007]: Az elsé alkalom, hogy a rugalmas
¢és képlékeny tartomany egységesen szerepel egy olyan anyagtorvényben, amely termo-
dinamikai alapokra épiilt:
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o +16 =2Ge +2pé +0F -W|(26-2G, )¢, )+ (2n-21, )}

O . =3Ke, 43K G+ 0,6 — w{3K -3K e, -, )+ BK, = 3K, , )6, }

[Nyolc rugalmas és négy képlékeny anyagallando (hat torzulasi és hat térfogati allando)]

Ot olyan 4llomas, amely talan sziikségszerti volt a célhoz vezetd iton. Azonban ez még
nem végeredmény, a legfrissebb eredmények tiikkrében az egész kép leegyszerlisodott.
Okulasul soroljuk fel a hidnyossagokat:'®

(1) modell nem veszi figyelembe

- atérfogati reoldgiat,

- az anyag belsé tehetetlenségét (a deformaciok mésodik idéderivaltjatol valo flig-
gesét),

- akeéplékeny alakvaltozast;

(i1) modell nem veszi figyelembe

- atérfogati reologiat,

- az anyag belso tehetetlenségét,

- a képlékeny alakvaltozast igy csak korlatozottan reprezentalja, tovabba feltéte-
lezi — hibasan —, hogy képlékeny éallapotban megvaltozik a relaxacios ido;

(iii) modell figyelembe veszi a térfogati reologiat, de figyelmen kiviil hagyja

- az anyag belso tehetetlenségét,
- s a képlékeny alakvaltozast;

(iv) modell a legteljesebb rugalmas test az eddigiek koziil, azonban figyelmen kiviil
hagyja a képlékeny alakvaltozast;

(v) modell figyelembe vesz minden eddigi szempontot, azonban a térfogatvaltozast is
képlékenységi feltételhez vette, és nem tarta fel az anyagdllandok kozotti 0ssze-
fliggéseket.

A legfrissebb kutatasok ramutattak, hogy ha a térfogati képlékenységtol eltekintiink,
akkor modelliink tovabb egyszertiisithetd. Az alapvetd

G - rugalmas cstisztaté modulus [MPa], K — kompresszibilitasi modulus [MPa],
1 — viszkozitasi egyiitthato [MPah], K, — térfogati viszkozitasi tényezd [MPah],
7 — relaxacios ido [h], T, — térfogati relaxacios id6 [h].

0 — torzulasi tehetetlenségi tényezé [MPa h*], 6, — térfogati tehetetlenségi tényez6 [MPa h’]

'® Ténylegesen ezek nem hianyossagok, ugyanis a szerzék szempontjai kozott nem szerepeltek ezek kielé-
gitései.
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rugalmas anyagallandokon kiviil szerepld tovabbi négy képlékenységi allando,

G /— képlékeny csusztatdo modulus [MPa], K,; — képlékeny kompr. modulus[MPa],
p P y D 1Y y p
Mp1 — képlekeny viszkozitasi egyiitthato Kv,pl — képlékeny térfogati viszk. tényez6 [MPah]

kozil csupan egy fliggetlen van, a

Gpl — képlékeny csusztatdo modulus [MPa],

s a tobbi harom mar kifejezhetd ezekkel:

- a K, képlékeny térfogati modulus megegyezik a K rugalmas térfogati modulus-
sal egészen az Gsszenyomhatdsagi hatarig, vagyis a tokéletesen kifejlodott képlékenysé-
gi hatarig,

- az ny képlékeny viszkozitasi tényezé pedig kifejezhetd a rugalmas cstsztato
modulussal ¢€s a relaxacios idovel:  2n,, =2n - (2G -2G p,)r ,

- a K, képlékeny térfogati viszkozitds megegyezik a K, rugalmas térfogati visz-
kozitasi tényezdvel.

HATODIK — RUGALMAS-KEPLEKENY — MODELL [2008] — Mindezek alapjan az izotrop
kontinuumok anyagtérvénye

o +16 =2Ge +2pé +0F -¥(2G-2G,fe-¢, +1£)

o, +7,0,=3Ke, +3K ¢, ,6+0.¢,.

(vi)

Mindezen modellek k6zds hianyossaga, hogy maga a képlékenységi feltétel kiilso, azaz
teljesen fiiggetlen az altalanos mérlegek és az entrdpiaprodukceio egyéb paramétereitdl.
Emiatt nem igazan ad értelmezést magéra a képlékenységre vonatkozoan.
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DEBRECENI EGYETEM AMTC KORNYEZET- ES VEGYESZMERNOKI TANSZEK , DEBRECEN,
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A cikk sszefoglalja a reologia elemi modelljeit és a beldliik felépitheté mechanikai testeket.
Ennek eredményeként kiadodik, hogy az izotrop kontinuumok altalanos anyagegyenletében

- a deformdcio masodrendii idéderivaltiahoz tartozé anyagallando nem minden esetben ki-
vanja meg az un. tehetetlenségi modellelem alkalmazasat, de a teljes termodinamikailag
megengedett tartomanyt csak annak segitségével modellezhetjiik.

- aképlékeny allapothoz tartozo anyagallandok kozott felléphetnek osszefiiggések.

A képlékenység egyszeriibb modellezése esetén a képlékeny viszkozitasi tényezo kifejezheto a
keplékenységi modulus  fiiggvényeként. Ebbol kovetkezéen a torzulasi anyagegyenletben
szerepld 6 anyagallando mindéssze 5 fiiggetlen allandot jelent. Tehat a torzulasi rugalmas
dllapot 4 anyagallandoval, a képlékeny dllapot pedig 1 tovabbi dllandoval jellemezheto.

Az anyagegyenlet az anyag azon tulajdonsagait fejezi ki, amelyek szerepet jatszanak a
mechanikai kélcsonhatdasok szempontjabol. Mivel az egységes rugalmas-képlékeny anyag-
torveny minddssze négy modellelembdl felépithetd, valoszintisithetd, hogy mechanikai szem-
pontbol mindéssze négy alapvetd tulajdonsag van: a rugalmas alakvailtozas képessége (a
rugalmassdg), az azt gatolni igyekvdé belsé surlodas (a viszkozitas), a belsd dtrendezddés
tehetetlensége, illetve az anyag visszafordithatatlan belsé strukturalis dtrendezddése miatt
fellépo keplékenység. Minden mas anyagtulajdonsag e négy alaptulajdonsag egymdasra hata-

51



sakeént, vagy hatdasdra jelentkezik. Meglepé modon a rugalmassag és a viszkozitdas nem képes
minden tehetetlenségi hatas modellezésére.

Habar képlékenységgel kapcsolatos kévetkeztetéseinket az el6zo  fejezetben kifejtett
termodinamikai képlékenység keretei kozott fogjuk kifejteni, de azok ettol fiiggetleniil is
érvenyesek, mivel elsésorban a linedris reologia szerkezetre és annak kapcsoldsi elemekkel

crer

1. BEVEZETES

A kotet el6zd tanulmanya [VAN—AsSzONYI (2008)] bemutatta, hogy az izotrop
kontinuumok anyagtérvénye fizikai alapokon meghatarozhatd, a termodinamika II.
fotétele konstruktivan hasznalhatdo és Iényegében megszabja az anyagtorvények
formajat.

Ez a tanulmény az entrépiandvekedés formulajabol vezette le az anyagtorvényt

T +¢T =2GE +2E +6E —¥26-2G JE - E,)+(2p -27, )k |

(1) . : .
T, +7,T, =3KE, +3K K +06,E,

formaban, ahol
0, ha W <W}-, vagy W <0,

) \P:\P(W',W)=‘PH(W'—ij)*H(WF{L ha WxW,. & W20,

a rugalmas ¢és képlékeny tartomany hatarat kijelold fiiggvény, benne V¥, a Heaviside-

féle egységugras fliggvény. WJ; a W' torzuldsi deformécios munka azon kiiszobértéke:

W':tf T:f«:dzzth:EdtSWj;,

t=ty t=tg

amelyen tul megjelennek a marad6 deforméciok, tehat az anyag képlékeny allapotba
keriil. A Wy —hez tartozd T fesziiltségi és E deformacios deviatortenzorok értékét
Jeloltuk Tf, Ef—fel.

Az (1) egyenletet a szerzok két feltevéssel egyszerisitették egy joval éaltalanosabb
alakbol:
e az anyagtérvény egyensulyi (reverzibilis) alakjanal — a CAYLEY-HAMILTON-
tételb8l kovetkezd T=2GE +2G E? kvadratikus alak helyett, — a linedris
T = 2GE format vették alapul,

e azaltalanos E és E deformaciokat kozelitdleg azonosnak vették.'

. , , e T ¥ -1
" A teljes megoldas [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 84. 0.] kényvében megtalalhato: D = [D(D + I) ] )
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Az (1) konstitucids egyenletet eddig még csupadn a masodrendli idéderivaltat tar-
talmaz6 tehetetlenségi tag nélkiil vizsgaltuk, mert feltételeztiik, hogy a kezdeti gyors
lecsengéstdl (a gyorsulas szerepétdl) a banyaszati és mélyépitési szerkezetépitésnél
eltekinthetiink. Ekkor azonban a modell a 16késhullamok, tranziens jelenségek vizsga-
latat nem teszi lehetévé. Tovabba nem elemeztiik, hogy az anyagegyenletben szerepld
anyagallandok fiiggetlenek-e egymastol.

Erdekessége a modellnek, hogy a képlékenységi hatar tallépésével csak a rugalmas
és a viszkozus anyagalland6 [2G, 27n] valtozik képlékenységi allandova [2G,, 27,1, a
relaxdcios ¢€s a tehetetlenségi anyagélland6 [ 7,0 ] valtozatlanok. Ez azonban nem vélet-
len, hanem az anyagi tulajdonsagok letisztult visszatiikr6zddése.

1.1. RUGALMAS ALLAPOT

Az anyagtorvény a rugalmas allapotban [V = 0 esetén]
T +:T =2GE +27E +0E ,

3) . : .
T, +7,T, =3KE, +3K K, + 6.k,

formaban, illetéleg skalaris komponensegyenleteivel

sy +T8; = 2qu +277é,-j + Hé,.j,
(3a) § : ..
o, +71,0, =3Ke, +3K &, +0,&,

formaban irhato fel, ahol

S;j =04 =040

ij €;: I=8U—005lj.

o T
A (3), ill. (3a) linearis eclemekbdl tevodik Ossze, ezért abrazolasukhoz linearis
modellelemeket hasznalnak a reoldgidban.

Az anyagtorvény torzulasi és térfogatvaltozasi egyenlete teljesen hasonlo felépitésii.
Eppen ezért a kovetkezékben az egyszerli abrazolas és az attekinthetéség érdekében
csak a torzulasi egyenletet vizsgaljuk egydimenzios esetben, amikor o :=s;, &:=¢;
jeloléseket. Ezaltal a megfeleld Osszefliggés a
(@Y) o =2Ge +2ne —16 + 0
alaku egyetlen skaldregyenlet, ahol

O =85 E=E&;.
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1.2.  KEPLEKENY ALLAPOT

Az anyagtorvény a képlékeny allapotban [W = 1 esetén], mar csupdn a torzuldsi
egyenletre felirva:

(5) c+10 :2G5+217é+4953'—(ZG—Zszxg_gf)_(zn_znpl)é’
illetve

o+16 =2Ge, +2G,\e—&,)+2n,6+08 =

5 s
(a) =0y +2Gpl(8—€f)+277p16‘+9€

format olti.

1.3. AZ ANYAGTORVENY VALTOZOI

Az (1), illetve (4) és (5) Osszefliggés alapjan kimondhato, hogy az anyagtorvény
F(o,6,6,6,6)=0

alaku, vagyis csak a fesziiltség, a fesziiltségvaltozasi sebesség, a deformacio, valamint
deformaciosebesség és a deformacidogyorsulas fliggvénye. A gyakorlatban szamos olyan
modellt alkalmaznak, ahol ennél magasabbrendii idéderivaltak is szerepelnek:

Flo.6,6,...00, ... e.6,6,....e¥,...)=0.

Ezek a modellek is eldallithatok sok esetben a linearis reologiai elemek kapcsoladsaival,
azonban ekkor nem vildgos a termodinamika térvényeinek teljesiilése. Megjegyezziik,
hogy a tobb dinamikai valtozd bevezetésével kapott modellek hasonlé anyagtoérvények-
re vezetnek (ha a dinamikai valtozok kikiiszobolhetoek), de nagyon kotott szerkezettel,
ezért altalaban a fenti 0sszefliggés nem tekinthetd anyagtorvénynek. A kovetkezdkben
mindazokat a modelleket kizarjuk a vizsgalati korbol, amelynél a fesziiltség masodren-
da, vagy annal magasabb iddderivaltjai, illetve a deformacié harmadrendii, vagy annal
magasabb iddderivaltjai szerepelnek.

1.4. TERMODINAMIKAI EGYENLOTLENSEGEK — AZ ANYAGTORVENY SZARMAZTATASA

A POYNTING-THOMSON-modell szarmaztatasakor egyetlen dinamikai valtozoval felé-
pitett mechanikai rendszer kovetkezd alaku vezetési egyenleteibdl indultunk ki [VAN-
ASSZONYI (2006) 61.0.]:

§=121é—12§.
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Itt az elézéekben bevezetett egydimenzios jeldléseket és paramétereket hasznéltuk, a
mechanikai valtozokra érvényes egyszertsitésekkel élve a £ dinamikai valtozora vonat-

kozoan is. Ebbdl az egyenletrendszerbdl & kikiiszobolésével kapjuk, hogy

Lo Ll =lply +2G
o+t =t il Tl $20

l l l

+2Ge.

Osszehasonlitva a (4) egyenletrendszerrel, az egyiitthatokra azt kapjuk, hogy

—— 921_, 2,7:1112_112121+2G_
12 12 12

Megjegyezziik, hogy a forditott irdny, a vezetési matrix elemeinek kifejezése 7, 6, n

¢s G fliggvényében nem lehetséges egyértelmii modon, a fellépd egyparaméternyi sza-
badsag sziikségszerli kovetkezménye annak, hogy & kikiiszobolhetd az anyagtorvény-
bal.

Most egy fontos észrevételt tesziink: a fent idézett levezetésben nem sziikséges fel-
tételezni a vezetési matrix szimmetriajat. De antiszimmetridjat sem, ellentétben VERHAS
megkozelitésével, aki csak ezt a két lehetséges esetet targyalja [VERHAS (1985), 133-
135.0.]. Osszetett mikroszerkezet{i anyagoknal (kdvek, talajok tipikusan ilyenek) valo-
jédban nem tudunk hatérozott feltevéssel élni a dinamikai valtoz¢ idétiikrozéssel szem-
ben tanusitott viselkedésérol, ezért tulajdonképpen nyitva hagyjuk ezt a kérdést. Hason-
16 feltevéssel élve [VAN-BEREZOVSKI-ENGELBRECHT (2008)] megmutattak, hogy a dina-
mikai szabadsagi fokok mechanikai eredetli, LAGRANGE-formalizmuson alapul6 moz-
gasegyenlet-generald modszere specialis esete a belsd valtozok termodinamikai eredetii
mozgasegyenlet-generdld eljardsdnak. Mivel mindkét modszernek szdmtalan alkalma-
zasa van a gyakorlatban, ahol a belsd valtozok fejlodési egyenletének megtalalasa alap-
kérdés, ezért a vezetési egyenletek szimmetridja, vagy antiszimmetridja nem tlinik
feltétlen kdvetelménynek.

Ne rojunk tehat ki sem szimmetriat, sem antiszimmetridt a vezetési matrixra.
Ilyenkor célszerii a kdvetkezd felbontéassal élntink:

o heth 0. haly
Ll ! > 1 2 L1 0 %
L = = + = + s
Ly 1 ly +15 / _ i, =1y 0 [ 1 -k 0
2 B —
2 2
ahol bevezettiik az [:=1(l,, +1,,) és k:=1(l,, —1,,) jeloléseket. A termodinamika ma-

sodik fététele, a nemnegativ entropiaprodukcid azt koveteli meg, hogy a vezetési matrix
szimmetrikus része legyen pozitiv definit. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy
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2 2
©) >0, 1L,>0, Il —@ — 11— 1,0, —@ >0.

Azaz, a (4) egyenlet paramétereire vonatkozdan kapjuk, hogy
(7 >0, >0, n—-Gr>0.

Az altalanositott viszkozitasbol, a deformacidsebesség egyiitthatdjabol kiindulva pedig

konnyen lathato, hogy
2n-2Grt =Q—ll’;ﬁ=g+r(z+k)(k—1) > 0.
T T

2

A fenti kifejezésbol leolvashatd, hogy a
0

(8) 2n-2Gr——=t(l+k)k—-1)
T

elojele jellemzi a rendszert. Ha negativ, akkor a szimmetrikus tag dominal, ezt alul-
csillapitott esetnek nevezziik a tovabbiakban, ha pozitiv, akkor az antiszimmetrikus rész
dominal, ezt nevezziik tulcsillapitott esetnek.

A tovabbiakban latni fogjuk, hogy a termodinamikai kdvetelmények hogyan jelen-
nek meg a klasszikus reoldgia linearis elemeinek kapcsoldsaiban.

2. ALAP- (VAGY EGYELEMU) MODELLEK

A reologiai irodalomban négyféle un. alap-modellelemet alkalmaznak. Ezek a ko-
vetkezdk:

(A) IDEALIS RUGO. Ez az un. HOOKE-elem, jele: [H], a fesziiltség és a deformacio
kozotti linearis kapcsolatot modellezi a C := 2G rugoéallandé (a modellben: rugalmas-
sagi modulus) segitségével.

e > o =2Ge

-, arctg 2G

&

1. dbra. A Hooke-test kapcsoldsi vazlata

(B) IDEALISAN VISZKOZUS ELEM. Ez az iun. NEWTON-elem, jele: [N], — amelyet egy
viszkozus folyadékkal toltott hengerben mozgd perforalt dugattyt (olajfék) reprezental
— a fesziiltség ¢és a deformaciosebesség kozotti linearis kapcsolatot modellezi 7 viszko-
zitasi tényezovel.
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2. abra. A Newton-test elvi modellje

Ez a két elem 6nmagaban is alkalmazhat6, amikor a rugalmas HOOKE-testet, vagy a
NEWTON-f¢le viszkozus folyadékot vizsgaljuk.

(C) IDEALIS TEHETETLENSEGI ELEM. Ez az Un. VERHAS-elem [VERHAS (1985),
136.0.], jele: [T]. Ezt két rad kozott megesuszas nélkiil gordiild véges tehetetlenségli, de
z€rus tomegl tarcsa reprezentalja, M:=6 fajlagos tehetetlenségi nyomatékkal.

3. abra. A Verhas-test elvi modellje

A (B) és (C) alapelemeket a szilard testek mechanikajaban: altaldban a rugalmas
(nem képlékeny) allapothoz kapcsoljak.

Van még egy tovabbi elem is a konvencionalis mechanikdban, amelyet azonban
csak a képlékeny allapot kialakulasakor alkalmaznak.

(D) IDEALIS KEPLEKENYSEGI ELEM. Ez az Uin. ST.VENANT-elem: [SV], amelyet egy
surlodo lap reprezental, vagyis ha az erd tallépi a két lap kozotti surlodasi ellenallasbol
adodo surlodo erdt, csak akkor johet 1étre alakvaltozas:

oc=0y, €s & = tetszoleges.

4. abra. A de Saint-Venant-test
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Ez az elem O6nmagéban az Un. idedlisan képlékeny test modellje. A konvencionalis
felfogasban ezt a modellt anyagtorvényként is hasznaljdk (ami mar dnmagéaban is ab-
szurd), ha megnézziik az egyenletét:

0, ha o<o,,
~|0<&<w, ha 020,

ugyanis irrealisztikus az ilyen mértékli indeterminizmus. Ha 6sszekapcsoljuk mas ele-
mekkel, akkor a ST.VENANT-test mar képlékenységi hatarfeltételként funkcional.

Termodinamikai torvényt sért, ezért felfogdsunkhoz egyaltalan nem illeszkedik —
csupan a konvencionalizmus felé tett gesztusként a ST.VENANT-elem legegyszeriibb
kapcsolasait itt felsoroljuk.

A tovabbiakban a parhuzamos kapcsolést a || jellel, a soros kapcsolast a ~ jellel
jeloljik. A rugé és a surlodo elem kapcesolasat mutatjuk csupan be.

SOROS KAPCSOLASNAL [H~SV] az ideadlisan rugalmas-képlékeny viselkedést kapjuk:

g galmas marado

&

{2G8, ha s<s&,, {0/2G, ha o<oy,
o= &=

o, ha E>¢&y, E>¢yp, ha o>0y.

5. abra. Az ideadlisan rugalmas-képlékeny test

PARHUZAMOS KAPCSOLASNAL [H || SV] a képlékeny felkeményedo testet kapjuk:

2G,

arctg 2G,y
-
&
gmarado
4 ............................. >

6. abra. Az idedlisan képlékeny felkeményedo test

0, ha =0, 0, ha o<oy,
o= o,+2G,¢e, ha e>¢,, s e= (G—Gf)/2Gpl, ha o>0,.
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HAROMELEMES KAPCSOLASNAL [H~(H || SV)] kapjuk az idedlisan rugalmas-képle-
keny felkeményedo testet.

2G,

AW — S

— .
[ P >< ........................... »i :
2Ge, ha e<¢,, , o/2G, ha o<o,,
af+2Gp1ast(g—gf), ha e>¢,, gf+(0—af)/2Gplast, ha o>o0,.

2G =2G b, 1
T 2G . 26, 26,

7. abra. Az idedlisan rugalmas-képléekeny felkeményedd test

Képlékenységi hatarfeltételként a ST.VENANT-test — ellentétben a képlékenységtan
irodalmaban szerepld megallapitasokkal — azért nem alkalmazhat6, mert nem veszi fi-
gyelembe a képlékenységi hatar fliggését a multbeli eseményektdl, azok sebességétol,
stb. Nem tudja figyelembe venni a képlékeny hatar vandorlasat sem.

A korszerl felfogasban latszolag csak annyi a kiilonbség, hogy a képlékenységi ha-
tarfeltétel nem a fesziiltségallapot egy skalarértékii fiiggvényéhez kotédik®, hanem a
torzulasi deformaciés munka egy kiiszob-

D . )@’ _ =0 értékéhez:

Wy vl )=y, -w;)
D > Kapcsolési rajzban ezt a 8. dbran lathato
modon abrazolhatjuk. Ez nem az erdre, ha-
8. dbra. A Y ugrdsfiiggvénynek megfeleld nem az erd Ut szerinti integraljara nyit €s
modellelem

zar. A surlodasi erdnek itt a deformacid
szerinti torzuldsi munka felel meg. Mivel az alaktorzulasi munka elve HUBER, MISES és
HENCKY nevéhez fiizodik (mint fesziiltségfeltétel a rugalmas tartomanyban), ezért a §.
abran lathato elemet HMH-elemnek is nevezhetnénk. Jele: [\].

A torzulasi deformacios munka
‘ ‘ t . t
W} = IT :(voV), dt :J.T : (AA_l)ddt = IT s Edt = J.T :dE,
0 0 0 0

peidaul f(0,,0,,04)=0, f(F,,F,,F,)=0,st.

59



ahol (AAf1 )d =E. Egyensulyi, nem disszipativ esetben [ASSZONYI-VAN-SZARKA

(2007), 38-39.0.]
E, E, T,
%:ITME=Pm&ﬂbGEJL:IDdg%}j%L:f
0 0 0
formaban irhat6 fel, s akkor a ST.VENANT- és a HMH-elem azonos, s ekkor, és csakis
ekkor a két abrazolas egyenértékii.

2Gy

9. abra. Az egyensulyi (rugalmas-képlékeny) anyagtorvény kapcsolasi vazlata

Ha a disszipativ effektusok és a dinamikai valtozok hatdsa egyenstlyra vezet, ami
altalaban vizsgdlatra szoruld, nem nyilvanvalo, de fizikailag elvart tulajdonsaga egy
termodinamikai elméletnek, akkor bizonyos értelemben az altalanos reoldgiai modell is

ehhez a kapcsoldshoz konvergal.
3. KET ELEM OSSZEKAPCSOLASAVAL ALKOTOTT MODELLEK

Két alapelem parhuzamos és soros dsszekapcsolasaval tjabb modelleket kapunk:
[H | H], [H~H], [N || N], [N~N], [H || N], [H~N],

de csak akkor, ha kiilonb6z6 modelleket kapcsolunk 6ssze. Ugyanis azonos elemek kap-
csolasaval olyan modelleket hozunk 1étre, amely ered6jében azonos az 6t alkoté mo-

dellel.
Két rugd soros kapcsoldsa esetében [H~H] = [H]:
C G
E=¢& +&,, 0=Cig = Cz(g—gl),
| . Q1,1 GG 1
4 ............. Lo >< .......... g2 ,. Cs C G CC Gy
o= C11(j2 c C1C2 =2G

S C+C, G +C,

10. dbra: o =2G¢

60



Ugyanez a helyzet szamtalan rug6 sorbakapcsoldsanal [H~H~...~H] = [H]:

LR IS N B o oY
c, C C, C, C,+C,+..+C,

ahol az ered¢ a reciprokok 0sszegébdl adodik.

Két rugd parhuzamos kapcsoléasa esetében [H || H] = [H]:
G

oc=0,+0,=(C,+C,)e, Cy=C,+C,,
= O'=(C1+C2)8.
2G=C, +C,

11. abra: o =2G¢

Hasonlo a helyzet a tobb rugd parhuzamos kapcsolasnal [H || H || ... || H] = [H],
csupan itt az eredd egyszerli 0sszeg:

C,=C+C,+..+C, =12G.

Hi H2
D:_ D:‘:> o Két hidraulikus henger soros kapcsolasa esetén [N~N]:
&1 & =& +&y, o=wmé =u,(E-8)
~< ............. >.< ............ ». L:i-i_L ﬂ] +ﬂ2 :L 277 3 ﬂlﬂz
12. dbra: o =2n¢ Hs M My My Hy Hy + Hy

To6bb henger soros kapcsolasa esetén [N~N~...~N] = [N]:

L:L+L+_“+L, ‘uz = ity --Hy

Hs W Hy Hy Hy+ Hy + ot

=:2n.

Két hidraulikus henger parhuzamos kapcsolasa esetén [N || N] = [N]:

| . .
y1|:| E=86 =&, 0= HHE O =&,
— = 5 o = +m)
I Hs =y + Uy, 2n =y + 1.
Hall |
3‘ ......... g ........ " ]3 dbra: G _ 2778
To6bb henger soros kapcsolasa esetén [N || N || ... || N] = [N]:

Hy = My + fy +ot fhy, g =21,
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(E) KELVIN-TEST, amely a HOOKE-test [H] és a NEWTON-test [N] parhuzamos
kapcsolaséval allithato el6 [K] = [H || N]:

13. abra. A Kelvin-test kapcsolasi vazlata

Az erd és elmozduldsok 0sszefliggését
E=¢ =&, o0=0,+0,, 0,=C¢, o,=us, oc=Cec+us, C=2G, u=2n
felirva, a KELVIN-modell anyagegyenlete :

o =2Ge +2n¢.

(F) MAXWELL-TEST, amely a HOOKE-test [H] €¢s a NEWTON-test [N] soros kapcsola-
saval allithato elé [M] = [H~N]:

C H

14. abra. A Maxwell-test kapcsolasi vazlata

A o=0,=0,, €=&+¢&,, &§=—, & =—, Gz,ug'—ﬁo", u=2m, ==
C U C
Osszefiiggésekbdl a MAXWELL-modell anyagegyenlete:

o=2nE—-10.

4. HAROM ELEM OSSZEKAPCSOLASAVAL ALKOTOTT MODELLEK

Harom elem felhasznéldsaval 0sszesen 8 kapcsolasi lehetdség allithato elo:
[H~M], [H[IM], [H~K], [H || K], [N~M], [N || M], [N~K], [N || K],
azonban ezek kozott vannak megegyezd modellek.
A vizsgélat egyszerlisddik, ha figyelembe vessziik a soros és parhuzamos kapcsola-

sok néhany tulajdonsagat. Nevezetesen, barmelyik modell esetén igazak a kovetkezd
szabalyok:

62



[ATlI[A]=T[A]  [A]ll[BI=I[B]I[A] (TATIIBD I [C] = [A] | (BT I [C])
[A]l ~[A]l=[A] [A]l~[B]=[B]l~[A]  ([A]l~I[B]) ~I[C]=[A]~([B] ~[C])

Ennek megfeleléen a haromelemes kapcsolasok egyszeriibben is felirhatok, ill. ki-
bonthatok:

(a) [H~M] = [H~(H~N)] = [H~N] [M] Maxwell-test

() [H|M] = [H||H~N)] = = [S] Standard test

(c) [H~K] [H~H||N)] = = [S] Standard test

(d [HIK] = [HIMHIN)] = [HI|N] = [K] Kelvin-test

(e) [N~M] = [N~H~N)] = [H~N] = [M] Maxwell-test

® [N[M] = [N||(H~N)] = = [M°] tehetetlenségi Maxwell-test
(g [N~K] = [N~H|IN)] = = [S] Standard test

(h) [N[IK] = [N|HIN)] = [HIN] [K] Kelvin-test

Ebbdl a 8 lehetdségbdl mar csak két 0j anyagmodellt sikeriilt eldallitani, a POYN-
TING-THOMSON-féle standard testet (S) és a tehetetlenségi MAXWELL-testet (M°), mikoz-
ben rajottiink, hogy tobbféle kapcsolassal is eldallithatd ugyanaz a végeredmény. Az (f)
valtozat mar kivezet az eddigi korbdl, mert az ¢ masodrendli idéderivaltja (a tehetetlen-
ségi tag) is megjelenik benne, holott a VERHAS-elemet nem vontuk be.

Nem szolgaltatnak uj modelleket az alabbi haromelemes kapcsolasok:

[H-M] = [H~H~N)] = [H~N] = [M],
[HIK] = HIMHIN] = [HIN]= [K],
INIIK] = [N[I(HIN)] = [HIN] = [K],
[N~M] = [N~(H~N)] = [H~N] = [M],

csupan a MAXWELL- ¢s KELVIN-testet irjak le nem két elemmel, hanem harommal.

A vazolt felirds csak azt teszi lehetdvé, hogy a kiilonboz6 kapcesolasok ereddjérdl el-
donthessiik, hogy az eddigi modelleket adja-e, vagy pedig olyan Gjat, amely az eddi-
giektdl kiilonbozik. Az ered6 modell paramétereit azonban mar meglehetdsen bonyolult
kiszamitani az altalunk is felirt erd- és elmozdulas-osszefiiggésekbdl. Sok elem esetén
leleményre ¢€s Otletekre, valamint gyakorlatra van sziikség.

[FULOP (2008)] bemutatja azt az altalanos modszert, mely leegyszertisiti a munkat, s
egyben rogton latjuk, hogy a fesziiltség és deformacié hanyadrendi derivaltjai jelennek
az anyagegyenletben. Ismerteti az Osszes lehetséges kapcsolas
megtalalasanak modjat is, az olyanokét is, amelyek nem

o . . . . .
|:| H — irhatok fel soros €s parhuzamos kapcsolassal, pelda erre az
abran lathato legegyszeriibb eset (ahol a téglalap tetszdleges

modellt jelenthet). Erre tgy tiinik, hogy a reologiai mo-
delleknél nincs sziikségiink, mert a termodinamikailag meg-

I5. dbra engedett, tobb dinamikai véltozo kikiiszobolésével kapott
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kapcsolasok ugy tiinik, nem eredményeznek olyan modellt, amelyet a klasszikus soros-
parhuzamos kapcsolasokkal ne tudndnk megvalositani. A termodinamikailag megen-
gedett reologiai modellek pontos osztdlyozadsa mindenesetre még tovabbi vizsgalatokat
igényel.

(G) POYNTING-THOMSON- (VAGY STANDARD) TEST. A HOOKE-test [H] és a MAX-
WELL-test [M] parhuzamos kapcsolasaval allithato el6: [S] = [H || M] =[H || (H~N)]:

Maxwell
16. abra. A standard test egyik lehetséges kapcsoldsi vazlata

.My . My
2 2

C C
0=0,+t0, =C18+ﬂ2(1+c—1]é—g—zd, 2G:=C1, 277::#2[1+C—1j, r;:%’
2 2 2 2
0=2Gs+2n¢—10.

Ugyanerre az eredményre jutunk a KELVIN-test [K] és a HOOKE-test [H] soros kap-
csolasaval: [S,] = [K~H] = [(H || N)~H]. Ezt egyesek dualis standard testnek, vagy STU-
ART-modellnek is nevezik.

Kelvin Hooke

17. abra. A standard test egy masik lehetséges kapcsolasi vazlata

c=0,=0,, £€=¢ +t¢&,, 0,=C¢& +é, o,=0,¢,,

o ( o o C( c o O Cl( Gj
& =———&, E=—, E=———&§ +—=—+——-——|——|,
20, G, H By » M Gy C,
C C, +C 1 Cc.C c, .
E+—te=—"Lt 2656+—6, o=—12 ¢+ o £ — !
My 13 C,y 2 C +G, C +GC, ¢ +C,
C C
2G::C] 2 . n = 2 ) = o ’
C,+C, C, +C, C,+C,
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igy a STANDARD modell anyagegyenlete — mindkét kapcsolasi vazlat esetén — azonosan

o=2Ge+2ne—-10

alaku.

Erre a két kapcsolasi vazlatra érdemes még figyelmet szentelni. Vizsgaljuk meg a
(7) termodinamikai kovetelmények teljestilését. Itt 1s hangsulyozzuk, hogy modelliink
egydimenzids, a gyakorlati geometridk (henger, szalag, stb.) esetén a hasonl6 egyenlet
megfeleld egyiitthatoira altalaban nem éllnak fenn ezek az egyenlétlenségek. Ott termé-
szetesen a tenzoregyenleteket kell alapul venniink. Tudjuk ezen feliil, hogy az entropia
konkavitasa (illetve egyenértékiien a szabadenergia mechanikai részének konvexitdsa)
megkdveteli még ezen kiviil a

2G>0

egyenldtlenség teljesiilését is. A legegyszeriibb esetet feltételezve a fenti egyenldtlensé-
gek a rugodallandd valamint a surlddési tényezd pozitivitdsaval egyenértékiiek.

POYNTING-THOMSON-testnél STUART-modellnél
C
2G:=C, >0 , 2G:=C,—2*—>0,
C, +C,
C, G,

— ~1 2n = >0
2n: u2(1+C2]>0, n=u C, +C,
r=H2 1 M o

C, C,+C,
1—T=,Ll2 C >0, E—rzﬂ——ul >
G C,C, G C, C+¢C,

Nézziik meg forditva is, amikor a modellelemek karakterisztikait irjuk fel az
anyagallandok fiiggvényében, s akkor a

(i) C,>0, u,>0

feltételeknek kell teljestilnitik:

POYNTING-THOMSON-testnél STUART-modellnél
2G2n
— a) C,=—""">0,
(@ C, =2G>0, (@ C m-2Gt
2n 2n
(b)y C,=—-2G>0, (b)y C,=—>0,
T T
2n)’
(©) u, =2n-2Gr >0, c =(—
2 © 4 2n-2Gr
(b) és (c)-bol = %— >0, (a) és (¢)-bol = %— 7>0,
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(H) TEHETETLENSEGI VISZKOZUS (MAXWELL-) TEST. Jele: [M°]. A KELVIN-test [K]
€s a NEWTON-test [N] soros kapcsolasaval allithat6 eld: [M°] = [K~N] =[(H||N)~N]:

Kelvin Newton

18. dbra. A tehetetlenségi Maxwell-test egy lehetséges kapcsolasi vazlata

) ¢
o"=C1£1+ylél=Cl(é—iJ+yl(E—i} S+ s =6+ i,
Ha Ha)  Hy Hy
+ +
0+Md—:uzé+2’ul'uzé. 277::#2, T::M, Q::M,

C, C, C ¢

o=2nE—10 +6¢%.

A (7) egyenldtlenségek itt is lathatéan egyenértékiiek az egyiitthatok pozitivitasaval.
Vizsgaljuk meg az anyagi tehetetlenség (8) feltételét:

2
U
m-26:-0 -1

T Mt

>().

Ugyanerre az eredményre jutunk a NEWTON-test [N] és a MAXWELL-test [M] parhuzamos
kapcsolasaval [M°] =[N || M] =[N || (H~N)]:

Newton

Maxwell

19. dbra. A tehetetlenségi Maxwell-test egy masik kapcsolasi vazlata

Hy . ., MMy Ha HiH,
o+—=0=2(u, + E+—%&, 2n=2(u, + , T="%, 0="%,
C, (4 + 143) c) n =20 + 1) C, C

o =2n¢—10+6¢.

66



A (7) egyenldtlenségek itt is lathatdan egyenértékiiek az egytitthatok pozitivitasaval.
Az anyagi tehetetlenség (8) feltétele ismét tulcsillapitott esetet mutat:

277—2Gz'—€=,u1 +21,>0.
T

A harom reoldgiai elem Osszekapcsolasaval az Osszes lehetséges esetbdl minddssze a
kovetkezd hat

1 elemes - [H] o=2Geg,

Nl o= 2,
2 elemes - [K] o =2Ge +2n¢, [H || M]
[M] o= 2né — 10, [H~N]
3elemes - [S] o =2Ge +2ne —10, [H || M] [H~K]
[M°] o= 2ne —10 +6¢ . [N~K] [N || M]

egymastol fliggetlen kozegmodellt lehetett felépiteni.

5. NEGY ELEM OSSZEKAPCSOLASAVAL ALKOTOTT MODELLEK

Az osszekapcesolt elemek szdmanak novekedésével a lehetséges esetek szdma sok-
szorosara novekedik.

Mi viszont azokat a modelleket, amelyek nem kovetkeznek a termodinamika ma-
sodik fotételébol — a feltételezéseink mellett — nem tekintjiik anyagtorvénynek, csak egy
onkényes emberi konstrukcionak. Egy dinamikai valtozora szoritkozva tehat mindazo-
kat a kapcsolasokat elhagyjuk, ahol a fesziiltségnél az els6nél, valamint a deformacional
a masodiknal magasabbrendii idéderivaltak szerepelnek.

Ettd] két esetben mégis eltériink. A talajmechanikai irodalomban és polimerek vi-
selkedésének leirasanal sokszor alkalmazott két modellt mégis felirunk (nevezetesen az
un. négyelemes BURGERS-testet, ¢és az Otelemes nevesincs testet), hogy az abszurdita-
sukra ramutathassunk. Es ezaltal megovjuk a kutatokat és alkalmazokat attél, hogy —
alaposabb vizsgalat nélkiil — a bonyolultabb reoldgiai modellekrél azt higgyék, jobb
kozelitései a valosagnak.

Az eddig felirt hatféle kapcsolas alapjan, az ezekbdl felépithetd 4 elemes kapcso-
lasok 2+2 elemes és az 143 elemes kapcsolds, amelyek kozott mindossze két Gjabb re-
ologiai modell van.
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(I) TEHETETLENSEGI STANDARD TEST. Jele: [S°]. A 2+2 elemes kapcsoldsok koziil a
két sorba kapcsolt KELVIN-test szolgaltat tjabb modellt:

20. abra. A tehetetlenségi standard test egy lehetséges kapcsoldsi vazlata

it H o GG, 8+C1ﬂ2+czﬂ1é+ Hi My ’
C, +C, C, +C, C, +C, C, +C,
B Y P Lo M WY S T R P )
C, +C, C, +C, C, +C, C, +C,

0=2Ge+2nE+0s—-16.

A (7) egyenldtlenségek itt is lathatoan kovetkeznek az egyiitthatok pozitivitasabol.
Vizsgaljuk meg az anyagi tehetetlenség (8) feltételét:
2
277—2GT—€: (CIIUZ—;_CZIUI) >0
T (e o) (uy + )

Két parhuzamosan kapcsolt KELVIN-test

C
W— oc=0,+0,=Ce+pué+Ce+ &,
L| o =(C+Cy e+ + )¢
P A

G, - ugyancsak KELVIN-testet eredményez.
L AW —

H2

T ]
21. abra

Két sorba kapcsolt MAXWELL-test

Cl Hi C2 H2

22. abra
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ugyancsak MAXWELL-testet eredményez.

Két parhuzamosan kapcsolt MAXWELL-test ereddje:

C1 Hi
T
| L]
Cz ,u2 _:> o
D_l
| L]
23. abra
o= (2771 +2n, )3 - (ﬂ + g—ZJG
1 2

szintén MAXWELL-test.

A tehetetlenségi standard testet tovabbi kapcsolasokkal is el6allithatjuk (1d. példaul
a 24. abrat).
Kelvin

Maxwell
24. abra. A tehetetlenségi standard test egyéb lehetséges kapcsolasi vazlata

Cypty +C
2=, 2= 1#2*‘5(#1‘*#2)’ szﬂlcxh, T._%
2 2 2

0=2Ge+2ns+0&—-10.

Itt az anyagi tehetetlenség (8) feltétele:

277—2Gr—gz,u2 >0
T

Nézziik meg forditva is, amikor a modellelemek karakterisztikait irjuk fel az anyag-
allandok fliggvényében, most mar csak az elsé modellre:

T T T T

A (7) egyenldtlenségek a kovetkezOk [SZERK. ASSZONYI (2006), 63-65. o.]:

69



(1) >0, >0, %—T>Q 0> 0.

Természetesen a 2G > 0 feltétel tovabbra is fennall. Annak érdekében, hogy min-
den feltétel feltaruljon eldttiink, egymas mell¢ irjuk fel az anyagallanddkra érvényes
ONSAGER-féle feltételeket €s az elemek karakterisztikdjanak pozitiv voltabol adodo fel-
tételeket:

FELTETELEK
AZ ANYAGALLANDOKKAL AZ ELEMKARAKTERISZTIKAKKAL
2G=C, >0, (@ C,=2G>0,
C 20
277::;11+(1+C—;],u2>0, (b) Cz-—T 2G T—2>0,
0
z'::&>0, 0::M>0, () pu=—>0,
C, C, T
n 0
E—r:zcz(y1+,u2)>0, d u, =2n-2Gr-—>0.
T

Az anyagi tehetetlenség (8) feltétele,

277—2Gz'—gz,u2 >0
T

leolvashato az egylitthatok pozitivitasara vonatkozé (b) és (d) feltételekbdl. Hasonldan

az elézbéekhez, ez er6sebb az ONSAGER-1 %— 7 >0 feltételnél, vagyis e szerint a defor-

maciok késési idejének és a relaxacids idonek a kiilonbsége nem csak éppen pozitiv,
tehat ¢,,, >1,,,, hanem hatarozottan pozitiv:

rel

o
Lar = % >0, t,=1t>0, A= %—r =l ~ly >ty >0, 1, = Ge >0,
ahol
tser — adeformaciok késési ideje,
t.s — arelaxacios ido, és
At — akettd differencidja,
ten — atehetetlenségi ido.

Ha a At zérus, akkor az anyag hasonldan viselkedik, mint a rugalmas HOOKE-test,
mert a deformacidk pont annyit késnek, mint amennyit a fesziiltség relaxalodik, tehat a
kozeg idofliggetlen viselkedést mutat [ha a kezdeti feltételekre teljesiil o(0) =2Ge(0),
akkor barmikor késébb is o (¢) = 2Ge(¢t)]. Holott az anyag ¢, tehetetlenségi ideje nem

zérus. Tehat a linearis reologiai elemek értékének pozitivitdsa sem egyenértékii a termo-
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dinamikai feltételekkel, azoknal gyengébb kovetelményrendszert jelent, mert nem en-
gedi meg a (8) feltételnél a jobboldal negativ voltat.

n

Vizsgéljuk meg az G 7> feltételt részletesebben.

Gt

50 Ha belegondolunk, ez a feltétel a G, 7,

7, 6 anyagallandok altal kifeszitett négydi-
menzios térben — annak is a pozitiv kvadran-
séban (G >0,7>0,7>0,0 >0) — egy ha-

40 -

max romdimenzios felilettel elhatarolt térrészt ad
meg. A 25. abrdn rogzitett 0/2G = const
értéknél abrazoltuk a hiperbolat, amely a

n_. egyeneshez tart aszimptotikusan. En-

30

20

10

tier = /G - deformaciok késeési ideje

nek a gorbének minimuma van a 7 = ‘/%

00 : n 20
0 5 10 15 20 25 30 helyen E: G értékkel. Ha a feltételt

t,q = 7T relaxéacios idé

25 dbra masodfoki egyenletnek tekintjiik, akkor

0
rogzitett G, i és 0 mellett: 7> — 1.7 < 0,és rraa
G 2G

e (G(E) A& (&) () AE)

feltétel adodik (ezt az abran a vizszintes egyenes metszéspontja jeldli ki.) Ekkor a disz-
kriminéns értékétdl fliggden harom eset lehetséges:

2
50 1
7 \ | @) (%j —2(%J>0, > 5’ >2G6,
G 40 .
\ G /'93 > gZ 2
4 > 0
30 2o b 1] —2(—J=O = n?=2Go
o0 Y (8] A{G)-0. = w0
20 \G/ : i
K ez a hiperbola minimuma, s ez azt az ab-
10 szurd esetet adnd, amikor az anyagéllandok
szama eggyel csokkenne, pl.
L 42G0
0 + S G,n,7,0 helyett  G,n,7,0=n%/2G,

0 5 10¥15 20 25 30
s igy
26. abra. Az anyagallandok értelmezési

tartomanya kiilonbozo rogzitett 6 esetén
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2

o +16=2Ge +2né + 1§
26

2
(©) (%j - 2(%} <0, = 772 <2G8, s ekkor nincs valdés megoldas.

Elemzésiink, eddigi példainkkal szemléltetve, tehat megmutatja, hogy a termodina-
mikai feltételek, azaz a masodik fotétel kovetelményrendszerének figyelmen kiviil
hagyasa redukalja a lehetséges anyagmodellek korét. Tovabbi példakat taldlhatunk
[VERHAS, 1985] konyvében.

(J) BUrRGERS-modell. Jele: [B]. Ennek a modellnek 4 alapelembdl torténd eldallitasa
egy KELVIN- és egy MAXWELL-modell soros kapcsolasaval torténik ([B] = [K~M]). Ez a
modell azonban a fesziiltség masodrendi idéderivaltjdnak a megjelenésével kivezet
abbol a korbdl, amely a redlis anyagtorvényt tartalmazza. Ugyanis az entropia noveke-
dése alapjan levezetett anyagtorvény

F(o,6,6,6,6)=0

alaku.

27. abra. A Burgers-test kapcsolasi vazlata

R g =
1 Cl C2 Cl CZ
HiHy Hi | Ky Hi Hy
M=——, O=u,, tv=1+—+"7, =,
LG & ¢ e fTa.

o=2ne+60s—-10-(0.

Bar a BURGERS-modellt széles korben alkalmazzdk, mégsem tekintjiik a redlis
szilard testek lehetséges anyagtorvényének. Nem fiigg az &-t6l, csupan annak iddszerinti
derivaltjaitol. Ennek szamos kovetkezménye van, pl. terhelés hatasara nem jelenik meg
azonnali rugalmas deformacio. Szamos esetben alkalmazzak talajmechanikai probléma-
knal, s minden esetben helyesebb megoldast kapunk a standard test alkalmazaséaval. Két
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dinamikai valtozéval, termodinamikai modellként torténd eldallitasa tovabbi vizsga-
latokat igényel.

6. A RUGALMASSAGTANI MODELLEK OSSZEFOGLALASA

Az eléz6kben lattuk, hogy a két alapelem — [H] rugd és [N] henger — kombinaci-
6jaként (soros €és parhuzamos kapcsolassal) az Osszes linedris reologiai modell felraj-
zolhat6. Ez dnmagaban azonban csak dncélu jaték, mert csak azok a modellek veheték
figyelembe, amelyeket a

4) o0=2Ge+2nE—16 +0¢&
anyagtorvény magaba foglal az egyiitthatokra vonatkoz6 eléjel-megszoritasokkal
egyuitt.

Ez tobbek kozott azt jelenti, hogy a (4)-ben 1évd anyagallandok koziil egyeseket z¢é-
rusnak tekinthetiink. Ezek a rugalmas modellek a megszokott elnevezéseik feltiinteté-
sével a kovetkezok:

A tehetetlenségi (gyorsulasi) tag nélkiili modellek:

1. 0=0 [PAscAL-(folyadék) test]’

2. 0=2Ge¢ [HOOKE- (rugalmas) test]

3. o= 2ne [NEWTON-(folyadék) test]

4. 0=2Ge +2n¢ [KELVIN-VOIGT- (rugalmas-viszkozus) test]
5. 0=2Ge¢ - 10 [Rugalmas-relaxacios test]

6. o= 2ne — 10 [MAXWELL-(folyadé€k) test]

7. 0=2Geg +2né — 10 [POYNTING-THOMSON-(standard) test]

Mint lattuk, a dolt betlivel szedett rugalmas-relaxacidés modell nem redlis anyagmo-
dell, mivel a (7) harmadik egyenldtlensége nem teljesiilhet. Ezzel azt is mondjuk, hogy
a termodinamika masodik fotétele nem engedi meg, vagyis fizikai realitasa nincs, noha
matematikai realitasa van. Ez az allitas konnyen belathato, ha a standard modellbdl in-
dulunk ki, 2 rug6 [C, és C;], valamint egy henger [z5] kapcsolas formdjaban eldallitva.
Ekkor az anyagallandoi a kovetkezok:

2G=C,, 2= ,le(l-l-%} r :=%.
2 2

? Bzt csak a felsorolas teljessége kedvéért szerepeltettiik, azonban realis anyagmodellnek nem tekinthetd.
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A RUGALMAS-RELAXACIOS MODELL esetén a 27;-nak zérusnak kellene lennie, ez
azonban nem lehetséges, mert 1, = 0 esetén, a 7 = 0, tehat a HOOKE-testet kapjuk,
1+C,/C,= 0 esetén pedig valamelyik rugoallandonak kellene negativnak lenni, ami

nem lehetséges.

A tehetetlenségi (gyorsulasi) tagot figyelembe vevé modellek:

1. o= 0¢ [tehetetlenségi PASCAL-test]

2. 0=2Ge¢ +0¢ [tehetetlenségi HOOKE-test]

3. o= 2n € +0¢& [tehetetlenségi NEWTON-test]

4. 0=2Ge +2n¢ +0¢& [tehetetlenségi KELVIN-test]

5. 0=2Ge¢ — 10 +t0¢& [tehetetlenségi rugalmas-relaxdcios test]
6. o= 2ne — 10 +0& [tehetetlenségi MAXWELL-test]

7. 0=2G¢ +2ne — 10 +t0& [tehetetlenségi standard test]

Ebben az esetben még rosszabb a helyzet, mert az elsé 5 egyenlet ir le fizikailag
irrealis modellt.

Itt és most felvethetd lenne, hogy ez azért van, mert minddssze két modellelemmel
dolgoztunk, de ha megvizsgaljuk a VERHAS-test (3. dbra) bevonasaval adodo lehetdsé-
geket, akkor mar mas a helyzet.

7. RUGALMASSAGTANI MODELLEK VERHAS-ELEMMEL

Az anyagtorvény csak az
F(o,6,6,6,6)=0

Osszefiiggésnek megfeleld valtozokat tartalmazhatja. A VERHAS-test bekapcsolasaval
megjelenhetnek a fesziiltségek els6nél magasabbrendii, és a deformaciok masodiknal
magasabbrendil idéderivaltjai is. A haromelemes kapcsoléasig lehetséges eseteket a ko-
vetkez0 tablazat tartalmazza:

(A) tehetetlensegi (B) tehetetlensegi (C) tehetetlensegi
HOOKE-test nevesincs-test Relaxacios test
o=2Ge+0¢& o+l6=0¢& o=—10+6¢

C u
(o2 O
/ H-ANM—@:> —|y|:| ©
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(D) Tehetetlenségi (B) tehetetlenségi (F) tehetetlenségi
NEWTON-fest nevesincs-test KELVIN-test
o=2ne+0¢ o+10=2ne+0&+9¢ o=2Ge+2ne+0¢&

C u _,\/\/6\/\,_
VWA T o
i

© ©

28. abra

Az 4brén lathaté modellek — az (e) kivételével — csupan rugdval és hengerrel nem al-
lithatok eld. Kérdés, hogy van-e egyaltalan sziikség ezekre?

A tehetetlenségi standard test VERHAS-elemmel torténd egyik eldallitdsa a kovet-

kezo:
M
2G:=C,, 2n:=p+C—=,
2
T = & 0= M2(1+ﬂ],
Hy Hy
C,=2G, M,=0-2nt+2G1?,
Newton:: 0
: ,u2:;—277+2Gr, uy =2n-2Gr.

29. abra. A tehetetlenségi standard modell kapcsolasi vazlata

Az anyagi tehetetlenség (8) feltétele most alulcsillapitott esetet jelez:
0
2n-2Gr——=—u, <0.
T

Eddig két lehetdség meriilt fel a standard test anyagtorvényének kapcsolasi vazlattal va-
16 szemléltetéséhez:
e vagy csak kétféle elembdl, a standard testhez egy i karakterisztikdjii henger
parhuzamos kapcsoléasaval épitjiik fel a tehetetlenségi standard modellt,
e vagy haromféle elembdl épitjiik fel, s az eldébbi tehetetlenségi standard testnél
egy rugot kicseréliink egy M, karakterisztikaja tarcsaval.

A két lehetdség kozott azonban oriasi a kiilonbség, annak ellenére, hogy matemati-
kailag azonos alaku eredd egyenletet szolgaltatnak. Az anyagtérvény kapcsolasi vazla-
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tanak eldallitasa valdjaban indifferens szamunkra, azonban lényeges, hogy milyen infor-
macidkat kozvetit szamunkra.

Az els6 esetben az anyagtorvény minddssze kétféle modellelembdl épiil fel. Vagyis
valoszinlsithetd, hogy az anyagnak mechanikai szempontbdl minddssze ket alapvetd
tulajdonsaga van: a rugalmas alakvaltozéas képessége (a rugalmassag) és az azt gatolni
igyekvd belsd surlodas (a viszkozités).

A masodik esetben az anyagtorvény haromféle modellelembdl épiil fel. Vagyis valo-
szinlisithetd, hogy az anyagnak mechanikai szempontbol hdrom alapvetd tulajdonsaga
van: a rugalmas alakvaltozads képességén €s az azt gatolni igyekvd (sebességgel ara-
nyos) belsd surloddson kiviil az azt gatolni igyekvd (gyorsulassal aranyos) bels6 surlo-
das.

Fel van adva a lecke. Melyik feltevés fejezi ki helyesen az anyag tulajdonsagait fe-
nomenoldgiai szinten, a rugalmas allapotban?

Ha azt nézziik, hogy a természet egyszeriiségre torekszik, akkor az elsd esetet kéne
elfogadnunk. Ha azt tekintjiik, hogy a természet végteleniil sokszinii, akkor a masodik
esetet kellene valdszintsiteni. Lathatd, hogy a termodinamikailag megengedett alul-
csillapitott reologiai modellek eldallitadsdhoz, azaz a tehetetlenségi feltétel negativ eld-
jellel torténd teljesiiléséhez, sziikség van a VERHAS-elemre. Vagyis a termodinamikai
feltételek olyan tovabbi belsd mechanizmust jeleztek eldre, amit csupan a hagyoméanyos
elemek kapcsolgatasaval nem lehetett eldre latni. Ennek bevondasa jelentOsen kiterjeszti
a lehetséges alkalmazasok korét. Egyelére nem tudjuk, milyen anyagokra jellemzd en-
nek a fajta j belso tulajdonsagnak a megjelenése.

Ismét vizsgaljuk meg részletesebben is a fenti kérdést. Kovessiik a megszokott utat,
s irjuk fel az ONSAGER-féle vezetési torvényhez tartoz6 termodinamikai egyenldtlensé-
geket, amelyeket a vezetési tenzor matrixanak pozitiv definit voltabdl kovetkezik, vala-
mint a modellkarakterisztikak pozitivitasat. Ezt a kovetkezd tablazat tartalmazza:

FELTETELEK
AZ ANYAGALLANDOKKAL AZ ELEMKARAKTERISZTIKAKKAL
2G=C, >0, (@ C,=2G>0,
M2
2n=u, +C,—=>0, (b) x4, =2n-2Gr >0,
Hs
0
TZ=&>O, 9::M2(1+ﬂj, © #,==~(21-2G7)>0,
Ha Hy 3
1 _r=fisy, d) M,=0-(2n-2Gr)>0,.
G C,
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A (b)-bdl a mar megszokott %— 7>0 feltétel adodik, viszont a (c)-bdl és (d)-bol

(&)
2Gt G

feltételt kapunk. Ez pontosan az ellentettje a VERHAS-elem nélkiili kapcsolasnal kapott-

egy meglepd

nak. Az %— 7 értéke nemcsak pozitiv, hanem nagyobb, mint 8/2G7 az els6 esetben,

¢és kisebb, mint 8/2G 7 a masodikban:

0 1] 2] 0
2Gt G G 2GT

Verhas elemmel Verhas elem nélkiil

alulcsillapitott tulesillapitott

Ebbdl kovetkezik, hogy a két kapcsolasi vazlat — annak ellenére, hogy ugyanazt a
o =2G¢e + 2n¢ + 0¢ — 1o anyagtérvényt modellezi — mégsem ekvivalens egymaéssal.

A %— T > G feltételt szolgaltatod kapcsolast neveztiik ,,talcsillapitott” esetnek, mig a
T
50 —4 ;< feltételt add megoldast
G T
»alulcsillapitott™ esetnek.
40

Lathatjuk, hogy a két kiilonféle kapcso-

las sohasem fedheti 4t egymast, hanem két
30

komplementer/diszjunkt paraméter tar-
tomany fedhet6 le veliik. Ezt tiikrozi a 30.

20 abran lathaté kép, amely a 25. abra most

mar kiegészitve a VERHAS-elemes modell

taer = /G - deforméciok késési ideje

feltételevel.
10 E e —
G 2Grt Elézetesen altaldban nem tudjuk, hogy
0 c,/ \ \ anyagunk “alulcsillapitott”, vagy ,.tulcsilla-

0 5 10 15 20 25 30 pitott” kozegként viselkedik-e.
t, = T relaxacios idd

30. abra

Amikor laboratoriumi vagy in-situ mérésekbdl meghatarozzuk az anyagéllandok
értékét, akkor tudjuk eldonteni, hogy melyik esettel allunk szemben. Azonban ez az
estlegesség nehezen elfogadhatd. Utdlag megéllapitani, melyik kapcsolas tartozik az
anyaghoz? Taldn kéne lennie egy olyan kapcsolasnak, amely egybefoglalja az ,,alul-" és
a ,,tal-” csillapitott esetet is.
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Spekulativ uton feltételezhetjiik példaul, hogy van olyan anyag, amelynél 6 =0.
Ekkor a hiperbola az egyeneshez simul.

A VERHAs-elem nélkiili modellnél ez nem jelent problémat, mert

0

vagyis a termodinamikai feltételt kapjuk.

A VERHAS-elemmel felépitett modellnél ez a feltevés viszont ellentmondésra vezet:

0 :0>(i—1],
6=0 G

2Gt
mert 7/ G — 7 mindig pozitiv, s ezaltal sériil a termodinamikai feltétel. Ez viszont csak

azt jelenti, hogy a 28. dbran lathato kapcsolasbol kikapcsoljuk a VERHAS-elemet, akkor
nem kapunk standard modellt, hanem csak egy KELVIN-testet.

Rogzitett 6 érték esetén kideriil, hogy a @ alulrél korlatos, és a @ minimuma:

_ Omin _ (E—T) > 0 feltételbdl 60, =2Gz| L - z‘) =27 -2G72 > 0.
T 26r \G G

0
2Gt

A kovetkez6 abran latszik, hogy rogzitett 6 értékek mellett csak a hiperbola folotti
tartomany johet szamitasba:

Tehat a 6 értéke nem lehet kisebb,

15

’ 9 = 15 Hmin \

e 0=100mn g
o 0 = 60min

n

30 \ \ mint a G, akkor pedig a VERHAS-

\ \ \ n. .. 0 elem nélkiili

G 2Gt
25 30
AN
Z;&o \‘_// 25 N //
0 N
i‘g) \ x // 20 . \\_/ 7 /
e

3
0= 30, 5
........... 0= min / 0= emm
| | 00 | | |
0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20

a 7 relaxaciés id6
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31. abra
32. abra

L/ Orin

G 2Grt

feltételnek kell teljestilnie. Esetleg azt mondjuk, hogy egy 6 >0, értéknél a minimalis
¢s a tényleges hiperboladk kozotti teriiletrél van sz6 (1d. 32. dbra). Ekkor a kovetkezd

feltételek igazak:
. 0. '
n ST+ emm és n <+ tényleges ’
G 2Gr G 2G1
vagyis
emin < l _ gtényleges
2Gr G 2Gt

Annak eldontéséhez, hogy két elemmel, vagy harommal kell-e reprezentalni az
anyagtorvényt, kozelebb jutottunk. A végleges valaszt, a VERHAS-elem bevonasa nélkiil
nem leirhatd anyagok felismerését €s osztalyozasat kisérleti vizsgalatoknak kell megad-
niuk.

8. NEGYNEL TOBB ELEM OSSZEKAPCSOLASAVAL ALKOTOTT MODELLEK

Négynél tobb elemmel is felépithetjiik az eddig targyalt rugalmas reologiai testeket,
ennek altaldban azonban sok értelme nincs, mert négy anyagéllando eldallitasahoz miért
hasznaljunk fel négynél tobb elemet. Példaképpen felsorolunk két négy elembdl felé-
pitett standard modellt [HORVATH, R. (1985)]:

Maxwell

33. abra

Ujdonsagot azok a kapcsolasok jelentenek, amelyek eltérnek az eddig targyaltaktol.
Ezek azonban mar kivezetnek a F(o,5,¢,,8)=0 feltételt kielégitd testek korébol, va-
gyis mindegyik négynél tobb anyagallandot tartalmaz. Vagyis ¢ —nal, vagy &-—nal ma-
gasabbrendll iddderivaltak is megjelennek a konstitutiv egyenletben. Mivel azok nem
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eredményeznek egy dinamikai véaltozéval leirhatd termodinamikai rendszert, ezért csak
két esetet vizsgalunk.

(K) OTPARAMETERES MODELL. Csak tajékoztatdsi célzattal mutatjuk még be a
gyakorlati alkalmazasoknal ugyancsak felbukkan6 — a standard és a KELVIN-test
parhuzamos kapcsolasaval felépithetd — oOtparaméteres modellt ([SA] = [PT]~[K]),
amelynek 6nallé neve sincs.

Poynting-Thomson Kelvin

34. abra. Az otparaméteres modell kapcsolasi vazlata
0 +16 +(6 =2G¢e+2ne + 6¢,

= (2C, +Cy +C3)py + Copty = (C +Cy oty + 1 15C

(Cl +C; )Cz (Cl +C5 )Cz ’
2G = C,C; 2 (Cl +C, )C3,Uz +C,C, 1y 0= (Cl +C, )Csﬂz ..
=, 2= , 0=
¢ +G (Cl +C; )Cz (Cl + (5 )Cz

(L) OTPARAMETERES TEHETETLENSEGI STANDARD MODELL. Ot elem felhasznalasaval
felépitett tehetetlenségi standard modell azért tarthat érdeklddésre szamot, mert feloldja
az ,alulcsillapitott™ és ,,talcsillapitott” kapcsolas kozotti dilemmat, a két komplementer
tartomanyt egybeolvasztja.

Cil. M, .
0,=0,+0,=C,c+ 1+ 6-226,,
C 12 1 2 1 ﬂz( Cz] c, 12
c O3 = U3 = M;3é,,
—= 2 .
,UZI:I—/\/\/\/\/' G3=M3(5_51)=M3(é_2j
| = 22
M; C ). U . O,
— (7=C18+,u2[1+—1}9——61+M3 E——=|,
'U3sz G, G, H3
=] 35. abra
M
legyen &:—3, s ekkor
C,  ns
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C
ahol r:zﬁ, 2G=C,, 2n:= ﬂz(l"‘c_l]’ 0:=M;e¢,
2 2

T

Vegyiik észre, hogy a termodinamikai egyenlétlenségrendszer [(7) és a 2G > 0 feltétel]
itt is egyenértékli az egylitthatok pozitivitdsaval. Az anyagi tehetetlenség (8) feltétele
viszont most a

M
277—2(?1'—92;12 2%
T Hy

formaban all fenn, reprezentalva ezaltal mindkét termodinamikailag megengedett tarto-
manyt. Az anyagi tehetetlenséget és a csillapitast jol jellemezhetjiik a FULOP T. altal be-
vezetett jellemzdkkel [FULOP (2008)]:

Csillapitasi index: I,=2n-2Gr>0 [MPah],

>
Tehetetlenségi index: Ip=0-2nt+2G1* =0 - I,7=0 [MPa h?.
<

Alulcsillapitottnak nevezziik a reoldgiai rendszert, ha tehetetlenségi indexe nagyobb,
mint nulla, ¢és alulcsillapitottnak, amikor kisebb. A felosztas megfelel a termodinami-
kailag a és B tipust dinamikai valtozok jelenlétének, helyesebben az 1.4 fejezet érvelése
alapjan az o- illetve B-dominalt esetnek, hiszen altalanosan irredlisnak tlinik tiszta id6-
titkkr6zési tulajdonsagokat varnunk el a belsd valtozoktol.

9. KEPLEKENY ALLAPOT

A képlékenységi hatar tallépése utan a rugalmas deformaciok mellett kialakulnak a
visszafordithatatlan marado deformaciok is. Mig a terhelés megsziinte utdn a rugalmas
deforméaciok eltlinnek (zérussa valnak), addig a marad6é deformaciok — ahogy elneve-
z¢ésiik is erre utal — megmaradnak, értékiik nem csokken.

Az anyagtorvény, amely rugalmas és képlékeny allapotban egyarant érvényes, alta-
lanosan

9)  o+t6= 2Ge+2mi+0i —W|2G-2G, fe—e, )+ (2n-2n, )]

elasztikus plasztikus

formaban irhat¢ fel, illetve a ¥ Osszefliggésének beirasaval:
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2Ge +2ne + 0¢€, . , .
g ha W<Wf, vagy W <0,

O 0476 =19Ge +2né + 04 -

- (2G - 2Gpl Xg —é&y )_ (277 - 277171 )é’

vagy az 0sszevonasok elvégzésével:

ha W 2W,, & W 20,

2Ge +2ne + 0¢, ha W < W}, vagy W <O,

(9b) G+Td:{ ) . . C .
2G€f+2Gpl(8—8f)+277p18+08, ha W ZWf, és w =0,

ahol &,,2, a W'~ )=0 képlékenységi hatarhoz tartozé értckek.

Az igy kapott reoldgiai modell tehat szintén linearis elemekbdl tevédik Ossze. Az
eddigi modellelemek 1épnek fel itt is, sziikséges azonban egy ujabb elem is, amely meg-
felel a W-nek, és a képlékenységi hatart huizza meg, amelyet a cikk elején mar targyal-
tunk.

Ez elvben [7,2G,21,0,2G ,;,2n ,; ] hat torzulési anyagallandét jelent. A 6 anyag-
allandobol 4 rugalmas allapotbeli allando, 2 pedig képlékeny allapotbeli.

Ez azonban csak a latszat. Az elemi modellek kapcsolésai jol szemléltették, hogy a 4
rugalmas allapotbeli anyagalland6 fiiggetlen egymastol. A kovetkezokbol kideriil, hogy
a 2 képlékenységi allandé nem feltétleniil fiiggetlen. Pl. ha ismerjik a 2G,; képlé-
kenységi modulust, akkor bizonyos esetekben mar meghatarozott a 27,; képlékenységi
viszkozitasi tényez6. igy a fiiggetlen anyagallandok szama izotrop képlékeny anyagok
szigoruan linearis elméletében, kis deformacidk esetén a térfogati egyenleteket is figye-
lembe véve kétszer 6t, azaz tiz.

Ha atléptiik a képlékenységi kiiszobot, akkor W =1, s a torzuldsi anyagegyenlet:
o +76=2Ge ; +2G e~ )+ 21,6+ 0,

amely 2 jabb anyagalland6t tartalmaz. Nem kovetjiik az 6sszes modell felirasanak az
el6z0 pontban bejart Gtjat, mert ennyi ismeret alapjan mar sziikségtelennek tartjuk az
Osszes lehetséges kapcsolasi eset felsorolasat. Az elézdekben vizsgalt kapcsolasok koziil
a tehetetlenségi standard testet legaltalanosabban reprezentald, a 29. abran lathatd
modellt tekintjiik a tovabbi vizsgélatok alapjaul. .

AZ ANYAGTORVENY A VERHAS-ELEM NELKUL. Ha rugalmas (W' < W}) allapotban
vagyunk, akkor az anyagtérvény a
o =2G¢ +2ne + 6¢ — 10,

illetve az elemek karakterisztikajaval kifejezve a
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C .. .
oc=Cie+| pu +|1+—="|u, g+t M
G, ¢, ¢,

alakot olti. Ha mar képlékeny W > Wf) allapotban van az anyag, akkor a C; rugo-
alland¢ atvalt az ered6 Cs-ra:
L_1 1 JRgexe

C. C G rC+c

s az anyagtorvény a folyasi hatartol (és csakis onnan) kezdédden

GG C,Cy :
O'=———&+H p; +| 1+ ———<— |, €+
C,+C, (C, +C,)C,
+ﬂ1ﬂ28_&
C2 C2

formaju lesz, ahol o''=0 — O/, g'=c— £y

Wy

T'_
U
36. abra. A rugalmas-képlékeny anyagtorvény reologiai kapcsolasi vazlata

Ez az atvaltas a torzulasi deformacidos munka Wf értékénél kovetkezik be, ahol ¢ = £,
egyszerl felterhelés esetén.
Rugalmas modulusunk tehat (latszélag) kettd van:

C

2G =Cy, (hag<gf) 277=,u1+,u2[1+c—1], (hagzgf),
2

¢és képlékeny modulusunk is kettd:

C C C
2G,, =C S (hae<eg 2, = py + | 1+ =2 —2 ha e>¢,).
pl 1C1+C3( 7) Mpr = H ﬂz[ C, C1+C3]( 7)
ahol

2G>2G,; é 27> 2n,.

A kapu kinyitasaval aktivizal6dé — Cs karakterisztikaji — rugo:
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2G
2G-2G,,

C,=2G

Ha ismerjiik az egyensulyi allapotra vonatkozo rugalmassagi modulusokat [G, G,/] és a
21 viszkozitési tényezOt a rugalmas tartomanyban, akkor mar ismerjiik a képlékenységi
viszkozitasi tényez6t is:*

21, =21-2G-2G, ).

Abréazolva az anyagallandokat, a 36. dbrdn lathato képet kapjuk (természetesen nem
elfelejtve, hogy a fliggéleges tengelyen eltérd dimenzidji mennyiségeket tiintettiink fel
egyszerre [h, MPa, MPah, MPa h*]).

A2G2mzo | w=w,
0 & ;

2n :[ B
..................................... 1 277pl

2G Q o S
! 2G,,
i i€
o —

Rugalmas &r Képlékeny ¢,

tartomany i tartomdny

37. abra. Anyagallandok a rugalmas és a képlékeny tartomanyban

Ezzel az eredménnyel az anyagtorvény tovabb egyszeriisodik:

c+16= 2Ge+2mé+0i —WP|{2G-2G, fe—¢,)+(2G-2G,, réf,

elasztikus plasztikus
oc+16= 2Ge+2mé+0i —P2G-2G,, fe—¢, + 7))
elasztikus plasztikus

s ennek megfelelden a torzulasi és térfogati anyagallandok a kovetkezok:

- csusztatd rugalmassagi modulus: G, - kompresszibilitdsi modulus: K,

G G G G5
2 =2m +2n, + 21, — =2 +2GH7 +2Grr— =
M pi M+ 21y + 2172 G, G +Gs Uil 2 2 G, G+ G

4

G, 6 o
=2, +2GZT+2GTF”:;+2[g—6—2—2}+26p1r = m-(G-26, )
T
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- viszkozitési egyiitthato: m, térfogati viszkozitdsi modulus: K,

- relaxacios 1do: T, - térfogati relaxacids id6: To,
- gyorsulési egyiitthat6: o, - térfogati gyorsulasi egyiitthato: 6,
- képlékenységi modulus: G, - képlékenységi kompresszibilitas: K.

AZ ANYAGTORVENY A VERHAS-ELEM FELHASZNALASAVAL. Ha rugalmas (W' < Wf)
allapotban vagyunk, akkor az anyagtérvény a
o =2G¢ +2ne + b€ — 10,
illetve az elemek karakterisztikajaval kifejezve a

Hy | . My o
oc=Ce¢+ +C, = e+ M.e———0
1 (ﬂl 1 Czj 3 C,
M
alakot Olti a H M feltétellel.
Cy

Ha mar képlékeny (W' > W}) allapotban van az anyag, akkor a C; rugéallando atvalt az

eredd Cs-ra:
T C,C,
) — = > CZ = 1)
Wy Cy C, G, C,+Cy
G s az anyagtorvény a folyasi hatart6l kezdédéen
&
1 C,C C,C :
WA oo0; =G (o oy + GGt g
1o — Ci+Cs Ci+CG Gy
— G B
L AM— M-
gy C,
M;
Bl (:) formaju lesz,
H3
;I

38. abra. A rugalmas-képlékeny anyagmodell reologiai kapcsoldsi vazlata Verhdas-elemmel

s ennek megfeleléen

C, +C;
Hy GG
2n =y + C; —=, = 2 = +——=
n=H 1C2 Mpi = M1 Ci+Cs Cy

és

2G>2G,; es 2n>2n,,.
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Lathato, hogy azonos eredményre jutunk a VERHAS-féle tehetetlenségi elem bekap-
csolasaval, mint anélkiil:

2, =21-(2G-2G, ).
Ezzel a kapcsolassal viszont a teljes termodinamikai paraméterteret lefedtiik.

Mivel a vizsgalt esetekben minden valtozést a rugalmassagi modulus valtozésa in-
dukal, koncentraljunk az egyszertiség kedvéért a

o +76=2Ge +2né + 0 P26 -2G,, Je — e, +7¢)
helyett, csak az egyensulyi anyagtdrvényre:
0 =2Ge-¥(2G-2G, Je —¢, ).

Vezessiik be a ¢ jelolést a két modulus aranyanak kifejezésére:

G
pl 5
=—— ¢ 0<p<],
® G @
s ekkor felirhato, hogy
o =2Ge - ¥2G(1-p)e - ¢, ).

Ezt a helyzetet a megszokott deformécio jelolésekkel a 39. dbra mutatja. Ha tal-
1éptiink a képlékenységi hataron, akkor W = 1, ¢és az egyszeri anyagegyenlet a kdvet-

kezo:

Emarads o=2Ge¢ —(ZG -2G,, X& —&y ),
c-2Gs,=2G,(¢-¢,) o0, =2G (s -5,)
c=2G,5+(26G-2G, ),

Ennek alapjan a deformaciok

— _ plast
8—8mg +‘9mar —Ef + &

altalanos 0sszefliggésébdl a konkrét egyenletek a

deformaciokra:
1 last 1
: : : e =—0, &P =—(O‘—6 )
: : ru ’ 7
e e > £ 2G 2G,
G
E =£E—&, . = - (8—8 ),
mar rug G f
39.abra

> Gyakorlatban a ¢ -re 0,2 ... 0,9 kozotti értékeket mértek az anyagfajtatol fiiggen.
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illetve a fesziiltségekre:

o

=2Ge¢ O'—O"/-ZZGPI(E—E./»)@O"=2Gp18',8 = (p(a—af);

rug ?

mar 2G¢

a rugalmas deformacidhoz tartozo egyiitthato:

o =2Ge,, =

2G,

a rugalmas-képlékeny (plasztikus) deformaciohoz tartoz6 egyiitthato:

0'=2G ¢’ =

10G 1
2Gmar
©
o
= 8G
X
o
n
=2 6G
=}
©
o
IS
o 4G
N
:-8
< 2G
= Ie
g ——
©
% 2G plast
0G O T

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

agp = Gp,/G tényez6
40. abra

2Gp1: 2G§0,

a marado deformacidhoz tartozo egylitthato:

c'=2G, & = D  2Gu=2G—2—.
l-¢

Ezek az Osszefiiggések azt mutatjak, hogy
adott rugalmas-képlékeny — és most mar reold-
giai — feladat megoldasahoz ¢ tényezdt célsze-
rii meghatarozni.

Egy konkrét feladat esetén tehat az Osszes
rugalmas reoldgiai anyagallando6 ¢s a ¢, vala-
mint a képlékenységi hatart kijeldl W, torzu-

lasi munka ismerete sziikséges.

Korabbi munkdinkban bemutattuk, hogy a rugalmas-képlékeny reologiai feladatot,

tobb gyakorlatilag fontos egyszerii esetben, mint tisztan rugalmas feladatot kell megol-

plast

dani, s az € rug deformacios mezd ismeretében az ¢ teljes deformécido mezd, az ¢ ,

iletve ¢

marado

mezOk mar egyszerli szorzassal és szuperpozicioval mar eldallithatok.

10. AZ IDOFUGGES

Az anyag jellemzésére négyféle idoparamétert hasznalunk:

tier — adeformaciok késési ideje,
t.es — arelaxacids idg, és

At — akettd differencidja (id6beli eltolas),’
tn — atehetetlenségi ido,

® amely ha zérus, akkor az anyag ugy viselkedik mintha idéfiiggetlen lenne, vagyis a hatas felléptekor azonnal
bekovetkezik a valasz, azaz a deformacio.
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amelyek koziil kettének [t4r , Af] az értéke mas és mas a rugalmas tartomanyban és a
képlékeny tartomanyban, s kettonek [z..; , t.n] az értéke pedig valtozatlan, hidba je-
lennek meg a marad6 deformaciok. Ennek oka, hogy a képlékeny tartomanyban csak a
G rugalmassagi modulus értéke valtozik meg (csokken) G,; képlékenységi modulussa, s
ez a valtozas tiikrozO0dik abban, hogy az 7 viszkozitasi tényezd is megvaltozik (csok-

ken) 7,; képlékenységi viszkozitasi tényezove az

27, =2n-(26-2G, )
Osszefliggésnek megfelelden.
A @ aranyossagi tényezdvel:

21, =2n —(1—(p)2Gz'.

Az idOparaméterek a definicios Osszefliggései a kovetkezok:

_n o _n _ —
tdef —E>O, trel —T>O, At—g_r_tdef_trel>tteh >O, tteh - GT>O,
s ekkor
AZ IDOTENYEZO
MEGNEVEZESE | A RUGALMAS TARTOMANYBAN A KEPLEKENY TARTOMANYBAN
A elast ,__ n las nPl
deforméciok | laer = G >0 ¢ 5;” =P
késési ideje pl
1 1-
tﬁeZ;'S’:—i— P70
pG ¢
4¢10s 1dO elast . _ _ _ plast
relaxécios 1d6 R T |
/ / I plast ._ ,plast _  plast _ 77171 _
o R e T AP = =t h Y = —— 1> 0
id6beli eltolas pl
_n
_E_T>0 Atplasz‘:l[i_l_(pr)
p\G @
elast 0 plast 0
= = >0 t = >0
le}etetlense gi | teen e teh 26,7
1do
plast — 0 — 1 0 >0
teh 022Gt @2G tilf”

Innen kiolvashatd, hogy a képlékenységi hatar atlépésével bekodvetkezd valtozas
mivel a G, értékének a fiiggvénye, helyesebben a ¢ értékétdl, vagyis a G,; /G ardnytol
fiigg.
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Deformécidk késési ideje
a ¢ fuggvenyeben

Mivel a ¢-re termodinamikailag semmiféle
Osszefiiggést nem talaltunk, nem tételezhetiink

12 fel ra mas korlatozast csak azt, hogy 0 <¢p <1.
I . Y
q t 56}1” ¢ =1 esetben az anyagnak nincs képlékeny
g | \ tartomanya, s igy tonkremenetele is maradd
—~ deformaciok nélkiil kovetkezik be.
— . I4
— Az id6tényezOk a képlékenységi hatar
T atlépése utan novekednek — a relaxécios allando
Lger kivételével, amely nem valtozik —, azonban ez a
. ?| novekedés markansan fiigg a ¢ értékétdl (31.
04 05 06 07 08 09 1 abray. Dlast st
elas.
td@f > td@f >
Az eltolasi id6
a flinondnmiidhan 1 1 _ 1 _
: o Lo (_g__<0 J(gj_ﬁgjo
\ ® 4 »
I
) — g
P— \
plast
At (D tfel;zst — t){;llaSt ,
0 : :
04 05 06 07 08 09 1 Dlast elust
At > At ,
Atehetetlenségiidé
a ¢ figgvényében l(i_l__q)r]_(i_rjzl__(pi_lr>()’
16 T NG G G ¢
0= 2772' -2Gt A plast AtelaSt
t plast i !
121 N “ last last
plas plas
N e = lien
8 l‘teelZSt - alulcsillapitott 2] J B 2] _ - 0 0.
i 2G7) (2G,7) ¢ 2Gt
e
; plast (Plast elast
4 y Lich teh 'teh
14995 tiesillapitont P A 41. dbran feltiintetett Osszefliggéseknél:
0 — | | | 2G = 4.000 MPa, 25 = 20.000 MPa h, 7= 2 h
04 05 06 07 08 09 értékeket vettiink. A 6 értékeit a
41. abra
O < i—r < Ot _
2Gt G 2Gt

feltételnek megfelelGen 6,

11 =16.000 MPah* és 6,,, =50.000 MPa h’- nak vélasztottuk.
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11. AZEGYSEGES ANYAGTORVENY

Az el6z0 fejezetekben szamos 1) ismeretre tettiink szert, amelyek az anyagtorvény
egyszeriibb alakjat eredményezték. A rugalmas torzulasi allapot leirdsdhoz a
tehetetlenségi standard modellnél négy anyagalland6 sziikséges. A képlékeny allapotba
torténd atmenetnél azonban mar vannak esetek, amikor csak egyetlen ujabb anyagal-
land6 bukkant fel [G,;, vagy ¢]. Az ilyen esetek fellépésének kisérleti feltételeit tovabbi
vizsgalatokkal kell tisztazni. Ez azért is érdekes, mert az elmult 40 év soran a reoldgiai
irodalomban azt valdszinisitették, hogy ahany rugalmas allapotbeli anyagélland6 van,
ugyanannyi kell a képlékeny allapot leirdsara is.” Itt megmutattuk, hogy a termodina-
mikai elméletiink 4ltal eredményezett egyszeriisitésen tul (2 allandé valtozott, az
entropiafiiggvénybe épitett képlékenységi feltétel miatt), tovabbi paraméterredukcio is
lehetseges.

Az egyetlen valtozast kifejezi a

2G = 2G,,,ahol 2G,, =2G¢,

pl> pl —

atmenet, illetve ennek kdvetkezményeként fellépd

27 = 257, ahol 217, =21 - (2G -2G , Jr =21 - 2G¢(1- p)

Osszefiiggés. A masik két anyagallando [ 7¢és 0 | az atmenet soran valtozatlan marad.
A képlékenységi hatarfeltételben szerepld
_ 0, ha w <W}, vagy VI:/<O,
I, ha W 2W,, és W >0,

fliggvény segitségével a rugalmas ¢€s plasztikus modulust egyetlen dsszefiiggésbe foglal-
hatjuk 0ssze, amelynek adhatnank a komplex, egységes, dltalanos, stb. elnevezést, s
ekkor az

altalanos csusztato rugalmassagi modulus:

2G=(1-¥)2G +¥2G,, =(1-¥Y G + ¥2Gp=2G - 2G(1- ¢)¥,
dltalanos viszkozitasi tényezo:

27 =(1-¥Pn+¥2y, =(1-¥)2n+¥[2n-2Gr(1-9)]|=2n-2G(1-p)¥.
Ez utobbi két feliras (definicid) természetesen azt jelenti, hogy

- |2aG, ha ¥=0, _|2n, ha W¥=0,
2Gp, ha ¥=1. 2n-2Gr(l-¢), ha ¥=1.

" Hogy ne méasokat emlitsiink, erre példa AsszoNy1, Cs. akadémiai doktori disszertacioja, valamint tobb cikke és
konyve.
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Azt latjuk, hogy a ¢ ¢és ¥ egymas szorzotényezdjeként jelenik meg. Eddig azt
mondtuk, hogy a ¢ rugalmas allapotban [V = 0] értéke zérus: ¢ = 0, mig viszont
képlékeny allapotban [W = 1] értéke az anyagra jellemz0 meghatarozott pozitiv kons-
tans: @ > 0. Innen latszik, hogy a ¢-t mindig egy meghatarozott allandonak tekinthet-
jiik, csak rugalmas éallapotban ¢ W zérus, a ¥ miatt.

Ha a deformaciok egész tartomdanydn — a rugalmas és a képlékeny zoénaban egyarant
— egységes felirast akarunk, akkor ezt a fliggést figyelembe kell venni, s az anyagtor-
vényt
o+16 =2Ge+2ne+0&

formaban allithatjuk eld.

A két felirds kozotti azonossag azonnal evidens, ha figyelembe vessziik, hogy a

y/(W' —W_}-)=O képlékenységi hatarhoz tartozd értékek egyszerli felterhelés esetén

o ;. &, tehat a kétszeres HEAVISIDE-féle ugras fuggvény

:{O, ha E<é&p, vagy Vlifzaé<0,

1, ha E2&p, és W =020,
formaban is felirhato.

Ez azt jelenti, hogy elméleti vizsgalatainknal, levezetéseinknél a teljes deformacios
tartomanyon a nagyon egyszerl

o+16 =2Ge+2n&+0&

tehetetlenségi standard testtel dolgozhatunk.
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REOLOGIAI ELEMKAPCSOLASOK

Fuilop Tamds
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Ebben a cikkben

— eljardst dolgozunk ki reologiai elemek Osszes lehetséges kapcsoldasanak elddllitdsdra,

— dltaldnos formuldt vezetiink le reologiai modellek soros és pdrhuzamos kapcsoldsainak
eredd egyenletére,

— szdmitogépes programot alkotunk az dsszes soros és parhuzamos kapcsolds elddallitdsdra
és eredd egyenleteik kiszdmoldsdra,

— eljarasunkat a rugok, olajfékek és tehetetlenségi elemek soros és pdrhuzamos kapcsold-
saira alkalmazzuk,

— €és diszkutdljuk e kapcsoldsok eredd egyenleteit, elsdsorban a tehetetlenségi POYNTING-
THOMSON-modell szempontjait figyelembe véve.

Hogy az itt olvashato eredmények jol elkilonithetdek legyenek a hozzdjuk vezetd hossza-
dalmas technikai részletektol, a cikk szerkezete a kovetkezd:
1. Bevezetés
2. Az eredmények (kézikonyvszerd dsszefoglald)

3. Az eredményekhez vezetd részletes it (levezetések, szamitasok és bizonyitdsok)

1. BEVEZETES

Az itt ismertetett munkat a Montavid Kutatocsoport ama kutatdsa motivalta,
amely termodinamikai alapon keresi és vizsgalja a reologia modelljeit [VAN—ASSZONYT
(2006) ; AsszoNYT-VAN-SzZARKA (2007); VAN-AsszoNy1 (2008), jelen kotetben]. Az
igy érdeklodésiink homlokterébe keriilt tehetetlenségi PoyNTING-THOMSON-modell
reologiai elemkapcsolasokkal vald viszonyat kivantuk tisztazni. A vizsgalatok azon-
ban szamos altalanosan hasznéalhato, reoldgiai kapcsolaselméleti eredményre is ve-
zettek.

A Kutatocsoport altal felallitott termodinamikai modszer a reoldgiai testek ko-
zil a négyparaméteres tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-testet eredményezi mint
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a legtermészetesebb, de egyben a legtagabb reoldgiai modellt. Ezért a most ismerte-
tésre keriilo kutatasban az Osszes 1étez6 olyan négyelemes reologiai kapcsoldst meg-
kerestiik és megvizsgaltuk, amelyek ennek a modellnek realizalasai.

Els6 megkozelitésként csak rugok (Hooke-testek) és olajfékek (NEwTON-testek)
kapcsolasait tekintettiik, de a vizsgalatok sordn kideriilt, hogy ezek a kapcsolasok
a termodinamikailag megengedett tehetetlenségi PoyNTING-THOMSsON-modelleknek
csak egy részét képesek eldallitani. Kozelebbrol, a kapcsolasokat vizsgalva két
olyan—az elemegytitthatokbol képzett—jellemz6 mennyiséget ismertiink fel, ame-
lyek koziil az egyik, a csillapitdsi index mindig pontosan a termodinamikai modszer
ONSAGER-i feltétele altal megengedett tartomanyt fesziti ki, a masik, a tehetetlenségi
indexr azonban sziikebb tartomanyt fed le, mint amit a termodinamikai keret meg-
enged. Ezért el6éllitottuk és megvizsgaltuk a VERHAS-elemet [VERHAS (1985), 136.
0.] is tartalmaz6 kapcsoldsokat is, és azt taldltuk, hogy pontosan ezekkel fedhetd
le a megengedett tartomany méasik fele. Mint az révidesen kideriilt [VAN—ASSZONYT
(2008), jelen kotetben|, a termodinamikai keretben e két tartomany annak felel meg,
hogy a vezetési matrixban a szimmetrikus vagy az antiszimmetrikus rész dominél-e.

Az oOtelemes kapcsolasokat is megvizsgalva—az 0t elemegytitthatd egyikét egy
feltétellel megszoritva—mar olyan kapcsolast is talaltunk, amely mindkét szobanfor-
g6 tartomanyt, tehat pontosan a termodinamikailag megengedett Gsszes lehetOséget
képes lefedni.

Az itt ismertetett eredmények reologiai elemzését jelen kotet masodik cikke
[AsszONYI-FULOP-VAN-SzZARKA-HORVATH (2008)] adja meg. A kotet negyedik cikké-
ben [SzZARKA-ASSZONYI-FULOP (2008)] pedig a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-
modell viselkedésének bemutatasa olvashato.

Az e fejezetben kozolt modszertan maga azonban nem szoritkozik a négy- vagy
Otelemes, és a PoyNTING-THOMsON-modellhez kapcsolodd kapcsoldsokra, vagy az
elemi elemfajtak (rugd, olajfék, VErRHAsS-elem) konkrét szaméra vagy speciélis tulaj-
donsdgaira. Akarhany fajta, akdarmilyen alapelem tetszéleges (nemcsak parhuzamos
és sorbakdtések révén épitett) kapcesolasait eldallitja. Megadja tovabba két tetszo-
leges (nem is feltétleniil kapcsoldsokbdl szarmazd) reoldgiai modell soros és pér-
huzamos kapcsoldsanak ered6 egyenletét. Az elektrotechnikai linedris hal6zatelmé-
let Kirchoff-torvényeihez hasonld egyenletekkel dolgozunk, de az eredéimpedancia-
szamitastol eltéréen nem szoritkozunk adott frekvencidju harmonikus idofiiggésekre,
hanem a tetszoleges idofliggésekre érvényes differencidlegyenletekkel operdlunk. Az
ered6 egyenlet is differencidlegyenletként adodik, elkertiljiik tehat integralegyenletek
bevonasat. A soros és parhuzamos kapcsolasok révén épithetd 6sszes modell algorit-
mikus meghatérozdsara szamitégépes (Maple-) programot alkottunk, mely egyben
az eredo egyenletek kiszamitasat is elvégzi.
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2. A7 EREDMENYEK

2.1. JELOLESEK, ELNEVEZESEK

X~Y az X és Y elemek (kétpolusok) soros kapcesoldsa
X||Y az X és 'Y elemek parhuzamos kapcsoldsa

(X~Y) || Z egy példa zardjelezésre, bonyolultabb kapcsolasokban
D=4 az idoderivalas mint differencidloperator

Ao = Pe egy reologiai modell egyenletét ilyen differencidloperatoros alakban
irjuk, ahol
A=14+A4,D+AD*+ - -+ A, D, A, eR, A, #0,

(1) P = Py+ D+ P,D*+ -+ P,D, PeR, Py#0, P,#0,
P=D"P=PFRD"+---+ PB,D", p=m+p; a,pme{0,1,...}

Bo = Q&t amikor egy masik reologiai modellre is sziikségiink van (mert kettot
sorba vagy parhuzamosan kapcsolunk), a méasikat igy jeldljiik, ahol
B =14 B,D + ByD*+--- + B,D°, B, eR, B, #0,

(2) QZQO+Q1@+Q2Q)2+"'+QqQ)qa QieRa QO#Oa Qq#oa
Q:@nQ:QOQ)n++QqQ)q7 c7:n4_q7 b?Q7n€{0717}

a4=¥%gqG,

B=FH A és B legnagyobb kozos osztdjat jelolje ¥, a maradék szorzokat
pedig G és H , melyek a kovetkezé alaki valos differencidloperatorok:

_{}-:1+F1@++Ff@fﬁ Ff%oa fgaaba fe{oala}a
(3) G=Go+GD+- - +G,D?, Go#0, G, #0, g=a—f,
H =Hy+HD+ -+ H,D" Hy#0, H,#0, h=b—f

P=X7,

Q=XZ2Z P és Q legnagyobb kozos osztéjat pedig jelolje X, a maradék szorzo-
kat pedig 9 és Z, melyek, hasonléan, a kovetkezo alakuak:
X=1+XD+ - -+ X, D"  X,#0, <p,q; x€{0,1,...},
Z:Z(]—'—Zl@—'——'—ZZ@Z, Zo#o, ZZ#O, Z=q—

Omn a Kronecker-delta jelolés: 0,,, = 1, ha m =mn, és d,,, =0, ha m #n

oc+7170=Cec+pe+ Me a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-
modell, mas néven tehetetlenségi stan-
dard test. Tenzori alkalmazasban a devi-
atoros rész szokasos jelolései: C' = 2@,
1= 2n, M = 60, a gombi rész szokdsos
jelolései: C'= 3K, u=3K,, M = 6,
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I, =p—7C a modellhez rendelhet6 csillapitdsi index

Iy =M-—7l,=M—Tp+7C a hozza rendelhet6 tehetetlenségi index
alulesillapitott (tultehetetlen) modell ha Iy >0 (azaz p < 7C+ M/T)
tulesillapitott (alultehetetlen) modell ha Iy <0 (azaz p>7C+ M/T)

kritikusan csillapitott/tehetetlen modell ha Iy, =0.

2.2. KET MODELL PARHUZAMOS ES SOROS KAPCSOLASANAK EREDO
EGYENLETE

2.2.1. (4o =Pe)||(Bo = Qe) EREDS EGYENLETE:
(5) ABo = BPe+ AQc .
Ha 4 és B kozos osztdja nemtrividlis (f > 0), akkor
(6) FGHo=HPe+ GQe

egy egyszerilibb (alacsonyabb rendii derivéltakat tartalmazd) ered6 egyenlet.

2.2.2. (A0 =Pe)~(Bo = Qe) EREDO EGYENLETE:

1 1 ~

>n S — ) MY ) =—— QP
0 mzni T o+ QA0 = Tp 5, AT
1 1 ~
< : - n—m - - '
(8) m<n o0 [PBo+ D QAo] T 5an0TQ€

Ha P és Q kozos osztdja nemtrividlis (x > 0), akkor

1 1 ~
>n: e 2 - -
(9) m>n YT 7 (D Y Bo + ZA0] YT Z ZPe,
1 1 ~
< . - n—-m -
(10) m<n: Y0+5ngO[9/Q30'+Q) ZA0)| Y0+5ngon€

egy egyszerilibb (alacsonyabb rendii derivéltakat tartalmazd) ered6 egyenlet.
Az (5)—(10) egyenletek mindegyikében o egyiitthatéja 1-re lett rendezve.

Mind a parhuzamos, mind a soros kapcsolas sorédn az ered6 egyenletben legalabb
akkora a legmagasabb derivaltak rendje (mind o, mind € szempontjdbol), amekkora
a bemeno kapcsolasok barmelyikében.
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2.3. A RUGOKBOL, OLAJFEKEKBOL ES TEHETETLENSEGI ELEMEKBOL EPITHETO

OSSZES LEGFELJEBB NEGYELEMES KAPCSOLAS ES EREDO EGYENLETE

e Csak azok az ered6 egyenletek vannak kifrva, amelyek beleférnek a tehetetlen-

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

ségi standard modell keretébe, azaz nem tartalmaznak o-nal és £-nal magasabb
rendii derivaltakat.

Az eredd egyenletek (5) és (7)-(8) szerint szamolédnak, tehat itt nem vizsgaljuk
azokat a specidlis eseteket—az olyan specidlis elemegyiitthatékat—, amikor
(6), illetve (9)-(10) egyszeriibb eredd egyenleteket nyujt. Mindenesetre négy
szabad paraméteres tehetetlenségi standard modellre vezeté kapcsolast nem
veszitlink el ezaltal, mert az egyttthatok kozti specialis feltétel csokkenti a
szabad paraméterek szamat, mely legfeljebb négyelemes kapcsolasok esetén
legfeljebb harom. (Otelemes kapcsolasok mar adhatnak ilyen esetet: 1d. a 2.5.1
példat.)

Az otelemes, hid tipusi kapcsolasok a legkisebb olyanok, amelyek mar nem
allnak el6 egyszeriibb kapcsoldsok soros és parhuzamos kombinacidjaként.

2.3.1. EGYELEMESEK

C HOOKE
o= Ce

" NEWTON
0 = JE

M tehetetlenségi vagy VERHAS-elem
o= Mé

2.3.2. KETELEMESEK

Cy | Cy HooKE || HOOKE = HOOKE
g = (01 + 02)6
Cy || p2 HOOKE || NEWTON = KELVIN

g = Cléf—F,uzéf
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(16)

(17)

(18)

(19)

(21)

(24)

(25)

98

Ch[| Mo

p || oo

pa || Ma

M; || Mo

C1~Cy

C1N,u2

U+&d

ClNMQ

1~ 2

1~ My

o+ —0
M1

My ~ M,

HookE || tehetetlenségi =
= tehetetlenségi HOOKE

018 + M2€

NEWTON || NEWTON = NEWTON
(11 + po)e

NEWTON || tehetetlenségi =

= tehetetlenségi NEwWTON

p1€ + Moe

tehetetlenségi || tehetetlenségi = tehetetlenségi
(M + My)é

HOOKE ~ HOOKE = HOOKE

ChC4 -
C1+Cs

HOOKE ~ NEWTON = MAXWELL

H2€

HOOKE ~ tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak

NEWTON ~ NEWTON = NEWTON

1 2 :
M1+ 2

NEWTON ~ tehetetlenségi =
= tehetetlenségi relaxécios

Myé

tehetetlenségi ~ tehetetlenségi = tehetetlenségi

M7 My P
My + My



(26)

(28)

(32)

(33)

(34)

(37)

Cr || pa || M3
g
(Crl[ ) ~Cs
U+Cllf03d
(Cr |l ) ~ i3
U+%1M3d
(Cr[| p2) ~ M
(Ch [ Mz) ~Cs
(Cy [ Ma) ~ pis
(Cy || M) ~ M
(b || M2) ~ Cs
(b || M) ~ pug
Mo
M1+M3U -
(pa || Mz) ~ M
(Cr~p2) || Cs
O’—l—g—?d =
(Cr~po) || s
a—l-g—io" =

2.3.3. HAROMELEMESEK

HoOOKE || NEWTON || tehetetlenségi =
= tehetetlenségi KELVIN

Clc":‘ + /Jz2é + Mgc":‘

KELVIN ~ HOOKE = standard

C1C3 - C3 2 :
C1+Cs C1+Cs

KELVIN ~ NEWTON =
= tehetetlenségi MAXWELL

M2 3 ..

= U3+ —/—¢

C1

KELVIN ~ tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak

My .
Hip3 & 32 B
M1+ ps3 B1 4 p3

magasabbrendii derivaltak

MAXWELL || HoOKE = standard

Ch+C5 g
Cl H2

C3€ +

MAXWELL || NEWTON

(2 + ps)é + Fals
C1
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(44)

(45)

(50)

100

(Cr~p2) || Ms
(Cr~ M) || Cs
(C1~ M) || 3
(C1~ M) || M3
(p1~ My) || Cs
0+%d =
M1
(1~ M) || i3
0+%d =
M1
(p1 ~ M) || M3
Ci~ pg ~ Ms

(Cr || pa || M3) ~Cy

(Cr || o || M3) ~ piy

(Cr || pa || M3) ~ My

[(Cr [ p2) ~ Cs] || Cy

o+

M2

Ch -1-030

[(Cr [ p2) ~ Cs] ] pa

o+

H2

MAXWELL || tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak

tehetetlenségi standard
(harom szabad paraméteres)

Cs M. .
3 2é+M2€

C3€ +
M1

. + .
[13 + H1 M3M2€
1

magasabbrendii derivaltak

HOOKE ~ NEWTON ~ tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak

2.3.4. NEGYELEMESEK

magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak

standard || HookE = standard

. CCy Cs+Cy .
- (01 s +O4) T

standard || NEWTON =
= tehetetlenségi standard

C1+030 N

GGy Cspz 2k
it Cs (01+03+“4 “tota



(53)

[(C1 || p2) ~ Cs] || My

[(Cr || p2) ~ ps] || Ca

Mo + u3 .

O+ —F—0 =

1

[(Cul p2) ~ ps] || pa

2 + (3

o+ ol

[(Col p2) ~ pis] [| Ma

[(C1 || o) ~ Ms] || Cy

[(Cy[[ pr2) ~ Ms] || pa

[(Cr ] pr2) ~ Ms] || My

[(Cy || M) ~Cs] || Cy

[(Cy || My) ~ C5] || 1

[(Cy || M) ~ Cs] || My

[(Cy || My) ~ ps] || Cy

[(Cy[[ M) ~ ps] || pa

[(Cl || My) NM3] || My

[(Cy || Ma) ~ Ms] || Cy

[(Cy || M) ~ Ms] || pia

[(Cy || Ma) ~ M3] || My

[(Ml H Mz) NC3] || Cy

o =

standard || tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak

tehetetlenségi standard

C4€ + (E,UQ + )

Cy Ch1+Cy )
H3 )€

Moty + Hofty + {3 iig E

(13 + pa)€ + o
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak
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(68) [(p1 || M) ~Cs]|| e magasabbrendii derivaltak

(69) [(p1 || M) ~Cs]|| My magasabbrendii derivaltak
(70) [(p1 || Ma) ~pus]|| Cy  tehetetlenségi standard
Mlj\fu?,d = Gt Nl/ﬁliizMQé * Mllfu?,
(71) [(pa [| M) ~ ps] [| pra
m]\fus,d N <% +M4) o Zj iﬁiMzé
(72) [(p1 || Ma) ~ sl || My magasabbrendii derivaltak
(73) [(p1 || Ma) ~ M) || Cy  magasabbrendii derivaltak
(74) [(pa || Mz) ~ Ms] || ps magasabbrendii derivdltak
(75) [(p1 || Ma) ~ Ms] || My magasabbrendii derivaltak
(76) (C1~p2) || Cs || pea MAXWELL || KELVIN =

= standard || NEwWTON =
= tehetetlenségi standard

po . C1+C3 Y
O'—|—C10'—C3€+( o u2+u4)6+—cla

(77) (Cr~wuo)||Cs|| My standard || tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak

(78) (Cy ~ p2) || 3 || My magasabbrendii derivaltak
(79) (Cy~My)||Cs|| na  magasabbrendii derivaltak
(80) (Ci~ M) ||C3]| My  magasabbrendii derivéltak
(81) (Cy~My) || ps|| My  magasabbrendii derivaltak
(82) (1~ M) || C3||a  tehetetlenségi standard || NEWTON =

= tehetetlenségi standard

M, . CsMy\ | )
o+ =26 = Cge+(u4+ ‘L 2)5+%M25
1 1
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(84)

(85)

(p1 ~ Ma) || Cs || My

(1~ Ma) || pas || My

(Cull p2) ~ (Cs [ pa)

+ .
U+M2 ,u40_

tehetetlenségi standard || tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak

KELVIN~VKELVIN =
= tehetetlenségi standard

c.C C C . ..
103 1M4 + 3M25—|— M2 g z

Cy+C3

(Crl p2) ~ (Cs || M)
(Crll ) ~ (p3 || Ma)
(Cr || Mz) ~ (Cs || M)
(Co [ My) ~ (s || Ma)
(|| Ma) ~ (a3 || Ma)

(Ol||,U2)N03NM4

(Ch || 2) ~ Cs~ My

(Cr [ ) ~ pis ~ My
(Ch[| Ma) ~ Cs~ pua
(C1|[ Mz) ~C5~ M,
(C1[| Mz) ~ pig ~ My
(p1 [| Ma) ~ C5 ~ pua

(1 || M) ~ C3~ My

01+C3€ C1+Cs C1+Cs

magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak

KELVIN ~ MAXWELL =
= standard ~ NEWTON = BURGERS

magasabbrendii derivaltak

standard ~ tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak
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(101)

(102)

(103)

(104)

(105)
(106)
(107)
(108)
(109)
(110)
(111)
(112)
(113)
(114)

(115)

104

(i [| Ma) ~ iz ~ My

magasabbrendii derivaltak

[(C1~pug)||Cs] ~Cy  standard ~ Hookk = standard
Chi+C3+0Cy 5 = C3Cy - (01 + 03)04 :
C1(C3 + Cy) Kz Cs+Cy Ci(Cs + 04)M2

[(Cr~p2)||Cs] ~ps  standard ~ NEWTON

magasabbrendii derivaltak

[(Cy~ o) || C3) ~ My standard ~ tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak

[(Cy~ o) || ps] ~Cy  magasabbrendii derivaltak

[(Cr~ pa2) || ps] ~ pua

e p2(p3 + pa) _ (p2tps)ps i 4 23k
Ci1(p2 + p3 + pa) p2+ pz+pa - Cr(pz + ps + i)

[(Cy~u2) || ps] ~ My  magasabbrendii derivaltak

[(Cy~ ) || M3] ~Cy magasabbrendii derivaltak

[(Cy~u2) || M3] ~py  magasabbrendii derivaltak

[(Cy~ u2) || M3] ~ My magasabbrendii derivaltak

[(Cy~ Ms) || Cs] ~Cy magasabbrendii derivaltak

[(Cy ~ M) || Cs] ~ps magasabbrendii derivaltak

[(Cy ~ M) || Cs] ~ M, magasabbrendii derivaltak

[(Cy ~ M) || us] ~Cy  magasabbrendii derivaltak

[(C1~My) || 3] ~ s magasabbrendii derivéltak

[(Cy ~ M) || 3] ~ My magasabbrendii derivaltak

[(Cy ~ M) || M3] ~Cy magasabbrendii derivaltak



(116)
(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)
(124)
(125)
(126)

(127)

(128)
(129)
(130)
(131)

(132)

[(Cl ~ M) || M3] ~ g

[(C1 ~ My) || M3] ~ M,

[(p1 ~ M) || Cs] ~ Cy

(2 ~ My) || O3] ~ g

[(p1 ~ M) || Cs] ~ M,

(1 ~ My) || 3] ~ Cy

(1 ~ M) || 3] ~ 1

M1+ 13+ f
p1(p3 + pa)

[(p1 ~ M) [[ pus] ~ My
[(p1 ~ My) [| Ms] ~ Ciy
[(pa ~ Ma) || Ms] ~ s
[(pa ~ Ma) || Ms] ~ M,

(C1~ pg) || (C3~ paa)

(Cr~ ) [ (C3~ My)
(Cr~ p2) || (s ~ Ma)
(Cr~ M) || (C3~ My)
(Cr~ M) [[ (p3~ Ma)

(p11 ~ Ma) || (pz ~ My)

magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak

tehetetlenségi standard ~ HOOKE

magasabbrendii derivaltak

tehetetlenségi standard ~ NEwWTON

magasabbrendii derivaltak

tehetetlenségi standard ~ tehetetlenségi

magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak

papa (p1 + p3) s
M3+ fia p1(pe3 + fia)

magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak

MAXWELL || MAXWELL

magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak
magasabbrendii derivaltak

magasabbrendii derivaltak
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2.4. RUGOK, OLAJFEKEK ES TEHETETLENSEGI ELEMEK TEHETETLENSEGI
STANDARD MODELLRE VEZETO NEGYELEMU KAPCSOLASAINAK NEHANY
JELLEMZOJE

2.4.1. Az (50) KAPCSOLAS: [(01 || /LQ) NCg] || M4

B2
(133) o+ Y

H2
N4D
__GiG3 4 C3 2 )i+ 2 ftd =
C1+Cs C1+Cs 1 C1+Cs
H2 C'1613 Cgﬂg o fla
134 = = = M =
(13) == ey croy Moo T Cr+ 05
C2 C’2,u2
135 [, =——3— >0 Iy =——2322_ <0.
( ) 2 (Cl + C3)2 M2 + Ha ) M (Cl + 03)2
Megforditva:
20 — Iy (120 — Ipp)? —Iy M
(136) C, = WCE M2 = W, C3 = 04‘7, Ha = —
2.4.2. Az (52) KAPCSOLAS: [(C4 || u2) ~ ps]|| Ca
C
Mo+ 3. 43
(137) o+ o= —m | L)
01 H2
L U]
Cy
c cL VWV,
_ Gy 1+ Cy . H2p3
—C4s+<clu2+ o u3)5+ Cr £
Ho + 143 Cy C1+Cy M2 i3
138 =" c=cC = = M =
( ) T Cl ) 4, M Cl H2 + Cl 3, Cl ;
12
(139) I, = pu3 >0, Iy =—=2<0.
" C
1
Megforditva:
I} M
(140) Cl - _IM7 M2 = _IM7 M3 ]/.u C’4 = C
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2.4.3. A (70) KAPCSOLAS: [(u1 || Ma) ~ us]|| Cy

1
M Hi1 I
141 2 5= !
(141) U+M1+M30 ~|‘ M iy
Cy M . G
— e BTN M8 e NV
M1+ (3 M1+ ps
M. C4 M.
(142) 7= -2 C=¢, p=tustClb oo, B 4
w1+ w3 w1+ s B+ ps3
2
JGVE ps My
143 [, = ———— >0, Iy =—=—=>0.
(143) P+ M+ ps)?
Megforditva:
.M M? M
(]_44) M1 = IM s M2 = m, M3 = ?, C4 =C.
2.4.4. A (76) KAPCSOLAS: (C1~pu2)||Cs || pa
C3
. —VWWA—
(145) o+ %0 =
1
—II:I A AN
ﬂ ——
Cy +C e
+C3 ., H2p
= Cye + | + €+ € ]
3 < C; H2 M4> C; —l,u4 |:
I
k2 B B Cy + Cs i
(]‘46) T = 017 C - 037 :u - :u4 + Cl ,UQ, M - Cl 9
2
(147) ]“:M2+M4>O, ]M:—%<O.
1
Megforditva:
_ _In _ 1u _ _M
(148) Cl = FOR Mo = . Cg = C, Ha = —
2.4.5. A (82) KAPCSOLAS: (,u1 NMQ) H Cs H M4
Cs
M. —VVWMA—
(149) o+ —26=
M1 —|ﬂ1 My, |
| U] (e
CsMa '\ . pa+ 4, .
= Cse + + €+ ———DMjé
3 <M4 i ) ) 2 —Iﬂ4|]
LI
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M Cs M.
(150) T="2 C=0s, H= i+ 2 M:’u1+’u4M2,
M1 1 1

(151) ]“:/J,4>O, Iy = My > 0.

Megforditva:
I
(152)  m==, My=1Iy, C3=C, =1,
2.4.6. A (85) KAPCSOLAS (01 || /LQ) ~ (03 || ,u4)
C1 C3
(153) o+ M2t pa .
C1+Cs —l,uz —I,u4
QD U]
_ GG - Crpg + C3p2 oy Mot
C1+C3 C1+C3 C1+C3
o + fug C1C3 Cipa + Csp Iy
( ) 01—1—03’ Cl—l-Cg’ H C1+Cs ’ C1+03’
C3 g + C3po (Crpa + Cspuz)?
155) I, = —F——3=>0 Iy = — < 0.
15 L=y ~0 v (Cr + Cy)?
KIVETEL a % = %, azaz. Ciug = Csue specidlis eset, amikor a nemtrivialis
1 3
kozos o0sztod a kovetkezo egyszeriibb eredd egyenletre vezet:
_ GGy Gy :
(156) o= C1+03€+ RN
Megforditva: az dltalanos esetben
o = 20/ 2 — 4CM o/ p2—ACM + (p* — ACM)
- YT —aCM + (u—2r0) 2 —ACM + (1 —27C)
o 20/ 2 — 4CM pr/ p2 —4CM — (p? — 4C M)
3 - .

_\/,LL2—4CM—(/L—2TC)’ Ha= V2 —4CM — (p — 27C)

A (155) feltételek biztositjak, hogy a (157) képletek valds és pozitiv C1, pa, Cs,
114 eredményeket szolgaltassanak.

MIND A HAT KAPCSOLASRA (2.4.1-2.4.6) teljesiil, hogy
o [,>0,

e a tehetetlenségi elemet nem tartalmazd kapcsolasokra Iy, < 0, a tehetetlen-
ségi elemet tartalmazokra I, > 0.
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2.5. NEHANY NEGYNEL TOBB ELEMES KAPCSOLAS VISZONYA A
TEHETETLENSEGI STANDARD MODELLHEZ

2.5.1. [(Cr~p2) [| C3]~ (Cu || p5):

C Cy
standard ~ KELVIN; ’
magasabbrendii derivaltak (5). —= &
H2 M5
o My ,
2.5.2. (Cr~pa) || (us~My)||C5 A G FELTETEL MELLETT :
1 3
e MAXWELL || (specidlis) tehetetlenségi standard, Cs
—— MWW —
e a feltétel miatt négy szabad paraméter van, C1
n D—Mvvv'
e ezuttal a specidlis (6) képletet alkalmazzuk, ] | —
M,
Ha . C1+ Cs . . l
158 + =0 =Cse + €+ M,é, Ma”l)z
(158) o Cla 5 C; H2 4 |
C1+C
(159) r=2  c=c,, =2 M=M,
01 Cl

_ K2

(160) 1, = po >0, Iy c (g — o) (el6jele tetszoleges).
1

Megforditva:
(161) Clz— /,LQZI/J, MgITM, M4:M, C5:C

Ez tehat egy olyan kapcsolas, amely lefedi az alulcsillapitott, tulcsillapitott és kriti-
kusan csillapitott eseteket egyarant.
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2.5.3. (C1~C9) || (C3~Cy) KET AGA KOZE HIDKENT KAPCSOLVA 5 :

e példa olyan kapcsolasra, mely nem G %
all el6 egyszeriibbek soros és parhu- i
zamos kapcsolasaként, Cs L G
e a Kirchoff-torvények megfelel6it kell
felirni, és az egyenletek—és bizonyos
derivaltjaik—rendszerét megoldani;
Ci14+Co+C5+Cy 5 — C1C5C50, (i+i+i+i>g+
(C1+Co)(Cs+Ca)? T (CL+Co)(Cs+C)\Cy ' Cy ' C5 ' C4

(C1+ C3)(Ca+ Cy)

162 :
(162) (Cr + Co)(Cs + )1
- C1+Cy+C35+Cy O — C1C2C5 + C1C2Cy + C1C3Cy + CyC3CYy
(163) (C1 + C2)(Cs + C) '™ (C1+C2)(Cs + Ca) )
(C1 4 C3)(Cr + Cy)
- M =0
I r )G+ o™ ’
(C1Cy — CoCs5)?
I, = >0
O+ Co)2(Cs + G2t 7Y
(164)

I —_ (C1+Cy+ C5+ Cy)(C1Cy — C2C3)2,LL2 <0
M (Cy + C2)3(C5 + Cy)? P

2.6. TEHETETLENSEGI STANDARD MODELLRE VEZETO SOROS ES PARHUZAMOS
KAPCSOLASOK CSILLAPITASI ES TEHETETLENSEGI INDEXE ALTALANOSAN

(Ao = Pe) || (Bo = Qe), azaz (FGo = i’i) I (g’ﬂ-[av: Q@ :

Tuys Ing Tug, I

(165) I, =TI, + L,  Tu=1Iu + Iy,

utobbi csak olyankor, ha az eredd egy tehetetlenségi standard modell.

(Ao =Pe)~(Bo = Qe), azaz (Aoc=D"XYe)~(Bo=D"XZe):

g

IH17I]\/[1 IH27IA42
m > n esetén:
2 2
(166) Iu = 5m”Y0 qu + Zogul :
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o O Y s+ Z3lany
M (5mn}/0 + Z0)2

[Yo(Z1 — B1Zg) — Zo(Y1 — A1Yy))?

(167)

— Un 5m

m < n esetén:

_ Y@Ly + 0mn 251y
(168) I, = Vo £ ommZo?

_ Y§ vy + 6mnZi Iy
[Yo(Z1 — B1Zo) — Zo(Y1 — A1Yp))?

~Omo | (Yo + Zo)?

+6n

.
1207

Zi
1Yb ’

ahol a tehetetlenségi indexet megadd képletek ismét csak olyankor érvényesek, ha

az eredo egy tehetetlenségi standard modell.

(165)—(169) a nemtrivialis kozos osztokhoz tartozé egyszeriibb eredé egyenletek-

re is érvényesek.

Kovetkezmények :

e nemnegativ csillapitasi indextiek soros és parhuzamos kapcsolasainak csilla-

pitdsi indexe nemnegativ (és pozitiviaké pozitiv) — igy példaul a rugdkbol,

olajfékekbol és tehetetlenségi elemekbdl sorosan és parhuzamosan kapcsolt ha-

lézatok csillapitasi indexe nemnegativ (ezért példdaul nem éllithatjak el a o+

+ 76 = Ce egyenlettel jellemzett tn. relazdcids modellt);

e nempozitiv tehetetlenségi indextiiek soros és parhuzamos kapcsolasainak tehe-

tetlenségi indexe nempozitiv (és negativiiaké negativ) — igy példaul a rugok-

bol és olajfékekbol sorosan és parhuzamosan kapcsolt halézatok tehetetlenségi

indexe nempozitiv (tehat tehetetlenségi elem hozzaadasa nélkiil nem lehet be-

161tk alulesillapitott, tultehetetlen kapcsolasokat létrehozni).
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3. AZ EREDMENYEKHEZ VEZETO RESZLETES UT

3.1. ELJARAS F-FAJTA REOLOGIAI ELEM OSSZES LEHETSEGES, LEGFELJEBB
N-ELEMU KAPCSOLASANAK ELOALLITASARA

Olyan algoritmust keresiink, ami nemcsak azokat a kapcsolasokat talalja meg,
amelyek eloallnak egyszeriibb kapcsolasok soros vagy parhuzamos kapcsolasaként,
hanem az Osszes lehetségeset (igy példaul a hid tipusiakat is).

Egy kapcsolast egy graffal modellezhetiink. Minden reoldgiai elemet (kétpolust)
a graf egy éle reprezental, a két polust pedig az él két cstucsa. Egy-egy csicsba mas
elemek, azaz élek is befuthatnak: a csiicsokban kapcsolédnak egymashoz az elemek.
Egy csics fokanak azt nevezik, ahany él fut be hozza. A teljes kapcsoldsnak lesz
tovabba két  kivezetése” [szintén éle, a végén  szabad” (egy foki) csiicesall.

Els6 1épésként tekintsiink el a két kivezetéstol — ezeket egy késébbi fazisban
fogjuk majd a grathoz hozzékotni. Jelolje N a graf éleinek szaméat (azaz az elemek
szamat), C' pedig a cstcsok szaméat. Csak 6sszefiigg6 grafokra kivanunk szoritkozni (a
kapcsolds ne alljon tobb fliggetlen részbdél), és csak olyanokra, amelyekben minden él
két cstcsa kiillonbozé. Ekkor 2 < C' < N+1 (egy élnek méris van két csiicsa, tovabbi
behizott élek pedig vagy behoznak egy-egy 1j csiicsot, vagy mindkét végiikkel mar
jelenlevé csuicsba futnak be). A C'= N + 1 esetek az tgynevezett fagrafok.

Az Osszes N éli grafot rekurzivan, az N — 1 élliekbol generalhatjuk: minden
egyes N — 1 éli grafba minden lehetséges moédon behizunk egy 1j élet. Az N =1
éli egyetlen trividlis grafbol indulhatunk.

Kozelebbrol, az N, C-ji grafokat az N — 1, C-jliekbdl kaphatjuk meg tgy,
hogy minden lehetséges moédon behizunk egy 1j élet a meglévo C' csics koziil két
kiilonb6zo kozé. Kivétel az N, C = N + 1 eset: az ilyeneket gy kaphatjuk meg,
hogy az N — 1, C' = N-i grafok minden egyes csticsdba behtizunk egy élet, melynek
masik csticsat szabadon hagyjuk: az lesz az 14j cstcs.

Ha igy elkésziltiink az Osszes legfeljebb N él graffal, ezutan kovetkezhet a két
kivezetés behizasa, két él behizasa barmely két kiillonb6zo csicsba.

Eszrevehetjiik, hogy olyan kapcsoldsokat is kapunk, amelyeknek van redundéns,
inaktiv része: pl. olyan él, ami nem kivezetés, mégis az egyik csicsa ,szabad” (egy
fok). Altaldnosabban, redundancia van, ha akad olyan cstcs, hogy a bele futé élek
kozil bizonyosokat elvagva két vagy tobb fiiggetlen részre esik szét a graf, mely részek
némelyikébdl nem &ll ki kivezetés. Az ilyen redundéns résszel rendelkezd grafokat
eldobhatjuk (nem érhet miatta veszteség minket, mert a redundéns rész nélkiili
grafnak szerepelnie kell az Osszes megtalalt graf kozott).

Mindeziddig nem kiilonboztettilk meg az éleket aszerint, hogy az F' elemfajta
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koziil melyik élen melyik fajta elem van. Most kapcsoljuk be ezt a megkiilonbozte-
tést (mondhatni, minden elem-élet szinezziink ki F’ szin egyikével). Ez természetesen
jelentosen megnoveli a lehetséges kapcsoldsok szamat. Két vagy tobb azonos tipusu
elem soros kapcsoldsa is, parhuzamos kapcsolasa is helyettesithetd viszont egyetlen
olyan tipusi elemmel, ami valamennyivel csékkenti a (1ényegileg kiilonb6zd) lehetd-
ségeket.

Az ezek utan el6ttiink allo kapcesolasok keriiltek feltiintetésre a 2.3 pontban, az
F = 3 elemfajta és a legfeljebb N = 4 Gsszekapcesolt elem esetére. Modszeriink-
kel azt is megéllapithatjuk, hogy a legfeljebb négyelemes kapcsolasok mind eloall-
nak egyszeriibbek soros vagy parhuzamos kapcsoldsaként (ez az allités fiiggetlen F
értékétol). Az oOtelemes kapcsoldsok is még majdnem mind ilyenek: a hid tipusu
kapcsolasok bizonyulnak csak kivételnek.

3.2. ALTALANOS FORMULA REOLOGIAI MODELLEK SOROS ES PARHUZAMOS
KAPCSOLASAINAK EREDO EGYENLETERE

A D idéderivalt operator barmely polinomja felcserélheté barmely masik poli-

nomjaval. Ezt észrevéve,

(A0 = Pe)|| (Bo = Qe) eredd egyenlete:

o =01+ 09, ﬂlalzj’e, @ﬂalzﬂi’i’e

(170) i ;
@O’QIQﬁ, ﬂ@O’QI/qQ,{:‘

} — 4Bo = BPec+ AQe.

Ha 4 = FG és B = FH kozos osztdja, F nemtrividlis, akkor egyszeriibb (ala-
csonyabb rendi derivéltakat tartalmazé) ered6 egyenletet is kaphatunk:

o =01+ 09, ﬂ-'gal:i’e, ﬂ-[fl-'gal:ﬂ-[i’a

(171) g -
FHoy=Qe, GFHH=GQcs

} — FGHo=HPe+GQe.

(Ao =D"Pe)~(Bo=D"Qe) eredd egyenlete: ha m > n :

(172) eE=¢1+ &y, Aoc=D"Pe, QAc=QD"Pe,
Q;U:Q)nQég, Q)m—nTQ;O_:Q)mTng
— D""PB 4 QAo =D"PQe,
1 1 -
1 ——[D""PB Ac|= —F-—~QPc.
(73) 5mnPO+QO[ O-_'_Q U] 6mnPO+QOQ c
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Hasonlbéan kapjuk m < n esetén, hogy

1 ~

174 Tl 2 .
( ’ ) P0+5an0 QE

Py + 5an0 [fﬂg P Qﬂlo_] N

Ha 4 =X és B = X9 kozos osztdja, X nemtrivialis, akkor hasonld lépésekkel
kapjuk az

1 1 ~
> . m—n _
(175) m>n Yo Z (D Y Bo + ZA0] Y Z ZPe,
1 1 ~
< . n—m —
(176) m<n Yo e 7 Y Bo + D" " ZA0] Yo i Z +5ngon€

egyszeribb egyenleteket.

3.3. SzZAMITOGEPES MAPLE-PROGRAM [F-FAJTA REOLOGIAI ELEM OSSZES,
LEGFELJEBB N-ELEMU SOROS ES PARHUZAMOS KAPCSOLASANAK
ELOALLITASARA ES EREDO EGYENLETEIK KISZAMOLASARA

A program az internetrél is elérhet6: egy keresvel keressiink ra az
elemkapcs-ft-080504.mws file-névre.

## Reologiai alapelemek soros es parhuzamos kapcsolasainak
## eloallitasa

##

## Az eredo egyenletet is eloallitja

## Nem nezi, hogy van-e nemtrivialis kozos oszto

## Elokeszuletek:
F := 3: ## Ennyifajta kulonbozo elembol epitkezunk
Nmax := 4: ## A max. ennyi elembol allo kapcsolasokat allitjuk elo

S := -1/2: ## A soros es a parhuzamos kapcsolasokat

P :=-8: ## ezekkel a szamokkal jeloljuk

igazit := proc(Op) local X: ## Egyszerusit es d
X := collect(expand(Op), d): ## novekvo hatvanyai
series( simplify(X), d, infinity ): ## szerint rendez

end:

minfokszam := proc(Op) local i, x: i := 0: x := Op:
while subs( d=0, x ) = 0 do x :=x/d: i :=1i+1 od: 1i:

end: ## A gyari 1ldegree mnem jo erre a celra
maxfokszam := proc(Op) local i, x: i := -1: x := Op:

while x <> 0 do x := diff(x, d): i :=1i + 1: od: i:
end: ## A gyari degree nem jo erre a celra
kifejtKs := proc(k, n) ## k: kapcsolas sorszama,

## n: eddig ennyi elem lett beszamozva
local K, j, i, 1, S: K :=Ks[kl: j :=n:
for i to nops(K) do 1 := op(i, K):
if 1 > F then
S := kifejtKs(1, j):
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K := subsop(i = op(1, [S]), K):

j = op(2, [S]):
elif 1 >= 1 then

joi= o+ 1

K := subsop(i = o1k(Pop[ll, j), K):
fi:

od: sp(K), j:
end: ## Igy all ossze az alapelemek kapcsolasakent
SP1[S] := Soros: SP1[P] := Parh:
sp := L -> subsop(l = SP1[ op(1, L) 1, L):
## Konvencionalisabb jelolesek az egyutthatokra:
Konvl := [C, mu, M]:
olk:= proc(Op, oo) local i, X: X := Op:
for i to F do X := subs( U[i-1] = Konvl[i], X ): od:
subs( o = oo, X ):
end:

Ks :

NULL: ## A talalt kapcsolasok sorozata, egyelore ures
Ts := NULL: ## Eltesszuk azt is, amelyik alakban talaltuk
kmin[1] := 1: ## A kapcsolasok sorozataban az egyelemu
kmax [1] F: ## kapcsolasok sorszama 1-tol F-ig terjed majd
for k from kmin[1] to kmax[1] do
## Az egyelemu kapcsolasokat egyszeruen a sorszamukkal jeloljuk, most
## beirjuk oket a kapcsolasok sorozataba, fokszamaikat pedig leolvas-
## suk a sigma = P_O D" (k-1) epsilon alaku egyenletukbol:
Ks := Ks, k: Ts :=Ts, k: n[k] := 1: ## n: hanyelemes kapcsolas
Aop[k] := 1: ## A bal oldalon a sigma-ra hato operator
Pop [k] Ulk-1] [o]: ## A jobb oldalon az epsilon-ra hato operator
## d~(k-1) wutani resze, U az egyutthato
alk] := 0: m[k] :=k - 1: ## A bal oldal maximalis fokszama, a jobb
phlk] := m[kl: plk] := 0: ## oldal minimalis es maximalis fokszama,
od: ## a ketto kulonbsege (max. - min.)
for N from 2 to Nmax do ## Eloallitjuk az N elembol allo kapcsolasokat
kmin [N] kmax [N-1] + 1: ## Kezdeti ertekek;
kmax [N] kmax [N-1] : ## egyelore meg egyet sem talaltunk
for SP in [S, P] do ## Eloszor a sorosakat, utana a parhuzamosakat
for N1 to floor(N/2) do ## Egy N1 es egy N2 = N - N1 >= N1 elem-
N2 := N - Ni1: ## bol allo kapcsolasakent keressuk oket
for k1 from kmin[N1] to kmax[N1] do ## Vesszuk sorban az N1
for k2 from kmin[N2] to kmax[N2] do ## es az N2 elemueket

if op(1, Ks[k1]) = SP then ## Ha az elso valto-
s := op( 2 .. nops(Ks[k1]), Ks[kl] ): ## zo is soros/par-
else ## huz., egyesitjuk /
s := kil: ## felemeljuk a maga-
fi: ## sabb szintre

if op(1, Ks[k2]) = SP then ## A masodik
s := s, op( 2 .. nops(Ks[k2]), Ks[k2] ): ## valtozoval
else ## ugyanez
s := s, k2:

fi: 1 := sort( [SP, s] ): i := 2: ## Sorrendbe rendezzuk

for i from nops(1l) to 3 by -1 do
if 1[i] <= F and 1[i-1] = 1[i] then
1 := subsop(i = NULL, 1):
fi:
od:
megnincs := true:

## Ha egyfajta elembol
## tobb szerepel,
## egyetlen eredo
## elemme vonjuk ossze
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for k to kmax[N] do ## Uj kapcsolas-e
if 1 = Ks[k] then megnincs := false: fi:
od: ## A ciklus lejarta utan k erteke kmax[N] + 1
if megnincs and nops(l) > 2 then ## P1. [S, 1] nem uj
kmax[N] := k: n[k] := N: ## Eggyel noveljuk kmax[N] -et
Ks := Ks, 1: ## Eltesszuk az ujat, es azt az
Ts := Ts, [SP, k1, k2]: ## alakjat is, amelyben talaltuk
Bop := subs( o = o + n[k1], Aop[k2] ): ## Eltoljuk az
Qop := subs( o = o + n[kl], Popl[k2] ): ## egyutthatoit
if SP = P then ## Kiszamoljuk es eltesszuk a fokszamokat:
alk] := alk1l] + al[k2]: m[k] := min( m[k1], m[k2] ):
phlk] := max( a[k2] + phl[k1l], alkl] + ph[k2] ):
plk] := ph[k] - m[k]:
Po := d"(m[k1] - m[k]) * Poplkl]:
Qo := d"(m[k2] - m[k]) * Qop:
Aop[k] := igazit( Aopl[kl] * Bop ):
Pop[k] := igazit( Bop * Po + Aop[kl] * Qo ):
else ## Eloszor is a Kronecker-delta(m[kl], m[k2]):
if m[k1] = m[k2] then Kd := 1: else Kd := 0: fi:
if m[k1] >= m[k2] then m[k] := m[k1]:
alk] := max( ph[k1] - m[k2] + alk2], alkl] + p[k2] ):
## Most pedig az operatorok:
t := 1/( Kd*coeff(Pop[kl], d, 0) + coeff(Qop, d, 0) ):
Op := d"(m[k1] - m[k2]) * Pop[kl] * Bop:
Aop[k] := igazit( t * ( Op + Qop * Aopl[kl] ) ):
else m[k] := m[k2]:
alk] := max( ph[k2] - m[ki1] + alk1l]l, alk2] + pl[k1l] ):
t := 1/( coeff(Poplkl], d, 0) ):
Op := d"(m[k2] - m[k1]) * Qop * Aop[ki]:
Aop[k] := igazit( t * ( Op + Popl[kl] * Bop ) ):
fi: ## m[k1] >= m[k2] volt-e
plkl := plk1] + p[k2]: ## Most pedig ha-
phlk] := plk] + m[k]: ## rom ettol fug-
Pop[k] := igazit( t * Pop[kl] * Qop ): ## getlen keplet
fi: ## S vagy P volt-e
fi: ## Uj volt-e
od: ## k2
od: ## ki
od: ## N1
od: ## SP
od: ## N

## A kapott operatorok es a fokszamok bizonyos ellenorzesei:
for k to kmax[Nmax] do
if minfokszam(Aop[k]) <> O then
print(k, "Aop min", minfokszam(Aopl[k]) ):
fi:
if simplify( coeff(Aoplk]l, d, 0) - 1 ) <> 0 then
print(k, "A_0", coeff(Aop(k], 4, 0) ):
fi:
if maxfokszam(Aop[k]) <> al[k] then
print(k, "a", maxfokszam(Aop[k]), alk] ):
fi:
if minfokszam(Pop[k]) <> O then
print(k, "Pop min", minfokszam(Popl[k]) ):
fi:
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if maxfokszam(Pop[k]) <> p[k] then
print(k, "p", maxfokszam(Pop[k]), plk] ):
fi:
if phlk] <> p[k]l + m[k] then
print(k, "ph", ph[k], plk] + m[k]):
fi:
od: ## Ha nem ir ki semmit, akkor nem talalt semmi hibat

## Mely negyelemesek vannak tehetetlensegi Poynting-Thomson-on belul:
for k from kmin[4] to kmax[4] do
if alk] <= 1 and phl[k] <= 2 then
print( k, op( 1, [kifejtKs(k, 0)] ) ):
print( olk(Aop[k], 1)*sigma = olk(igazit(d~(m[k])*Pop[k]), 1)*epsilon ):
fi:
od:

3.4. RUGOK, OLAJFEKEK ES TEHETETLENSEGI ELEMEK LEGFELJEBB
NEGYELEMU SOROS ES PARHUZAMOS KAPCSOLASAI ES EREDO
EGYENLETEIK

Ha a fenti Maple-programmal generaljuk a kapcsolasokat és egyenletiiket, tigyel-
jink ra, hogy a személyes izlésiink szerinti konvencié a kapcsolasok megadasara—
pl. (C~p)l|lp, azaz (Cy~ p2) || s —eltérhet a program sorrend-konvenci6jatél [a
példéban: p || (C~p), azaz py || (Ca~ps) |. llyenkor a program éltal kiirt eredd
egyenletben az elem-egyiitthatok program valasztotta sorrendi indexeit at kell cse-
rélntink az &altalunk preferalt sorrend szerint. A példaban: u; — p3, Co — Cf,
[t3 — 2, €s igy a program kiirta

M3 . ., H1M3 ..

o+ C20' = (1 + p3)é + e 5
atirando a kovetkezore:

M2 . ., H2M3 ..

o+ o= (p2 + p3)é + < ¢

3.5. RUGOK, OLAJFEKEK ES TEHETETLENSEGI ELEMEK TEHETETLENSEGI
STANDARD MODELLRE VEZETO NEGYELEMU KAPCSOLASAINAK NEHANY
JELLEMZOJE

A 2.4.6 pontban tekintett kapcsolasok koziil a (85) kapcsoldshoz tartoznak nem-
trividlis szamitasok, melyek a kovetkezok.

(177) (Cy || p2) ~ (Cs || pa)

M2+M4d _ GGy €+Clﬂ4+c3ﬂ2é+ M2t
C1+Cs C1+Cs C1+Cs C1+ Cs

o+
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c,C C C
_ M2t o= _G1ts _ Crpa +Cpe N o= _HeHa

178 = = = — :
(178) Cr +Cy’ a+os T T oros Cr + Cs
Cius + C3po (Crpg + Cspun)?
179 I,=-"12—-3=>9 Iy = — < 0.
( ) K (Cl +03)2 ) M (Cl +03)3
SPECIALISAN % = g4 azaz Ciuy = C3pus a nemtrivialis kozos osztod egyszertibb
1 3
eredO egyenletet tesz lehetové:
GG 4 )
(180) o= it + Nl
[lyenkor
_ _ (1C O _
(181) T =0, =G Gy M_7C1+C3’u4’ M =0,
(182) I, = ot C3u4, Iy =0.

Megforditva: Az ALTALANOS ESETBEN vegyiik észre, hogy

r_ 1 1 r_ 1.1 B B2 M _ p2 pa
U8)  G=&a G M mTm ¢ oo T ac

és itt az utobbi ketto a gyokok és egytitthatok kozotti Osszefiiggés alapjan azt adja,
hogy ”—? és g—‘; az 1% — L+ M = 0 masodfoku egyenlet két gyokének felel meg.
Az altalanossag megszoritasa nelkul tegyik fel, hogy & “2 > “4, ekkor

(184) &:M+\/M2—4CM &:u—\/;ﬂ—élCM
Cq 20 ’ Cs 20 '
Ezutan

T_ “41+”21—i<i+i>+—V“2_4CM<i_i>_
C C3,LL2 Clﬂ4 2C Cl Cg 2C 03 Cl o
pt—4CM /1 1 1 1 21 — £

(185) _ M Vi (-2) = -g=-—7—.

202 2C Cs Cs () V2 —4CM

Cy
Ezt egyrészt osszeadva é = c% + CL vel, méasrészt kivonva beldle, kapjuk, hogy

1 1 - _ 20/P—4CM

i O, — :
(186) i w/u —4cM ' \/i2 —4CM + (u— 2C7)
11 TR 920/ 12 — 4CM

= 22 7 Co=
Cs 2C  Jiz—aoM’' 2 /2 —40M — (u—2C7)

Mivel g—? -t és g—‘; -t mar meghataroztuk, innen az is adodik, hogy

(187) /~L2:M u? —ACM + (u? — 4CM) ,u4:'u u2 —4CM — (pu? —4CM)
2 —4CM + (p—2C7) V2 —4CM — (p— 2C7)
MEGJEGYZES :

Iy<0 = M<7(u—7C) = p?>—4CM > (u—2C7)°> =
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(188) — p?—4CM > |p—2CT|,

ezért (186) és (187) mindig valés és pozitiv Oy, Cs-at illetve po, pg-et adnak.

A SPECIALIS 5—21 = g—‘;, azaz Cyiug = Csue esetben a ,megforditva” irdny nem

egyértelmii: a négy elemegyiitthato koziil a specidlis feltétel miatt harom fliggetlen,

de meghatdrozasukra csak két egyenlet all rendelkezésre. £ meghatarozza g—zl =

c
= g—‘; -at, de barmely olyan C;, C3 megfelelo, amelyek eleget tesznek C = %

nak.

3.6. NEHANY NEGYNEL TOBB ELEMES KAPCSOLAS VISZONYA A
TEHETETLENSEGI STANDARD MODELLHEZ

A 2.5.3 pontban ismertetett kapcsolds, (Cy~Cy) || (C3~Cy) két dga kézé hid-
ként kapcsolva s részletei:

(189) o1 = Ciey, o9 = Caey, o3 = Cses, o4 = Cyéy, 05 = U5Es5,
a Kirchoff-torvények analogonjai pedig:

UZO’l—l-O'g, 01202+05, U4ZO'3‘|‘0’5, U:UQ+U4,

190
( ) E=¢€1 + &9, E=¢E3 + &4, Eo=¢E4 + €5, €3=¢€1 + &5

(anégy-négy egyenletbdl csak harom-harom fiiggetlen). Az utébbiakbdl kifejezhetjiik
példaul eo-t, e4-et és e£5-6t. Ekkor a hat fiiggetlen (190)-beli egyenlet a kévetkezo
haromra redukalodik:

(191) o=Ce; + Cses,
(192) 0151202(5—51)+M5(53—é1),
(193) 0=Cy(e — 1) + Cy(e — &3),

A (191) és (193) egyenletek rendszerét megoldhatjuk e;-re és e3-ra. A megoldasokat
(192)-be helyettesitve és atrendezve kapjuk a végeredményt :

Ci1+0Cy+C5+Cy . C1CyC50, 1 1 1 1
(Cr 1 Co)(Cs + C) 57 = (G 4 Co)(Cs + Ca) (E tote T a) et
(Cl + Cg)(Cg + C4)
(C1 + Ca)(Cs + O 1%

(194)

3.7. TEHETETLENSEGI STANDARD MODELLRE VEZETO SOROS ES PARHUZAMOS
KAPCSOLASOK CSILLAPITASI ES TEHETETLENSEGI INDEXE ALTALANOSAN

A (165)—(169) képleteket levezetni nem egyszeril, ezért inkabb ellendrizni érde-
mes. Az eredd egyenletet megad6 (6) illetve (9) képletekben (ui. az dltaldnossag meg-
szoritasa nélkiil elegendd az m > n esetet ellenérizni) az 4, ..., X, ... operatorokat
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D szerinti polinom alakjukban [Id. (1)—(4)] tekintsiik, és az eredé egyenletet is D
szerinti polinom alakban fejtsiik ki. A (166)—(167) képleteket konkrét m, n esetén ér-
demes ellendrizni, sorban végigvéve a szoébajove 0 < m < 2 és 0 < n < m értékeket
(a bemend kapcsoldsoktol megkdveteljiik, hogy tehetetlenségi standard modellek).
A (167) képlet helyett célszerli azt az dltalanositott valtozatat ellenérizni, ahol a bal
oldalon I, helyett I, — £C' &ll, ahol € az eredd egyenlet

(195) o+76+&+--=Ce+pué+ M+

alakjaban & egyiitthatdja. Ez a valtozat az eredetire egyszertisodik, amikor kirojuk,
hogy az eredd egyenlet is tehetetlenségi standard modell legyen, hiszen olyankor

£E=0.
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ANYAGOK MECHANIKAI TULAJDONSAGAI
AZ ANYAGTORVENY ALAPJAN

Szarka Zoltan
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Asszonyi Csaba
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Fiilop Tamas
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A tanulmany célja, hogy a tehetetlenségi standard test anyagegyenletének (differencial-
egyenletének) kiilonbozo szituaciok melletti megoldasat megadja, amely énmagaban egy egy-
szeri rutinfeladat. Ezzel kapcsolatosan két célunk volt. Egyrészt, hogy az anyagallandok meg-
hatarozdasara szolgalo mérések kiertékeléséhez a sziikséges matematikai formuldak rendelkezésre
alljanak, amelyeket kézikonyvszertien ossze is foglaltuk. Masrészt, hogy az anyagtulajdonsa-
gokat, az anyagviselkedést jobban megértsiik, s ezaltal a gyakorlati feladtok megoldasdhoz otle-
tek, okolszabalyok legyenek kialakithatok.

Ujdonsdagnak szdmit a rugalmas-képlékeny hatdron térténd anyagviselkedés feltardsa,
amely altal felkesziilt anyagvizsgalok anélkiil tudjak meghatdarozni a képlékenységi hatart, hogy
a probatestet tehermentesiteniiik kellene, tehat adott esetben roncsoldsos vizsgalattal is.

Altaldban csak akkor szoktak az anyag sajat rezgésszamaval foglalkozni, ha a mechanikai
szitudcio, pl. ismételt igénybevételek eseten megkivanja. Ezeknél az eseteknél sem igazan az
anyag sajat rezgésszamarol van szo, hanem legtobbszor a hatarfeltételek dltal determindlt frek-

venciarol. A tanulmany ezt a kérdést is megvizsgalja.

BEVEZETES

Izotrop kontinuumok anyagegyenlete — a mar megszokott és az el6z6 tanulmanyok-
nal alkalmazott jelolésekkel — a kovetkezo:
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T +:T =2GE+27E+0E-w{26-2G ,E-E,)+(27-21,, B}

1 : : ..
) T,+7,T, =3KE,+3K E +6E_,

illetve a 2, =2n - (ZG -2G pl)r képlékenységi viszkozitasi tényezd Osszefliggésének

a felhasznalasaval

T +¢T =2GE+2E+0E-¥(2G-2G, JE-E, —<E)

1’ i . .
@) T, +7,T, =3KE, +3K E  +0 E_,
ahol
2 W 0, ha W' < Wf’ vagy W' <0,
I, ha W 2W,, ¢és w'>0.

Az (1’) tenzoregyenlet skaldris komponensegyenleteivel

sy +78,  =2Ge; +2n6, +08, —~W(2G-2G, Je, —e, , +7¢é;)

(1a) . . .
o, +7,0, =3Ks, +3K e, +0,¢&,,
illetve
oc+10 =2Ge +2ne+0&-Y2Gll—-ple—¢, +7€)
(1b) n ( (P)( 7 )

o, +7,0, =3Ke, +3K é,+0.&,
formaban irhato fel, ahol

Sij =0 _5051']' =0, e

— _ 1 1
i =Ej mEG0; =&, O, =320, & =3XE;,

ij

3) (p:=?"l, O<p<l.

Ebbdl kovetkezik, hogy az anyag jellemzéséhez az anyagdllandok a kovetkezok:

TORZULASI ALLANDOK TERFOGATI ALLANDOK
Rugalmassagi anyagallandok
csusztato rugalmassagi modulus: G, kompresszibilitasi modulus: K,

Rugalmassagi reologiai anyagallandok

viszkozitasi egyiitthato: n, térfogati viszkozitasi modulus: K,
relaxacios ido: T, térfogati relaxacios ido: Tos
gyorsulasi egyiitthato: 0, térfogati gyorsuldsi egyiitthato: 6.,

Keéplékenységi anyagallandok

képlékenységi modulus: G G oG

pl pl =
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Sziikséges még az anyagra jellemz0
képlékenységi hatar: WJ', — torzulasi deformacids munka,
teljesen kifejlodott képlékenység hatara: W} — térfogati rugalmas munka,

tonkremeneteli hatar: /, —torzulasi disszipacids munka

értékének ismerete.

Az L/t' tonkremeneteli hatarérték az értelmezési tartomény felsé hatarat adja meg,

vagyis azt a hatart, ameddig az anyag kontinuumnak tekinthetd, s az anyagjellemzok
értelmezhetok.

A [VAN-ASSZONYI (2008)] 21. oldalon 1évé 1. brajat alapul véve, a deformaciok tar-
tomanyanak felosztasat a kovetkezé mddon tiintettiik fel, egy olyan mechanikai palya
mentén, ahol a # = 0 id6ponthoz a deformalatlan és terheletlen allapotot rendeltiik hozza.

! ! max ! z
W =w, w,=Ww, v =Y
............................................. Az anyag Tokéletesen kifejlédoit
Térfogati osszenyomhatd képlékenység zondaja
. deformaéciok: de, /dt+#0 de,/dt =0
st K Kv, To 90 o = gtx)nax Deformécidk feJlédése
=09 o o O >/
' o i Rugalmas | Képlékeny dllapotii anyag | Toredezett (ténkrement)
Torzulasi ; zondja : Sndj
doformacidk: zona i g / anyag zondja
erormaciok: G n T 0 Gpl; Mol T, 0 -

A folytonos deformaciok tartomanydnak felosztasa

Ez a felosztds azonban csupan tajékoztatd jellegli, mivel az abrazolttdl eltérd esetek
tomkelege fordulhat eld, amelyek az anyagtulajdonsagoktol fiiggnek, vagyis az anyagtu-
lajdonsagokat reprezental6 anyagéallandokban visszatiikroz6dnek. Ezek a kovetkezok le-
hetnek:

(a) NINCS RUGALMAS ZONA: a marado deformacidok mar a deformaciok kezdetén megje-
lennek, vagyis W} =0, s ilyenkor ,,nullatél” a tonkremenetelig képlékeny allapot

van, ekkor 2G és 3K értéke zérus, csupan 2G,; és 3K, értelmezhetd.

(b) NINCS TOKELETESEN KIFEJLODOTT KEPLEKENY ZONA: Ez az anyagtulajdonsagoktol
fligg, mert van olyan anyag is, amelynél hamarabb bekovetkezik a tonkremenetel,
minthogy 0sszenyomhatatlanna valna.
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(c) NINCS KEPLEKENY ALLAPOT A TONKREMENETEL ELOTT, vagyis még a rugalmas alla-
potban bekdvetkezik a torés. Ez akkor lehetséges, ha az anyag torzuldsi disszipacios

munkajanak 1/t' hatarértéke hamarabb bekdvetkezik, mint hogy a torzulési defor-
macios munka értéke elérné a W/l- hatarértéket. Ezt a jelenséget jol ismerjiik, s a ri-
deg torés, a kifaradasi torés cimsz6 alatt emlegetik. Ennek oka a kétféle munkakife-

jezés (W) jellegének eltérése. A
, &
W =[Yode
0

értéke az igénybevételtdl fiiggden novekedhet és csokkenhet egyarant. Az érté-
ke azonban monoton novekszik, de legalabbis nem csdkkenhet. !

Felvethetnénk olyan esetet is, mint pl.

(d) A KEPLEKENY ZONA ES A TOKELETESEN KEPLEKENY ZONA AZONOS. Ez azonban any-
nyira valdsziniitlen eset lenne, hogy nyugodtan kizarhatjuk. Korabbi kiadvanyunk-
ban [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 143-145. old.] ezt az esetet targyaltuk. Azonban
annak elméleti tisztazasa, hogy ez esetleg lehetetlen, vagy milyen specidlis esetek-
ben lehetséges, még varat magara.

(e) KEPLEKENY DEFORMACIOK MAR KEZDETTOL FOGVA JELENTKEZNEK. Sokan érvelnek
mellette, mondvan, hogy egy darabig nagysagrendekkel kisebb a maradé deforma-
cio, €és igy nem is észleljiik a rugalmas mellett. Ez annak felel meg az dbrankban,
hogy a képlékenységi hatar a deformalatlan hatarhoz ko6tddik. Ez viszont felveti azt
a kérdést, hogyha egyszeri terhelés, majd az ezt kdvetd tehermentesités utan észle-

liink egy ¢ deformaciot, akkor a kdvetkezd — ugyanilyen ciklus utdn — mit ész-

marado

leliink? Semmi t6bb maradot, vagy még egyszer ugyanennyit?

A kovetkezOkben a rugalmas-képlékeny tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-féle
(standard) modell tulajdonségait probaljuk feltdrni. A masodrendl idéderivalt nélkiili —
o+ 16 =2G¢ +2né — standard modellt mar alaposan kielemeztiik. Kérdés, hogy mit
eredményez az (1b) egyenlet jobboldalan fellépd 6¢ tehetetlenségi tag? A képlékeny
tartomdnybeli viselkedés leirdsdval pedig még teljes egészében adosak vagyunk, lesza-
mitva néhany batortalan utalast a nem tehetetlenségi standard testnél [SzaRKA (2006),
154. old.].

A targyalt reologiai modellek vizsgalata technologia szempontbol is nagyon fontos.
Egyrészt onmagukban is alkalmasak hagyoményos laboratoriumi kisérletek (lasd pl.

' J6 példa erre egy olyan terhelési sorozat, amelynek végén visszajutunk a kiindulasi helyzetbe. A terhe-
1és-deformacié gorbe altal bezart teriilet (a hiszterézis) a disszipacidos munka. Ez minden korfolyamatnal
allanddan nd, annak ellenére, hogy a deformacids munka értéke allando.
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[CSATAR, 2008]) finomabb elemzésére, masrészt kontinuummechanikai alkalmazasuk
konkrét mérnoki problémdk elemzésekor sajatossagaik esetleg kvalitativen befolydsol-
jék az adott mérnoki konstrukcio (pl. alagut) talaj és kdzetkornyezetének megértését.
[VAN-SZARKA, 2006].

A) AZ ANYAGTULAJDONSAGOK RUGALMAS ALLAPOTBAN
AZ ANYAGEGYENLET MEGOLDASA W =( ESETERE

A KIINDULAS. Az elsd 1épésben a anyagtorvény (tehetetlenségi standard test) ru-
galmas tartoményban érvényes alakjabol indulunk ki, amelyet az (1b) egyenletbdl a
WV = 0 helyettesitéssel kapunk:

@ o+10 =2Ge +2né +0¢&,

c,+7,0, =3Ke, +3K ¢, +0,&,.
Mivel a (4) torzulasi és térfogatvaltozasi egyenlet az anyagallandok kiilonboz0ségét le-
szamitva teljesen azonos alakl, az egyszerliség kedvéért az anyagegyenlet torzuldsi
allapotra vonatkoz¢ alabbi skalar egyenletébdl indulunk ki:

®)) o+170=2Ge +2ne+0¢.

Ezt a kérdést eddigiekben csupdn a o +70=2Ges +2n¢ normal standard modell

alapjan targyaltuk, amikor az anyag tehetetlensége nem jatszott szerepet.

A kovetkezokben a tulajdonsagok elemzését — a laboratoriumi kisérleteknél megszo-
kott formaban — két kiilonb6zo estre bontva targyaljuk:

- egyrészt, amikor a kiilsé hatast az elmozduldsokkal, illetve deformalassal allitjuk
eld, s ezt nevezziik deformdciovezérelt esetnek;

- masrészt, amikor a kiilsé hatast terhelésvaltozassal allitjuk eld, s ezt nevezzik ter-
helésvezérelt esetnek.

A modellrdl alkotott képek a normal és a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-test
esetében mindaddig azonosak, amig a 8¢ tag hatasa fel nem 1ép. Ennek megfelelden az
egyenletes sebességli terhelés, vagy deformalas, a fesziiltség allando értéken tartasa — az
un. kiiszas —, illetve a deforméacio allando értéken tartasa — az Gin. relaxécié — jelensége a
két modellnél azonos. E miatt a € tehetetlenségi allando hatasa kovetkeztében fellépd
anyagtulajdonsagokra csak a gyorsulésra és a periodicitasra vonatkoz6 kisérletek adnak
felvilagositast.
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1. DEFORMACIOVEZERELT ESET

A FELADAT MATEMATIKAI MEGFOGALMAZASA. Ekkor a

5) oc+10=2Ge +2nc+0¢

differencidlegyenletben o az ismeretlen, ¢ pedig adott fiiggvény. Az egyenlet
(6) t6+o=g, >0

alakban irhat6 fel, amelynek G(O)=GO kezdeti feltételt kielégitd megoldasat keressiik

adott g = g(¢) mellett.

A (6) elsérendii differencialegyenlet o(0)= o, feltételt kielégité partikularis megol-

dasa az alabbi alakban irhato fel:

1 1 1
——t

t , t Lo,
- - ()
@) ot)=c © ljg(t,)e/ dt' + o, =ljg(t,)e,’ Zdr'+aoe T
o o

A megoldas specialis g =g(¢) fliggvények esetén integralas nélkiil, algebrai uton is
eléallithato (1d. Fiiggelék 1.).
A kovetkezokben az anyagtulajdonsdgok megismeréséhez kiilonboz6 g = g(¢)

fiiggvények esetét vizsgaljuk meg, amelyek az anyagallandok meghatarozasara szolgalo
laboratériumi anyagvizsgalat soran eléfordulhatnak.”

1.1. ALLANDO DEFORMACIOGYORSULAS

Legyen ¢ =%at2, ahol a>0 éalland6. Ekkor ¢ =at, &=a, tehat a deformdcid

gyorsulésa allandé. Ebben az esetben g(t) = Gat® + 2nat + Oa, és a megoldas, a Fligge-

1ék 2 1.1 pontja alapjan,
P
(8) oc=0o(t)=—Ce * +At* +Bt+C,

ahol az 4, B,C egyiitthatok:

) A=aG, B=2aG(%—r}, C=ab-1B=ab-2a(n-Gr).

% Kivételt képez az allandé deforméaciogyorsulas, amelyet azért érdemes vizsgalni, mert ebben az esetben
jelentds az eltérés a mar sokat vizsgalt POYNTING-THOMSON-féle, un. standard modell és a tehetetlenségi
standard modell kozott.
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1
-t
Mint l4thato, a (8) megoldas két részbdl all. Az els6 —Ce 7 exponencidlis rész nagy ¢

esetén elhanyagolhaté az At* + Bt + C rész mellett, mivel 7 és ¢ egyarant pozitiv. Ezt
a részt atmeneti, vagy tranziens résznek is nevezik. A masodik rész, amelyet allandosult
résznek is neveznek, nagy ¢ értékeknél mar a megoldas dontd részét teszi ki.

A tranziens rész exponencidlis csokkenésének (csillapodasanak) mértékét a kitevo-
ben 1év6 1/7 tényezd jellemzi. Ha 7 értéke kicsi, akkor a csillapodas erds (gyors), ha
nagy, akkor gyenge (lassu).

A (8) megoldasbodl szépen latszik, hogy a o = G(t) fiiggvény gorbéje nagy ¢ ér-
tékeknél aszimptotikusan simul a o, = At> + Bt + C parabolahoz amiatt, hogy az at-
meneti rész ilyen ¢ értékeknél mar elhanyagolhato.

A (8) megoldasnal eleve feltételeztilk, hogy #>0. A feladat természetébdl
kovetkezik, hogy a G,n, 6,7t anyagéllandok pozitivak, és a > 0. Ennek kovetkeztében
A>0, B>0, de C érteke egyarant lehet pozitiv, negativ vagy nulla. Els6sorban az ér-

dekel benniinket, hogy a C egyiitthato értékét a € tehetetlenségi allandé hogyan befo-
lyasolja. A C = a[@ —(2n - 2Gr)r] Osszefliggésbol lathatod, hogy ha C =0, akkor

(10) 0 =0 é(Zn—ZGr)r=2Gr(%—rj>O.
A C egyiitthato tehat itt valt el6jelet.

AC AOC AC

Cc<0

/

arctg B*

fo 4 /4

arctg(£+B) 7]
T

\J

N\

arctg(£+B)
T

(b)

1.

abra

c/ (©)
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Az 1. abran a (8) megoldas gorbéi lathatok a harom jellegzetes esetre. Ennek meg-

felel6en

ha 6<6,,,.

ha 6= akrit ’

ha >0,

akkor C < 0, az anyagi kozeget ,,talcsillapitott” jelzdvel illetjiik (v.o.
az el6z6 két tanulmanyban kozoltekkel), s a o(¢) gorbe feliilrél simul
az aszimptotahoz (/.(a) abra);

akkor C =0, s a o(t) gorbe és az aszimptota egybeesik (/.(b) abra);

akkor C > 0, az anyagi kozeget ,alulcsillapitott”-nak tekintjiik, s a
o(t) gorbe alulrdl simul az aszimptotdhoz (/.(c) abra);. Ez utdbbi

esetben a gorbének inflexids pontja van a

247> 267
0+2Gt* - 2nt

(11) Ly =—T1n

helyen (idépontban). Az inflexiés pont a C (azaz a 6 ) novekedésével
kifel¢ tolodik az id6ben. (Mivel ez az abran nem vehet6 ki, ezért a (¢)
abra ala eltorzitva — 6sszenyomva — kirajzoltuk.)

Az ¢= %at2 felhasznalasaval a (8)-bol a o fesziiltség a ¢ helyett az ¢ fiiggvényében

is felirhato:

(8a)

Yy A o=0(g) gorbe alulrél konkav (2. dbra),
/ aszimptotéja a

J/
/ o, I=%8+B‘/28+C
a

a

/

gorbe (2. abra).

'(‘0

Kiilonb6z6 € tehetetlenségi allandok esetén a

N
/

aszimptota: oy = o4(&)

o=0o(t) és o =0o(g) gorbéket a 3. dbra mutatja.
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Ao 500 30w 20k 0., A 560k 30wu 20 O

ava

/ 0=0 /9:0
/Z yd ’ )/

3. abra

1.2. ALLANDO DEFORMACIOSEBESSEG

Legyen most ¢ =a =4llando, a > 0. Ekkor € =0, ¢ =at + ¢,. Induljunk ki a defor-
malatlan allapotbdl, azaz legyen ¢, =8(O)=O, ¢és igy az (5) differencialegyenlet (az
anyagtorvény)

(12) o +16 =a(2Gt +27).

A (12) egyenlet 5(0)= 0 feltételt kielégitd partikuldris megoldasa (1d. Fiiggelék 2
1.2 pont):

1 1
—t

- ——t
(13) o=0(t)=B/1-e 7 |+At=—Be 7 + At+B,
ahol A=2Ga, B=2Ga(%—rj.
A t =¢ /a helyettesitéssel
HEE I
(14) oc=o(e)=B|1-e 47 |+ ¢,
a

Ezeket a megoldasokat részletesebben kiirva,
n -
(15) 0=a(t)=2Ga t+ E—T l-e 7 |},

(16) o =o(e)=2G 8+a(%—rJ l—¢ ar
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A o(g) gorbék a 4.dbrdan lathatok
a két sz¢€Iso €s két kozbiilso esetben:
— ,,nagyon lassu” esetben, amikor a

deformaciosebesség kozelit nulldhoz,
azaz ¢=a—0

— ,,hagyon gyors” esetben, amikor a
deformaciosebesség végtelenhez ko-
zelit, valamint

—,,koztes” deformacidsebességeknél.

A o(g) gorbe az un. dinamikus
rugalmassadgi modulusnak megfeleld
2G,;, =2n/r irdnytangensii érintével
indul, ¢és a statikus rugalmassagi
=2G

iranytangensi aszimptotdhoz tart.

modulusnak megfelelé 2G

stat

Az elmondottak az alland6é deformacidsebességgel torténod felterhelésre vonatkoztak.

Allando deformaciosebességgel torténd ,tehermentesités” esetén a kovetkezd a
helyzet.

A 0<t<t, intervallumon torténd felterhelés sordn az anyag a ¢, id6 alatt a
(0'0, 50) allapotba jutott, ahonnan ¢, utdn 4&lland6 & =-b(=4allando), b5>0
deformaciosebességgel tehermentesitiink (7, —¢,) idOtartam alatt. Mivel ekkor

g=¢g,—b(t—t,), ezért az (5) egyenlet
16 +0 =-2Gb(t —t,) +2Gs, —2nb

alaku lesz, melynek a a(to ) =0, feltételt kielégitd partikularis megoldasa

t—ty

(17) o=0(t)=(c,—Ble * +A4(t—t,)+B, t>t,>0,
illetvea t—¢, =— £ % helyettesitéssel

LR el
(18) oc=0(g)=(c,-Ble ™ -4 +B, &£<g,>0,

b
ahol

A =-2Gb, B =2Ge,+ A'(%—rj = 2Ge, - 2Gb(%—7).
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EoC

0¢C
o3

02
5. abra Oi

A felterhelés és a tehermentesités szakaszéban — tehat a [0,,,¢,,2;] intervallumokon —
érvényes ¢=¢(t) € o =o(t) fliggvények jelleggdrbéi az 3. abran lathatok, kiilon-
b6z6 ¢ =b esetén. A ¢, helyen (idépontban) a bal oldali és a jobb oldali gorbék foly-

tonosan csatlakoznak egymashoz. Lényeges, hogy a tehermentesités soran a o(¢) fe-
sziltség eldjelet valt még azeldtt, mieldtt a deformdaciod a nulla értéket elérné. Ez azt

jelenti, hogy a felterhelés utan (a ¢, idépontban) el64allo linearis deformacidcsokkenést

az anyag csak a fesziiltség eldjelvaltasaval tudja kdvetni.

Ennek az az oka, hogy a felterhelés (pon-
tositva a feldeformalds) utdn a magara hagyott A 7 o=0(
anyag elvileg csak végtelen 1d6 alatt valik fe-
sziltségmentessé. A linearis deformacié mentesi-
téssel viszont ezt a fesziiltségmentes allapotot vé-
ges id6 alatt kényszeritjik rd az anyagra, ami
csak a fesziiltség eldjelvaltasaval kovetkezhet be.
A 6. dbra a o(g) Osszefiiggést szemlélteti mind a

felterhelés, mind a tehermentesités szakaszaban.

Jelolje O'(O;b) azt a fesziiltségértéket, amely a

tehermentesités soran az ¢ =0 ¢értékhez tartozik
tetszoleges b esetén. A (18) képletet felhasznalva

6.abra

o(0:5) = (0'0 - B')ezg - 2Gb(%—f} .

Ha o, és ¢, pozitiv, akkor o(b) negativ b minden szdbajohetd értékénél, és

lim o (0;5) = 0, lim o(0;0) = o, — 2—7780 .
b—0 b—x T
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1.3. ALLANDO DEFORMACIO (RELAXACIO)

Tételezziik fel, hogy a 7, idopontban a deformacio elérte az g, értéket, €s ezutan
alland6 marad. A ¢ > ¢, intervallumon tehat ¢ = g, allando, és igy & =0. Ekkor az (5)

egyenlet alakja

Ha a ,feldeformalas” példaul az el6z6 szakaszban leirt modon, vagyis az & =at Ossze-
fiiggés szerint tortént, akkor a #, idOpontban a fesziiltség értéke a (14) alapjan szami-
tott o, =o(t,) érték. Keressiik tehat a (19) egyenlet megoldasata o(t,) = o, felté-
tel mellett. A megoldas (1d. Fiiggelék 2 1.3 pont):

=ty

(20) o=(0,-2Ge,)e  +2Ge,, (21,

A megoldas allandosult része a o, :=2Gg, tag, amelyhez t—> oo esetén a fe-

sziltség konvergal. A 7. abrdn mind a felterhelési, mind a relaxacids szakaszon érveé-
nyes o=o0(g), o=o(t) fliggvények jelleggdrbéi lathatok.

A o
é—)oo
0<é‘h<oo
&30
0

7. abra
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t, > t, helyen (idépontban) megsziintetjiik, és ettdl kezdve az

Ha a relaxaciot a
(g, =&y, b>0),

& =¢ —b(t—1t) Osszefliggés szerint csokkentjiik a deformaciot
akkor a 7 > ¢, intervallumon érvényes megoldas formailag megegyezik a (17), ill. (18)

megoldasokkal, azzal a kiilonbséggel, hogy o, helyére a (20)-bdl szamitott o, = o(¢,)

kerul.

0 t H 153
8. abra

A 8. abra egy haromszakaszos deformdcio-valtozatot mutat be. Az ennek megfeleld

o=0(t) és o =0(g) gorbék a 9. és 10. abran lathatok.

As

oo
(o)

'C‘o

9. abra 10. abra

A 10. abran a o(g) gorbe jellegzetes pontjai mellett feltiintettilk az aktudlis 1d6-

pontokat is.

1.4. A DEFORMACIO PERIODIKUSAN VALTOZIK

Legyen most &=¢gysinwt, vagyis a deformécid periodikusan valtozik. Ekkor

E=gywcoswt, &= —80602 sinwt, €sigyaz (5) egyenlet

21D TG’+0=(2G—9(02)80 sinwt + 2negwcos wt = f(t).
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A o(0)=0 feltételt kielégitd partikularis megoldas
1
—t
(22) o=—-Ae * + Acoswt + Bsin wt

(v.0. Fiiggelék 2 1.4 pont), ahol

4= a)(277 -2Gt+ 91’6{)2) _2G+ 2771(02 — b0

&, B gp.
1+ 7%’ 0 1+7%202 0
A (22) megoldas felirhato
1
(23) o=—Ade © +\A* + B? sin(wt + @), tggsz, O<p<nm

alakban is. Igazolhat6 tovabba, hogy

4n’w® + (2G - 60w?)? .2

(23a) A% + B? = ;.
2602

1+7

Mind a (22), mind a (23) megoldasbol lathato, hogy nagy ¢ értékek esetén az
exponencialis rész elhanyagolhato, €s ezen a tartoméanyon a o fesziiltség gyakorlatilag
tiszta szinuszos rezgésként jelenik meg, ugyanakkora (@) korfrekvenciaval, mint az &

deformacio, de ahhoz képest ¢ fazissietéssel.

Itt 1ényeges megjegyezni, hogy bar a gerjesztés fizikailag az & =g sinwt torvény
szerint torténik, az anyagtorvénybdl szdrmaztatott (21) egyenlet jobb oldalan a gerjesz-
té figgvény f(¢) (ésnem &(¢)) &ll, amely ¢ elsé és masodik derivaltjat is tartal-

mazza. A matematikai modell tehat 6sszetettebb modon irja le a jelenséget.

Mivel nagy ¢ értékek esetén a (23) megoldas igen jo kozelitéssel
(24) o, =VA* + B* sin(wt + @) =V A* + B* cos(wt+gp—%j,

ezért ezt a kozelité megoldast érdemes Gsszehasonlitani az f(¢) gerjesztd fliggvénnyel.

frjuk fel azt
f(t)=Rcoswt+ Ssinwt, R=2nwe,, S=2G- 9&)2)80

alakban. Az elébbihez hasonlo atalakitassal

2
(25) f(t)=VR*+S*sin(wt+y)=VR* +5* Cos(a)tﬂ// —%] v = arctg— 19

2G - 00®

A (24) és (25) formulakbol leolvashato, hogy f(t) és o, korfrekvencidja (o)

megegyezik, igazolhatd, hogy \/ A* +B? <\/ R?>+S8%, tovabba @<y, ami azt
jelenti, hogy o féazisban késik f(¢)-hez képest. A késés mértéke: y —¢.
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Mindezekhez az eredményekhez mas uton is eljuthatunk. Ehhez irjuk fel a (21)
egyenletet gy, hogy a jobb oldalra az f(¢) fiiggvény (25) alakjanak szinuszos vagy

koszinuszos valtozatat irjuk. Legyen példaul

(26) 16 +0 = fysin(wt +y), fy =\/R2 +52 z\/4,72w2 +(2G—6’a)2)250,

Innen latszik, hogy a gerjeszt6 fliggvény (a bemend jel) amplitddoja f,, korfrekven-
cidjja o, a kezddfazis w . A lényeges valtozas az el6z6 eljarashoz képest az, hogy a
(26) egyenlet ama partikularis megoldasat, amely nagy ¢ értékeknél igen jo kozelitése a
(26) egyenlet altaldnos megoldasanak, most

o, = By sin(wt + @)

alakban keressiik, ahol a B amplitad6 és a ¢ kezddfazis ismeretlenek. Ezeket abbol
a feltételbdl hatarozzuk meg, hogy a o, (¢f) fliggvényt behelyettesitve a (26)
egyenletbe, azonossagot kapunk. Jelen esetben
27 Byt cos(at + @) + By sin(wt + @) = f sin(ot +y).

Ennek az egyenletnek a bal oldalat alakitsuk at egyetlen szinuszos rezgéssé:

Byt cos(wt + @) + B, sin(wt + @) =

T

= B,V1+ ’w? [sin(wt + (p)-;+ cos(wt + @) - ———
V1+72w?

\/1+t2a)2

= B,V1+ o’ sin(wt +p+a), Iga = 1.

1=

Ezt beirva a (27) egyenletbe, a

ByV1+ r2w? sin(or + p+a)= fjsin(ot +y)

azonossagot kapjuk. Innen

25\2 2 2
BN1+7°0® =fo,=>Bo=¢%:\/(2G_?w )2 24" Y e =NA B,
1+7°w tTw

pra=y=>p=y—-a .

Ezeket felhasznalva,

(28) o8 =Lsin(a)t+l// —-a).

\/1+r2w2

Ebbdl az eredménybdl a kovetkezok olvashatok ki: nagy ¢ értékek esetén az  f(¢)

bemend jel (gerjesztd fliggvény)

s 1 . . [
- amplitidéja —————- szeresére csokken, azaz A” + B = fo

\/1+r2a)2 \/1+T2a)2 ;
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- korfrekvenciaja valtozatlan marad;

- akimend jelhez képest @ szoggel siet, vagyis o (¢) az f(¢)-hez képest a szoggel
késik.
Mint lathato, ezzel az eljarassal kényelmesebben juthatunk lényeges informa-
ciokhoz.
Gyakori az az eset, amikor a (21) egyenletnek csupan a o, alakl partikularis

megoldasara van sziikség. Ekkor célszerlibb ezt az eljarast, esetleg ennek egy — komplex
szamokat is felhasznald — valtozatat alkalmazni. A (26) egyenlet jobb oldalara f ko-
szinuszos valtozata is irhato.

PELDA. Legyen G =1500MPa, 7n=7500MPa min, 6 =100MPa min®, 7 =2min,
w=1min", &,=0]1. Ekkor 4=184 MPa, B=658 MPa, V4> + B> =683,2423 MPa,

tgp =0,2796 = ¢ =15,6229° =0,2727 Rad.
A o0(0)=0 feltételt kielégit6 megoldas a (22) szerint (min és MPa egységekben dolgozva):

o(t)=—184e *' +184cost +658sint, 1>0.
A megoldas atmeneti (tranziens) része — 184¢ 01
nagy ¢ értékeknél igen jo kozelités:
o =184 cost +658sint = 683,2423sin(z +0,2727) = 683,2423sin(t +15,6229°).
A gerjeszto fliggvény:
f(t)=Rcost+ Ssint=1500cost +290sint =1527,7762sin(t + 79,0578°) ,
tehat f, =1527,7762, v =79,0578° =1,3798 Rad.

A tga=tw képlet alapjan « =arctg2 =63,4349° =1,1071Rad. A o, () késése az

. Az allandosult (stacionarius) rész, amely

f(¢) bemend jelhez képest v — @ =63,4349°, amely megegyezik « értékével.
Ellendrzésképpen irjuk fel méga o, fiiggvényta (28) képlet felhasznalasaval.

1527,7762

G

Mint lathato, jelen esetben f(¢#) amplitaddja \/g -0drészére csokken.

sin(z +15,6229°) = 683,2423sin(z +15,6229°).

A 11. abra kozel alakhelyesen szemlélteti a példaban szerepld
o (), f(1),0()
¢sa

40t

O-exp -

fliggvényeket.

Nyilvanvald, hogy csak a >0 intervallumon érvényes gorbék érdekesek
szdmunkra. Az a =y — ¢ késés barhol kijelolhetd a ¢ tengely mentén.
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Tekintsiik most a kozelité megoldas (29) o, = Acoswt + Bsin wt

AOC

alakjat és az
E=¢&qsinwt
deformaciot.

Bevezetve az

& .
—=Smwt=x, o =Yy
€o

jeloléseket, a (29) felirhato

y=AV1-x% + Bx

alakban, amelybdl kis
atalakitassal az

11. abra

(A% + B*)x* = 2Bxy+y* —4* =0
alakot kapjuk.

12. abra.

Ez egy olyan ellipszis egyenlete, amelynek féltengelyei A/\/i_l , A/\|A,, anagyten-
gelye pedig az x tengellyel & szoget zar kozre, ahol A, és A, a
22— UA*+B*+1)+ 4% =0

-2B
A* +B* -1
hogya o=0(¢) gorbe az id6 novekedésével mind jobban kozelit az

egyenlet gyokei, és tg20 = . Az ellipszis teriilete |A|7r . Mindez azt jelenti,

(A2 +B2)520,f —2Bgye0, +e,04 —A*ey =0

ellipszishez, végtelenszer megkeriilve azt (/2. abra és 13. abra (a)-(d) része).
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A 6(8) gorbe abrazoldsaval kapcsolatban megjegyezziik, hogy a mi gyakorla-

tunkban A4 értéke 1-nél mintegy két nagysdgrenddel nagyobb (szokasos egységeinkben
dolgozva). Ennek kovetkezménye, hogy az emlitett ellipszis igen ellapult, és nagyten-

gelye az abszcisszatengellyel kozel 90°-0s szoget zar be. Ezért a tényleges abrazolashoz

célszerli az ordinatatengelyekre a & —__ 9% ¢értékeket felvinni. Ezzel elérjik azt,
V4* + B?

hogy ez a hatarellipszis a [-1,1] x [-1,1] zart négyzettartomanyba esik (& = &/g, valtozo

eleve a zart intervallumban van), tovabbé a 6 szdg is felrajzolhatova transzformalddik.

A 13. abrat ennek megfelelden szerkesztettiik meg.

1,2 : 12

1 -
0 = 0 esetén 0 = /5 Okritikus €setén

0,8 0,8 4

y

-0,4 -0,4
-0,8 A -0,8 A
Lecseng 3 ciklus utan / Lecseng 4 ciklus utan
1.2 | S R R S N S—
-1,2 -08 -04 O 04 08 12 -12 -08 -04 O 04 08 1,2

13.(a)-(b) dbra

1,2

1,2
O = O wiiti esetén ,
kritikus a O = 20 kritikus €Setén
08 08 2\
L]
0,4
, 0,4 /
0 - o /
-0,4 -0,4 / /
-0,8 - -0,8 A
Lecseng 5 ciklus utan / Lecseng
6 ciklus utan
12 | | | Lo LD ! ! ‘ ‘

t—
-1,2 -0,8 -0,4 (0] 0,4 0,8 1,2 -1,2 -0,8 -0,4 (0] 0,4 0,8 1,2

13.(c)(d) dbra
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15 I

deformacio fesziiltségek

RN NN
0 \<§9:15mm 7 \\\
y 4

-1 2
\/
9> 201 \;::22;7/

-1,5

az id6é

13.(e) abra

Az ébra (a)-(d) részén négy kiilonbozd O értékhez tartozod 5(5 ) gorbét abrazoltunk.
Szépen latszik rajtuk, hogy az origobol indulod 5(5 ) gorbe az id6 eldre haladtaval

hogyan kozeliti a vastagabb vonallal rajzolt hatdrellipszist (aszimptotikusan hogyan
simul hozzd). Az 4bra (e) részén a kiilonb6zo 6 értékhez tartozo 5(1) gorbék és a vastag

vonallal rajzolt & (z‘) =¢/gy =sinwt gorbe lathatd. [Az 4brahoz hasznalt értékek:
2G = 4000MPa, 217 = 60000MPah, 7 =10h, 6, =176000MPah*, @ = 0,1 Hz .]

Végiil megvizsgaljuk azt, hogy a o4 = Acoswt+ Bsinwt amplitadoéja (B;) és
faziseltolodasa (¢ ) hogyan fligg w-tdl. A (24)-b6l és a (23a)-bdl lathato, hogy

2.2 2 .2
BO:\/A2+BZ:\/(2G Oo7)” *an"0" . _p ().

1+ 70

A paraméterek valtozasaval nyilvan valtozik B értéke is. Csupan az @ paraméter

valtozasa esetén az aldbbiak allapithatok meg:

1. Feliilrdl nem korlatos, tehat ha @ elég nagy, akkor B, is nagy.
2. A Bjy(w) gorbéje aszimptotikusan simul a 6w/t egyeneshez.

3. Helyi sz¢éls6érteke @ = 0 -nal van, tovabba azokon a helyeken lehet, ahol

, 04407 —4c2 (> —GO-Gr?)

w
or>

Jeldlje ennek egyetlen pozitiv gyokét ;.

Ha 772 ~GO-G*r? <0, akkoraz w=0 helyen B, -nak helyi maximuma,
az o = w; helyen pedig helyi minimuma van. A maximum értéke max B, =2Gg,

a minimum értéke min By = B, (w,) . Ezt az esetet a /4.a) dbra mutatja.
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(a) (b) (c)
14.abra

Ha 772 ~GO-G*r%2>0, akkoraz w=0 helyen minimum van, és mas helyen
nincs sz¢élséérték. A minimum értéke min By = 2G¢g(. Ez az eset a [4.b) dbrdn

lathato.

4. Ha 6=0, akkor

o -

B, =\/4772a)2 +4G?
1+7%0?

Ebben az esetben B, korlatos, gérbéje aszimptotikusan simul a B, =2n/r
egyeneshez. Az =0 helyen minimuma van, és minB, =2Gg,. Ez a gorbe a
14. (c) abran lathato.

A kozvetleniil is szemléletes jelentést hordozo ¢ faziseltérés frekvenciafiiggése
kvalitative egyszeriibb. A gyakorlat szdmara legérdekesebb G >0, n—-Gr >0,
0 > 0 paramétertartomanyt tekintve, @ -t 0-r6l fokozatosan novelve, ¢ a 0 értéktol
indulva szigorGan monoton novekszik. Nagyobb 6 érték esetén ¢ ndvekedése
gyorsabb. @ — oo -re a ndvekedés 6 < 2nt esetén a /2 értékhez, € > 2nr esetén

a m értékhez konvergal.

2. TERHELESVEZERELT ESET

A FELADAT MATEMATIKAI MEGFOGALMAZASA. Az el6z0 szakaszban targyalt
feladattal ellentétben a

(30) 0¢ +2ne +2Ge =0 + 10

differencidlegyenletben & =e&(¢) az ismeretlen fliggvény, mig o a ¢ valtozonak adott

fliggvénye. Keressiik tehat ennek a masodrendii differencidlegyenletnek a megoldasat az
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e(0)=¢g,, €(00)=¢, kezdeti feltételek mellett. Az egyenletben valamennyi egyiitthatot

pozitivnak van tekintjiik. Legyen f (t) =0+710.
2.1. ALLANDO FESZULTSEGGYORSULAS

Valasszuk a fesziiltség (a felterhelés) sebességét linearisnak a 6 =at fiiggvény

2

szerint ugy, hogy o(0)=0 legyen, a>0. Ekkor azéat . Ebben az esetben

1
JAO) zaat2 +7at, ésa (2.1) egyenlet

(31) 6’<§+2né+2G8=%at2+rat.

Keressiik ennek az egyenletnek az £(0) =0, £(0) = ¢, feltételeket kielégito partikula-

ris megoldasat. A Fiiggelék 2-ben tomoren Osszefoglalt megoldads mogé a kdvetkezd be-
tekintést adhatjuk.

A 0% +2né+2Gs=0 homogén egyenletnek van &=e"" alaki megoldasa. A

karakterisztikus egyenlet: Or’ + 2nr +2G =0. Ennek gyokei

gl 260 o260

7 , Iy =
1 0 ? 0
A homogén egyenlet altalanos megoldasa:
(32) g, =Cie" +Cyre™, C,,C, tetszdleges allandok.

Mivel a (31) inhomogén egyenlet jobb oldala masodfoku polinom, ezért ennek az
egyenletnek egy partikularis megoldasat masodfokt polinom alakjaban, azaz

(33) e=At> +Bt+C

alakban kereshetjiik, ahol A4,B,C egyelOre ismeretlen allandok. Behelyettesitve ezt a

(31) egyenletbe, a kapott azonossagot kihasznalva, az ismeretlenekre az

A:L’ B:—_a l_f , C=—iB—ﬁA
4G 2G\ G G G

értekeket kapjuk. A (31) inhomogén differencidlegyenlet altaldnos megoldasa a (32) és
(33) fiiggvények Osszege, azaz

(34) e=Cie" +Cre + At* + Bt +C.
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Az ¢€(0)=0 és ¢£(0)=¢g, kezdeti feltételeket kielégitd partikularis megoldast
akkor kapjuk, ha a (34)-ben

-nC+B-¢ C-B+e¢
C = " 0 szﬁ 0

=N =N
Ebbdl az eredménybdl lathatd, hogy mindez csak akkor érvényes, ha r, #r1. Az

r, =1 egyenléség csak akkor kovetkezhet be, ha 772 —2G6=0. Ekkor a homogén

egyenlet altaldnos megoldasa
g, = Cie" +C,te" =(C, +Cyt)e.

A karakterisztikus egyenlet gyokeit valosnak tételeztiik fel. El6fordulhat azonban az
az eset, amikor a gyokok komplexek. Ha r =a +if3, r, =a —iff komplex szamok,
akkor a homogén differencialegyenlet altalanos megoldasa

g, =Cie* cos pt + Cre*' sin ft, a<O0.
Ennek kovetkezményeit a 2.4. szakaszban részletezziik.

A kiindulasnal eleve feltételeztiik, hogy 6 # 0. Igazolhatd, hogy ha € — 0, akkor

) 1 -
a (31) egyenlet megoldasa a 2n¢ +2Ge = Eat2 +7at egyenlet megoldasahoz tart.
Az elvi kiilonbséget is jelentd &, szerepe is gyorsan lecseng.

A karakterisztikus egyenlet (valds) gyokei negativak. Ennek kovetkeztében a
megoldasok exponencialis tagjai ¢ novekedésével er6sen csokkennek, és elég nagy ¢
esetén mar el is hanyagolhatok. Ez azt jelenti, hogy ilyen ¢ értékeknél a o(r) fe-

sziiltségek igen jol kozelithetok a megoldasok stacionarius részével. Ez vonatkozik a
kovetkezd szakaszokban targyalt esetekre is. Kissé bovebben targyaljuk ezt a 2.4. sza-
kaszban.

2.2. A FESZULTSEG SEBESSEGE ALLANDO

Legyen 6 =a>0 éllando, és o =at. Ekkor a gerjesztd fiiggvény f(¢)=at+ar,

¢sa (30) differencidlegyenlet
35) 0 +2ne +2Ge=at +ar.

Az elézbéekhez hasonlé utat kovetve kaphatjuk meg ennek az egyenletnek az £(0) =0 és

£(0)=¢, kezdeti feltételeket kielégitd partikularis megoldéasat, mely most
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(36) e=CeV +Cyre”™ + At +B,

— —Br, + A—-¢ B—-A4+¢
ahol A:i, p=_¢% l—z‘}, C, = ) €0 ’ sz’”l 80_
2G 26\ G ] r -

Egy kiss¢ altalanositva, legyen most o =at + 0. Ekkor a (30) differencidlegyenlet
(37 O +2ne +2Ge=at +o0y +ar.

Ennek az egyenletnek az ¢(0)=¢,, £(0)=¢&, kezdeti feltételeket kielégitd megoldasa:

(38) e=Cie" +Cye’” + A%t + B*,
ahol

A*=i, pr=_411 _, +ﬁ’
2G 2G\ G 2G

C =r2(80 —B¥)+ A% =&, e =r1(B*—gO)—A*+é0 .

I —n I —n

Legyen most a fesziiltség értéke a #; idOpontban o;. Ez bekdvetkezhet akar linearis,
akar mas felterhelés révén. Legyen tovabba a ¢ ># intervallumon o =0, -b(t—-1t,),

b >0 éllandd, tehat linearis tehermentesitésrdl van sz6. Ekkor a (30) egyenlet
(39) O +2ne +2Ge=-b(t—t))+o0, —br, t=t.

Az e(t))=¢;, £(t))=¢ feltételeket kielégitd partikularis megoldasa:

(40) e=Ce""M 4 C e L L't —1)+ B, t21,
ahol
A':__b, B’:ﬂ+i E_TJ,
2G 2G 2G\ G
Clzrz(gl_B’)_él—l_A,, sz_rl(gl_B’)-i_él_A!.

I —n rh—n

2.3. A FESZULTSEG ALLANDO

Tételezziik fel, hogy a fesziiltséga t =¢, id6pontban elérte a o értéket, és ezutan
alland6 marad. A f>t, intervallumon tehdt o =0 4llando, ¢ =0. Ekkor a (30)

egyenlet

(41) 0 +2né +2Ge =0y, 121
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Az ¢g(ty)=¢o, £(ty)= €y kezdeti feltételeket kielégito partikularis megoldas:

(42) £=CV T+ 02T L 4, 121,
—4)-¢ - —A)+é
ahol A:ﬂ’ C, = n (& )— &g , Cy= n(ey )+ &g .
2G =N rh—n

:‘EKéplékenységi hatar

15. abra

2.4. TEHERMENTESITES MASODFOKU FESZULTSEGCSOKKENTESSEL

Tételezziik fel, hogy a #; iddpontban a fesziiltség értéke o, a deformacio értéke ¢,
a t 2t intervallumon pedig a fesziiltség o =0 — Ea(t - tl)2 szerint valtozik (a > 0)
(15.a) abra).

Ebben az esetben a (30) differencialegyenlet

43) eg+zng+zcg:_%aa_fl)2 _art—t)+ 0.

. o s . 20
Mivel a >0, nyilvanvald, hogy tehermentesitésrdl van sz6, és o a t=t,=t, + =t
a

érteknél lesz zérus, vagyis a teljes tehermentesités ekkor kovetkezik be.
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A (43) egyenlet ¢(t))=¢&;, £(t))=¢; feltételeket kielégitd megoldasa:

(44) e=Ce"" 4 Ce? " 4 At - 1) + B(t—1) +C,

ahol

-4 p=Z i—rj, C=— (6, ~204—2B),
4G 26\ G 2G
B—ry(C—g)—é
o =BonCze)=a o

=N I —n

_—B+VI(C—81)+é1

Haa 7<¢ intervallumon torténd felterhelés soran a deformacio értéke a ¢ helyen
&(ty) =&, volt, akkor a (44) fiiggvény folytonosan csatlakozik az el6z6 intervallumon
érvényes &(¢) fiiggvényhez. A derivaltak ¢ helyen valo folytonossaga nem feltétleniil
sziikséges, de &, alkalmas valasztasaval esetleg lehetséges.

A (44) flggvény jelleggorbéjét a 16. (b) abra szemlélteti. Szépen latszik rajta,
hogy a tehermentesités megkezdése utdn a deformdaci6 egy ideig még ndvekszik, majd
utana kezd csokkenni. Ha o zérussa valik, ami a ¢, értéknél kovetkezik be, & érté-
ke még jelentOs lesz. Ha ¢, utdn (tehat a 7> 1, intervallumon) o értékét zéruson

tartjuk, akkor & csak végtelen id6 alatt valik zérussa, mint ahogy az lathatdé a 2.3.
szakaszban szerepld (42) fiiggvénybdl, ha oy =0 (ugyanis r; és r,, vagy ezek valos

része negativ).

A A
o [
t
0 © 0 © >
4 Ly
(a) (b)
16. dbra

1
Ha példaul a felterhelés a 0 <¢<5min intervallumon o = Eatz szerint megy végbe, a

G =1500MPa, 7 =7500MPa min, & =100MPa min’, 7=2min, a=100MPa/min,
o1 =1250MPa példa adataival és a ¢; =5min értékkel szamolva, akkor £ =0,23433. A

.. 1 . : .
tehermentesités az 5 <¢<10min intervallumon o =0, — Ea(t -5 mln)2 szerint torténik.
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Ennek soran o a f=f;=10min érteknél lesz nulla. A (44) képletet hasznalva,
&(t,) =¢(10min) =0,116415. A t>t; =10min intervallumon legyen o =0. Ekkor az

£(t) fluggvény monoton modon csékkenve tart nulldhoz, ha ¢ tart a végtelenhez.
Ezt a harom szakaszbol allo folyamatot a /7. (a), (b), (c) dbrdk szemléltetik. A 17.

(c) abrdan a o = G(g) fiiggvény gorbéje lathato, a jellegzetes pontok mellett feltiintetve

az aktualis 7 értéket is.

(a) (b) (©)
17. dbra

Ha ¢ utén a terhelést allando szinten tartjuk egy kozbeiktatott véges intervallumon,

akkor a folyamat ennek megfeleléen boviil, de a deformacio valtozasanak jellege 1énye-
gesen nem valtozik.

2.5. PERIODIKUS TERHELES

Itt ismét érdemes részletesebb betekintést nydjtani a Fiiggelék 2-ben tomdren Ossze-
foglalt megoldas moge.

Eloljaréban tekintsiik azt a sz€élsdséges esetet, amikor 7=0, é o =o0ysinwr.

Ekkor a (30) differencidlegyenlet
45) 0 +2Ge = o (sin wt + T cos wt) .

A jobb oldalt egyetlen szinuszrezgéssé alakitva,

(46) 0 +2Ge = fysin(wt +v), fo=1+10% 04, 1gy=10.
A 6¢ +2Ge =0 homogén differencidlegyenlet megoldasa
(47) g, =Cjcosmyt + C, sinwyt, a)g‘ :§.
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/2
Ugyanis a karakterisztikus egyenlet 62 +2G =0, ennek gyokei: 7 = 7(;1' =yl ,

/2G, . . - . . . .
ry =—|—i=—wyi. Ebbdl & =e™" =coswt+isinot, igy a megoldas a cosawr és
0

sin t fiiggvények linearis kombinaciodja.

A (46) inhomogén differencidlegyenlet megoldasa
(48) g =C| cosmyt + C, sin wyt + Ay sin(at + @)

alaka (C; és C, integracios allandok, A, sin(wt+ @) egy partikularis megoldas). Az
eredmény tehat csillapitatlan rezgés, amely két részbol all. Az elsé rész korfrekvenciaja
®, (arendszer sajat-korfrekvencidja), a masodiké @ (a gerjesztés korfrekvencigja). A
masodik rész Onmagaban is megoldasa a (46) differencidlegyenletnek. Az 4,

amplitidé meghatdrozadsara ezt hasznaljuk ki. Helyettesitsik be ugyanis az
Ay sin(wt + @) fliggvényt a (45) egyenletbe:

- QAOa)Z sin(wt + @) + 2GA sin(wt + @) = f sin(wt +y) .

Ebbdl az azonossagbol kovetkezik, hogy

(49) Ay(2G - 0w*) = fo = Ay = fo —= zfo —, & p=y.
2G - Ow O(wy —o”)

Innen lathato, hogy az 4, sin(wt + ¢) megoldas A, amplitidoja igen nagy lehet, ha a
gerjesztés frekvencidja (w) kozel van a rendszer sajat-korfrekvencidjahoz (@, -hoz).
Az w=wm, esetet szokas rezonanciakatasztrofanak nevezni, mert ekkor A4, végtelen

nagy lesz.” Ez csak csillapitatlan rezgés esetén allhat el§.

Most vizsgaljuk azt az altalanosabb esetet, amikor 7 >0, vagyis a differencial-

egyenlet

(50) 0 +2ne +2Ge = oy (sin ot + tw cos wt) .

A probatestre adott terhelés valtozatlanul a o =0,sinwt periodikus fiiggvény

szerinti, €és igy az egyenlet jobb oldalan 4ll6 f(z) gerjesztd fliggvény valtozatlanul
(5D f(t) =0y (sinat + twcoswt) = f, sin(wt +y),

alakban is felirhato.

3 Valojaban ebben a speciélis esetben a megoldas nem (48) alakii, hanem az egyik harmonikus tag egy
idével aranyosan novekvé amplitadot kap. A megoldas tehat véges lesz — viszont korlatlanul névekvo.
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A karakterisztikus egyenlet és megoldasa:

—n++n? -20G
0r2 +2r +2Gr=0, 1, =1V .

Itt harom esetet kiilonboztetiink meg.

Az n?>2G6 ESET

Ha 772 >2G6, akkor a gyokok valosak, és 1 #r,. Ebben az esetben az (50)

egyenlet dltalanos megoldasa

e=Ce" +C,e"” + Acos ot + Bsin ot
(52) L oleG-00tyc-am] . 0G-00*)+ 2w}
2G -00*)* + 2nw)* ° 26 - 00*)* + 2nw)* °

Az ¢(0)=0 ¢és ¢£(0)=¢, kezdeti feltételeket kielégitd megoldast kapjuk, ha az

(52) megoldésba a
(53) Cl = 0 s C2 =

h—n h—n

AV] —Ba)+<€‘0

értékeket helyettesitjiik be.

Kényelmesebben juthatunk bizonyos informaciokhoz, ha az (50) egyenletet

(54) 0% +2né +2Ge = fysin(at +y), fo=ocoVl+7’0”, gy =10
alakban kezeljiik. Ekkor az altalanos megoldast
(55 8=C1€m +Czer2t + Ay sin(ot + @) =¢

exp T &

alakban vehetjiik fel. Itt tehat az (54) egyenlet egy partikularis megoldasat ugyanolyan
trigonometrikus alakban keressiik, amilyen alaku az  f(¢) gerjesztd fiiggvény. Az (52)

alakii megoldas esetében is ezt tettiik. Mivel az (55) megoldas &, = A, sin(wt + @)
része onmagaban is megoldasa az (54) egyenletnek, ezt az ¢, fliggvényt behelyettesitve

(54)-be, azonossagot kapunk:
- ¢9A0a)2 sin(wt + @) + 2nAgw cos(wt + @) + 2GA, sin(wt + @) = f sin(ot + ).
Innen

/10(—6’602 +2G) sin(wt + @) + 214, cos(wt + @) =
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= Agy(2G — 00?)* + (2w)* sin(at + ¢ +a) = [y sin(@t + ),

2nw

tgo=—""——,
2G - 6w

amelybdl leolvashat6, hogy

(56) Ay = /o s pra=y=>a=y—¢@.
V26 - 002)? + 2nw)?
Az (55)-bdl lathato, hogy a megoldas két részbdl all. Az elsé rész (Clem + Czerzt)
egy exponencialisan csdkkend nemperiodikus fiiggvény, amely viszonylag gyorsan le-
cseng, és ezutdn a megoldas (a kimendjel) gyakorlatilag a trigonometrikus rész lesz. Az

exponencialis csokkenés onnan lathato, hogy a karakterisztikus egyenlet gyokei nega-
tivak. A megoldas masodik részének korfrekvencidja (w) ugyanakkora, mint az f(¢)

gerjesztd fliggvényé (a bemend jelé), amplitadoja (4,) az (56) alapjan szadmithato. Az

fo=0pV1+ r20? alapjan A4, szamlaloja ugyan fiigg @ -t6l, és @ ndvekedésével
korlatlanul novekszik, ennek ellenére A4, tart a nulldhoz, ha o tart a végtelenhez. A
@+oa=y Osszefliggés azt jelenti, hogy a o, = 4, sin(wt + ¢) kimend jel fazisban

a -val késik az  f(¢) = f sin(wt + ) bemend jelhez képest.

Ha az altalanos megoldasnak az (55) alakjat valasztjuk, akkor az ¢(0)=0,

£(0)=¢, feltételeket kielégité megoldast abban az esetben kapjuk, ha

57) ¢, :—A0r2 sing + Aywcos @ — &, e

h—n h—n

Aygry sing — Agwcos g + &

Gyakran el6fordul, hogy az (50) differencialegyenlet megoldasanak csak a masodik
részére, a megoldast elég nagy ¢ értékeknél igen jol kozelité o, fliggvényre van
sziikségiink. Ekkor célszeri a gerjesztd fliggvényt f(¢)= f,sin(wt +y) alakban fel-

irni, ésa o, figgvényt o (¢) = Ay sin(wt + ¢) alakban keresni.
Megjegyezziik, hogy mind az f(¢), mind a o, (¢) fiiggvény koszinuszos alakban
is felirhato, példaul f(¢) = f,cos(awt +vy), o, (t) = A, cos(at + ¢) alakban.
Az 172 =2G6 ESET
Legyen most 772 =2G6O. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei:

r=r =r= —% . Ekkor az (50) differencialegyenlet altalanos megoldasa
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(58) e=Cie" +Cyte” + Ay sin(at + @) ,
ahol A4, és ¢ az (56) képletekkel adottak. Kihasznalva azt, hogy n*=2G0O, az
amplitado

Jfo

P
" 26 + 0w?

Az £(0)=0, £(0)=¢, feltételeket kielégitd partikuldris megoldast a
(59) C,=—Aysingp, C,=rd,sing—A,wcosp+¢,

valasztassal kapjuk.

Az (58) megoldas annyiban tér el az (55) megoldastol, hogy az exponencialis rész
masodik tagja f-nek elsd hatvanyat szorzétényezOként tartalmazza. Ennek ellenére az
exponencialis csokkenés miatt ez is viszonylag hamar lecseng, és nagy ¢ értékek esetén
elhanyagolhato.

AZ n? <2G6 ESET

Ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei komplexek, és

2
py=l_j 126 _n*
0 0 p>

n_ . 26_n’_
Az egyszerlibb irasmod kedvéért vezessiik be az ] =a, VY = w;
0

ket. Ezekkel rn =-a+io,, r =-a-io,. Az (50) differencidlegyenletet irjuk

jelolése-

(60) 05 +2ne +2Ge = fysin(wt +y), fog=09Vl+ lo?, gy =10
alakba. Altalanos megoldasa:
61) g=e “(Cycosmt+C,sinwt)+ Ay sin(wt + ).

A megoldasnak ebbdl az alakjabol 1athato, hogy a megoldas elsd része egy w, kor-
frekvencidjl, exponencidlisan csillapitott rezgés, a masodik rész egy @ korfrekvencia-
ju, A, amplitudoju csillapitatlan rezgés. Az A, amplitud6 és a ¢ faziseltolas az
(58)-ban mar adott. Ez onnan adodik, hogy a o allanddsult rész nem fiigg a kezdeti

feltételektdl. Ha a (61) megoldasban
C,=—4ysinp, C,= L(é‘o — Aywcosp —ad, sin @),
1)

N
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akkor a megoldas kielégiti az £(0)=0, £(0)=¢, kezdeti feltételeket.

Erdemes még megvizsgalni, hogy az (56) alatti Ay amplitad6 hogyan valtozik @

fliggvényében. Az

00\/1+12a)2

62) A =
’ VG - 00*) + (2nw)*

=4y (@)

Oy

Osszefiiggésbdl lathato, hogy A, paros fliggvény, tovabba 4, (0)= G Ha o igen

nagy, akkor A4, igen kicsi, tehat lim 4,(w)=0. Ha n#0, akkor A, korlatos, te-

W—>0

hat nem valik végtelenné akkor sem, ha @ megegyezik az @, sajat-korfrekvenciaval
(w, a (60) egyenlettel leirt rendszer sajat-korfrekvencidja). Részletesebb vizsgalattal
kimutathato, hogy a mi gyakorlatunkban el6forduld esetekben A, -nak az =0 he-

lyen minimuma, a (47) képlettel értelmezett @, hely kdrnyékén maximuma van, ha
n?-Go-G*r?<0.

Megjegyezziik, hogy a maximum értéke nem tulsdgosan érzékeny @ valtozasara,
sokkal inkabb 7 -ra. Ha =0, akkor

3 ooVl + 70’ B ooVl + 70 _ oVl + 170

%= 2G-00° Q(ZG 2] 6’((03—602) '

— -
0

Ezzel visszakaptuk a (49) formulat, A4
amely azt mutatja, hogy csillapitatlan
rendszer esetében az A4, végtelenné
valik.

A 18. dbra az  Ay(w) fiiggvény jel-

leggorbéjét mutatja durva kozelitésben.
Osszehasonlitva az 4, amplitidot az

1.5. szakaszban szerepl6 B, amplitudo-

val, lathato, hogy az ¢, ill. o, allan-

2G v
0

doktol eltekintve, A4, és B, egymdasnak Wy =

reciproka, €¢s AyBy =¢£(0y.
18. dbra

Természetesen feltételezziik, hogy @ mindkét helyen ugyanazt a szerepet tolti be,
hasonldan a tobbi paraméterhez. Ez megkdnnyiti a két amplitud6 vizsgalatat. Ennek
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megfelelden A, korlatos, és ha @ nagy, akkor 4, kicsi (ha @ —>o, akkor
Ay —0). Ahol az egyiknek maximuma van, ott a masiknak minimuma, és forditva. gy
példaul, ha 772 ~GO-G?*r? <0, akkor az w=0 helyen A, -nak minimuma, az

® = @, helyen maximuma van, €s

2o - %0%0 max 4y = Ay (&) = 220,
2G  max B By ()

min 4, =

Végil arra hivjuk fel a figyelmet, hogy a tranziensek lecsengése utan allandésuld
periodikus deformdci6o ugyanazzal a faziskéséssel koveti a fesziiltséget, amivel a defor-
maciovezérelt esetben (v.0. 1.4 szakasz).

B) AZ ANYAGTULAJDONSAGOK KEPLEKENY ALLAPOTBAN,
ANYAGEGYENLET MEGOLDASA ¥ = 1 ESETERE

A KIINDULAS. A tehetetlenségi standard test anyagtorvénye az (1) egyenlet alapjan:

(632)  o+16=2Gs +2é+0E-P{2G-2G, e —¢, )+ (2n -2, )¢}

illetve
. |2Ge+2nE +0¢, ha e<e,,
(63b) o +70 = ( ) . ..
2Ge, +2G, \e—¢€,)+2n,6+0¢, ha e2¢,,
ahol
0, ha W <W,, vagy AW <O, 0, ha e<e,, vagy ode<0,
(64) ¥ = STy VAR AT SR = e
I, haw >Ww,, ¢é AW 20, I, haeze,, ¢ odez0.

Az anyagtorvény a képlékenységi viszkozitési tényezo
20, =2n-(2G-2G, ) = 27-2n,=026-2G, )

Osszefliggésének a felhasznalasaval:

(63c) o +16=2Ge +2mé+0i-P(2G-2G,)le—¢, +7¢)
vagy a rugalmas ¢és képlékeny modulusok aranyat kifejezé ¢ tényezo

G,
(65) p=—m7V, 0<p<l1

G
képletével:
(63d) o+16=2Ge +mé+0i-P2G(1-p)le—¢, +78)
alakot olti.
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Az (63b) Osszefliggés elsd (a rugalmassagra vonatkozd) egyenlete, és a masodik (a

képlékeny allapotra jellemzd) egyenlete nagyon hasonld formaju, st egy alkalmas

[6c =c-0 / & =c—¢ f] transzformacioval azonos alakra is hozhat6. Ezért teljesen

felesleges lenne az el6z6 — rugalmassagtani — pontban kozolteket megismételni. A ko-

vetkezOkben csak a specidlis kiilonbségekre koncentralunk.

VALTOZAS A KEPLEKENYSEGI HATARON. Minden egyes o(s) terhelési gorbén

kijelolhetd egy Py {g‘f ,O'f} pont, nevezziik ezt képlékenységi hatarpontnak, melyre az a

jellemz6, hogy a W' = -Eae' dt =_[;a(8)dg torzulasi deformacié munka éppen a

W} = JZf oedt = ij ‘ o(e)ds értékkel egyenls.

\C B A°
.......................... Q
O
...... .. Py
Uf ............ (:)
& &
O - O >
0 € 0 €y
19.a) abra 19.b) abra
4o Q&>
P Y — ' Tonkremeneteli hatar
! .
0< ¢ =const <o
..". '
ST £—0
......'..-"'"'--........O

i " Képlékenységi hatar

)

) 2 . 0

0 Er i €5 1867
& "€y

20. abra. A képlékenységi hatarfeltétel

allando deformaciosebességek esetén

Egyszertsitve a 19.a) dbra
alapjan fogalmazhatunk ugy, hogy a
kontinuum egy vizsgalt anyagi
pontban akkor keriil képlékeny
allapotba, ha az (g 0 f) terheléshez
(terhelési allapothoz) tartozo terhelési
gorbe alatti teriilet tallépi a Wf
értéket. Ha ugyanazt az anyagi pontot
masképpen terheljiik, akkor mas o(g)

terhelési  gorbét, s igy mas

(gf,af) ertekpart, azaz mas P,
pontot kapunk. Az anyagi pont most
is akkor keriil képlékeny allapotba,
ha ezen masik gorbe alatti teriilet
tallépi ugyanazt a W értéket (19.b)
abra). Ebbol kovetkezik, hogy
barmely o(e) terhelési gorbe esetén

a gorbe alatti teriiletnek a [O;& f]

intervallum f616tti része W} .

A képlékenységi hatarpontok
mértani helye a képlékenységi hatar,
a 20. dbran vastag vonallal jelolt
gorbe (egyenletes deformacidsebes-
ség esetén). Ugyanezen az abran a
vékony vonal a tonkremeneteli hatart
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jeloli. A képlékenységi hatargorbe természetesen az &,0 sikon van.* A gyakorlatban
azonban a terhelt kontinuumon is ki kell jeldlni az a gorbét (feliiletet), amely elvalasztja
a képlékeny részt a rugalmas résztol. Ez ngy torténhet, hogy a terhelési gorbe
ismeretében meghatdrozzuk (kijeldljiik) a kontinuum azon pontjait, amely pontokban

o=0y, vagy &=¢,. Ezeknek a pontoknak a halmaza a kontinuumon ervényes
képlékenységi hatar.

A képlékenységi hataron az anyagtulajdonsagok megvaltoznak. A rugalmas allapot-
valtozas esetén a test pl. adott felterhelés utan, ha tehermentesitiink, mindig visszanyer-

heti eredeti alakjat. Ez a folyashatar atlépése utan mar nem lehetséges, mert megjelen-
nek a marado deformaciok (ezek tehermentesités utan is megmaradnak).

A mechanikai jellemz8k az &, képlékenységi hataron tortend megvaltozasanak

elemzéséhez jeldljiik a bal illetve jobb oldali hatarértéket ~ és *indexekkel, pl. £, 5}
modon, azaz

bal oldali hatarérték: e, =lime= 5(t - O), E<é&y esetén,
' t—)tf

jobb oldali hatérérték: &% = lim s = (t, +0) & > & esetén.
Lfet

A (63b) egyenlet alapjan
ha ¢ = Ep— 0, akkor o, Tc'r} = ZGE} + 277?2_} + 05},
ha ¢ =&, +0, akkor 0} + ra';; = 2Gg;2 + 277[,18';2 + 96‘;
Fesziiltségvezérelt esetben a fesziiltségek és derivaltjaik folytonossaga magatol ért-
hetd, hiszen a felterhelés valtozatlan modon torténik, igy a képlékenységi hataron is
(66a) c,=0;=0,.

Deformacidvezérelt esetben viszont a deformaciok és derivaltjaik folytonossaga
evidens, azaz

(66b) gi=el=c,.

Fizikai intuicio és tapasztalatok alapjan ez azt jelenti, hogy a fesziiltségek és deforma-
ciok folytonossaga altalaban feltételezhetd, amibdl kovetkezik, hogy

hat=t, -0, akkoro , +76, =2Ge, +2né, + 0,
hat=1t,+0, akkor o, +z‘d} =2Ge, + 277},,5"} +¢9£9';,

ahonnan, a két egyenletet kivonva egymasbol,

* amely valojaban a T és E tenzorok altal kifeszitett mechanikai térben egy feliilet (hiperfeliilet)
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(67) 16 —16, =2n,E; -2, +0E; —0F
amely az elemzéshez a kiindul6 6sszefliggést képezi.

Bevezetve az idébeli ugrasra a

I6,0=(6; -67) & D=le; -¢;) 0&,1=(¢; -7)

jelolést, a
: 0. 1(, ._ "
(68) [Iaf]]:;[[gf]]‘;(zngf _277p18f)’
" T . 1 . -
(69) Ié,0 =2l 1~ 0 ~ 20,067 ).
eredményt kapjuk.

A fesziiltségvaltozas sebességének ugrasat és a deformaciogyorsulas ugrasat fel tud-
tuk irni. A deforméciosebesség ugrasat viszont nem. Jatszadozhatnank azzal a — sem-
mivel sem igazolhatd6 — gondolattal, hogy mi lenne, ha a deformacidsebesség jobb- és
baloldali hatarértéke megegyezne. Ekkor a (55) és (56) egyszertisddne:

16, 1= 1+ n - 20, ), 1,1 =216, 1= (n -2, ).
Altalanosan csupan a fesziiltségek és deformaciok folytonossaganak
o, 1= 0 és e 1= 0
Osszefiiggése, valamint
fesziiltségvezérelt szitudcioban a [o 5 1=0,
deformaciovezérelt szituacioban a [Léf =0, [& = 0
egyenletek allnak rendelkezésiinkre.

A folyéashataron nemcsak a fesziiltségvaltozasi sebességnek van ,,idébeli” ugrasa,

hanem a fesziiltség deformacio szerinti derivaltjanak is van ,,& —térbeli” ugrasa:

oo do,  [do oo
[[658_]]_11 oe ]]'_{8813:8‘ [&91:8, ’
1 740 7-0
s ez a két ugras a 9o = 90 o = E_ Osszefliggésbdl kovetkezéen kapcsolatban van
oe Ot O¢ ¢
egymassal:
oo o
(70) I—1=0-21.
os &y
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Ez a feliras igy elsd latszatra nagyon félrevezethetd lehet, mert o -val, ill. & -nal a

T fesziiltségi deviatortenzor o := oy~ 0051.]. =5 komponenseit, ill. az E deformécids
deviatortenzor ¢:=¢; —&,0; =e; komponenseit jeloltik az egyszeriibb targyalas erde-

kében, s a (70) a tenzorok mindegyik komponensére vonatkozik:

0s;; S ‘z:t os A
1 D=l illewe [—71I=-71.
logef  Cilim, ej €j

Ahhoz, hogy tobbet is megtudhassunk az ugrasokrol, a kdvetkezékben a specialis
eseteket (peremfeltételeket) vessziik alapul.

ALLANDO DEFORMACIOGYORSULAS [€=constans=a].

Ekkor & =at+&,, e =Lat’ + &yt + &y, ahol £(0):=¢,, £(0):=¢&,, tehdt
1£,1=0. [£1=0. I[&,I=0.
Ennek megfelelden a (69) dsszefliggés jobb oldala nullaval egyenld, mig a (68) a

(71) [6,1= —%(277 =21 )ff

formara egyszertisodik, illetve a 27, =2n — (ZG -2G,, )T Osszefiiggést felhasznalva:

(71) I6,1=—-(26-2G, ), .
A (60) 6sszefliggés ennek megfelelden:
oo 1
;
72 —J=-=2n-2n,).
(72) = =-—(2-2,)

ALLANDO DEFORMACIOSEBESSEG [ € = constans =a ].
Ekkor &€ =0 és legyen & =at, vagyis 8(0)= 0, [[é'f]]zo, IIg'f]]zO, [Ls‘f]]zo,

s ugyancsak az el6z6 eredményre jutunk:
. .. oo !
[6,1=-(26-2G, )¢, . illetve = 1= —26-26,,).

A szituaciot a 21. abra mutatja.

156



Aé A C

Rugalmas Képlékeny
tartomdny i  tartomdny

arctg 2G

. &
O O > ! J o >
(@) (b)

21. abra. A deformaciok és a fesziiltségek és derivaltjaik idobeli alakulasa (a), illetve az
anyagtérveny a rugalmas és képlékeny tartomanyban (b) dllando deformdciosebesség esetén

A fesziiltség 1id6beli valtozasa:

2Gat+(1—r]l—e_f , ha 0<r<t,,
G

olt)=

t—tf n _t—tf
ore T +2G,a (t—tf)+(G—Pl—r] l-e 7 || ha ¢,<t<co,

illetvea r=¢/a ¢s t, =&, /a behelyettesitéssel:

le

2G g+a(1—rj l-e 72 || ha 0£g£€f,
G

o(e)=

ey . Loy
ope T 4 +2G, (g—gf)+a{G—pl—r] l-e © 4 , ha ¢,<e<co0.
pl
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A megoldasokbol latszik, hogy rugalmas alakvéltozas esetén a o = a(g) gorbe a
o, = (277 - 2Gr)a +2Ge egyenletll aszimptotdhoz, mig képlékeny alakvaltozas esetén
ao, = (277 o —2G p,z')a +2G ¢ egyenletl aszimptotahoz tart (1d. 22. abra).

i O, Y i
| _ 4 L &é=const=a

Ok

......... ) : > = c—0

: 2n
iarctg 2Gyarctg 2G arcth

22. abra. Az anyagtorvény a rugalmas és keplékeny tartomanyban kiilonbozo
deformaciosebességek esetén

ALLANDO FESZULTSEGGYORSULAS [ & = constans =a].

Ekkor 6 = at+ 6, és o =Lat’ + 6t + 0, ahol 6(0):=6, o(0):=0,, tehat
16,1=0, [6,1=0, [o,1=0,
s ekkor a (71) egyenletbdl
2 .o 1 .« — .
(717) &, 1 :—5(27751»—277[7,8;).

Osszefiiggés adodik.

ALLANDO FESZULTSEGVALTOZASI SEBESSEG [ 6 = constans = a ].
Ekkor 6 =0 és o =at + o, ahol 6(0):=6, o(0):=0,, tehat

[6,1=0, [o,1=0, [o,0=0,
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o A
. Rugalmas | ; . Képlékeny
tartomdny | i i tartomdny

23. abra. Az anyagtorveény, valamint a deformdaciok
a fesziiltsegek és derivaltjaik idobeli alakuldsa
dllando fesziiltségvaltozadsi sebesség esetén [[éf |
s ekkor ugyancsak

. . .
(71) 1,11 = —5(2ngf —2m 7).

Osszefiiggés adodik (23. abra).

A Gl ¢

A tovabbi megszokott specidlis esetek: a relaxéacio, a kiiszas és a periodikus igény-
bevétel.

Az éllandé amplitadoju periodikus terhelés esetével nem kell foglalkoznunk, mert
ha az elsd periddusban atléptiik a folyashatart, akkor a folyashatar tovabb keriilt (eltolo-

dott az eddigi legmagasabb w' értekhez), s a kovetkezd periddusokban mar csak rugal-
mas alakvaltozasok zajlanak.’

> Természetesen lehetne ndvekvé amplitudoji gerjesztést adni az anyagra, de ez a feladat bonyolultsaga
miatt sem szolgaltat Gijabb hasznos informaciokat.
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Marad még a rogzitett deformacio melletti relaxacio, és a rogzitett fesziiltség mellet-
ti kuiszas jelensége.

Rugalmas Képlékeny
tartomdny tartomdny

ALLANDO DEFORMACIO (RE-
LAXACIO). A relaxacio a képlé- e
kenységi hatar koriili viselkedésre 152

0
)
wo,elast

nem szolgaltat informéciot. U-
gyanis ha a rogzitett deformacio6 a

rugalmas tartomanyban van [ld. =37

24. abra (1) eset], akkor az ott is ]

marad, csupan a fesziiltség csok- i . Képlékenységi
H hatarfeltétel

ken (ernyed). A relaxaci6 a ru-

galmas egyensulyi értékhez tart
(o).

Ha a felterheléssel mar atlép-
tiikk a képlékenységi hatart, akkor
a rogzitett deformacié mar a kép-
lékeny tartoméanyban esik [1d. 24.
abra (2) eset], s a relaxacio akkor
is rugalmas tehermentesitést ir le,

viszont mar megjelennek a mara-

d6 deforméciok is [1d. ™49, t

A relaxacié ekkor mar nem a ru- O 0—0 O >
e At 0 OI /@

galmas egyensulyi értékhez tart 0 f 0

(Ugoz,llast)’ hanem a ag) képlé-

24. abra
keny értékhez.

ALLANDO FESZULTSEG (KUSZAS). Ha valamilyen palya mentén eljutunk a ¢,,0,, &,
értékig, s ott a fesziiltséget stabilizaljuk: o =constans=0, [¢2¢,, illetve t>¢],
akkor a deformaciok tovabb ndvekednek (kusznak), s ha kdzben atlépik az ¢ =& , kép-

lékenységi hatart a #, idépontban, akkor az anyag attdl kezdve képlékeny éllapotba ke-
ril. A feltételek:

o=0y, [6,1=0,[6,1=0, [c,1=0,

s ekkor szintén
(71) .. _ 1 (2 - 2 .+)
e 1l ==\ne, =28,

Osszefliggés adodik. A (70) egyenletbe behelyettesitve:

160



9o _o
oe &

O,
&

azt a trividlis eredményt kapjuk, hogy amikor kuszas kdzben atlépjiik a képlékenységi
hatart, a G(E) fiiggvényben sehol nincs ugras (hiszen az egy o =0, allando egyenes).

A deformaci6
e 1, ha 0<t<t,,

E— tftf)
g£last +(8f _go,z;last)e Mpl , ha tf <t<oo,

ahol

goeolast — %O_O, golozlast = %l [UO — (2G - 2Gpl )5f:|’
p

ry
g, =0 + (80 — gllast )e T Ny =n- (ZG -2G,

Az elemzéshez induljunk ki abbdl, hogy a f, idOpontig valamilyen moddon elju-
tottunk a oty )=y, £(t,)=&, Osszetartozo értékekhez. (Mivel az ttvonal indifferens,
a 25. abran az egyenletes sebességli felterhelést abrazoltuk.) A terhelést
o =constans =0 értéken rogzitve, a deformacio tovabb folytatddik, az anyag kiiszni

kezd az &, értékrél az &, értékre, ahol lim(t)=¢,, . Ekkor a 25. dbran lathaté harom

t—0

eset lehetséges:

. ~. (@) a olty)=0,,¢lt,)=¢, értékek a
A o O —>® i Képlékenységi hatar ( ) ( )

0 : . : ;
L csak G = const rugalmas tartomanyban vannak, és

Jelterhelés esetén | a t,<t<oo iddintervallumban a

0,,€,, ertékeknél sem léptiik at a

- W = r 1z Lo .
0< G = const <o képlékenységi hatart;

(b) a oy,¢, értékek a rugalmas tarto-

manyban vannak, de a o,&,, mar

a képlékeny tartomanyba esnek, s
a t=t,>t, idopontban elérke-

zink a o,,¢ ’ értekekkel jelzett

képlékenységi hatarhoz, ahol meg-
g'g éa jelennek a maradd deformaciok is,

rhe < . ;
25. dbra. A kiszas kiilonbozd esetei s akiszas £ <t <oo tovabb foly

tatodik;
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(¢) a oy, &, ertékek mar a képlékeny tartomanyban vannak [, >0 ,, &5 >¢&,], igy a

deformaciok ¢,= ¢ tovabbi kiiszasa teljes egészében a képlékeny tartoméanyban zajlik.

| %

40— 0

Ao G e,

i Képlékenységi hatdar
adott deformacios ut
esetén

‘O<d:const<oo

© ‘Q e,

1 32 4
Eréfrey
3 3
£y =7 @ (b)
26. abra. (a) Egyenletes sebességii felterhelés, majd o, értéken valo tartas (kiszas), (b) az ehhez
a szituaciohoz tartozo képlékenységi hatar

Példaképpen a 26. abra azt mutatja be, hogy a 25. abran bejelolt — ¢ = const eset-
hez tartoz6 — folyashatar ekkor természetesen mar nem érvényes.

A 25. abran lathato (a) esetet — a rugalmas kuszast — a 2.3. pontban részletesen
targyaltuk (1d. 15. dbra).

27. abra pl

162



3. AZ ANYAGTORVENY EGYSEGES KEZELESE

Az eddigiek soran mindig az anyagtorvény torzulasi egyenletével és annak tulajdon-
sagaival foglalkoztunk, mondvan, hogy alakja a térfogatvaltozési egyenlettel teljesen
azonos, csupan az allandok masak benne:

rugalmas keplékeny
alakvaltozasok tartomanyan
torzulasi egyenlet anyagallandoi: G,n,1,0, G, Mp1:7,0,
térfogatvaltozasi egyenlet anyagallandoi: KK, 7,60,, = KK,1,,0,.

A levezetett Osszefliggések a torzulasi allapotra vonatkoztak, mondvan, hogy
ugyanezek érvényesek értelemszeriien a térfogati allapotra. Az anyag viselkedését azon-
ban a torzulasi és térfogatvaltozasi egyenlet egyiitt hatdrozza meg. Nagyon lényeges a
két kiilonbozd anyagallandok egymashoz viszonyitott nagysaga.

Az IDOTENYEZOK. Lattuk, hogy az anyag id6fliggését kifejezd mennyiségek (az un.
id6tényezok), maguk is anyagallandok, mert az anyagallandokkal fejezhetdk ki.

Az idétényezok
a rugalmas ’ a képlékeny
alakvaltozasok tartomanyan

Torzulasi (deviatorikus) deformaciok
L heber idot elast ,_ plast .__ elast plast

késési ideje iy =N1G, taer =N plGprs i <lgor »

TR I elast . _ ., plast
- relaxacios ideje Ly =T=1, ,
- idéeltolodasa ‘
At elast ,__ 77/G r Atplast =n G —1 , At elast < Atplast
At = 6 pl"™~ pl
(Ar = tdef _trel)

_ Sort iAo elast — plast — elast plast

tehetetlenségi ideje ton =012Gt, Lo, Q/ZGPIT , Lenw =lip >
Térfogatvaltozasi (gombi) deformaciok
- késési ideje toior = KIK, =125, roviden: 13,

S 1 la: o
- relaxdcios ideje Loge =Ty =t roviden: 7.,
- idéeltoléddsa At = K /K —1, = AtP1 roviden: Az°
L y last .

- tehetetlenségi ideje town =0,3Kt, =1l réviden: 7

® Ha a At értéke zérus, akkor a deforméacié pont annyit késik, mint amennyit a fesziiltség ernyed, s a kozeg
id6éfliggetlennek latszik a kiilsé megfigyeld szemében (ekkor a tehetetlenségi standard test HookEg-testként
viselkedik — legalabbis bizonyos gyakori kezdeti feltételek és folyamatok esetén).
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Azt azonban nem tudjuk, hogy a torzulasi

plast elast elast _ , plast plast elast plast elast
iy laer » et =log » AT SALTL 4T >ty

id6tényez6k, milyen relacidban vannak a térfogatvaltozas id6tényezdivel:
last lt> last lt> last lt> last /t>
elas plast __ o elast _  plast _ 0 elas plast __ o elas plast __ o
tdef < tdef :tdef ? trel - trel _trel ’ At <At :At ’ tteh < tteh :tteh
Ez az anyagdllandok konkrét értékétdl fligg. Azt tudjuk, hogy a termodinamikai
feltétel:

i—r>0, M—T>O,
G

pl

v

-7, >0,

azonban a tehetetlenségi allandokra 6-ra és 6@,-ra vonatkozoan nincs semmiféle
korlatunk, csupan annyit tudunk, hogy ha értéke a

Oy

7

L =27 -2Gt?, 0" =3K 1, -2G1’

kritikus értéknél kisebb, akkor ,talcsillapitott”, ha nagyobb, akkor ,alulcsillapitott”
viselkedést mutat az anyag. Azt viszont nem, hogy milyen anyagallandé-aranyoknal
»siet” vagy ,,késik™ a torzulédsi deformacio a térfogatihoz képest, a torzulasi relaxacio a
térfogatihoz képest, stb. Természetesen tudunk altalanossdgokat mondani, hogy példaul
ha 7/G nagyobb, mint K /K, akkor a torzulasi deformaciok lassabban jatszodnak le

mint a térfogatiak, de ha példaul a 7, a nagyobb a hoz képest, akkor ellenkezdleg, a

térfogati relaxaciok a gyorsabbak, és igy tovabb. Minden varidci6 lehetséges? Azért,
hogy a kérdésre valaszt kapjunk, a kdvetkezOkben egy egyszerli egytengelyii kisérletet
értékeliink.

3.1. A HOSSZ- ES KERESZTIRANYU NYULASOK ARANYA EGYTENGELYU
FESZULTSEGALLAPOTNAL

A konvencionalis kontinuummechanikaban az egytengelyii allapotban mert ¢ :=¢
tengelyiranyu és a rd merdlegesen mért ¢, :=¢; keresztiranyu fajlagos nyulasok
aranyat nevezik m POISSON-szamnak, illetve v POISSON-tényezonek:

(73) mi=—t, =1
Er & m
¢s ezeket allandoknak tekintik, s anyagallandoknak nevezik.

Ezek a kifejezések azonban még kozelitéleg sem allandok. A kdvetkezOkben meg-
vizsgaljuk ezt a kérdést.

EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOTNAL a fesziiltség- és a deformacidtenzorok
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c 0 0 e 0 0
F=|0 0 0|, D=0 & O],
00 0 0 0 &

ahol o az adott irdnyl (pl. x irdny0) fesziiltség, & a hossziranyu, ¢, pedig a

keresztiranyu fajlagos megnyulas.” Ebben az esetben

1 1 2 2 1
o, =§a, Eo =§(5+2£k), o—0, =§a, E—¢&, =§(8—8k), Er —&q =§(€k—8).

3.2. VIZSGALAT A RUGALMAS ALAKVALTOZASOK TARTOMANYABAN

A bevezetett jeloléseket felhasznalva, a tehetetlenségi standard test tenzoregyenletei
az alabbi két skalar egyenlettel:
(74) c+16=2G(e—¢g,)+2n(é—¢,)+0(E &),
(75) o+1,6=3K(e+2¢,)+3K,(£+28,)+6,(6+2&,)

egyenértékiiek (jellemezhetdk), az egyszerliség kedvéeért eloszor csak a rugalmas alak-
valtozasok tartoméanyara vonatkoztatva.

Ezeket az egyenleteket kell megoldani kiilonbozd feltételek mellett, hogy az
£ = g(t) és &, =& (t)ﬁiggvényeket meghatarozzuk, €s segitségiikkel eldallitsuk a (73)
alatti kifejezéseket. Az egyenletek megoldasait az el6z6 pontokban mar eldallitottuk, s a
Fiiggelékben a képleteket Osszefoglaltuk, igy a kdvetkezOkben csupan a végeredmény
felirasara €s a diszkusszidra szoritkozunk.

Az egyszerliség kedvéért a terhelésvezérelt eseteket vessziik csak, mert azok

megoldasai rogton az ¢ értékeket szolgaltatjak. Ezek koziil harmat:

- az egyenletes terhelési sebesség esetét [0 =a =constans],
- az allandosult terhelés esetét [0 =0( =constans ],
- az egyszerl periodikus terhelés esetét [0 =0,sinwt]

megvizsgaltunk, s mindegyik esetben ugyanazon kovetkeztetéseket vonhattuk le. Ezért
csak az elso esetet kozoljiik.

A megértést nagymértékben eldsegiti, ha az egyszeriibb esettdl haladunk a bonyolult
felé, ezért eldszor a standard modellt vizsgaljuk, s csak utana a tehetetlenségi standard
testet. Ugyanis lattuk, hogy a tehetetlenségi allando, mint egy kakukktojas, ugy viselke-
dik a tobbi anyagéllandohoz képest, ugyanis ra nem adédott termodinamikai korlatozas.

7 Ne felejtsiik el, hogy ezek a jelolések nem egyeznek meg az eddig alkalmazott jeldlésekkel, mert ott a &
és az ¢ a deviatortenzorok komponenseinek feleltek meg (az ij indexek elhagyasaval).
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A POYNTING-THOMSON-FELE STANDARD TEST. Ebben az esetben a (2) és (3) anyag-

egyenletek:
(76) c+16=2G(e—¢g,)+2n(é-¢,),
(77) o+1,6 =3K(s+2¢,)+3K, (¢ +2¢,).

AZ EGYENLETES TERHELESI SEBESSEG ESETE. Ekkor a ¢ =a = const egyenletes fe-
szliltségvaltozasi sebesség esetén [SZARKA (2006)]:

_1a

—t K —t
78)  e=-| L|¢- i—rj l—e T ||+ || 2x oz, |1-e & ||,
36| G 3K K

80) m= m(t) = ,

amelynek kezdeti és végso értéke:

K,t+2
mg = limm(t) = oKz + 207, ,
t—0 3K, 7 -2nt,
my, = lim m(t) = M
(=00 3K -2G

A 28. dbra az m POISSON-szam (ill. reciproka, a v POISSON-tényezd) feltételezett
m,= 3,5 (ill. v,,= 0,2857) aszimptotikus értéknél mutatja az m = m(z) (ill.v =v(¢))
egyenletli gorbék lehetséges lefutasat két egyszerii esetben.

A (80) képletbdl lathato, hogy egyenletes felterhelés, valamint 8(0) =0, & (O) =0

kezdofeltételek esetén a terhelési sebességnek semmiféle hatdsa nincs az m(t) értékére
nézve, az csupan az anyagallandok és a ¢ fliggvénye.

>
Hogy egy adott anyag adott terhelése esetén az m, =m,, variaciok melyike all fenn,
<

az eldonthetd a deformaciok késési idejének €s a relaxacios idonek az ismeretében is.
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Fennallnak ugyanis az

(L > 6K, +2nt, > 6K +2G
my=m, = = ,
<

3K,7-2nt, <3K-2G

n > K, _ lay <l

5 - ' o
GT < KTO trel > trel
mi(t) relaciok.
Mivel
! ’ 0 o ,
3500 tdef_trel >0, tdef_trel >0,ezert
2 8{(0—’- Luor < 1our < K
lag iy Ly 1Ky
t -id6 trel g trel Gr > KTO
A LEHETSEGES ESETEK a kovetkezok:
28. abra
! 0 . - Ly
ha Lief N Ldef vagyis mg >m,,, s akkor a torzulasi deforméciok
R késési ideje a torzulasi relaxacids id6hoz viszonyit-
g [akkor m(t)> m,,] Va nagyobb, mint a térfogati id6k viszonyszama.

(Ekkor a keresztirany kitérés gyorsabban jelent-
kezik, mint a tengelyiranyt rovidiilés.)

vagyis my =m,,, azaz m = constans , ekkor a ten-

gelyiranyu rovidiilés €és a keresztirany nyulas ara-

nya allando.
......... [akkor m()=m,] >

Ebben az esetben az altalanos standard modell he-

lyett egy ,,specialis” standard modell jelentkezik,
amelynél az anyagéllandok szdma 6-r6l 5-re

csokken, s egy allando6 kifejezhetd a tobbivel:
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Laef  Ldef vagyis my <m,,, s akkor a térfogati deformaciok

rel  lrel késve kovetik a torzulasit. (Ekkor pl. egytengelyii

T (t) nyomasnal a keresztiranyu kitérés késve jelentkezik
P a tengelyiranyu rovidiiléshez képest.)

Az anyagegyenletek ,,végtelen lassi” deformécio esetén koéztudottan a HOOKE-tor-
vényt adjak, vagyis a ,,statikai” allapotot:
6K +2G
m=——— y
3K -2G
,veégtelen gyors” deformacid esetén pedig a dinamikai HOOKE-torvényt adjak, vagyis a
»dinamikai” allapotot:

2 3K 6K, 7+2
o=g, o, =—&,, s ekkor az m szintén allando: m =y T
T 7, 3K,t-2nt,

o=2Gsg, o,=3Keg,, sekkoraz m allando:

A statikai és dinamikai POISSON-szam kozott 100...300 % is lehet az eltérés.
Az anyagallandok konkrét értékétdl, de foképp ezek aranyatol fiiggden az m = m(t)
gorbe lefutasa kiilonféle lehet — mégpedig sokkal bonyolultabb is, mint a 28. abran fel-

tiintetett két egyszerli lehetdség. A 29. dbran néhany tovabbi lehetséges esetet mutatunk
be, kiilonboz6 feltételeknél.

A
1

m my > m, my =m, my < m,,
my

 ~— ) ~—)
Mo \/__ mwc\;

t
t t >
06 > 0¢ >

29. abra

A lehetdségek tovabbi analizalasdba mar nem bocsatkozunk, de megjegyezziik, hogy eb-
ben példaul az m(¢) fiiggvény ¢ = 0-kori derivaltja,

m(0)=9[n'0(GKV—77K)+(T—ro)r7KV]: OnkK tr, HL 01 ]_(L_ 1 j]
Lig  Laer

(3K, —27,n)’ (3K, —27,n)’ t b Ly

rel rel
nyujthat nagy segitséget. Lathatéan a kiilonb6z6 iddallandok egymashoz vald viszonyai
alakitjak ki m(0) eldjelét is, és Osszességében az egyes kvalitative kiilonbozd fliggvény-

meneteket.
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Az eddigi vizsgalataink a @ = 0 esetre vonatkoztak. A tehetetlenségi standard test estén
ezeknél Gsszetettebb helyzet is kialakulhat.

A TEHETETLENSEGI POYNTING-THOMSON-TEST. Ehhez bevezetve az ¢—¢g, =x ¢€s
&+2¢, =y jeloléseket, tovabba feltételezve, hogy a felterhelés a o =at (ahol a > 0
allando) Osszefliggés szerint torténik, az anyagtorvényre a
(81) Ox+2nx+2Gx=at+ar,

(82) 0.y+3K y+3Ky=at+ar,.
egyenleteket kapjuk. A (81) egyenlet x(O) =0, x(O) = x, feltételek melletti megoldasa

(83) x=Ce" +Ce™ + At + B,
ahol

4= % p_ a(n z’], Clz—Br2+A—)'co, CZZBI’]—A+5CO

T 26 26\ G rh—n r—n

r1, o pedig a @r? + 2nr + 2G = 0 karakterisztikus egyenlet két kiilonboz6 valds gydke.

Hasonloképpen a (82) egyenlet y(O) =0, )'/(O) =y, feltételeket kielégitd megoldasa

(84) x=Cle" +C,e” + A1+ B,
ahol
A':i B':_L(KV _T ] C':_B'r2'+AI_)>O C :BYFI'_A"I'J./O
3K 3k\k °) ! - 2 —

r1, ) pediga (9Or2 + 3K, r+ 3K = Okarakterisztikus egyenlet két kiilonboz6 valos gyoke.

Megjegyezziik, hogy ha valamelyik karakterisztikus egyenlet gyokei egyenlok vagy
komplex szdmok, akkor a megoldasok formailag modosulnak.

Az e—¢, =x és &+2¢g, = yo0sszefliggések alapjane = %(2x+ y) €s &, = %(x+y).
Ezeket felhasznalva a POISSON-szam
& _ 2x+y

(85) m=m(t)=—8—= .
R _

amelynek a nulla helyen, ill. a végtelenben vett érték:

my =limm(t)=——2, illetve m, = limm(t)=——,
t—0 €ro t—>0 3K -2G

ahol &, = £(0), &0 = £,(0).
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A 0 =0 esetre érvényes (80) képletben két (altaldban kiilonb6z6) iddallandoji ex-
ponencialis lecsengés van jelen mind a szamlaloban, mind a nevezében. 0 <@ <n?/2G
esetén az &ra és g-ra adodd megoldas kovetkezményeként a kettd helyett négy ido-
alland6ju exponencialis lecsengés szuperponaldédik mind a szamlaléban, mind a neve-
z6ben. 6 > 772/ 2G esetén pedig két exponencidlisan lecsengd amplitaddji (dltalaban el-
térd frekvenciaji) harmonikus oszcillalas jelentkezik. Megjegyzendd tovabba, hogy
0 > 0 esetén a megoldas az &, és &,, kezdeti értékektdl is fiigg, mely kezdeti értékeket

példéaul a folyamat elééletének ismeretébdl kell meghataroznunk.
PAGIEN: 'Y

Egy kemény (araldit) miianyag probakockan végzett konkrét nyomokisérlet eredmé-
nyeit tiintettiik fel a kovetkezd 30. és 31. dbran. Az anyagvalasztas oka, hogy ezaltal a
probatest teljesen homogénnek ¢€s izotropnak tekinthetd, tehat az anyagbol fakadé hi-
baforras kikiiszobolhetd volt.

A 30. abran egy — egyenletes deformécidsebességii terhelés melletti — minddssze 90
mésodperces idétartamu kisérlet adatait latjuk.®

Poisson-szam Poisson-tényezé
20 6
4 -
10 A
2 4

-10 A

-20 -6

Os 10s 20s 30s 40s 50s 60s 70s 80s 90s Os 10s 20s 30s 40s 50s 60s 70s 80s 90s

30. abra

A 31. dabran az egyenletes terhelés mellett, és az utdna kovetkezd terheléstartas
(kiiszas) esetén bekovetkezd valtozasok is lathatok.” A teljes mérési id6tartam 3.600s

¥ A Kkisérlet a g6dolldi FVM MEZOGAZDASAGI GEPKISERLETI INTEZETBEN — 2006. januarjaban — CSATAR

ATTILA altal végzett méréssorozat része.

% A kisérlet a DEBRECENI EGYETEM AMTC MK KORNYEZET- £S VEGYESZMERNOKI TANSZEK-én  HORVATH

ROBERT és MANO SANDOR altal — 2008. juliusaban végzett — méréssorozat része.
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volt, s ebbdl a felterhelés 60s. Az dbra jobb oldaldn és az also6 részén az elsd 10s, illetve
30s id6tartamra vonatkozo6 értékeket kinagyitottuk.

16
14
12
10
8
6 -
4
3 T
0 aszimptota 0q aszimptota
-2 -2
-4 -4
-6 -6
Os 120s 240s 360s 480s 600s Os 2s 4s 6s 8s 10s
16 4
14 W
12 -
10
8 1
6 4
4
2 4
0 4
2
-4
-6 . ; ; ; ; ; y . . y ;
Os 3s 5s 8s 10s 13s 15s 18s 20s 23s 25s 28s 30s
25
] 1
15 | V= V(Z) = W
1 4
0,5 -
0
-0,5 + ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Os 3s 5s 8s 10s 13s 15s 18s 20s 23s 25s 28s 30s

31. abra
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FUGGELEK 1:
ATTEKINTES AZ ELSORENDU ES MASODRENDU, LINEARIS, ALLANDO
EGYUTTHATOS DIFFERENCIALEGYENLETEKROL

1. AZ ELSORENDU, LINEARIS, ALLANDO EGYUTTHATOS
DIFFERENCIALEGYENLET

Altalanos alakja
(F.1) ary+agy=f(1),

ahol az a;, a, egyiitthatok valds szdmok, f adott folytonos fiiggvény, y az ismeret-

len fiiggvény (a;#0). Ha f(r)#0, akkor az (F.1) egyenlet homogén, ellenkezd

esetben inhomogen.

Az a;y+ayy=0 homogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa

_a,

(F.2) y=Ce ™ =y,,
ahol C tetszdleges allando.

Ha az (F.1) inhomogén egyenlet egy y, partikularis megoldasa ismert, akkor azt

hozzaadva a homogén egyenlet altalanos megolddsahoz, az inhomogén egyenlet alta-
lanos megoldasat kapjuk, azaz

“ag,

aq

(F.3) Y=y +yp:Ce +yp(t).

Az inhomogén egyenlet megoldasa tehat gyakorlatilag egy partikularis megoldésa-
nak megkeresésére korlatozodik. Ez lehetséges az dllando varialasanak modszerével.
Ennek az a Iényege, hogy a homogén egyenlet altalanos megoldasdban szerepld C

_%0
a

t
mennyiséget ¢ fliggvényének tekintjiik, és az igy keletkez6 C(¢)e fliggvényt az
inhomogén egyenlet megoldasanak tételezziik fel. Ezt behelyettesitve (F.1) —be,a C(¢)
fiiggvény meghatarozhat6. Az eljaras elég hosszadalmas, de elvileg mindig célra vezet.
Partikuléaris megoldast azonban kereshetiink az Un. probafiiggvény-modszerrel is. Ez
akkor lehetséges, ha az f(¢) fliggvény specidlis szerkezetli (1. a masodrendii differen-

cidlegyenletnél). A mddszer nagyon egyszerii, nem igényel integralast.
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Az elsérendii differencidlegyenlet altalanos megoldasa végtelen sok megoldast tar-
talmaz, hiszen példaul az (F.3) megoldasban a C allando tetszdleges lehet. Egy konk-
rét feladathoz tartozo egyetlen megoldast a végtelen sok megoldasbol tigy valaszthatunk
ki, hogy egy adott ¢=1¢, értékhez megadjuk az y= y(fy) helyettesitési értéket. Az
y(0) =y, feltetelt kezdeti feltételnek nevezziik. Ilyen feltétel megadasaval az altalanos

megoldasban szereplé C alland6 meghatarozhato. Az (F.1) differencidlegyenlet
y(0)=y, kezdeti feltételt kielégité megoldasa képletszeriien is felirhaté az alabbi

modon:

2. A MASODRENDU, LINEARIS, ALLANDO EGYUTTHATOS
DIFFERENCIALEGYENLET

Altalanos alakja
(F.4) a,y+aiy+aygy=f(),

ahol az a,, a; ¢és ay egyiitthatok valos szdmok (4llandok), f adott folytonos
fiiggvény, y az ismeretlen fiiggvény (a, #0). Célszeri lehet az (1) egyenletet
L[y]: f(¢) alakban felirni. Ha f(¢)=0, akkor az (1) egyenlet homogén, ellenkezd

esetben inhomogén.

HOMOGEN EGYENLETEK

Az a,y+a;y+ayy=0 homogén differencidlegyenlet mindig megoldhato. Ha

ismert az egyenlet két linedrisan fliggetlen megoldasa, legyenek ezek y; és y,, akkor

az egyenlet dltalanos megoldasa
(F.5) y=Cy + Gy,
ahol C; és C, tetszdleges allandok. Ez a megoldas kvadratura (integralds) nélkiil

meghatarozhat6. Feltételezhetd ugyanis, hogy az egyenletnek van y =e’’ alaki meg-
oldasa, r egyeldre ismeretlen allando. Ezt behelyettesitve az a,y+a,y+a,y =0
egyenletbe, az

a2r2 +ar+ag=0
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karakterisztikus egyenlethez jutunk. Legyen ennek a két gyoker; és r,. Ha rp #r,, ak-

' Az altalanos megoldas tehat

kor a két linedrisan fiiggetlen megoldas y, =e', y, =e
(F.6) y=Ce" +Cyre™ .
Az y; és y, kétlinedrisan fliggetlen megoldas egyiitt a differencidlegyenlet
alaprendszere.
A gyokoktdl fliggden harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. ESET. A gyokok kiilonbozd valds szamok. Ekkor a differencidlegyenlet altalanos
megoldasa

y= Cle”lt + Czerzt .
2. ESET. A két gyok megegyezik, azaz r; =r, =r. Ekkor két linedrisan fliggetlen

megoldas y, =e’’, y, =te”", igy az altalanos megoldas

(F.7) y=Cie" +Cyte’ ="' (C; +Cyt).

3. ESET. A gyokok komplex szdmok. Ismert tétel, hogy ekkor a karakterisztikus
egyenlet két gyoke egymasnak konjugaltja, azaz n =a +iff, r, =a —if3 alakl. Eb-
ben az esetben is 1étezik a differencidlegyenletnek valdés megoldasa. Igazolhat6 ugyanis,
hogy az y, =e®' cos Bt és y, =e* sin Bt linedrisan fiiggetlen megoldasok, s igy az
altalanos megoldas

(F.8) y=Ce” cos ft + Cye™ sin ft =e™ (C, cos ft + C, sin Br) .

Végeredményben fogalmazhatunk gy, hogy a homogén differencidlegyenlet altala-
nos megoldasa az alaprendszert alkoto két fliggvény (y; és y,) linearis kombinacidja.

INHOMOGEN EGYENLETEK

Az inhomogén differencidlegyenlet altalanos alakja
(F.9) a,y+ay+agy=f(«t), és f(t)#0, a, #0.

Ennek az egyenletnek a megoldasdhoz eldbb meg kell oldani az
a,y+a,y+a,y =0 homogén egyenletet. Legyen ennek az altalanos megoldasa y, .

Konnyen belathato, hogy ha y, az (F.9) inhomogén egyenlet egy partikularis megol-

dasa, akkor az (F.9) altalanos megoldasa

(F.10) Y=y +y,=Ciy1+Coyr +y,.
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Itt tehat egy partikularis megoldas keresésére kell forditani figyelmiinket. Ez le-
hetséges az un. dallandok varidalasanak modszerével. Ennek az a 1ényege, hogy az

v, =C1y +C,y, megoldasban (a homogén egyenlet megoldasaban) szereplé C; és
C, mennyiségeket nem allandonak, hanem ¢ fiiggvényének tekintjik, és az igy kelet-
kezd C;(t)y; +C,(¢)y, fiiggvénytaz (F.9) egyenlet megoldasanak tételezziik fel. Ez
alapjan, elég hosszadalmas eljarassal, a C; ¢és C, fiiggvények meghatarozhatok. A

modszer elénye az, hogy altalanosan érvényes megoldoképletre vezet. Sokkal egysze-
riubb az Gn. probafiiggvény modszer. Ennek az alkalmazésa korlatozott ugyan, de a mi
feladatainkban szinte mindig hasznalhatd. Alkalmazasa nem igényel kvadraturat, gya-
korlatilag (a differencidlast leszamitva) egyszeri algebrai ton célra vezet. A mddszer

akkor alkalmazhato, ha az (F.9) egyenlet jobb oldalén 416 f fiiggvény P, (t)e* ala-
ka, ahol P, (r) m-edfokl polinom, s pedig tetszéleges valos vagy komplex szam. A
tovabbiakban tehat az

(F.11) a,y+a,y—ayy =P, (t)e"

differencidlegyenlettel foglalkozunk. Itt két esetet kiilonboztetiink meg.

1. ESET. s nem gyOke a karakterisztikus egyenletnek. Ebben az esetben az (F.11)
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat

v, =0, (®e"

alakban keressiik, ahol Q,, (#) m-edfokt polinom. Ez a probafiiggvény. Ha példaul
f(t)=Bt* =1)e™, akkor Yy = (At* + Bt +C)e™, ésa -2 nem gydke az

2 —
a,r”+ar+a,=0

karakterisztikus egyenletnek. Az y, probafiiggvényt behelyettesitve az (F.11) egyen-
letbe, azonossagot kapunk. Ebbdl az azonossagbol az 4, B,C egyiitthatok egyszeriien
hatarozhatok meg. Ezek ismeret¢ben az y, fuggvény felirhato, es igy az (F.10)

alapjan az (F.11) inhomogén egyenlet megoldasa is.
2. ESET. s gyoke a karakterisztikus egyenletnek. Ha ez a gyok egyszeres, akkor a
probafiiggvény y, =10, (1)e”, ha kétszeres, akkor y, =10, ()e” . Egyébként az

¥, egyutthatdit ugyanugy hatarozzuk meg mint az elobbi esetben.

Nyomatékosan felhivjuk a figyelmet arra, hogy s komplex szdm is lehet, pl. ha az
(F.11) egyenlet jobb oldalan st helyett a kitevoben (a +if)t all. Ekkor a jobb oldal

felirhato f(¢) =P, (t)e* (cos Bt +isin Bt)alakban. Ha pediga = 0, akkor f(¢) = P,(),
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ill. f(t)=P,(¢t)(cos ft+isinBt). A jobb oldalon a komplex tényez6é nem jelent komo-
lyabb nehézséget.

Gyakori eset, hogy a jobb oldal P, (¢f)coswt, vagy P, (¢f)sinwt alaka. Ekkor

s=iw. Ha iow nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor a prébafiiggvényt
célszerli

Y, = Q,(n]) coswt+ Q,(nz) sinwt
alakban felvenni. Példaul ha f(¢) = (¢* +2f)sinw?, akkor
y, =4V + BY1+ CV)coswr + (A1 + BP1+CP)sinwt .

Végeredményben a probafiiggvényt — kissé pontatlanul ugyan — a kovetkezd 0kol-
szabalynak megfeleléen valaszthatjuk meg: a probafiiggvényt olyan alakban vessziik
fel, amilyen alakt az f(¢#) zavar6 tag.

Lényeges lehet még az az eset, amikor az (F.11) egyenlet jobb oldala két fiiggvény
0sszege, azaz

Liyl= /i) + f2(D).
Haaz L[y]= f,(t) egyenlet partikularis megoldasa y,, ésaz L[y]= f,(t) egyenlete

Y2, akkoraz L[y]=fi(t)+ f,(t) egyenlet partikularis megoldasa y,; +y,,.

A masodrendii differencidlegyenlet — adott feladathoz illesztheté — partikularis
megoldasanak kivalasztasahoz két feltételt kell megadni. Ugyanis az altaldnos megol-
dasban két allando (C; ¢és C,) szerepel, és ezeket kell meghatarozni. Gyakran egy

adott ¢, értékhez tartozd y(t,) és y(#y) értéket adjuk meg. Az y(0)=y, ¢ésaz
»(0) =y, feltételeket kezdeti feltételeknek nevezziik.

A HARMONIKUS REZGESEK DIFFERENCIALEGYENLETE

Az alkalmazésokban jelentds szerepe van a szabad harmonikus rezgés
(F.12) i+wix=0, @, allando
alaku differencialegyenletének. Altalanos megoldasa

x=Cjcosmyt +C, sinwyt ,
amely felirhato
x = Asin(wyt + @), vagy x=Acos(wyt+ @)
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alakban is, ahol A4 ¢és ¢ tetszdleges allandok. Innen lathatd, hogy ez egy olyan csillap-

itatlan rezgeést ir le, melynek amplitiddja A4, korfrekvencidja @, a kezdoéfazis

(faziseltolds) pedig ¢ . Megjegyezziik, hogy a rezgésidd, azaz egy periddus ideje

T:= 2 , az idOegység alatti rezgések szama 1 = 22 . Bzt szokas rezgésszamnak vagy
1) T

frekvencianak nevezni.

Ha a rezgd mozgasnal a gyakorlatilag mindig fellépd csillapitast is figyelembe vesz-
sziik, egy sebességgel ardnyos tag formajaban, akkor a mozgas differencidlegyenlete

(F.13) i+2k+05x=0, k>0, wy>0.

Feltételezve azt, hogy @, >« , akkor az r? +2kr +w? =0 karakterisztikus egyen-

. . [ 2 2
71:—K+la), rh=—K—-10, W=40)—K ,

igy a differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

let gyokei

x=e " (Cycoswt +C, sinwt), o= a)g—lcz.

Ez a megoldas is felirhato
x = x(t) = Ae ™ sin(wt + @), vagy x=x(t)= Ae ™ cos(wt + )

alakban, ahol 4 és ¢ tetszdleges allandok. Mint l4thatd, exponencidlisan csillapitott

rezgésrol van sz0.

Az

Osszefiiggésbdl latszik, hogy @<, vagyis a surlod6 eré megjelenése csokkenti a

rezgésszamot, ennek megfeleléen noveli a rezgésidot.

Konnyen igazolhatd, hogy a megoldas barmely két egymast kdvetd maximuma-

nak, vagy minimumanak hanyadosa alland6. A 32. dbra jeloléseivel Tn _ o _ K
X

n+2

(dllando), n=1,2,....

A csillapodas mértéke jellemezhet6 ezzel a K hanyadossal vagy ennek logaritmusa-
val, amit logaritmikus dekrementumnak neveziink.

Ennek a csillapitott rezgésnek a korfrekvencidja, ill. rezgésideje
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32. abra

2 2

w=voi -k, ill. T=—".
° 1[(02—1('2
0

Az (F.12) és (F.13) differencialegyen-
let torténelmileg a tdmegpont mozgésanak
mechanikai leirasara keletkezett, de ezen
tulmenden szamos alkalmazasuk van, egé-
szen szertedgazo teriileteken — fizikatol a
biologidig €s a kozgazdasagtanig.

w, < Kk esetén a karakterisztikus egyen-

let megoldésai valos, negativ mennyiségek,
a megoldas pedig két lecsengd exponencia-
lis fliggvény Osszege lesz.



FUGGELEK 2:

AZ ANYAGTORVENY - KULONBOZO FELTETELEK MELLETTI - MEGOLDASANAK
OSSZEFOGLALASA

JELOLESEK: az egyenlet: o + 10 =2G¢ +2né +60¢,
a t =0 idOpontbeli kezdeti értékek:
gy =¢(0), & =¢£00) & =£&0). o,:=0(0). &,:=0(0).

1. DEFORMACIOVEZERLES

1.1. ALLANDO DEFORMACIOGYORSULAS

2

g(t):80+é0-t+%§0-t L E(t)=6,+ &, 1, Elt)=¢,,

1

O'(l‘) = (Go - {ZGgo + (277 - ZGT)‘C}O + [9 - 2'(277 - ZGT)]é:O })e Ty
+{2Gs, + (2n - 2G1)g, +[0 - 7(2n - 2G7 )¢, }+ [2Gé, + (2n - 2G 7 )é, |t + G& 1.

) ) 1. / 2
Specidlis eset: felterhelés: &, =0, £, =0, e(t) = 580 12, 1(8 ) = —g :
€o

1
o(t)= (o, ~[0-t(2n - 2G1)E, )e * +[0-1(2n-2G1)é, + (20— 2G1)é,t + Gé 2,

1

o(e)= (o0 ~[0-r(2n-2G7), )e ©

2¢
E +[6-7(2n -2G7)fg, +
+(27 -2G1 )28, +2Gs.
1.2. ALLANDO DEFORMACIOSEBESSEGU FELTERHELES

[6,=0, & =0, &(t)=&, 1, t(c)=—]
€y
1

o(t)=lo, - (2n-2G1)g,Je * +(2n-2G1)é, +2Gét,

1 ¢

o(e)=[o, —(2n-2Gr)é,Je " +(2n-2G7)é, +2Ge.

1.3. ALLANDO DEFORMACIO (RELAXACIO) [€5 =0, &, =0, &(t)=¢g,]

1 1

O'(t)=(0'0—2G80)e ;t+2G80 =(GO—Gw)e Tt+0'w, ahol o, =2G¢,.
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1.4. PERIODIKUS DEFORMACIO [ £(t) = &5 epes + Eamplivads - Sin(@1 + 94 )]

1
—t

U(t) = [UO - 2G8k62epes - Cgamplitﬁd() Sin(§00 + (D):Ie Tt
+ 2G8kézepes + é/gamplitﬁd() Sin(a)t + Do + (0)’
ahol
<2G - 0(02)2 +4n’e? a)(277 -2Gt+ Qra)z)
¢= 2 2 ’ ¢ = arctg 2 2
1+7°w 2G +2ntw” - 0w
és 2G>0, 2n—-2Gt =20 esetén O0<¢@< 7.

2. FESZULTSEGVEZERLES

2.1. ALLANDO FESZULTSEGGYORSULAS

0'(1)200+0'0-t+%o"0-12: 6(t)=6,+6, 1,

_n,
glt)=e O [S-s(t)+C-c(t)]+ F(r), ahol

. - 0G 30G - 2i°
s = 130"‘50__’7 fo*‘]7 > fl"‘n( 3}7 )fzr
fo =0, +16,, 0 20G 260G 40G
o 1 n_ ., 0G-2’
=06, + 16, C = g ——fg+ + ,
fl_NO 0 0= 5g o 2G2f1 G fa
[ =64, ry - Ly Gt—nf+(Gt—77)2+772—9Gf
2677 26 ! 4G3 2
2
sin 2:—(2} t
> ha 260G > n?, -
26 77] cos 26 _ Qj £, ha 260G > 1,
0 0 0
s(t) =1t, ha 260G = 772’ c(t) =11, ha 260G = 772’
2 2
o3 % o 2
- , ha 260G < n°,
(UJ _26
0 0
¢s mindharom agban érvényesek a kovetkezd dsszefliggések:
2
S =c, c= [(%j —%]S‘, S(O) =0, S(O) =1, C(O) =1, C(O) =0.

A megoldas a 260G < n? esetben a kovetkez alakban is irhato:
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S [‘Z+ [

fl)=t eS| 5
2 2 2 2
m _26 (n) _26
0 0 0 0
Specidlis eset: felterhelés: oy =0, ¢y, =0, a(t) = %&0 VaE

. . /20 . .
fo =0, f,=16,, f,=6,. t(c)=_|== -ot &(t)-be helyettesitve (o) kaphat6 meg.
O,y
2.2. ALLANDO FESZULTSEGSEBESSEGU FELTERHELES
[69=0, 6,=0, o(t)=0y-t]

fo =164, fi=6y, f,=0. t(o)= i -ot &(t)-be helyettesitve &(c) kaphaté meg.
Oy

2.3. ALLANDO FESZULTSEG (KUSZAS) [ 6, =0, &, =0, o(t)=0, ]

fo=04 f,=0, f,=0.
2.4. PERIODIKUS FESZULTSEGVEZERLES'’ [ 0/(£) = Oisyepes + T ampiivads - Sin(@f + ;)]

71t o dzepes 1
glt)=e O [Z-s(t)+ T c(t) |+ —2pe  —

2G 4
ahol s(¢) és c(¢) afenti 2.1 pontbeliek, { és ¢ a fenti 1.4 pontbeliek, és

O amplitads Sin(a’t +@, - (/’)’
X = éO + %(80 o gkﬁchcs )_ gamplitud(') |:C() COS(¢O - q)) + %Sin(goo - (0):|’
F = gO - gkézepes - gamplitud() Sin((oo - (0)

A megoldas a 260G < n” esetben a kovetkezd alakban is irhato:

Gkiizepes 1 .
G + ZG amplitads Sm(wt + @, — (0)'

YAz =0, @=~+2G/0 speciilis esetet (,,rezonancia-katasztrofa”) itt nem targyaljuk.
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JELOLESEK JEGYZEKE

alakvaltozasi tenzor (méasodrendii szimmetrikus),
deformaciotenzor (masodrendii szimmetrikus),
deformacios deviatortenzor,

a belsdenergia-striisége (fajlagos belsé energia)
rugalmassagi (YOUNG-féle) modulus,
deformacios gémbtenzor,

atlagos (vagy kozepes) deformacio,

marado, vagy irreverzibilis deformacio,
plasztikus (v. képlékeny deformacio),

reverzibilis (v. rugalmas egyensulyi) deformécio,

viszkozitési egylitthato,

fesziiltségtenzor (mdasodrendli, szimmetrikus) lokalis leirdsban, az impulzus
konduktiv aramstiriisége (idoegység alatt egységnyi feliileten konduktive —
difftiz uton — atdramld impulzus mennyisége),

rugalmas deformécidos munka, a deforméciés munka potencialos (reverzibilis)
része,

rugalmas torzulasi deformacids munka,

rugalmas térfogatvaltozasi deformacids munka,

képlékenységi fliggvény (v = 0 képlékenységi hatarfeltétel),

csusztato (torzulasi) rugalmassagi modulus,

kompresszibilitasi (térfogatvaltozasi) modulus,

impulzusvezetési tenzor (negyedrendil, szimmetrikus, pozitiv definit),
disszipaciés munka, a deformécids munka irreverzibilis részre,

torzulasi disszipacids munka,

térfogatvaltozasi disszipacids munka,

POISSON-féle szam,

deformacios teljesitmény (térfogategységre juto),

HEAVISIDE-féle egységugras-fiiggvény,

tomegstiriiség

fajlagos (tomegegységre jutd) entropia,

egyensulyi fajlagos entropia (fajlagos entropia egyensuly esetén),

atlagos (vagy kozepes) fesziiltség,

fesziiltségi deviatortenzor,

fesziiltségi gdmbtenzor,

homérséklet °K-ben,
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t - 1do,

T - relaxacios ido,

W - deformaci6és munka (térfogategységre juto),

W’ - torzulasi deformacidos munka,

W, - térfogatvaltozasi deformaciés munka,

€ - belsd dinamikai valtozo (szimmetrikus méasodrendii tenzor), az egyensulytol

valo eltérés kifejezoje.

A MECHANIKAI JELLEMZOK OSSZEFUGGESE

A fesziiltségallapotot reprezentald fesziiltségtenzor (derékszogli, egyenesvonalu
koordinata-rendszerben):

Ox Txy Txz
_ .. T
F=|z, o, 7, —”O'l-j (=epz) ahol 0;; =0 ;, (i#j) F=F".
Tox Tz Oy (j:x,y,z)

A fesziiltségtenzor a mechanikai impulzus (mv) konduktiv aramsiirisége (a
felliletegységen, idoegység alatt atfolydo mennyisége). A fesziiltségtenzort a sebességtér
inhomogenitdsa (sebességgradiens) hatarozza  meg, és ezt hivjuk mechanikai
anyagtorvénynek.

A deformacios allapotot reprezentald deformaciotenzor:

1 1
€x nyy nyz
D=|Jy £, SV =H€~- ahol ¢; =& ;, (i#j) D=D"
2/ yx y 2/ yz ij (izx,y,z)’ ij = €jis J) = .
1 1 .
2V 3z €; (]=x,y,z)

Az alakvaltozasi tenzor:
A=D+I.

Minden tenzor felbonthatd egy un. deviatortenzor és egy izotrop (vagy gomb-) tenzor
Osszegeként. A fesziiltségtenzor és a deformdaciotenzor devidtora a torzuldsi allapot egy
kozelitését reprezentalja, a gdombtenzora pedig a térfogatvaltozas kozelitését:

F=F-lu(B)+lu(FI=T+T, Llu(F)=llo,+0,+0.)=150, =0,
T T,
o

ahol o, az atlagos, vagy kozepes fofesziiltség, s igy a torzulasi fesziiltségtenzor (vagy
fesziiltségi deviatortenzor):
Oy —0p Txy Txz

T=| 7,, o, -0, Ty, =||Ul-j -0,

(i:x,y,z) - || Sij"(i:x,y,z) ’

Tox Tz 0; =0y (j:x,y,z) (j:x,y,Z)

a térfogatvaltozasi fesziiltségtenzor (vagy fesziiltségi gdombtenzor):

186



c, 0 O I 00
T,=|0 o, Of|=0c,0=0,0 1 O
0 0 o 0 0 1

A deformaciomezdre hasonldképpen:

D=D-lu®I+luDI=E+E, luD)=l(s, +s,+c.)=1Y¢ =0,

E E,

ahol ¢, az atlagos, vagy kozepes féddeformacio, s igy a torzulasi deformacidtenzor (vagy
deformacios deviatortenzor):

1 1
€x — 0y 3V xy 57 xz
| L _ 1 =e. - =|e.
E=l 27w &y=00 37 ‘“ i 7 %0l (jmxyz) N Gl (i=x.y)
1 1 . .
5V zx 37z €, =0, (j=x.y.2) (j=x.y.2)

a térfogatvaltozasi deformaciotenzor (vagy deformacios gombtenzor):

& 0 0 1 00
E,=|0 ¢, Of=¢,=¢,0 1 0.
0 0 g 0 0 1

Kontinuumok anyagtorvénye ennek megfelelden tobb formaban is felirhato:
- egyetlen egyenletbe dsszefogva:

F=FD), o;=0yle;) (j=x.2)
- két egyenletre bontva:
jle )

{T = T(E), s =

Sij C o .1
TO = TO(Eo): o, = 60(80)1 (l’] X,y,Z).

o

A térfogategységre jutd alakvaltozdsi teljesitmény: P=W =F :voV, amely az F
szimmetridja folytan

P=W=F:V0V=F:{(VOV)S+(V0V)AJ=
=F:(voV)’ =F:1[voV+Vov]=F:AA™ ~F:D,
ahol D= AA™ = D(D+I)_1, s innen a deviatorikus felbontasnak megfeleléen
P=F:AA" =(T+T,):[AA 1), + (AA 1) |=T:E+T, : E, .

~ ~

ahol D=E+E,, E:=(Aa"), =DD+1)"1,, E,:=(Aa") =BD+1)"],.

Ennek megfelelden a teljesitmény két részre bonthato, a deviatoros és gombi tagok
szorzatabol alkotott részekre:

' Nem irtuk ki kiilon valtozoként a tenzorok idéderivaltjait. Lehet, hogy helyesebb lenne az
¢ 11,5 £, E)=0,
f\T,,T,,E,,E ,E, ): 0.

forma.

f(F,F,f),f),ﬁ): 0 > {
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P=P +P, P ;=T:]~§J, P, :=T0:EO,

s ezeket az irodalomban meghonosodott szohaszndlattal a P-t torzulasi, vagy
alaktorzulasi teljesitménynek, a P,-t pedig térfogati, vagy térfogatvailtozasi
teljesitménynek hivjak.

A térfogategységre jutd alakvaltozasi munka mindezek alapjan
W = [ Pdt=[Wdt=[F:Ddt = [F:dD I +W, = [T:dE+|[T, : dE, .
A fesziiltségtenzort szokas felbontani reverzibilis €s irreverzibilis részre:
F=F'® +Fire
s ennek megfeleléen létezhet reverzibilis és irreverzibilis munka is.?

A reverzibilis rész a befektetett munkdnak az a része, amely veszteség nélkiil vissza
nyerhetd, nem hoz létre entropiandvekedést, vagyis az entropiaprodukcioja zérus:
o, =0, illetve korfolyamat esetén: §ds =0.A

®=[F" :dD

rugalmas deformacios munkanak (potencidlos munkanak, rugalmas energidnak)
nevezzik

Az irreverzibilis rész a befektetett munkanak az a része, amely disszipalddik (hové
alakul, szétszorodik), amely az entropia spontdn novekedését okozza: o, >0, illetve

korfolyamat esetén: §ds > 0. Mindezért az

o= J'Fi”” : dD

disszipacios munkdnak (disszipacids energianak) nevezziik. Természetesen a deviatoros
felbontasnak megfeleléen: W =®+ & =W +W, =D + O+ +

7,
Q= [T : dE — rugalmas torzulasi munkanak,

®, =[T,” :dE, - rugalmas térfogati munkanak,

= : — torzulasi disszipacios munka
/= | T" :dE torzulasi disszipacios kanak,

v, = IT;WV :dE  —térfogati disszipacios munkdanak.
(o]

? Erre szokas azt mondani, hogy semmi sem az mint aminek hivjak. Koztudott, hogy a fajlagos
térfogatvaltozast nem a D deformaciodtenzor tr(D) nyoma (Spur, trace) fejezi ki, hanem a det(D)
determinansa.

> Itt ra kell mutatni bizonyos félreértések forrasira. A reverzibilis folyamat mindig rugalmas
allapotvaltozasok sorozatat takarja. Azonban a rugalmas allapotvaltozasok altaldban nem reverzibilisek.
Vagyis azt kell mondanunk, hogy a rugalmas alakvaltozasok tartomanya irreverzibilis allapotvaltozasokat
fog Ossze, de van egy hatira, amely reverzibilis. Ezen a hataron kiviil - nincsenek fizikailag
megengedhetd allapotok, vagy folyamatok. A reverzibilis allapotvaltozast mindig egyensulyi allapotok
sorozata adja. Ennek a forditottja azonban nem igaz. Pl. kialakult képlékeny allapot lehet egyensulyi, ha a
mozgasok elenyésztek, de semmiképp nem lehet reverzibilis, mert a maradd deformacidk mar altalaban
vissza nem alakithatok.
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