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ELOSZO

A kotetben talalhato eléaddsok a MONTAVID RESEARCH GROUP keretében folytatott
»lzotrop kontinuumok mechanik4ja” elnevezésii kutatasi program elmult évi eredmé-
nyeinek egy részét foglaljak 6ssze.! A tanulmanyok a Nemzetkozi Kézetmechanikai
Téarsasag (ISRM — INTERNATIONAL SOCIETY FOR ROCK MECHANICS) Magyar Nemzeti Bi-
zottsaga altal szervezett hazai konferencidjara késziilt eldadasok, amelyek logikai rend-
be szerkesztve keriiltek jelen kotetbe. Ez mar a negyedik konyv az éves kutatasok be-
szamoljabol.

Az el6adasok két témakor koré csoportosulnak, mindkét témakorben harom-harom
el0adas szerepel.

Az els6 témakor az ,,4 nemrelativisztikus tér- és id6viszonyok kévetkezményei a kon-
tinuumfizikaban” cimmel illethetd.

Az elso eldadas a tér- és idoviszonyok GALILEI-féle relativitasi elvbdl és a GALILEI-
transzformaciobol kovetkezd kovetkezményeit, és az ezekkel kompatibilis fizikai
mennyiségtipusokat ismerteti.

A masodik eléadads az els6 eldadasban bemutatott kdvetelményeket valdsitja meg a
kontinuumfizika kinematikdjdban, az anyagi sokasdgon dolgozé formalizmusban, és
megadja a kiilonb6z0 tenzori rendi mennyiségek anyagi idoderivaltjat.

A harmadik eléadas szintén ezekkel az elvekkel 6sszhangban vezet be és vizsgal
meg egy 1j deformaciotenzor-értelmezést, mely nem igényli az anyagi sokasag és refe-
rencia-idépont felvételét.

A masodik témakor a ,,Rugalmassdgtanon innen és tul” cimmel jellemezhetd.

A negyedik eléadas a konvenciondlis tervezési gyakorlatban fontos anyag-
allandoként szamon tartott £ rugalmassagi modulust és v POISSON-tényezOt vizsgalja.
Az eldadas ramutat e fogalmak torténeti kialakuldsara és pontositja értelmezésiiket,
mivel a legfrissebb kontinuummechanikai kutatdsi eredmények modositottdk az
anyagtulajdonsagokrdl, anyagallandokrol vallott tobb évszazados felfogasunkat, s
mindketténél megkérddjelezhetd az ,,anyagjellemz6”, s f0képp az ,,allandd”™ jelzo.

" A tovabbiak a Mérnokgeoldgia-Ko6zetmechanika Kiskonyvtar 6. kotetében talalhatok.



Az otddik eloadas egy konkrét rugalmassagtani problémaval, a hengeres probatestek
egytengelyli 6sszenyomdsakor kialakulé méretviszonyokkal és a kihasasodassal foglal-
kozik. A Kiskonyvtar 3. kotetében bemutatott vezetd rendii kozelités pontositasat ismer-
teti, a két kovetkez6 rend meghatarozasa révén.

A hatodik eléaddsban egy izgalmas jelenség, a PORTEVIN-LE CHATELIER-hatds kertil
teritékre, a rugalmassagtani anyagegyenlet deformacidsebesség-fiiggo kiterjesztésével, a
jelenséget dinamikus bifurkacioként értelmezve. A targyalas megtartja a kontinuum-
hipotézist, nincs sziikség semmilyen mikromechanikai modell alkalmazésara.

Az ELOSzO végén, de cseppet sem utolsosorban, nagy koszonet illeti a kotet
lektorait, akik szamos értékes észrevétellel és javaslattal segitették a szerz6k munké;jat.

Budapest, 2008. november 7.

A SZERKESZTO
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A TER NEM ABSZOLUT — A TERIDO, MINT A
GALILEI-FELE RELATIVITASI ELV KOVETKEZMENYE

Fulop Tamds
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Ez az irdas a GALILEI-féle relativitdsi elv tér- és iddfogalomra vonatkozd kovetkez-
ményeit foglalja dssze, és ismerteti a GALILEI-transzformdcid dltal kijelolt négyes téridd-
mennyiségek — négyesvektorok, négyestenzorok — jellemzdit.

1. BEVEZETES

A GavriLE-féle relativitasi elvbol és a GALILEI-transzformaciobol kovetkezik,
hogy mar a nemrelativisztikus vagy klasszikus — tehét a specidlis és altalanos rela-
tivisztikus elvekkel még nem kompatibilis — fizikdaban is téridérdl kell beszélniink,
és hogy minden fizikai elmélet altalanos elvi megfogalmazéasanal és vizsgalatanal
négyes mennyiségekkel (négyesvektorokkal, négyestenzorokkal) kell dolgoznunk. Ez
vonatkozik tehat példdaul a kontinuumfizikara is.

E kovetkezmények felismerése meg is tortént, amikor arra megértek a tudomany-
torténeti feltételek. Az eredményeket ismerteté alapmiivek [19, 4, 1, 5, 7] hatédsa
azonban nem keriilt bele a fizika dltalanos koztudataba. Ez a 1épés pedig sziikséges
és fontos lenne, és olyan szempontbol is hasznos, hogy elkeriilhetd legyen példaul az
a kontinuumfizikaban és kinetikus fizikdaban tobb évtizede tarto vita, hogy ,sériil-e
az anyagi objektivitas elve, érvényesek-e a fizika torvényei minden vonatkoztatasi
rendszerben”.

Az elterjedést gatlo egyik tényezo az lehetett, hogy a szébanforgd kovetkezmé-
nyekhez illeszked6 1j matematikai formalizmus némi tanulményokat igényel, és ez
sokak szamara elbatortalanitéan hathatott. Pedig a helyzet, egy hétkoznapi példa-
val élve, az autovezetéshez hasonld: aki belefektet az autovezetéshez sziikséges sok
furcsa mozdulat és odafigyelés megtanulasaba, a tanfolyam végére elsajatitott képes-
séggel nagymértékben gazdagitja életének lehetéségeit. A szébanforgd matematikai
leiras is olyan gazdag fizikai rdlatassal ajandékozza meg az azt megtanulokat, ami
a tanfolyam” elején még egyaltalan nem latszik valészintinek.

Mindazonaltal, hasonléan a specidlis relativitdselmélethez, a GALILEI-féle nem-
relativisztikus térido-fogalomnak is lehetséges olyan targyaldsa, mely nem ebben a
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vonatkoztatdsirendszer-mentes, affin teres matematikai formaban torténik, hanem
egy ,gyalogosabb” lefrast haszndl, amelyben egy valasztott segéd-inerciarendszer
szerinti négyes koordinatakban dolgozunk. Ez az egyszeriisitett targyalds nem igé-
nyel 1j technikai hozzavaldkat, egy koordinatdkhoz szokott Olvas6é konnyen foku-
szalhat a tartalmi megallapitdsokra. Aztan, amikor mar otthonosan mozog az 1j
tudnivalok kozott, konnyebb az atlépés a vonatkoztatasirendszer-mentes lefrasra —
és az addig latottak fényében tobb is lesz a motivacié hozza.

Ez az irés tehat koordinatas alakban ismerteti a GALILEI-féle relativitasi elv-
bol kovetkezo tér- és idofelfogast, és a GALILEI-transzformaciobol kovetkezo térido
négyes mennyiségeit — négyesvektorait, négyestenzorait. Ezzel kivan hozzajarulni
a kontinuumfizika téridé szemponti modernizdlasdhoz. A kitlizott cél az, hogy a
kontinuumfizika a joévoben magukra a kontinuumok jelenségeire 6sszpontosithasson,
elhagyva azt a bezavard technikai elemet, amit a kontinuumok szemlélése kozben
eddig haszndlt (ti. a vonatkoztatasirendszer-fliggd leirdst), és amely technikai elem
— torzitd szemiivegként — annyi fejfajast okozott mindezidaig, és zavarta a tisz-
tanlatast.

2. ELSO LEPES: A TER NEM ABSZOLUT, TERIDORE VAN SZUKSEG

Ebben a szakaszban tomoren, célratoréen fogalmazzuk meg a szakasz cimében
megfogalmazott allitast. Az elhangzottak részletesebb fizikai kifejtése és tudomany-
torténeti értelmezése a kovetkezo szakaszban fog kovetkezni.

A tapasztalati iton felismert GALILEI-féle relativitasi elv azt mondja ki, hogy
az egymashoz képest mozgo inercidlis (tehetetlenségi) vonatkoztatédsi rendszerek —
azaz az olyan vonatkoztatasi rendszerek, amelyek szerint egy magara hagyott test
egyenes vonali egyenletes mozgast végez, — egymassal fizikailag egyenértékiiek,
nincs fizikai jelenség, mely az egyiket a masikhoz képest kitiintetné.

Tapasztalat tovabba, hogy a kiilonb6z6 inerciarendszerek egymaéshoz képest
egyenes vonali egyenletes mozgassal mozognak. A GALILEI-transzformacioé két egy-
szerll régi mozgastani tapasztalatot fogalmaz meg: ha van két inerciarendszeriink,
KC és K', ahol a masodik V sebességgel mozog az els6hoz képest, és melyek id6- és
térorigdi ugy vannak Osszeillesztve, hogy t = 0-kor az r = 0 helyhez ¢/ =0 ésr' =0
tartozik,! akkor egy tetszéleges, idében pillanatszer(i és hely szempontbél pontszert
torténéshez/eseményhez a K szerint rendelt ¢ és r, valamint a K’ szerinti ¢ és r/
értékek kozott a kovetkezo atszamitasi képletek érvényesek:

=t (1)
r=r—Vt. (2)
(Kés6bbi mérések kimutattak, hogy ezek a képletek csak a fénysebességnél joval

kisebb V esetén hasznédlhatoak, de most abban a jelenségkorben fogunk maradni,
ahol nem lépnek fel fénysebességgel dsszemérhet6é nagysagu relativ sebességek.)

! Amikor inerciarendszereinkben DESCARTES-koordinatatengelyeket is valasztunk, akkor ezek

irdnyait is ossze fogjuk hangolni: az ' irdny essen egybe az x irdnnyal, az 3’ az y-nal, és a
Z' irdny a z-vel.
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Nos, az els6 képletrol leolvashatd, hogy eme tapasztalataink szerint az ido ab-
szoliit, mert a transzformécios képlet ¢ = f(¢) alaku.?

Hasonlé szemmel ranézve, a mésodik képletrol pedig az olvashaté le, hogy a
tér nem abszolit, ugyanis a transzformdciés képlet nem r’ = g(r) alakd, hanem
v’ = g(r,t) alaki.® Az is lathato, hogy a térbe belekeveredik az idé is. Ha a térvek-
torokbdl szeretnénk konstrudlni valami abszolit mennyiséget (olyan mennyiséget,
amelyek halmazdbo6l mar nem visz ki a GALILEI-transzformécio), akkor az idot kell
hozzakapcsolni valahogy. Ez megteheto gy, ha a

: 3)

N
-
~__
I
N 8 o+
I
e T B

négydimenziés vektort képezziik.* Ilyen négyesvektor alakban a GALILEI-transzfor-

£ 90

(ahol T a harmas egységtenzor, és blokkmatrix alakot hasznaltunk), tehat a le-
hetséges négyesvektorok halmaza mér abszolit: nem visz ki bel6le a GALILEI-
transzformacio.

Abszolit téridé van tehdt, és ezen beliil abszolut id6, abszolit tér viszont nincs.

3. TUDOMANYTORTENETI ERTELMEZES

Mint latjuk, az oly &artatlannak tiné, bizonyos szemszoghol szinte trividlis
GaLILEI-transzforméacioboél pillanatok alatt egy sokak szaméara igencsak meghokken-
t6 eredmény kovetkezik. Erdemes ezért dttekinteni a vonatkozé tudomdanytorténeti
hatteret, hogy tisztdbban lassuk a helyzetet.

[dézziik ol el6szor is azt, ahogyan GALILEI a réla elnevezett relativitasi elvet
megfogalmazta [3].5

Zarkozzal be egy baratod tarsasagaban egy nagy hajo fedélzete alatt egy megle-
hetosen nagy terembe. Vigyél oda sziinyogokat, lepkéket és egyéb ropkodé allatokat,
gondoskodjal egy apro halakkal teli vizesedényrdl is, azonkiviil akassz fel egy kis vod-
rot, melybdl a viz egy alaja helyezett sziik nyaki edénybe csopog. Most figyeld meg
gondosan, hogy a repiil6 allatok milyen sebességgel ropkédnek a szobaban minden

2S6t, az id6 egydimenzios 1évén, beldthatd, hogy ekkor sziikségképpen ¢ = t. Tébbdimenzibs
esetben létezhetnek olyan lehet&ségek, amilyet példdul majd a 3. labjegyzet emlit.

3 Az egy adott inerciarendszerbeli térbeli forgatdsok r’ = g(r) alaktak. Nem visznek ki tehdt
az Osszes helyvektorok halmazabdél. Ha csak rajtuk mulna, a tér abszolut lenne.

4Hogy az indexek miért nem alulra, hanem feliilre lettek frva, az a 4. szakaszban lesz megin-
dokolva.

5 A tartalmi allitdsok mellett érdemes megfigyelni a szerzé ama torekvését is, hogy a szdveg
az elbeszéld forma ellenére is tudomanyosan igényes, koriiltekinté és atfogd legyen.
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iranyba, mig a hajoé all. Meglatod azt is, hogy a halak egyforman tszkalnak minden
iranyban, a lehull6 vizcseppek mind a vodor alatt allo edénybe esnek. Ha tarsad
felé hajitasz egy targyat, mind az egyik, mind a masik iranyba egyforma erével kell
hajitanod, feltéve, hogy azonos tavolsagokrol van szé. Ha, mint mondani szokas,
paros labbal ugrasz, minden iranyba ugyanolyan messzire jutsz. J6l vigyazz, hogy
mindezt gondosan megfigyeld, nehogy barmi kétely tamadhasson abban, hogy az al-
16 hajon mindez igy torténik. Most mozogjon a hajo tetszés szerinti sebességgel: azt
fogod tapasztalni - ha a mozgas egyenletes és nem ide-oda ingadozo -, hogy az em-
litett jelenségekben semmitéle valtozas nem kovetkezik be. Azoknak egyikébdl sem
tudsz arra kovetkeztetni, hogy mozog-e a hajo, vagy sem. Ha ugrasz, ugyanakkora
tavolsagra fogsz jutni, mint az el6bb, és barmily gyorsan mozog a hajo, nem tudsz
nagyobbat ugrani hatrafelé, mint elére: pedig az alattad levo hajopadlo az alatt az
id6 alatt, mig a levegoben vagy, ugrasoddal ellenkezé iranyban elmozdul elore. Ha
tarsad felé egy targyat hajitasz, nem kell nagyobb erével hajitanod, ha baratod a ha-
jo elején tartozkodik, mint akkor, amikor hatul van. A cseppek éppiigy bele fognak
hullani az alsé edénybe, mint elobb, egyetlenegy sem fog az edény mégé esni, pedig
az, mig a csepp a levegében van, t6bb hiivelyknyi utat tesz meg. A halaknak sem kell
az edényben nagyobb erét kifejteni, hogy az edény elejére uszhassanak, és ugyan-
olyan konnyedséggel fognak a taplalék utan menni, ha az edény barmely részén van
is. Végiil a szinyogok és a lepkék is kiilonbség nélkiil fognak barmely iranyba rep-
kedni. Sohasem fog el6fordulni, hogy a hatsé falhoz nyomoédnak, mintegy elfaradva
a gyorsan haladoé hajo kovetésétol, pedig mig a levegében tartézkodnak, el vannak
valasztva tole. Ha egy szem tomjént elégetiink, egy kevés fiist képzodik, mely fel-
szall a magasba és kis felh6 gyanant lebeg ott, és nem mozdul el sem az egyik, sem
a masik iranyba.”

A szoveget elemezve, a mozgasokat és egyéb fizikai jelenségeket valamilyen vi-
szonyitési alaphoz (vonatkoztatdsi rendszerhez) képest szoktuk vizsgalni, mely vala-
milyen anyagi objektumokbol épiil fel, és ezekhez az anyagi objektumokhoz képest
végezzilk méréseinket. Ilyen viszonyitasi alap lehet egy Foldhoz rogzitett szoba a fa-
laival, padlojaval és mennyezetével, példaul egy épiiletben egy kikoté partjan, vagy
egy vilagitotorony tetején. Vagy lehet ez a szoba egy hajoban is, mely a kikoto védett
oblének csendes vizén kikotve nyugszik. De lehet egy egyenletesen mozgd hajoban is,
mikozben a védett 6bolben kifele halad, vagy egy nyilt vizen haladé hajoban is, mi-
kézben olyanok a hajozési viszonyok, hogy nem ingadozik a hajé mozgésa (példaul
a kik6t6bdl vagy vildgitétoronybol szemlélve). Lehet aztan egy hanykolod6 hajéban
is, vagy egy nagyerejl szélvihar miatt épp 0Osszeddlofélben 1évo vilagitétoronyban,
vagy egy épp foldrengést elszenvedd parti épiiletben. Ez utobbi viszonyitéasi alapok-
ban (vonatkoztatdsi rendszerekben) sajnos ,hanykolédénak” fogjuk latni a jelen-
ségeket, mert a viszonyitasi alapunk, amihez képest mériink, ide-oda hanykolodik.
Ilyen viszonyok kozepette pedig nehéz fizikailag hasznos kovetkeztetéseket lesziir-
ni. Az elobb emlitett, békés viszonyok kozott 1étez6 viszonyitasi alapok viszont jol,
mégpedig GALILEI fenti felismerése szerint egyformdn jol hasznélhatoak maguknak
a jelenségeknek a megfigyelésére, és ezekben a jelenségek egyformdn jatszodnak le.
Ezért, bar ezek a nyugodt viszonyitasi alapok egymashoz képest dltalaban egyenes
vonalu egyenletes mozgast végeznek, egyikiik sem kitiintetett semelyik masikukhoz
képest, egyetlen jelenség szempontjabol sem.
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Masrészt, felismerjiik, hogy a magukra hagyott testek egyenes vonalu egyenletes
mozgassal haladnak.

GALILEI ezt még csak a vizszintes mozgdsokra mondta ki ([3], 146-148. o.), illetve az &ltaldnos
mozgasok vizszintes részére — ismerte ugyanis a kiilobozé iranyd mozgasok fiiggetlenségét
([16], 173. 0.) —, mert gondja volt a szabadon esd testekkel, melyek ugye szintén magukra
hagyottnak mutatkoznak. Ugyanezekben az 1630-as években DESCARTES viszont mar altaldnos
érvénnyel fogalmazta meg ezt az llitdst ([16], 183. 0.), 6 mér a szabadesés mogé is egy bizonyos,
szemmel nem 14thaté és kozvetleniil nem nyomon kovethetd, de fizikai hatdst tételezett fel ([16],
185. 0.).

Az pedig, hogy a magukra hagyott testek egyenes vonali egyenletes mozgasa milyen
vonatkoztatéasi rendszer szerint értendo, az eddigiek alapjan kézenfekvo: az emlitett
békés, nyugodt viszonyitdsi alapok szerint.® Az alapjan, hogy a magukra hagyott tes-
tek mozgasat tehetetlenségi mozgasnak szoktak hivni, ezeket a nyugodt viszonyitasi
alapokat tehetetlenségi/inercidlis vonatkoztatasi rendszereknek nevezhetjiik.

Ami a GALILEI-transzforméciot illeti, az el6szor is az abszolut id6t mint kisérleti
tényt fejezi ki.” Ezutan pedig igymond egyszerli geometriarél van szé: a K rendszer
maga is latja, hogy a K’ rendszer milyen helyvektort mér, és latja, hogy eme ¢
idépillanatban a K" rendszer origdja hol jar, igy maga K is ki tudja szdmolni, hogy
milyen helyvektort kell K'-nek kapnia.

A szabadesésre aztan NEwWTON adott mennyiségileg is sikeres értelmezést,
tomegvonzas-elméletével. A tapasztalathoz jol illeszked6 gravitdcids erotorvénye
azonban pillanatszertien terjedo6 tavolhatést jelentett. Ezt NEwToN — amellett, hogy
egy fizikailag zavard és nehezen hiheté aspektusnak taldlta, — csak tgy tudta el-
képzelni, hogy feltételezte egy abszolut tér (és igy egy kitiintetett inerciarendszer)
fogalmat. Hogy miért is érezte sziikségét ennek a hipotézisnek, az (legalabbis a kozis-
mert tudomanytorténeti értékelésekbol) nem vildgos. Lehetséges, hogy fizikai okbdl,
mert az abszolut teret egyfajta kozvetito kozegnek gondolta, egy gravitacios éternek
(az elektromagneses hulldimok terjedését biztosité kozeg, az elektroméagneses éter
kés6bb megsziiletett elképzeléséhez hasonld szohasznéalattal élve). De az is lehet,
hogy matematikar okbol, mert nem tudott elképzelni mas matematikai lehetdséget
a pillanatszert tavolhatas megfogalmazasara.

Mai szemmel nézve, ami az elsé lehetdséget illeti, az elektromégneses éter fo-
galmanak elvetése Ota a fizika gravitacids éter sziikségességét sem igényli. A ma-
sodik lehetséges indok iigyében pedig a kés6bbiekben latni fogjuk (28. oldal), hogy
a pillanatszerti tavolhatas leirasahoz valdjaban nem sziikséges abszolut tér, csak az
abszolut térszeriiség (abszolut egyidejliség) fogalma. Mar kortarsa, LEIBNIZ is birdlta
NEWTONT, hogy az altala vélelmezett abszolut tér, igy az abszolut inerciarendszer
a tapasztalatoknak megfelel6 GaLILEI-féle relativitasi elv miatt semmilyen médon

6 Egyébként ha egyikiikben egyenes vonald egyenletes a mozgas, akkor mér a tSbbiben is,
hiszen ez sem kiilonboztetheti meg egyik nyugodt viszonyitasi alapot a tobbihez képest.

" A hajézés volt a f6 mozgatdereje a minél pontosabb, és a hajék hanykoléddsanak minél
jobban ellendllé, minél zavartalanabbul jaré és megbizhatobban miikodé érak kifejlesztésé-
nek. Ennek eredményeként az is kisérleti tapasztalat lett, hogy az id6 még a hanykoldédo
(nemtehetetlenségi) vonatkoztatdsi rendszerekben is ugyanugy telik, ahogy az inerciarend-
szerekben.
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nem mutathaté ki, tehat fizikailag helytelen feltételezés ([16], 227. 0.). A problémét
NEWTON is latta, de csak addig jutott el, hogy példat adott egy tehetetlenségi vo-
natkoztatési rendszer és egy nemtehetetlenségi megkiilonboztetésére,® tovabba hogy
egy bizonyos misztikus feltételezést fogalmazott meg, miszerint ,a vilag igen tavoli
részében nagy tomegek vannak, amelyek rogzitik az abszolut teret” ([16], ugyanott).
Az utokor kozfelfogasa azonban, a newtoni dinamika és gravitacidelmélet sikerei
miatt — GALILEI felismerése és LEIBNIZ intelme ellenére — a newtoni abszolit tér
fogalmat is készpénzként vette at.

A térid6 fogalméanak megalkotdsa azonban nemcsak emiatt bizonyult nehéznek.
A geometria EUKLIDESZ Ota évszazadokon at euklideszi teret jelentett. E felfogds
miatt a vektorok nemcsak vektorteret alkottak (melyben minddssze Osszegik és
szamszorosuk van értelmezve), hanem euklideszi vektorteret, ahol a vektoroknak
hosszuk és bezart szogiik, vagy ezzel ekvivalens modon: pozitiv definit skalarszor-
zatuk is van. Erre a helyzetre BoLyar és LoBACSEVSzZKI) nemeuklideszi geometridra
vonatkozo, tovabbd GAuss és RIEMANN gorbiilt geometridkra vonatkozo eredményei
voltak aztén fellazitdé hatastak. Ezaltal a geometria az altalaban gorbiilt, helyileg
euklideszi jellegli sokasagok fogalmaig altalanosodott, de nem tovabb.

Ezzel parhuzamosan az is idébe telt, mig az egy- a két- és a haromdimenzios
euklideszi tér megismerése utan a matematika értelmezte a négy- és tobbdimenzios
euklideszi terek fogalmat. A haromnal magasabb dimenzids terek rdadasul értel-
mezésiik utdn is megmaradtak matematikai kuribzumként, részben mert gyakorlati
hasznuk nem latszott, részben pedig mert a kozfelfogas szamara tul absztrakt, a
szemlélet szamara oly nehezen felfoghaté geometriai képzodmények. Marpedig a
térid6 fogalmahoz a dimenzidészam tekintetében is a gondolkodas fellazitasara volt
sziikség.

A kovetkezo felkavard torténés a fizikaban kovetkezett be: a specidlis relativitas-
elmélet megsziiletése. Kozvetett, majd késobb kozvetlen alatamasztast nyert, hogy
az 1d6 sem abszolut, az egyenértékii inerciarendszerek valtasakor id6 és tér egyarant
keverednek egymasba. Az abszolut téridé fogalma azonban még ennek felismerése
utan is csak akkor sziiletett meg, amikor Minkowski felismerte, hogy ha az i képzetes
egység, a c fénysebesség és a t id6koordindta szorzataként bevezeti az x!, 22, 23 térko-
ordindtak mellett az 2* = ict képzetes koordinatat, akkor a LORENTZ-transzformécié
(a GALILEI-transzformdci6 relativisztikus véltozata) eme négydimenzids térben for-
gatasokat jelent, ezek a vektorok egy négydimenzios euklideszi vektorteret alkotnak.
Fontos egybdl leszogezni, hogy a képzetes idékoordinata mogott semmi fizikai mély-
ség nincs, ez egy tartalmilag félrevezeto és roppant zavard, pusztan technikailag ki-
izzadt konstrukcio, acélbol, hogy egy euklideszi skaldrszorzatot, azaz egy euklideszi
szerkezetet kapjunk.

fgy, hogy egy euklideszi szerkezet bukkant eld, a tudomény végre elkezdett a
téridore mint geometriai objektumra gondolni. Késobb, amikor elkezdték vizsgalni,

8Egy forgd vodorben kialakulé vizfelszin nem-vizszintes voltara mutatott ra. Egy dltaldno-
sabb, bar elsore kissé vulgarisan hangz6é megfogalmazassal azt mondhatnank, hogy ,iner-
ciarendszer az, amelyhez rogzitve nem szédiiliink”. Az ember egyensilyérzékel$ szervének
miiszaki, egyre nagyobb érzékenységii reprodukalasaval valéban egyre pontosabban ki tudjuk
mutatni egy mozgds tehetetlenségi vagy nemtehetetlenségi voltat.
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hogy az ict koordinata esetén ad6dd euklideszi skaldrszorzat a valos ct koordinata
esetén minek felel meg, kideriilt, hogy az euklideszi skalarszorzat-fogalom egy olyan
altaldnositasanak, mely nem pozitiv definit (pszeudo-euklideszi skaldrszorzat/belsé
szorzat, azaz egy nemdegenerdlt, szimmetrikus, bilineéris leképezés). gy ez a szer-
kezet is fokozatosan belekeriilt az elfogadott geometriai lehetéségek kozé.

A nemrelativisztikus térid6 azonban két tovabbi vonatkozasban is még altalano-
sabb fogalom, mint a specidlis relativisztikus téridé. Altalanosabb egyrészt abbél a
szempontbdl, hogy a GALILEI-transzformacié semmilyen blivészkedéssel nem fogha-
to fel euklideszi forgatasként, vagy annak pszeudo-euklideszi megfelel6jeként. Egy
négydimenziés euklideszi szerkezet helyett, mint a kés6bbiekben konkrétan latni
fogjuk, egy egydimenziés abszolut id6-szerkezet, tovabba egy, az abszolit térszeri
négyesvektorokra értelmezett hdromdimenzids euklideszi szerkezet van rajta.’

A masik altalanosabb aspektus pedig az, hogy — mint azt a (3) képletrdl leolvas-
hatjuk, — kiilonbo6z6 fizikai dimenzidji mennyiségeket kell 6sszetenniink egy négyes
mennyiséggé. A hdrom tavolsdg dimenzi6ju koordindta mellé egy id6 (id6tartam)
dimenzidjut kell helyezniink. Relativisztikusan ez iigyben konnyt a dolgunk, mert
a fénysebesség egy fizikailag kitiintetett megfeleltetést jelent tavolsag és idotartam
kozott, ezért az 2° = ct védlasztdssal élve egyenld dimenzidji mennyiségeket helye-
zink egymas mellé. Nemrelativisztikusan azonban nincs ilyen lehetéségiink. Ezért
az euklideszi elozmények fényében roppant formabonténak mutatkozik ez a 1épés.

A formabont6 aspektus mellett azonban egybdl felvetodik az a kérdés is, hogy
egyaltalan meg lehet-e ezt a 1épést konzisztensen tenni, nem jutunk-e az eltérd di-
menziok miatt valahol fizikai ellentmondésba? A valasz az, hogy nem, ehhez pedig
el6szor is nézziik meg, hogy miért is meriil fel ez a kérdés. Mint mér elhangzott,
annak megfelel6en, hogy a geometria sokaig euklideszi geometriat jelentett, a vek-
torok fogalmahoz nemcsak a ma vektortér-tulajdonsidgnak hivott aspektusaik (a
vektorok Osszege és szamszorosa) tartoztak hozzd, hanem euklideszi tulajdonsaguk
is (hosszuk és bezart szogiik, ill. az ezzel ekvivalens euklideszi skaldrszorzatuk).
Eltartott egy ideig a matematikatorténetben, mig kiilonvalt a vektortér fogalma az
euklideszi vektortér fogalmatol. A nemrelativisztikus térido vektoraira nem kell euk-
lideszi tulajdonsag, csak a vektortér-tulajdonsag, a vektorok Gsszege és szammal valod
szorzata pedig mindketten tiszteletben tartjak, ha a vektor kiilonb6z6 komponen-
sei kiilonbozé dimenzidjiak. Nemrelativisztikusan a két ezen feliili szerkezet (a mér
emlitett abszolut id6-szerkezet, és a térszeri négyesvektorok haromdimenziés euk-
lideszi szerkezete) pedig, mint majd latni fogjuk, szintén tiszteletben tartjék, hogy
az idékoordinata mas dimenzi6ji, mint a térkoordinatak. Egy gyors megnyugtatast
mar most is adhatunk: a (4) GALILE-transzformacié konzisztens médon tiszteletben
tartja a a dimenzidk kiilonbozoségét, ahol keveredés van, ott a V a megfelel6 mdédon
viszi egymadsba a dimenzidkat [ha (2)-re néziink, r’-be V révén a megfelelé dimenzi-
6ra hozva keveredik bele a t koordinédta]. Marpedig a nemrelativisztikus téridé nem
jelent mast, mint a GALILEI-transzforméacio kovetkezményeit. Ezért nyugodt 1élekkel
varhatjuk, hogy a nemrelativisztikus térid6 olyan lesz, hogy a dimenziok kiilonbo-

9 Amikor a specidlis relativisztikus téridén végrehajtjuk a(z alkalmas értelemben vett) nem-
relativisztikus hataratmenetet, akkor a specidlis relativisztikus négyes pszeudo-euklideszi
szerkezet erre a két nemrelativisztikus szerkezetre vezet, e kettore esik szét.
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z0ségét tiszteletben fogja tartani.

Mindenesetre lathato, hogy a nemrelativisztikus téridé fogalmanak bevezetését
mind az euklideszi (és pszeudo-euklideszi) elvaras, mind az azonos dimenzidk elva-
rasa hatréltatja. WeyL [19] 1épett til el6szor ezeken a beidegzédéseken, és 6 vezette
be a nemrelativisztikus téridé matematikailag és fizikailag egyarant kielégito értel-
mezését.

WEYL targyaldsa azonban még egy harmadik régi, szintén roppant erds hittel is
szakitott: hogy a tér- és idoszerii torténések csak egy koordinatarendszer, és csak
egy vonatkoztatasi rendszer szemszogébdl lennének leirhatoak. Ez a hit részben meg-
szokason, részben pedig tekintélyelven alapulhatott: egyrészt mindenki ezt gondolta
az egyetlen lehetéségnek, senki nem tudott kidolgozni mas megkozelitést, mésrészt
ha GALILEI és a tobbi nagy eldd is igy gondolkozott — nem is beszélve NEwWTON
abszolit terérél —, akkor a kozfelfogds ezt szentesitette.!® Még EINSTEIN is, aki
pedig igazan ontorvényl batorsaggal lazitott fel felfogasokat, ha azok a tapaszta-
latoknak vagy a kovetkezetes gondolkodéasnak ellentmondtak, élete végéig inercialis
koordindtarendszereken at szemlélte a specidlis relativitaselméletet (és az altalanos
relativitaselméletet is koordindtarendszereken keresztiil).

WEYL targyaldsmodja az, ahol a matematikai forma végre pontosan a fizikai
tartalmat fejezi ki, nem mast, nem tobbet és nem kevesebbet. A téridordl a fizika
torténete soran kialakult Osszes tapasztalatunk és konzisztens elképzelésiink helyet
kap benne, az igy-tugy kialakult inkonzisztens beidegzodések pedig nem. A leirdsmod
Osszes matematikai szereploje fizikai tartalommal bir, nincsenek pusztan technikai
vagy kényelmi szempontboél bevezetett segéd-elemek. A WevL-ldtdasmoddal a téridé!

pontosan annak latszik, amit a fizika val6jaban kideritett réla.

WEYL téridd-leirasat példaul JacLom vizsgélta a geométer matematikus szem-
sz6gébol [4], ARNOLD ismertette a mechanika mivelSivel [1], a fizikus szdméra sziik-
séges elvi és gyakorlati részletekig mené kidolgozasat MaToLcst adta meg [5, 7], az
egyes fizikai teriileteken valé alkalmazasokrol pedig MAToLCSI, VAN és masok értek
el eredményeket [6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 2].

Mint az a Bevezetésben mar elhangzott, a WEYL kezdeményezte leirds bi-
zonyos matematikai hozzavalokat igényel. Ezért ebben az irasban a térido egy
formailag-technikailag egyszertibb megkozelitésben kertil ismertetésre, hogy ne kell-
jen megkovetelni az Olvasétol ezeket a matematikai ismereteket. Egy vélasztott
segéd-inerciarendszer szemszogébol, valasztott id6- és térorigd, valamint DESCARTES-
koordinatak révén a téridévektorokat koordinatakkal, a téridépontokat pedig az id6-
és térorigd alkotta téridé-origébdl hozzdjuk hizott téridé-vektorokkal (tehat szintén
koordindtakkal) jellemezziik.!2 fgy ez a lefrds nem fog rendelkezni a WEYL-féle meg-

10 Természetes, hogy a maga kordban DESCARTES koordinatarendszere nagy fejlédést jelentett.
A térvektorok és tenzoraik koordinatafiiggetlen felfogdsa azonban nagy elvi értéki, ralatast
nyujté fejlemény volt. Hasonléan nagyértékli vivmany a WEYL-i vonatkoztatasirendszer-
mentes felfogas is.

' mind a nemrelativisztikus, mind a specidlis relativisztikus, ugyanis mindketté koordinata-
és vonatkoztatasirendszer-mentes leirasat megadta

12 T4rgyaldsunk olyan szempontbdl is leegyszertisits lesz, hogy nem tesziink kiilénbséget hér-

mas vektor és koordinatazott alakja kozott.

1
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kozelités bizonyos elvi-lényegi értékeivel, de kozvetett eszkozeivel azért képes lesz a
nemrelativisztikus téridé osszes tulajdonsaganak bemutataséra.

4. TOVABBI ISMERKEDES A TERIDOVEKTOROKKAL

A 2. szakaszban formailag leolvasott allitast — miszerint a tér nem abszolut, —
az el6zo szakasz fizikai magyarazatait felhasznalva képlet nélkiil is felismerhetjiik,
példaul a most kovetkezd gondolatmenet ttjan. A 14. oldalon bemutatott médon,
egy viszonyitési alap (vonatkoztatdsi rendszer)' a gyakorlatban mindig valamilyen
anyagi objektumok altal van kijelolve. Ilyenek egy szoba falai, padldja és mennyezete.
A szoba mint vonatkoztatasi rendszer térpontjai azok a pontok, melyek a szobahoz
képest nyugszanak. Ez a szoba lehet egy kikotoparti épiiletben, de lehet egy a vizen
halad6 hajoban is. Eszerint ha példaul egy hajo belsejében levo szobaban az asztalon
egy kis piros rubinkd nyugszik, akkor ez a rubinké (ha elegendéen kicsi), akkor a
hajébeli szoba mint vonatkoztatasi rendszer egy térpontjat jeloli ki. Legyen ennek a
szobanak a falan egy ablak, és haladjon el a hajo mellett egy masik hajoé, amelynek
szintén van egy belsé szobaja, és azon szintén van egy ablak. Legyen olyan szerencsés
az elrendezés, hogy a masik hajoban az ablakon kikukucskalva pont beldtunk az
els6 hajo szobdjaba annak ablakan at, és lathatjuk az asztalon a rubinkévet. A
masik hajo mozogni latja ezt a rubinkovet — hiszen az egyiitt mozog a hajéjaval
egyiitt —, tehat a masik hajé szamara a rubinkd nem egy térpontot jelol, hanem
egy mozgast, egy idofiiggo helyl folyamatot ir le. Ekozben az elsé hajo tovabbra
is joggal ragaszkodik hozza, hogy oneki pedig ez a rubinko egy térpontot jelol ki.
Ami tehat térpont egy vonatkoztatasi rendszer szamara, az egy hozza képest mozgod
masik szamara nem térpont. A tér nem abszolut.

Ezutan folytassuk az ismerkedést a téridévektorokkal, melyeket a tovabbiak-
ban négyesvektoroknak is fogunk hivni. Ez tigyben ill6 el6szor is magyarazatot adni
a 2. szakaszban bevezetett két konvenciora. Az egyik, hogy az id6t nem mint negye-
dik, hanem mint nulladik koordinatat ragasztottuk hozza a helyvektorhoz. Ennek
két oka van: egyrészt keriilni akarjuk a rossz emlékii, MiNkowskI-féle zt = ict
konvencidhoz valé hasonlatossagot. Masrészt igy jobban kifejezziik, hogy nem egy
tovabbi euklideszi tipusu koordinatat vezettiink be, hanem egy mas fizikai termé-
szetiit, melynek még a fizikai dimenzidja (durvan szélva: a mértékegysége'?) is mas,
mint a helykoordinataké.

A masik konvencid, amely magyarazatot érdemel, az, hogy a koordinatdk miért
fels6 indexet kaptak. Ennek oka az, hogy a téridévektorok mellett hamarosan fel
fognak bukkanni az dn. térid6-kovektorok is (a kovektor fogalménak értelmezését
1d. majd ott). A harmas vektorok esetén vektor és kovektor kozott természetes azo-
nositéas van,'® az euklideszi skaldrszorzat révén, ezért a harmas mennyiségek korében
nem is szoktak széba keriilni a hdrmas kovektorok. A négyesvektorok és a négyes

13 A szakirodalomban eléfordulnak a ,megfigyeld”, és a ,megfigyelé-mez6” elnevezések is.

14 Hasonlban a téridé vonatkoztatasirendszer-mentes targyaldsahoz, a fizikai dimenziéval ren-
delkez6 mennyiségeknek — tavolsagoknak, idétartamoknak, tomegértékeknek, stb. — is 1é-
tezik mértékegységmentes targyaldsa. Ezt MATOLCSI adta meg (1d. [7]).

15 Ezt az azonositdst a 18. labjegyzet fogja majd elmagyardzni.
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kovektorok kozott azonban nincs, és a relativitaselméletben kialakult hagyomanyt
kovetve mi is itt tgy fogjuk megkiilonboztetni a négyesvektort és a négyes kovektort,
hogy el6bbi fels6, utébbi alsd indexeket kap.

[zlelgessiik akkor most tovdbb a téridén valé életet és a négyesvektorokat.

Annak megfelel6en, hogy hely és id6 a (ﬁ) modon olvad 0Ossze, egy pontszerii
test ¢t — r(t) mozgisinak négyes megfelelgje a

0= (o) )

négyesvektor értéki fliggvény lesz. Ez irja le a pontszeri test téridébeli sorsat, ez a
fliggvénygorbe a test vildgvonala (a relativitdselmélet szohasznalataval élve).

Ha id6 szerint derivaljuk ezt a fliggvényt, a

e (4tn) = (o) )

eredményt kapjuk. Mivel egy négyesvektort derivdltunk egy négyes-skalar (a
GALILEI-invaridans abszolit id6) szerint, ez az eredmény minden idépillanatban egy
négyesvektor kell legyen (amint az egyszeriien beldthatd). Ha, ezt ellendrizendd,
direktben végrehajtjuk rajta a C inerciarendszerrdl a K-hoz képest V sebességgel

c s

(v%w)/ - (v(t)l— v) ’ (7)

ami tényleg a vart eredmény (a nemrelativisztikus sebesség-Gsszetevési formula).
Lesziirhetjiik ebbol, hogy a harmas v sebességekhez az

(v)- ®)

négyessebesség rendelédik hozza.'® Ebbél az is kovetkezik, hogy az mv hérmas
lendiilet négyes megfelel6je az () négyesvektor.

Derivéljuk (6)-ot még egyszer: ekkor a

" (f(ot)) - (V?t)> - (a?t)) (9)

16 A relativitdselméletben &ltaldban nem r, hanem z bet{it hasznalnak a négyesvektorok jeld-
lésére, és v helyett u-t a négyessebességekére. A kontinuumfizikdban azonban u a harmas
elmozdulasvektor-mez6t szokta jelolni, mely szintén kinematikai jellegli mennyiség, igy a re-
lativisztikusan megszokott jel6lésbdl a kontinuumfizikdban nagy zavar keletkezne. Ezenkiviil
fogalmilag szerencsésebbnek tiinik, ha ugyanolyan betiit haszndlunk a harmas vektorkoor-
dindtdkra és négyesre kiegészitettjiikre. (Ez rdaddsul jeloléstechnikailag is gazdasdgosabb.)
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négyesvektor-fliggvényt kapjuk. Ez tehat a négyesgyorsulas vektor. Ez a GALILEI-
transzforméciora nézve invariansnak bizonyul:

(a?w)/ N (a?t)) ' (10)

Kovetkezmény, hogy a tomegpont mechanikai NEwToN-egyenletének, ma = F -nek
a négyes megfeleloje az

(2= () )

négyesvektor-egyenlet, a harmas eré négyes megfeleldje pedig a

(%) - (7 @

tulajdonsagi négyeseré-vektor. (Maga az, hogy az a harmasgyorsulds és az F har-
maser0 invariansak a GALILEI-transzformaciora, természetesen régrol ismert. Itt
most csak négyes aspektusukkal ismerkediink meg.)

5. NEGYES KOVEKTOROK, NEGYESTENZOROK

Ettol a ponttol kezdve a képletek zomét indexes alakban lesz kényelmes megadni.
Ezért most vegyiik sorra az indexes képletekben alkalmazott konvencidkat.

1. Az 4, j, k indexek harmas indexeket fognak jellni, azaz 1-t6l 3-ig vehetnek ol
értékeket.

2. Az a, b, c indexek négyes indexeket fognak jelolni, azaz 0-t6l 3-ig vehetnek ol
értékeket.

3. Az indexekre val6 Osszegzéskor alkalmazni fogjuk az EINSTEIN-konvenciot: a
kétszer el6forduld indexek esetén nem irjuk ki az 6sszegzést, tehat a kétszer el6-
fordulé indexek esetén automatikusan Gsszegzés értendé — az 1, 7, k indexekre
1-t6l 3-ig, az a, b, c indexekre pedig 0-t6l 3-ig, azaz példaul

3
flgd=>rg, (13)

i=1

és

3

PR =D paQ" (14)
a=0
formacid inverzét indexes alakban:

TO/:T’O, Ti/:Ti_Vi,r,O’ (15)

70 =0, = ViR (16)
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Az alabb kovetkez6 tovabbi mennyiségfajtak transzformacios szabalyaira is érvényes
lesz az az egyszerl szabdly, hogy az inverz transzformécioé képletét gy kaphatjuk
meg az eredetibol, hogy abban minden vesszotlen koordindtat vesszosre cseréliink és
forditva, V helyére pedig —V-t helyettesitiink.

Kovetkezo 1épésként vezessiik be a négyes kovektor fogalméat. Mint kovektor
alatt altalaban, itt egy olyan linearis leképezést értiink, mely minden vektorhoz —

esetiinkben: minden négyesvektorhoz — egy valos szamot rendel. Annak megfelel6-

70

en, hogy a vektorokat egyoszlopos (:;) matrixba irjuk, a kovektorokat egysoros

r3

(ko ky ko kg) matrixszal, a hatdsukat pedig a szokasos matrixszorzassal reprezen-
talhatjuk:

l{?a’f’a = (]{70 ]{?1 kQ k’3) (17)

T T
w N = O

Ahogy az mar emlitésre kertilt, ezeknek a k, négyeskovektor-koordinataknak alul-
ra irjuk az indexét, megkilonboztetésil a négyesvektoroktdl. A megkiilonboztetés
fontos, mint azt mindjart latni fogjuk: vezessiik ugyanis le a kovektor-koordinatak
inerciarendszer-valtasra valo transzformalodasat. A kovetelmény az, hogy a kovek-
tor hatdsa egy invaridns GALILEI-skalar legyen. (Ekkor fogjuk GariLE-kovektornak
tekinteni. )

(kara)/ = k1 = k’olrol + kllT’l/ + k‘z'TQI + k3/7’3/, tovabba
= kor® = kor® + k! 4 kor? + kg =
= kor® + ky (7’1/ + VITO/) + ko (7’2/ + Vzrol) + k3 (7“3/ + Vgrol) =
= (ko + V' + Vs + V3hs) " + ke + kor® + kgr?, (18)

ahol a masodik sorban a kévetelményiinket hasznéltuk fel, a harmadik sor pedig (16)

révén adddott. Kovetelménytinknek minden r%-ra, igy minden r%'-re teljestilnie kell.

7 Ty 7 " s 7 . !/ / !/ / ,
Ezért az elsé és az utolsé sor egyenldségének minden r0, 1’ 2" 73" esetén fenn kell

4llnia. Kovetkezésképp 0, ', r2’, 13" els6 sorbeli egyiitthatéiknak rendre meg kell
egyezniiik az utolso sorbeli egyiitthatoikkal. Innen leolvashatjuk, hogy

ko = ko + Vk; ki’ =k, (19)
vagy harmasvektor-jelcléssel

ko' = ko + VK, K =k. (20)

Lathatjuk tehét, hogy a négyeskovektor-koordinatak méshogy transzformalod-
nak, mint a négyesvektor-koordinatdk. A négyes kovektorok lényegileg masfajta
mennyiségek, mint a négyesvektorok. Erre a megkiilonboztetésre utal az a néhol
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alkalmazott szohasznalat is, amely a vektorkoordinatakat kontravarians, a kovektor-

koordinatakat kovaridns koordinatdknak nevezi.!”

A fizikabdl ismert nevezetes példa négyes kovektorra az f(kr — wt) alaku sikhul-
lamokban szereplé w korfrekvencia és k hullaimszamvektor altal alkotott (—w k)
négyes mennyiség. Valoban, az f fiiggvény hasédban szerepld

kr — wt = (—w)t + kr (21)

kombinaci6é inerciarendszer-fiiggetlen, azaz GaLiLEI-skaldr kell legyen. FEzért
(—w k) egy négyes kovektort kell alkosson. Ezért transzforméciés képlete (20)-
nak megfelel6 kell legyen. Eszerint a harmas hulldimszamvektor invarians marad, a
korfrekvencia pedig egy, a V attérési sebességgel aranyos eltolodast szenved. Ez az
eltolodas pedig nem més, mint pontosan a jol ismert DoppPLER-effektus.

Térjiink at ezutdn a négyestenzorokra. Egy euklideszi vektortér — mint a meg-
szokott harmas térvektoroké — esetén a tenzorok egyszertien a vektorokat vekto-
rokba vivo linearis leképezések, illetve, az euklideszi szerkezet révén ezzel ekvivalens
modon, a barmely két vektorhoz val6s szamot rendel bilinearis (mindkét valtozo-
ban linedris) leképezések. A négyesvektorok esetén nincs sem euklideszi, sem més
kitiintetett szerkezet, mely a négyesvektorokat a négyes kovektorokkal azonositja'®
(eltéro transzforméciés tulajdonsaguk miatt ilyen megfeleltetés egyszeriien nem le-
hetséges), és ahogy vektorbdl kétfajta adddik, ennek megfeleléen tenzorokbol négy-
fajta valtozat 1étezik. Ha a tenzorokra mint vektor-féleséghdl vektor-féleséget készito
leképezésre gondolunk, akkor két lehetdség az, hogy vektorra vagy kovektorra hat-e,
az ettol fiiggetlen masik két lehetdség pedig az, hogy a leképezés eredménye vektor-e
avagy kovektor. Ha pedig a tenzorokat bilinearis, szam értékl leképezésként fogjuk
fol, akkor az egyik valtozo is kétféle lehet: vektor vagy kovektor, és ettdl fliggetlen
médon a masik valtozo szintén lehet vektor vagy kovektor. Az indexes irasmod-
ban a négyféle lehetoséget a tenzor két indexének also ill. f6ls6 helyzetével tudjuk
megkiilonboztetni.

Vegyiik sorra egyesével a négy lehetoséget. Annak megfelel6en, hogy a feliilinde-
xesen jelolt r* négyes vektorokat egyszeriien vektornak hivhatjuk (mely egyszeriibb,
mint a kontravaridns tipusi vektor elnevezés), a 7% mindkét indexében kontra-

17 Az inerciarendszer-valté GALILEI-transzformdcié mellett megvizsgalhatjuk az egy inercia-
rendszeren beliili térbeli forgatdsra valé transzformaciot is. Az deriil ki, hogy ilyenkor a
négyeskovektor-koordinatédk a négyesvektor-koordindtakkal azonos képlet szerint transzfor-
malédnak: a nulladik komponens invarians marad, a térszerli koordinatak pedig a harmas-
vektorokkal azonos médon transzformélédnak. Ez fog 6réklédni a hamarosan bevezetésre
keriil6 tenzorokra, kotenzorokra és vegyes tenzorokra is. Ezért a tovabbiakban a forgata-
sokkal nem foglalkozunk, csak az inerciarendszer-valtas nemtrividlisabb aspektusaval. Meg-
emlitend6 emellett az is, hogy a tértiikkrozés- és idotiikrozés-transzformaciok behozzik a
pszeudoskalar, négyes pszeudovektor, stb. mennyiségeket is. Ezeknek azonban kevés szerep
jut a nemrelativisztikus fizikdban, ezért e helyiitt ezek ismertetésére nem keriil sor.

18 A vektor és kovektor kozti azonositds, koordindtas nyelven elmagyarazva azon alapszik, hogy
egy kovektornak vektorra valé hatdsat és két vektor euklideszi (vagy pszeudo-euklideszi) ska-
larszorzatat egyarant lehet egy sormatrix és egy oszlopmétrix métrixszorzataként reprezen-
talni. Ezt az azonositast miveljiik 6sztonosen, amikor két vektor euklideszi skalarszorzatat
gy szamitjuk ki matrixszorzatként, hogy az egyik vektor komponenseit oszlopmatrixbol
sormatrix alakba rendezziik at. Ezzel ugyanis vektorbdl kovektorba alakitjuk at.
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varians (mindkét valtozbjaban kovektorra haté bilinedris) mennyiséget egyszeriien
tenzornak, négyestenzornak hivhatjuk. Amikor bilinearis mennyiségként tekintiink
rd, két négyes kovektorra hat, és azt koveteljitk meg, hogy a T%k,l, alakd eredmény
GavuiLer-skalar legyen. Amikor pedig egyvaltozos, linearis leképezésként szemléljiik,
akkor egy négyes kovektorhoz egy négyesvektort kell rendeljen, 7%k, = r® forméa-
ban. (Belathat6, hogy a két kévetelmény ekvivalens.)

A négyestenzorok komponenseinek GALILEI-transzformécios képletét megkap-
hatjuk a kovektorokndl hasznalt (18) eljardssal. Akdr tigy, hogy T%k,l, invarian-
cidja, (T“bkalb)/ = T%k,l, a kovetelmény — tetszéleges k,, [, négyes kovektorokra
—, akdr 1gy, hogy Tk, négyesvektorként val6 transzformalédasét irjuk eld, tetszo-
leges kj, négyes kovektorra. A kissé hosszadalmas, de automatikusan végrehajthato
szamolast mellozve, az eredmény :

T00" — 00 T — i _ i T = 70 _ \/iT00
T = T T ITi0 4 iy, (22)

A fizikdban ismert nevezetesebb mnégyestenzorok egyike a tomegpontok
r(mw®) —rb(mv®) négyes perdiilet'® mennyisége. Ennek tér-térszerti része (a tenzo-
rok részeinek elnevezését lasd kés6bb) a megszokott harmas perdiilet, megforditva
pedig: a harmas perdiilet GALILEI-konzisztens négyes kiterjesztése ez a négyestenzor.
A masik nevezetes négyestenzor az elektrodinamika D elektromos gerjesztésebol és
H mégneses gerjesztésébdl?® GaLiLE-konzisztensen megalkothaté G négyestenzor.
Erre a mennyiségre az ezutan sorra kerilé négyes kotenzorok kapcsan hamarosan
visszatériink.

Kovetkezzenek a sorban tehat most a négyes kotenzorok. Bilinearis mennyiség-
ként ezek két négyesvektorhoz rendelnek GariLir-skalart, Cpyr®s® médon. Linedris
mennyiségként pedig egy négyesvektort egy négyes kovektorba képeznek, Copr® = k,
formaban.

A kotenzor (avagy ko-kovaridns tipusi tenzor) komponenseinek GALILEI-transz-
formalddasa szintén az elozoekhez hasonléan hatarozhaté meg. Ismét csak az ered-
ményt kozolve:

Co()/ == Co(] + Vlcl[) + VjCOj + VZV]C” -
= Cyo + Vi (Czo + C()i) + ViVjCij, (23)
Cz'O/ = CZ‘() + VjCij, O()j/ = O()j + ViCij, Ci'/ == Cz]

Mint a fizikdbol ismert nevezetes példa, az F elektrodinamikai térerésségtenzor
emlithetd meg, mely az E elektromos térerésségbdl és a B méagneses térerésségbdl?!
alkothaté GaLILEI-konzisztens mennyiség. Belathat6, hogy az F négyes kotenzor és

19 kétszer olyan hosszl, nehézkesebb, sokkal kevésbé kifejezé és nehezebben megjegyezhetd
nevén: impulzusmomentum

20t5rténeti, mai megértésiink szintjén mar meghaladott neviikon: elektromos eltolds és mag-
neses térerosség

21 t5rténeti, mara meghaladott nevén: méagneses indukcié
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a G négyestenzor révén az elektrodinamika MAXWELL-egyenletei, és a ponttoltés-
re haté6 LorRENTZ-féle er6tovény egyarant megfogalmazhatéak GALILEI-konzisztens
moédon. Inkonzisztencia csak a D = ¢E, H = 1B 1n. anyagi egyenletek kapcsan
lép fol: ezeket az anyagi egyenleteket nem lehet GALILEI-konzisztens médon kird-
ni, hiszen F és G nem azonos tipusi négyestenzorok. Csak egyetlen kivalasztott
inerciarendszerben lehet kiréni, és akkor ez az inerciarendszer az elektrodinamikai
jelenségkor szempontjabodl egy kitiintetett vonatkoztatési rendszer lenne.?? Ez a ki-
tiintetett inerciarendszer az éter, vagy annak legalabbis egy minimaélis, de elkeriilhe-
tetlen forméja (nem baj, ha nincs koze az elektromégneses hatdsok tovabbitasahoz,
mint azt torténetileg az éterrdl, mint egy bizonyos kézegrdl gondoltak, de legalabbis
egy kitiintetett inerciarendszerre sziikkség van). Mint azt tudjuk, a GALILEI-féle re-
lativitasi elv eme sérilését kisérletileg nem sikeriilt kimutatni. Ezért igymond az a
feladat adodott az elméleti fizika szamara, hogy a GaLILEI-transzformacié helyett
keressen egy olyan masikat, amely szintén kifejezi az inerciarendszerek egyenértékii-
ségét, viszont lehetové tesz egy természetes, kitlintetett megfeleltetést négyestenzor
és négyes kotenzor kozott. A LORENTz-transzformécio ilyennek adodott, ugyanis az
altala invaridnsan hagyott négyes pszeudoeuklideszi szerkezet természetes azonosi-
tast nyujt négyesvektor és négyes kovektor kozott, és kovetkezésképp a négyfajta
tenzor mindegyike kozott is.?

Térjink most at a két hatralevo, tgynevezett vegyes tenzor tipusanak ismer-
tetésére. Ezek egyike az L%r® = s* moédon négyesvektort négyesvektorba képezd
linedris leképezés, avagy az egy kovektorhoz és egy vektorhoz L% k,r’ médon skaldrt
rendeld bilinearis leképezés. Az ilyen kontra-kovarians tenzorkomponensek GALILEI-
transzformdlodési szabélya (a levezetést ismét nem kozolve)

L0 = L% +viLY;, %/ =1% [ =L} -V,
Ly = Lig— VL% + VIL;, - VIVILY, (24)

A masik vegyes tenzortipus pedig a négyes kovektorokat négyes kovektorokba képezo
linedris, avagy egy vektort és egy kovektort skalarba képezo biliearis leképezések,
NSky = 1, , illetve N,°r%ky moédon. Az ilyen ko-kontravaridns tenzorkomponensek
transzforméacios szabdlya pedig a kovetkezonek bizonyul:

No® = No® + VIN, N =N, N/ = Nj — VIN,,
Ny’ = Ny + VINJ — VIN,® — VIVIN,. (25)

A két vegyes tipusu tenzorra nehezebb kozismert fizikai példat mutatni.

A négyestenzor-komponensek mindegyikét reprezentalhatjuk matrix forméban.
A matrixalak azonban nem fogja jelezni, hogy a szébanforgd tenzor a négy tipus
melyikéhez tartozik. Az a konvencié, hogy a kovektorokat sormatrix, a vektorokat

22 Amikor jelen van egy folytonos, elektromagnesesen aktiv kozeg, akkor természetes és jogos az
e kozeghez rogzitett, fizikailag kitlintetett vonatkoztatasi rendszerben réni ki. Vakuumban
azonban nincs jelen elektromagnesesen kitiintetett vonatkoztatdsi rendszer, tehat bajban
vagyunk.

23 Természetesen a fizika tudoméanytorténetileg nem igy élte meg ezeket a torténteket, ez mar
csak a kell6 tavolsagbdl ralatni tudd utdkor elemzése.
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oszlopmatrix alakban reprezentaltuk, a tenzorokra mar nem terjesztheto ki. gy ma-
sik érvagas pedig az, hogy ha a tenzorok vektorokra val6 hatasat matrixszorzasok-
kal szeretnénk reprezentalni, akkor mar azt sem tudjuk tartani, hogy a kovektorok
sormétrixként legyenek megjelenitve, a vektorok pedig oszlopmatrixként. (Gondol-
kodjunk el példaul a T%k,l, kombindcié matrixszorzatként valé reprezentdldsan.)
Lehetséges olyan konvenciot kialakitani, amellyel a métrixszorzassal val6 reprezenta-
las fenntarthato, és a matrixok mogotti négyféle tenzorfajta tipusa is kidertil, erre a
technikai részletre azonban ez a bevezeto irds nem tér ki. Mindenesetre, fiiggetlentil
attol, hogy hasznalhatjuk-e a matrixszorzast a linearis miiveletek reprezentalasara,
célszertt mindegyik tenzortipust egyforman gy reprezentalni méatrixalakban, hogy
els6 indexe a sorindex, masodik indexe az oszlopindex. Példaul tehat,

TOO TOl T02 T03

b TOO TOj TlO Tll T12 T13
{Ta } = (Tio Tij) = T20 21 22 23
T30 T31 T32 T33

(26)

Mivel a matrix-reprezentacié nem tesz kiilonbséget a négyfajta tenzor kozott,
ezért tovabbi csapdakat is rejt azok szamara, akik hozzaszoktak az euklideszi kor-
nyezethez, ahol a vektor és kovektor kozotti kiilonbséggel nem kellett torédni. Az
egyik ilyen az, hogy a transzponalas altalanosan azt csindlja, hogy a tenzor mint
bilinearis leképezés két valtozojat felcseréli. Namarmost, egy vegyes tenzor esetén
ez azt jelenti, hogy a tenzor tipusa is felcserélodik, egy ko-kontra-tenzorbol kontra-
kotenzort csindl, és forditva: L% — (LT),", és N, s (NT)’, (ahol T a transz-
pondlast jeloli). Ezért a vegyes tenzoroknak nincs GALILEI-konzisztens szimmetrikus
és antiszimmetrikus része. Egy adott inerciarendszerben a matrixnak persze képez-
hetok lennének ezek a hagyoményos matrix-értelemben, de az eredmények a négy
GALILEI-konzisztens tenzorfajta egyikébe se tartoznanak. Masképp megfogalmazva,
tulajdonképpen arrél van itt szd, hogy egy kétvaltozos, elsoé valtozdjaban kovektor-
ra, a masodikban vektorra haté fiiggvény nem adhatd ossze egy elsé valtozojaban
vektorra, a masodikban kovektorra haté fiiggvénnyel.

Egy mésik hasonlé buktaté az, hogy nyoma (spurja, trace-e) viszont csak a két
vegyes tenzorfajtanak van (GALILEI-konzisztens médon): L%, illetve N,%; a tenzo-
roknak és a kotenzoroknak nincs. Egy adott inerciarendszerben, mint matrixnak
ugyan képezheto lenne, de az eredmény nem lenne GALILEI-skalar.

Zarjuk ezt a szakaszt azzal a megjegyzéssel, hogy a magasabbrendii, ,harom-
és tobbindexes” tenzorok transzformacios szabalyai egyre bonyolultabbak, viszont a
fenti képletekben megfigyelheté mintazatok alapjan levezetés nélkiil is kikovetkez-
tethetoek.

6. A TERIDO SZERKEZETE

Elhangzott mér tobbszor, hogy a nemrelativisztikus téridé vektorain nem egy
euklideszi, vagy akéar pszeudo-euklideszi szerkezet van, hanem bizonyos més szerke-
zetek. Ismerkedjiink most meg végre ezekkel kozelrdl. Vegyiik magunk elé e célbdl a

26



négyesvektorok és a négyes kovektorok korabban mar megismert GALILEI-transzfor-
macios képleteit :

) L .
" =70, =0 =V azaz ' =r—VrY (27)

ko' = ko + V'k; = ko + Vk, ki =k azaz Kk =k. (28)

A négyesvektorok nulladik komponense, melyet a négyesvektor idészeri részének
neveziink, invaridns (az id6 abszolit). Ezért bevezethet a matrixalakban

{ra}:=(1 0)=(1 0 0 0 (29)

modon megadhato 7, kovektor. Hogy valéban kovektort vezettiink be, az a kovekto-
rok (28) transzformécios képletébdl rogton ellenérizhetd: 7, alakja minden inercia-
rendszerben ugyanaz, tehat definiciéja nem fiiggott az inerciarendszertol, amelyben
a (29) alakkal definidltuk. 7, hatdsa egy négyesvektorra

Tar® =1, (30)

vagyis 7, a négyesvektorok abszoliut idoszerti részét olvassa le. Ezért idokiértékelés-
nek (pontosabb széhasznalattal: idétartam-kiértékelésnek) nevezhetjiik.

A négyesvektorok un. térszerii része, azaz az r harmas része viszont nem abszo-
lut. Kivételt képeznek a

Toq* =0 (31)

tulajdonsagu, tehat alakt téridovektorok, amelyek térszerli része GALILEI-

q
invaridnsnak bizonyul. Az ilyen alaki négyesvektorokat térszerii négyesvektoroknak

nevezzilk (hiszen id6szerii résziik nincs). A térszeriiség fogalma abszolit. Ugyeljiink
arra, hogy az idOszerliség fogalma viszont nem: ha egy négyesvektornak csak az
idOszerii része nemnulla, akkor egy masik inerciarendszerre attérve mar nemnulla
lesz a térszerili része is.

, . . . , . , 0\ . [0
A térszert vektorok invariansak, ezért a harmas skalarszorzatuk, a ( q> és (q)

négyesvektorok
aq=q'q’ (32)

kombinaciéja is invarians. A négyesvektorok két abszolut szerkezetének pontosan ez
a két most megismert leképezést talaljuk: az idokiértékelést és a térszerti vektorok
haromdimenziés euklideszi szerkezetét.?*

Nézziink most ra a 4. szakaszban megismert (‘1,) négyessebesség-vektorra. En-
nek idokiértékeltje 1, tehat a négyessebességek nem térszeri vektorok. Réadasul
nem is alkotnak vektorteret: az 0sszeadas is és a szammal szorzas is kivezet koziiliik
(az altaldnos négyesvektorok halmazéba): mindkettd elrontja az idGszerti kompo-
nens 1 voltat. A négyessebességek tn. affin teret alkotnak: 6k maguk nem alkotnak

24 Méarmint a vektortér-tulajdonsidgokon, a vektorok Ssszegén és szdmszorosan feliil.
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vektorteret, de kiilonbségeik igen. Mi tobb, kiilonbségeik iddszerti része nulla, igy
a kiillonbségeik térszerli vektorok. A négyessebességek halmaza tehat egy harom-
dimenziés euklideszi affin teret alkot (ui. alulfekvé vektorteriik, azaz kiilonbségeik
halmaza a térszerti vektorok haromdimenzios euklideszi vektortere).?®

A szintén a 4. szakaszban megismert (Z) négyesgyorsulas-vektorrél mar ruti-
nosan allapithatjuk meg, hogy térszerii vektor. Ugyanigy térszerii vektor a (g)

négyeser6 vektor is.

Most el6vehetjiik a NEwToNnak gondot okozo tomegvonzasi er6torvény kérdését.
Ha egy m tomegi tomegpont a ( i) -el kijelolt téridopontban, egy M tomegii pedig a

(;) _vel kijeldlt téridpontban jar, akkor utobbi az elébbire pillanatszertien, tehat

egyidejii médon hat a

Mm
Tr—RP

(r—R) (33)

harmas, azaz

) [0-G)

r R

négyes erével, ahol | | a térszerl vektorok euklideszi hosszat jeldli, v pedig a gra-
vitacios allando. Lathatjuk tehat, hogy a pillanatszer( tavolhatashoz nincs sziikség
egy abszolut térhez, csak egy olyan téridohoz, melyen van abszolut egyidejliség,
és (a tavolsdgfliggéshez) az egyidejii térid6pontokat 6sszekotd téridévektorokon egy
euklideszi szerkezet.

Ezzel a nemrelativisztikus téridé alapveté ismertetése befejez6dott. Az alabb ko-
vetkezo két szakasz bizonyos tovabbi, technikaibb jellegii ismereteket foglal 6ssze. Az
e részletek irant most nem érdekl6dé Olvaso nyugodtan eltekinthet atolvasasuktol,
és attérhet az Utoszora.

7. A NEGYES MENNYISEGEK FO JELLEGZETESSEGEI

A nemrelativisztikus téridé idokiértékelése és térszeri euklideszi szerkezete a né-
gyesvektorok alaptulajdonsagait fejezik ki. A négyes kovektorok, négyestenzorok és
magasabb mennyiségek alapvetd jellemz6i a négyesvektorok tulajdonsagaibol kovet-
keznek, azokbdl szarmaztathatoak.

25z az iras az egyszerliség kedvéért a négyes téridévektorokat és a négyessebességeket egy
kalap ala veszi, és ugyantgy a térszerl téridévektorokat a négyessebességek kiilonbségeinek
vektorterével, pedig mindkét esetben fizikailag kiilonb6z6 dimenziéji mennyiségekrol van
sz6. A fizikai dimenzidk (a mértékegységek témakore), és a négyesvektorok (-tenzorok, stb.)
fizikai dimenzijanak nyilvantartdsa MATOLCSI konyvében [7] van tisztességesen ismertetve.
Jelen irds ebbdl a szempontbdl is leegyszeriisit, de megnyugtatasul elmondhato, hogy mind-
addig, amig kiilonb6z6 dimenzidju négyesvektorokat nem akarunk 6sszeadni, nem kévetilink
el hibat. Kiilonbo6z6 dimenzidju térszerii négyesvektorok skalarszorzatat példaul szabad ven-
ni — természetesen annak tudatiaban, hogy az eredmény annak megfelel6 dimenzidju lesz.
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A négyes kovektorokra e modon 6roklodo specialis szerkezet az a linedris leképe-
zés, mely egy kovektorhoz hozzarendeli a rola leolvashatd, GALILEI-invaridns térszeri
részét, mely egy térszeru vektorként értelmezhetd. A négyes kovektorok térszer ré-
sze [mely alatt a (ko k) négyes mennyiség k hérmas részét értjiik] ugyanis
(28) szerint nem transzformaldodik inerciarendszer-véaltaskor. Ez az invaridns hdrmas
mennyiség négyes szemmel egy térszerli négyesvektor abszolut térszerti részeként fog-
hat6 f6l. Ez a térszerti négyesvektor a négyes kovektorbol azzal a 0% négyestenzorral

készithetd el, melyre 0 =0, 0% =0, 0% =67 ,% vagyis matrixalakban
0O 00O
00 0100
abl __ —
™ =lo1)= {0010 (35)
0 0 01

Hogy valéban négyestenzorrdl van szé, az (22) alapjan ellenérizheté. A k, kovektor
abszoltt térszerti részét tehat ok, alakban olvashatjuk le, az eredmény térszerti né-
gyesvektorként van értelmezve [azaz nem mint k, hanem mint a négyes szemszoghoz
és kivanalmakhoz igazitott (0 k)]. 7

A négyes kovektorokra mint négyesvektorokon haté linearis leképezésekre, azaz fiiggvényekre
gondolva, ¢® valdjdban nem mds, mint e fiiggvények megszoritdsa értelmezési tartomanyuk
egy részére: megszoritasuk az altalanos négyesvektorok halmazarol a térszerli négyesvektorok
halmazéara. E megszoritasok tehat a térszeri vektorok kovektoraiva teszi négyes kovektorain-
kat. A térszerli vektorok kovektorai pedig a hdrmas euklideszi szerkezet révén azonositédnak
a térszerl vektorokkal. A megszoritds tehat négyes szemmel nézve térszerii négyesvektorokat
készit a négyes kovektorokbol.

0

Késébbi felhasznédldsok szaméra érdemes a 0 = 0, ¢% = 0 tulajdonsagokat a

7,00 =0, 0 =0 (36)

tulajdonsagok formajaban is megfogalmazni.

A négyes kovektorok idészerti része ellenben nem abszolit. Kivétel ez aldl csak
az id6szert négyes kovektorokndal 1ép fol: azoknal a specialis kovektoroknal, melyek
térszerfi része nulla [vagyis a (ko 0) alakd kovektorokndl]. Az id8szerti kovek-
torok iddszerii része GALILEI-invaridns, azaz abszolut, és igy az idoszerti kovektorok
abszolut mennyiségek. Idoszerli kovektorra lattunk is az imént egy nevezetes példat:
a 7, idokiértékelést. Mi tobb, felismerhetjiik, hogy az idoszeri kovektorok mind 7,
skalarszorosai (kg-szorosai).

26itt 0% az in. KRONECKER-delta mennyiség, mely i = j esetén 1, i # j esetén 0 értéket
vesz fel, azaz tulajdonképpen az egységmatrix komponenseit jeloli. Az 4, j hdrmas indexek
esetén nincs jelentésége, hogy felsé vagy alsé indexként (vektor- vagy kovektor-indexként)
vannak-e irva, mert a harmas vektorok és kovektorok a harmas euklideszi szerkezet révén
azonositva vannak (v.6. 18. 1dbjegyzet).

27 Természetesen tekinthetjiik az eredményt egyszertien k-nak is. Csak mivel érdemes elsajati-
tanunk a négyes szemléletet, és tartanunk a négyes képletek logikajat, ezért ajanlott a vele
ekvivalens, és a négyes felfogdshoz illeszkedé (0 k) alakot tekinteni. Ez egy kis absztrak-
ciét jelent, de hat gondoljunk az autévezeté-tanfolyam példdjara: busasan meg fog tériilni
a négyes szemléletmod.
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Az az érdekes tény dertilt ki tehat, hogy egy GaLiLEI-skalar mindig egyben egy
GALILEI-kovektor is, marmint abban az értelemben, hogy ha f GaLiLEI-skalar, ak-
kor fr, GavriLEI-kovektor, melynek abszolit idészerii része maga az f skalar. Ha
tehéat taldlkozunk egy mennyiséggel, amely GALILEI-skaldrnak bizonyul, ettél még
nemcsak skalarként, hanem egy specialis kovektorként is reprezentalhatjuk. Ilyen
hatarozatlansdggal a tobbi négyes mennyiségek kapcsan is talalkozni fogunk: skalar
és kotenzor kozott, vektor és kotenzor kozott, stb.

Ezeknek a hatarozatlansdgoknak az oka az, hogy a négyes GALILEI-mennyiségek transzforma-
ciés szabélyai a V' 4ttérési sebességkomponenseket azok polinomjai formajaban tartalmazzak
— 1d. (22)—(28). Egy mennyiség transzformdcios képlete magasabb és alacsonyabb foku poli-
nomokat is tartalmaz, és olyan specialis esetben, amikor a magasabbfoki polinomok egytitt-
hatéja nulla, a magasabbrendii mennyiség egy alacsonyabb rendiivel keriilhet ekvivalencidba.
Specidlis relativisztikusan a transzformécids képletek /1 — V2/¢? hatvényait is tartalmazzdk,
és e gyOkos kifejezés hatvanykitev6jébdl egyértelmiien kideriil, hogy skalarrél, vektorrol vagy
hanyadrend{i tenzorrél van szé. (Kovektor és vektor kozott ott nincs megkiilénboztetés, mert
a relativisztikus pszeudoeuklideszi szerkezet azonositdst ad kozottiik.)

Memorizalas céljabol érdemes megallapitani tehat, hogy négyes kovektorokra a tér-
és idoszertiség tulajdonsagai pont forditva vannak, mint a négyesvektoroknal: a né-
gyesvektorokndl az idGszer rész abszolut és a térszerii rész nem, abszolut viszont a
térszerii vektor fogalma — a kovektoroknal ellenben a térszerti rész abszolut és az
id6szertt nem, viszont abszolut az iddszerii kovektor fogalma. Ez az atellenes helyzet
a tenzorokra-kotenzorokra is 6roklodik, mint azt hamarosan latni fogjuk.

Attérve a mésodrendii tenzorokfajtakra, a (26)-ban mar létott

TOO TOl T02 T03
700 705 10 11 12 13
{Tab} = ; ] = T2 T21 T22 T2 (37)
Ti0 i 720 T2 7?2 723
T30 T31 T32 T33

tipusi matrixreprezentacioval is szemléltetve, példaul a T tenzor idé-idészerti ré-
szének T0-t, tér-idészerti részének a T harmast, idé-térszerti részének a 7% har-
mast, tér-térszeri részének pedig a T blokkot nevezziik:
id6-idOsz.  ido-térsz.
(38)

tér-idosz.  tér-térsz.

Konkrétan a T tenzorok (a kontra-kontravarians tipus) esetén (22) alapjan az
deriil ki, hogy id6-idészerti résziik abszolut. Az idé-idSszerli rész a 7,7 T = T
modon olvashaté le abszolut eszkézokkel. A harom masik rész nem abszolut, és igy
abszoltt eszkozokkel nem olvashat6 le.?®

Abszolutak viszont a tér-térszerii tenzorok, azaz azok a specialis esetek, ame-
lyeknek ido-idGszerti, tér-idészerti, és ido-térszeri részei mind nulldk, vagyis

T =0, 7,T*=0. (39)

28 Leolvashaté a valasztott inerciarendszeriink négyessebességének segitségével, ez a technikai
részlet azonban itt nem keriil bemutatasra.
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A Cy, kotenzorokndl pont forditva all a helyzet — ahogy az a vektorok és ko-
vektorok kozott is tortént. A tér-térszerii rész az abszolit, ez a 0o ®(Cy, mbdon
olvashato le, mely az eredményt tér-térszerii négyestenzorként értelmezi. Ez lathato-
an annak a tenzori (kotenzori) megfeleléje, ahogyan a kovektorok abszolit térszerti
részét olvastuk le.

A 00%C,, kombindciéra 7.t hattatva nulldt kapunk [Id. (36)], illetve 74-t hattatva ra
szintén [ismét (36) révén]. Akkor pedig a (39) szitudciéval dllunk szemben.

A kotenzorok harom maésik része viszont nem abszolut. Abszolutak ellenben az id6-
id6szerti kotenzorok, tehat amelyeknek Cjy, Co; és Cj; részei nulldk. Azaz, négyes
leképezésekkel kifejezve, amelyekre

0“Cpy=0,  0%C,=0. (40)

Az id6-iddszerii kotenzorok skaldrként transzformaldédnak, tehat ahhoz hasonlo-
an, hogy az idészerii kovektorok ekvivalensek egy GALILEI-skalarral, az ido-idOszer(i
kotenzorok is ilyenek. (Es igy egyben egy id6szerii kovektorral is ekvivalensek.) To-
vabbé, szintén ahhoz hasonléan, hogy az id6szerti kotenzorok fr, alakuak, az ido-
idoszert kotenzorok f7,7, alakiinak bizonyulnak.

Az L%, vegyes tenzorok esetén a (24) transzforméacios képletek hasznélhatok an-
nak megéllapitdsara, hogy ezeknek az id6-térszerti résziik, L°;, négyes kifejezésmod-
dal 7,0% L%, abszolit. Viszont abszolitak a tér-idészerfi [7,L% = 0 és o*L%, = 0
tulajdonségi] specidlis esetek.

Az N,* mésik fajta vegyes tenzoroknak a (25) transzforméacios képletek alapjan
a NV tér-idészerti résziik (azaz o°*1,N,’) abszolit. Abszolitak ellenben az id6-
térszertiek [0 N> = 0, 7,N,> =0].

8. FUGGVENYEK, DERIVALAS, INTEGRALAS

Ebben a szakaszban az éllitasok jo részét mar nem fogjuk bizonyitani, csak
sbizonygatni” (szemléltetni).

A csak idétél fiiggd fliggvények abszolutak (mert az idé abszolit) — de persze
csak ha fiiggvényértékeik valamelyik szabvanyos négyes mennyiségtipusba tartoznak
(négyes-skaldr, négyesvektor, négyes kovektor, stb.). Egy t — f(t) skalar?® értékii
fiiggvény % f derivéltja abszolut, és egy skalar értéki fiiggvény lesz. Egy t — s%(t)
négyesvektor értékl fliggvény derivaltja négyesvektor értéki fiiggvény lesz; és igy
tovabb.

A csak térvaltozotol fiiggo fliggvények nem abszolitak: r valtozéjuk egy K — K’
inerciarendszer-valtasra r = r'+Vt' miatt K'-szemmel id6fiiggést is tartalmaz. Nincs
tehat abszolut értelme példaul helyfliggé eromezonek, potencidlnak és ilyeneknek:
ezek csak egyetlen bizonyos inerciarendszer szerint nézve lehetnek tisztan helyfiig-
goek.

A téridéfiiggé fliggvények (més ismert neveiken: mezék, lokalis mezok) abszolu-

29 marmint négyes-skaldr, GALILEI-skalar
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tak — de természetesen szintén csak akkor, ha fiiggvényértékeik valamelyik GALILEI-
szabvanyos mennyiségtipusba tartoznak. Egy f skalar értéki fiiggvény négyes de-
rivéltja a d,f négyes kovektor értékii fliggvény. (A négyes derivaltat nevezhetnénk
négyes gradiensnek is, de ez részben félrevezetd, hiszen nulladik komponense idéde-
rivalt jellegii, a gradiens sz pedig térderivalt jelentést szokott felidézni.)

A 0%, f kombincié métrixalakban

{o™0,f} = (a?f> (41)

alakl, azaz ez a kombinacié egy abszolut térszerti négyesvektor értéki fiiggvény.

Ez négyes szamitassal a (31) tulajdonsdg, 7,0°*0,f = 0 ellendrzésével mutathaté meg, mely
(36) miatt valoban teljesiil.

Ezért egy skalarmez6 harmas formalizmusban megszokott térderivaltja, azaz harmas
gradiense négyes szemmel is egy abszolit mennyiség. Hasonléan mutathaté meg,
hogy minden més négyes mennyiség (értéki fiiggvény) szdmara is abszolit a harmas
gradiens, mégpedig egy térszerii négyesvektorként jelentkezik.

A 9y 1d6 szerinti parcidlis derivalt ellenben nem abszolit! Ez els6 pillantasra
megleponek tiinhet, hiszen az id6 abszolit, és a csak idotdl fiiggvo fiiggvények id6-
derivéltja is abszolit. Azonban térid6fiiggd fiiggvények esetén 0y f ugyebéar 0pf]. -et
jelent, azaz alland6 r mellett vett derivaltat, és r nem abszolut. Ami az egyik iner-
ciarendszernek egy éallandé r (egy allandé térpont), az egy méasiknak egy id6fliggd
valami (egy folyamat), nem abszolit tehat az ,allandé hely mellett vett derivélt”.

Egy s* négyesvektor értéki téridé-fiiggvény négyes derivaltja 0ys?, a forditott
mdexsorrend azt tukroz1 hogy linedris leképezésként szemlélve a derivaltat, igazabol

a saab, azaz s o@b sorrend adodik, ahol o a diadikus vagy tenzorszorzat jele, a felso

balranyillal pedig azt jeloltiik, hogy a derivalds a téle balra esd fiiggvényre hat.°

Mint azt az imént emlitettiik, egy — téridon értelmezett — ¢ térszerti négyes-
vektor értékii fiiggvény hérmas gradiense [a 0%9,q® négyes értelemben] négyesen
abszolit, és a derivdldshoz kot6dé (c¢) indexében térszerii. ¢* térszerit volta révén
pedig a masik (a) indexében is térszerii, tehat egy tér-térszerii négyestenzormezd.
Maétrixalakban

[ (93)} = {o0na) = (0 ajoq) (42)

Térszerti vektormezokre tehat a megszokott harmas térderivalt négyes szemmel ab-
szolut mennyiség. Ezért a harmas divergencia és a rotaci6 is az. Hangsulyozandé
azonban, hogy ez csak térszerti négyesvektor esetén teljesiil — ha taldlkozunk egy ha-
gyomanyos harmasvektor értékli mezovel, nem feltétleniil lesz a térderivéltja (és di-
vergencidja, rotacidja) abszolut: transzforméacios tulajdonsdgat megvizsgalva ellen-
orizniink kell, hogy e harmas mennyiség négyes szempontbdl térszerii négyesvektor-e.

30Ttt annak a levét isszuk, hogy matematikédban kialakult hagyomdnyos konvencié egy fiigg-

vény derivdlasdnak jelét a fliggvény bal oldalara irja, pedig a derivalas tartalmi lényegét a
fliggvény jobb oldalara iras dbrazolnda jobban.
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Egy kontinuum aramlasat leir6 v sebességmezo esetén specidlis szerencsénk van.
A harmassebesség négyes megfeleléje ugyanis a (8) négyesvektor, mely nem térszer.
Olyan specidlis négyesvektor azonban, hogy két ilyen kiilonbsége mar térszerti né-
gyesvektor.3! A derivéalds pedig definicié szerint a kiilonbségekkel kapcsolatos. Ennek
a szerencsének a folytdn a négyessebességmezd térderivaltja (és igy divergencidja,
rotacidja) abszolutnak bizonyul.

Ha van egy sebességmezénk, akkor értelmezhetd egy tetszoleges mezonek e se-
bességmez0 szerint vett szubsztancialis derivaltja. Egy f skalarmezore ez v®0, f, méas
tenzori mennyiségekre pedig az ennek megfelel6 kombinacié. A szubsztancialis deri-
valt abszolit (egy négyes kovektornak mint linedris leképezésnek egy négyesvektorra
vett hatasarol van itt szo).

Par szot ejtve végiil az integralasrol: a pusztan idofliggd skalarfliggvények ido
szerinti integralja abszolut. A téridén értelmezett skalarfiiggvények téridé-integralja
szintén abszolit. Ez utébbi a GALILE-invariansnak bizonyuldé dtdxzdydz =
= drPdrldr2dr® négyes térfogatelem (téridéfogat-elem) — precizebben fogalmazva:
a téridon természetes modon bevezethetd integralasi mérték — miatt van igy.

A téridon értelmezett skalarfiiggvények (skaldrmezok) egy adott id6pillanatban
vett térintegrélja is abszolit, a drdydz = drtdr?dr® harmas térfogatelem (jobban
mondva: a megfelel§ integralasi mérték) GALILEI-invariancidja miatt.

Ha skalarmez6 helyett négyesvektor, négyes kovektor, négyestenzor stb. érté-
ki mezo6t tekintiink, akkor azok térido-, illetve adott idépontbeli térintegraljat a
tipusuknak megfelel6 transzformacioval kell inerciarendszer-valtaskor atvaltani.

9. UT6s20

A nemrelativisztikus téridonek szamos tovabbi fizikailag fontos aspektusa van,
amelyek ismertetésére itt nem kertilt sor. Ezek koziil talan a legfontosabb a vonatkoz-
tatdsi rendszerek (més elnevezésekkel: megfigyelok, megfigyel6-mezék) targyaldsa:
inercidlis, egyenletesen gyorsuld, egyenletesen forgd, merevtestszerii/tavolsagtarto,
és altaldnos (amilyen az — altaldban deformalédé — kontinuumaramlasokhoz ren-
delheté hozzd). E tovdbbi témék attekintése azonban mér meghaladja ennek az
frasnak a kereteit. Az érdek6d6 Olvasé Marorcsi [7] konyvében talélja meg ezek be-
mutatdasat — bar nem az itt alkalmazott, hanem a vonatkoztatdsirendszer-mentes
leirasban. Ugyanott lehet utananézni minden olyan aspektusnak is, amely az itt
nyujtott targyalasmodbol nem deriilt ki elegendden vilagosan.

KOSZONETMONDAS

A szerz6 koszonetet mond GOHER ATTILANAK és VAN PETERNEK értékes észre-
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311d. a 27. oldalon elmondottakat is.
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ANYAGI SOKASAGOK A NEMRELATIVISZTIKUS
TERIDOBEN

Vin Péter
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST
KFKI RESZECSKE- ES MAGFIZIKAT KUTATO INTEZET, ELMELETI FOOSZTALY, BUDAPEST
BME ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST

Anyagi iddderivdltak és anyagi sokasdagok a kontinuummechanikai anyagelméletek alap-
fogalmai. Anyagtorvényeink csak az anyagra vonatkozhatnak, a haszndlt vonatkoztatdsi
rendszertdl nem figghetnek. Ezt a kévetelményt legtisztabban egy vonatkoztatdsi rendszer-
tél fiiggetlen tdargyaldssal érhetjik el. Ebben az irdsban kifejtjik az anyagi sokasdgokra
vonatkozo szamitdsi modszereket egy nemrelativisztikus téridémodell keretein belil.

1. BEVEZETES

A valosag fiiggetlen vallasunktol, nemiinktol, fliggetlen attol, hogyan képzeljiik
el, altalaban a rajtunk kiviil all6 valosag sajat torvényeinek engedelmeskedik — azaz
objektiv. Ezeket a torvényeket igyeksziink minél hiiebben reprezentalni a valdsagrol
alkotott modelljeinkben. Ez a hozzdallas minden természettudomény alapja. Ha
megfigyeliink egy jelenséget — mondjuk az asztalon bogrében parolgd teat — azt
gondoljuk, hogy az nem valtozik meg attél, hogy melyik oldalarol szemléljiik, sot
attol sem, hogy korbejarjuk, vagy elhaladunk mellette éppen. Az el6bbi altalanos elv
specialis kovetkezményeként azt gondoljuk, hogy a jelenség fiiggetlen a megfigyelo-
tol, és a megfigyel6 megadasara szolgald vonatkoztatasi rendszertol. Mivel a jelenség
fiiggetlen toliink, ezért a leirasét, a ra vonatkozo fizika torvényeket is célszerii ennek
tudataban keresni. A vonatkoztatési rendszertdl fiiggetlen torvények kovetelménye
egyike a kontinuumfizika (és éltalaban a fizika) alapelveinek.

Szétvalasztani az elképzeléseinket a valdsdgtol azonban a fizikdban sem egysze-
ri. Amilyen kézenfekvé kovetelmény, gy tlinik, olyan nehéz megfelelé matematikai
formaba onteni. Ne feledjiik, hogy ez a kérdéskor vezetett a specidlis relativitas el-
méletének kialakulasahoz. Még a legegyszeriibb formaja is — specidlisan nemrelati-

visztikus téridoben létezo termomechanikai kontinuumokra vonatkoztatva — maig
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vitatott, szamos egymasnak ellentmondé megfogalmazasa létezik a szakirodalom-
ban [1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10]. Ezt a kérdéskort mi is t6bb szempontbdl elemeztiik
az elmult évek folyamén [11, 12, 13, 14, 15]. Itt most az eddigi eredményeinkre
alapozva megadjuk egy objektiv, csak az anyagtol fliggd és kiilsé vonatkoztatési
rendszertol fiiggetlen leiras alapelemeit, amely a késébbiekben egy termodinamikai—
kontinuumfizikai elmélet kereteit szolgaltathatja.

A mozgas lefrasahoz fiiggvénykapcsolatokat kell 1étesitentink az anyag és a téridé
kozott. A téridorol és az anyagroél is feltételezziik, hogy négydimenzids affin térrel
reprezentalhatéak. A téridé pontos, vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen modelljét
Matolcsi Tamds adta meg [16, 17], ennek a modellnek elnyeit és sziikségességét [18]
indokolja szemléletesen. Ebben az irdsban nem aknazzuk ki teljesen a vonatkoztata-
si rendszer mentes targyalas elonyeit, széthasitott téridon, egy kiilsé inercidlis meg-
figyelo segitségével megadott kinematikai alapfogalmakra épitiink. Ezért a targya-
lasmo6d még nem teljesen objektiv, mert a hagyomanyos relativ (vonatkoztatasi rend-
szer fiiggd) fogalmaknak csak egy részét kiiszoboli ki. A legfontosabb elénye az, hogy
itt mar szigordan megkiilonboztetjik a vektortereket a dudlisuktol, és a nemrela-
tivisztikus abszolut id6t a nem a téridé részeként kezeljiik. Paradox médon ez a 4
dimenzids téridé kovetkezetes hasznalataval érheto el, mert csak igy tudjuk mate-
matikailag helyesen megadni az abszolit idére vonatkozo elemi elképzeléstinket: az
id6 nem agyazhatd be a téridébe, az a 4-dimenzios térido foliazasat jelenti. Tehat
az id6 a harom dimenzidban zajlo események egymas utan torténd bekovetkezése.
Vagyis a teret és az idot elso 1épésként nemrelativisztikusan is 6ssze kell illeszteniink,
hogy aztan majd egy pontosabb, valoban objektiv targyalds keretei kozott rendesen
szétvalaszthassuk. A vonatkoztatasi rendszer mentesség még ebben a nem teljesen
objektiv formajaban is egységesito és magyarazo ereji, mélyebb Osszefliggésre vezet,
mint egy formélis négyesvektorokon, vagy transzformacios szabalyokon alapul6 tar-
gyalasméd (példaul [19]), a téridén alapuld, négy dimenzids leirds pedig tilmutat a
harom dimenziés geometriai leirdsokon (mint példaul [20]), ugyanakkor egyszeriibb
is. Reményeink szerint a bevezetett indexes formalizmus hasznos segédeszkozt jelent-
het hasonl6 konkrét szamitasok elvégzéséhez, illetve a harmas és négyes vektorok és
kovektorok kovetkezetes hasznélataval egy 1épés a teljesen vonatkoztatasi rendszer
mentes leiras felé.

A masodik fejezet a kinematikai alapmennyiségeket vezeti be, a harmadik fejezet
pedig a tovabbi kérdésekkel kapcsolatban fellépo problémakat targyalja, roviden
felvazolva az egységes elmélet hianyzé darabjait.
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2. KINEMATIKA

A téridét a tovabbiakban vektortérrel reprezentaljuk, pontjait x* € M-el jeloljiik.
Térido idore és térre torténo széthasitdsat és a széthasitott format — egy inercialis
megfigyelére vonatkoztatottan — 2% < (f,r) € I x E médon adjuk meg, ahol I az
abszolit idotartamok egy dimenzids vektortere, E pedig az inercidlis vonatkoztatasi
rendszer harom dimenzioés terét jeloli. Itt és a tovabbiakban az a,b,c,... = 0,1,2,3
a téridé vektorok négyes indexei. A négyes vektorok fiiggetlenek a vonatkoztata-
si rendszerek mozgasatol, a széthasitott forma nem az. Az anyag pontjait X =
= (t,R) € My = I x A-val jeldljiik, ahol A a kontinuum pontjait reprezentdld
harom dimenzios vektortér. Ebben az irdsban a pontokat a szokdsos modon egy
alkalmasan valasztott ty, idépontban a térben elfoglalt helyzetiikkel reprezentéljuk.
Ennek a reprezentaciénak a problémaival és ezeknek a problémaknak megoldaséaval,

c sz

Az itt leirtakban azokat az eredményeket még nem vettiik figyelembe.

A kontinuumot a téridébeli viselkedését jellemzé [étezésfigguénye adja meg:

My —M: (4,R)— F(tR) < <5i(tt’ R)), (1)

E 5 i E
K (v | X /
t

s

1. ABRA. A 1étezésfiiggvény és inverze

ahol 7,5, k, ... = 1,2,3 a térvektorok harmas indexei. A vektorok és tenzorok szétha-
sitasanak jelolésére is hasznaljuk a fent bevezetett < jelolést. A széthasitas feltételez
egy megfigyelot, de ezt a szempontot az olvaso ebben az irasban akar figyelmen kiviil
is hagyhatja, hiszen els0sorban a szamolési szabalyok kifejtésérol lesz szo. Az idGsze-
rii komponenseket, derivaltakat 0 vagy ¢ indexszel jelolom. Z*(¢, R) a jol ismert moz-

gasfiiggvény, r és R pedig az inercialis megfigyel6 terének, illetve az anyagi sokasag
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relativ helyzetvektorait jelolik. Természetesen itt is hasznéljuk az négyes indexeket,
tehdt 7% = (¢,r") és R* = (t, R"). A mozgésfiiggvény fenti egyszerii négy dimenzios
altaldnositasanak kovetkezményeit targyaljuk a tovdbbiakban. Az z%(t,R) létezés-
fiiggvény inverzét X*(t,r)-el jeloljik. Az invertalhatésig maga fizikai kdvetelmény,
nem mindig teljesiil: azt a feltevést fejezi ki, hogy a kontinuum pontonként megma-
rad létezése soran. Alapvetden az indexes jelolésmodot fogjuk hasznélni, az elobbi
fiiggvényeket példaul a kovetkezd forméaban is irhatjuk:

t

7(t,R") < < (t R ) ,illetve Xt 1) < < Xi(i,ri) ) : (2)

A kovektorokat sorban, a vektorokat oszlopban jeldljiik, lehetéleg 6sszhangban
a matrixszorzas szabdlyaival. Azonban a matrixos jelolést csak négyes-harmas vi-
szonylatban, azaz a széthasitott esetben tér és idékomponensek megkiilonbozteté-
sekor hasznaljuk. A vektorok fels6, a kovektorok alsé indexet kapnak és csak alsé és
fels6 indexekre megengedett az Osszegzés, mert a térido nem euklidészi vektortér és
skalaris szorzat sincs rajta: nemrelativisztikusan nincs térido-tavolsag. Az Einstein-
konvencionak megfelel6en az az azonos indexek 0sszegzést jelolnek. Az Mis-an értel-
mezett, azaz a szubsztancidlis mennyiségeket hullammal jeloljilk, az M-en értelme-
zett, azaz lokdlis mennyiségekre, masképpen mezokre bevezetett jeloléshez képest.
Azaz példdul az A(t,r) skaldrmez szubsztancialis forméja A(t, R) = A(t, #'(t,R)),
vagyis A=Aoi®és A= Ao X

2.1. ALAPINVERZEK

% és X inverzei egymasnak, ezért
T%0 Xb=6%, X®o’ =4, ToX =0, Xod =04, (3)

Itt a megfelelo vektorterek identitas leképezése idyy, id ,, tdg €és tdy az indexes jelo-
léssel ¢, (5“b, (51 , illetve (5Z lesznek. Vigyazzunk, mert specidlisan a fenti formulaknéal
a bal oldalon éullo fuggvenyeket nem a helyettesitési értékiikkel tekintjiik (vesd Gssze
(6)-tal) és altaldban is jelolésmdédunkat igyeksziink éppen csak annyira pontossa ten-
ni, hogy kis odafigyeléssel kényelmes és attekintheto szamolasi szabélyokat tegyen
lehet6vé. Ugyanis a nagyszamu kiilonféle, de hasonlo fiiggvény koziil célszertt mind-
azokat lehetéleg azonositani, amelyek fizikai szerepe megegyezik. Ennek megfeleloen
a létezéstiiggvénynek és inverzének a derivaltjai a [étezésgradiens 57% e M@ M*, és
inverze Z% € My ® M*, ahol

Sa a3 ~a a3 t 1 0 1 6
j J

a a t 1 0 1 O
7 , = 8bX =< (8t,8j) (XZ> = (ath‘ aj;(z) = (Vi GZJ> . (5>
J
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Itt 7 = 0,7 a szubsztancidlis sebesség, Vi = 0,X* az anyagi sebességmezd, H' i=
= 0;7" a szubsztancidlis mozgdsgradiens, Gij = (Hil)ij = 0;X" pedig a mozgds-
gradiens mezének, az el6bbi mennyiség lokalis forméajanak az inverze. Bevezethetjiik
még az u* = 0,7¢ (szubsztanciélis) négyes sebességet és az V* = 0, X* négyes anyagi
sebességmezit. Természetesen barmelyik szubsztancidlis mennyiségnek képezhetjiik
a lokalis formajét is, {gy példaul vi(t,ri) = (9,7 0 X9)(t,r') = O, (t, X7 (t, 7)), amit
indexek nélkiil v(¢,r) = 8,X(t, X (¢, r)) alakban frhatunk. Ne feledjiik, hogy a d; jels-
1és arra utal, hogy szubsztancidlis fliggvényt derivalunk id6 szerint, R-et allanddan
tartva. Altaldban 9(...) = Dp(-. )| rey.exo illetve p(...) = Oy(. . )| ey cr- Az €l6b-
bi példat ezek utédn rovidebben és egyszeriibben is kifejezhetjiik, v! = axi, illetve
indexek nélkiil v = dix formaban, azaz a derivalas a szubsztancidlis mennyiségre
vonatkozik, de a derivaltat mezoként tekintjiik, tehat az értelmezési tartomany a
téridé. Altaldban a derivalds folotti jel (vagy hidnya) a derivdlandé fiiggvény értel-
mezési tartomédnyat, mig a fiiggvény feletti jel (vagy hidnya) a derivalt értelmezési
tartomanyat jeloli. (3) masodik formuldjanak derivalasaval kapjuk, hogy

= e e\ _ (R R t s (10
A o) = @.0) (g ae'my o) 5= (3 7)) )
= ~ 1 ~ o~ ~0j~ — 1 6]
- \OX o X090 X0k ) \Vi4 Gt G HE)

Innen leolvashaté, hogy

G HY = 3, (7)
Természetesen ez a megfeleld mezSkre is igaz, azaz G' H*; = ', és V' = —G" o,

hiszen a matrixok kozotti osszefliggéseket az értelmezési tartomany megvaltoztatasa
nem befolyasolja.

2.2. DERIVALTAK

A kilonféle derivaltak kozotti kapcesolatokat leolvashatjuk egy skalar fliggvényre
torténo hatasukbol. Szubsztancidlis mennyiségekre

6.7 = (a7 af)=ofaa =07, = (oF af) (gk 9’%)

= (aFf+oaf o). (9)

Madsrészt mezdokre
3 c 3 c N Y 1 Oz
of < @0 of) = dgox =05z < (a5 3s) (e o)

= (ciervké'kf 5ka’j-). (10)
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Azaz

Bl )=0.(..)Y¢| Bal..)=0.(..)2°, ] (11)

Ebbdl kovetkezden az ido6 és térderivaltakra kiilon is felirva

9 ()= % () =)+ 0 (... | O;(..) = On(.. ) H | (12)

O(..)=0,(...)+ V(.. Bi(...) = O(..)G", | (13)

Itt a szubsztancidlis idéderivaltra bevezettiik a szokdsos % jelolést, amit néha
ponttal roviditiink.

2.3. VEGYES DERIVALTAK

Igen fontos szerepet jatszanak a masodik vegyes parcialis derivaltak egyenlosége
alapjan felirhato osszefliggések. Két négyes derivdlasra ez trivialis, de részben szét-
hasitva felhasznaljuk a mozgasgradiens és a sebességek definiciéit és a derivaltakra
fent kapott bekeretezett osszefiiggéseket.

2.3.1. IDODERIVALTAKKAL
Eldszor a négyes mennyiségekre (11) alapjan kapjuk, hogy

QY% = 0,0,7° = 0,3 =00, — Y% =05, (14)
(2% = 0,0, X" = 0,0 X" =0V, — 0.2% = a:VGZCb- (15)
Kicsit atalakitva az utobbi formuldkat kapjuk a gyakorlatban hasznalhatobb azo-

nossagokat, ugyanis (14)—(15)-bél a sebességderivaltakat kifejezve, (4)—(5) és (7)—(8)
felhasznalasaval és (14)-nél is mezékre attérve kapjuk, hogy

doN e o0 (0 0 10
(%Yc) Z b — abv = (’Ul sz) (—levl Gkg) -

— 0 . Oj o 0 Oj
-\ = HY Gt HY GRS )\ Ot 0t

ave | Fra 0 O 1 0;\
atZ cYb — abv < <8tvl 8tGZk) (/Uk Hk]) =

B 0 0 (0 0
- 8tVi+8tGikvk BtGikaj - VZ 8JV’ ’
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Itt a tér-térszeri és id6-térszerti komponensek részben ismerds formuldkat eredmé-

nyeznek.
@i:atvi_f_‘[ikvk, azaz V:atV—H'V:atV+V'VOV7 (16)
o' = Hikaj, azaz ~ Vv=H-H™! (17)
Vi=9,Vi+ 9,GH W%, azaz V=9,V+9G-v, (18)
@V" = 8tGikaj, azaz  VV = oOH ! H. (19)

A legutolso osszefliggésnél az inverzfiiggvény derivaltjara vonatkozd szabalyt hasz-
naltuk fel.

2.3.2. TERDERIVALTAKKAL

Ekkor kicsit keverve a kiilonb6z6 széthasitott alakokat kapjuk, hogy

~ ~ 0; Ok ~
0;Y", < (~L ~ % ) = 0,0.1" =
T b = Oz Oz Ozk
0; Oik
@ﬂﬁ(ll V):@@W:
A Ye

b 0, 0; O‘k
= 0.0, X" <0 o | < i S (21
- c G]i atG]Z' 8kGJZ ( )
A széthasitas jele folotti index parcidlis széthasitast jelol. A tér-térszerti és ido-
térszerti komponenseket ismét érdemes kiemelni. A tér-térszerti komponensnek nincs

j6 index nélkiili felirdsa, mert harmadrendi tenzor részleges szimmetriajara vonat-
kozik.

@vj = Hji, azaz Vv = H,
éij = 5;€Hji, azaz -,
VI = 0,G7 azaz VV = 0,G,
0,G7 = 0, G, azaz —.

3. ANYAGI MENNYISEGEK ES ANYAGI DERIVALTAK

A szubsztancialis alak keveri a téridére és az anyagra vonatkozé mennyiségeket.
Az anyagi mennyiségeknek figyelembe kell venni a kontinuum mozgasanak kovetkez-
ményeit, de azt az anyagra magara vonatkoztatva megadni. Ezt a feltételt egyszeri
figyelembe venni, ha megkiilonboztetjiik a fliggvényeket az aldbbiak szerint
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— lokalis: Ml — M"™ - téridon értelmezett térido jellegii fliggvény ,
— szubsztancidlis: M, — M"™ anyagon értelmezett térido jellegii fiiggvény,

— anyagi: M4 — M’} az anyagon értelmezett anyag jellegli fliggvény.

Itt az n egész szam a fizikai mennyiség tenzori rendjét adja. Mivel az anyag
valahol és valamikor van a téridében, azaz az anyag és a térido kozott — feltéte-
lezéstink szerint — egyértelmii kapcsolat van, ezért ezek a formak ugyanannak a
fizikai mennyiségnek egyenértékii kifejezési modjai. Az értelmezési tartomanyokat a
1étezéstiiggvény, az értékkészleteket pedig a létezésgradiens segitségével valtoztathat-
juk meg. A fizikai mennyiségek szubsztancialis alakjat az eddigiek szerint a mezokre
(lokélis alakra) bevezetett jelolés folott kigyoval, az anyagi alakot kalappal jeloljik.

A kiilonb6zé tenzori rendl négyes mennyiségekrol, Galilei-transzforméaciora vald
viselkedésiikrol, ido- és térszerl résziikrol, stb. hasznos bevezeto és ismerteto talal-
hat6 a [18] munkaban.

3.1. SKALAR

Egy skalar mez6 az egy f: M — R, (t,r) — f(t,r) fliggvény. Ennek szubsztan-
cialis formaja megegyezik az anyagi formaval, tehat

f=f=foi" azaz  f(t,R)= f(t,7(t,R)).
Ennek megfelel6en anyagi derivdltja megegyezik a szubsztancialis derivalttal:
éaf - 5af: 80.75@%0 = acfi}ca =

:(@f@ﬁ:(fﬁf):(atﬁakf)(1 0;

> ;Ik) = (0] + T*Ouf, O FHY). (26)

Ebbol lathato, hogy a skaldr mennyiség anyagi ido- és térderivaltjai a kovetkezoek:

f=f=0f+vof,  azaz f=f=0f+v-Vf (27)
éifzgif:&ngki azaz @fz%f:Vf-H. (28)

Az anyagi idoderivéltra kiilon jelolést vezettiink be és a formuldkat lokalis alakban,
mezéként adtuk meg. Az anyagi idéderivalt geometriailag az anyag sebességmezdje

szerinti Lie-derivalt.

3.2. VEKTOR

Egy vektormezo6 lokalisan egy

M —M, (t,r) — *(t,r)
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fliggvény. Ennek szubsztancialis és anyagi formaéi:

My — M, " =c"ox,

¢t MAHMA, éa:ZaCEﬁ.

N

Vektorok anyagi formajat ugy kapjuk, hogy nemcsak az értelmezési tarto-
manyt, hanem az értékkészletet is visszahizzuk az anyagi sokasagra. A négyes vek-
tori mennyiségek nem fiiggenek a vonatkoztatasi rendszer mozgasatol — viszont
felbontasuk id6 és térszeri komponensekre mar fligg. A megfigyelét a sebességmezo-
je adja meg [17]. Az anyag maga is meghatédroz egy sebességmez6t, ennek megfeleléen
legaldbb két célszeri és gyakran hasznalatos felbontasa van egy akarmilyen vekto-
ri mennyiségnek: egy inercialis megfigyel6 és az anyag szerint. Ha az anyag relativ
sebességmezdje az inercidlis megfigyeld szerint v (azaz széthasitott négyessebessége
v® < (1,v")), akkor a kétféle felbontdst vektorok esetén Galilei-transzformdci6 koti
ossze a kovetkezo modon:

“ o a- [ o
() e<(®)- () o

Itt feliilvonassal az anyag szerinti felbontdst jeloltiik és az utolsd egyenloség megad-
ja annak inercidlis mennyiségekkel kifejezett alakjat. Figyeljiik meg, hogy vektornak
az idOszeri része ugyanaz a kiilonboz6 megfigyelok szamara. A fenti Osszefiiggés
megjelenik a vektor anyagi formajanak id6 és térszerii komponensekre torténd fel-
bontasaban is:

(O s 1 0; A\ o - o
©= <é’> = 25%¢" < (—Gikvk Gij) (cj> - (Gij(cj —vic) ) GijEj ’
(30

Az anyagi forma derivaltja a teljes anyagi derivdlt

. 0 o -0 5‘60
aaAb < (N‘C_> 0 8, — C ¢~ Z,
) G (3 @) (G @) (G )

_ 0 N ;P
G (& — dopk) G (0ic — doHF,)

o Vo
- (G(é—vv-é) G(@é—VH-é))' (31)

Itt az elso sor széthasitasdnal a diadikus szorzat miatt a derivaltak az eléttiik levo
formulara hatnak, ahogy a kovetkez6 matrixbél latszik. Az atalakitasoknél felhasz-
néaltuk az inverz métrix derivéltjara vonatkozé Osszefiiggést, illetve (17) és (23) Gssze-
fiiggéseket. A derivalasok kijelolése utan elhagytuk a szubsztancialis forma jelolését.

Az els6é oszlopbdl olvashatd ki az anyagi idéderivalt, amit még egy picit érdemes

45



alakitanunk:

C‘O

S <G’ (¢ = ) — (& — oo >)> |
d &
dt < ) - (G- ((C—C V) Vv - (c—cov)>> : (32)

Ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg, vagyis fel-
tételezziik, hogy maga az anyagi sokasdg — masnéven a referencia konfigurdcié —
a pillanatnyi konfiguraci6, akkor térszerti vektorra — amelynek null indexti, azaz
idOszertit komponense nulla — érdemes kiilon is felirnunk az anyagi idoderivaltat.
Ekkor formdlisan G ; identitds (de a derivéltja nem az):

Gh= ¢ — 9, azaz ¢=¢—(Vv)-c| (33)

, )2 ’ 0 2 T2 . s v . . .
Ezt szokas a vektor felsédramldsos iddderivaltjdnak nevezni és c-val jelolni.

3.3. KOVEKTOR

Egy kovektormez6 lokélis, szubsztancialis és anyagi alakjai a kovetkezoek:

ko @ M— M,  (t,r) — ko(t,r) (34)
ko @ My — M,  ky=k,o%, (35)
ko @ Mpg— My, ko=Y,%. (36)

Hasonléan a vektorokhoz, ha az anyag relativ sebességmezdje az inercialis meg-
figyelo szerint v, akkor megadhatjuk egy inercidlis és anyagi megfigyel6 szempontja-
bol is. A kovektorok azonban masképp transzformalédnak, mint a vektorok:

ko < (ko ki),  ka=(ko ki) = (ko4 v"kr k;). (37)

Ez a felbontas természetesen ismét tiikrozodik a kovektor anyagi formajanak id6 és

térszerii komponenseiben:

. . ~ o~ 1 k ~ o~ o~ o~
ko = (ko ki) =Y, ke < (OZ- i * )(kZ) :<ko—|—vkkjk Hkk;k> (38)

Figyeljiilk meg, hogy kovektoroknak a térszerii része ugyanaz a kiilonb6z6 megfi-

gyelok szamara. Megjegyzendd, hogy a derivalt maga is egy kovektor, a szubsztanci-
alis idoderivalt pedig idOszerti komponensének anyagi alakja. A teljes anyagi derivalt
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pedig a kovetkezo:

T AN (ko + k) (H, &)

aak' = ~ kf kk Hkk - ~ ,9 Ji ~ 1 ,]3 =
b (@) ( 0T V'RE J k) (ai(/fo+5kkk) @(ijkk)

(ko B+ @adk) ) _ (ko Hk+ (Vv) oK)
Oiko  H.*(Oiky, + 0, H, "ky,) Vk, H(Vk+VH:-k) ]

Itt a csillag a transzponalast jeloli. Az utolsdé egyenléségnél itt is attértiink lokalis
mennyiségekre. Az utolsé matrixok elsé sorabdl olvashaté ki az anyagi idéderivalt :

¢

ko= (ko + ki) HL (e + D) ) - (39)

Ebbdl kaphatjuk meg a térszerti kovektorra vonatkozé jol ismert alséaramlasos ido-
derivaltat, ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (H,’
az identitds, a pillanatnyi konfigurdcié megegyezik a referencia konfiguracio-val):

/<<>:¢: ((k;kvk) ki + kk(?wk) azaz li: ((k . Vj k+k- Vv) . (40)

Vagyis térszerii kovektor anyagi idéderivaltja altalaban nem térszeri. Nem szorit-
kozhatunk csak a hdrom dimenziéra. Az anyagi idoderivalt térszerii részét nevezik
alsoaramlasos derivdltnak.

3.4. TENZOR

Egy tenzormezo lokalis, szubsztancidlis és anyagi formai a kovetkezoek :

T @ M — MM, (t,r) — Tt 1), (41)
T% . My —M@M, T =T% 67, (42)
Tab . MA — MA & MA, Tab = Zaczbdf‘:d. (43)

Egy tenzor inercidlis megfigyelok éltal széthasitott formajat most nem adjuk
meg, helyette majd a referencia konfiguraciora visszahizott, anyagi formabdl olvas-
suk ki. Ezt (30)-(38)-bdl lathatéan megtehetjitk. A kozvetlen érveléshez viszont a
téridé modellek transzformécios formulai sziikségesek [17]. Tehat

. 0 f = b 1 0\ (1 t"™\ (1 —G'F
T (tz tl]) ZcZ dT (_szvk Gzl) (tl tlm) (Om sz )
B ( t0 G, (t™ — t%™) )

Gt =10 GEGI, (T — ol — o™ 4 Oly™)

PGl
= (Gilfl GzlG]mt_lm> . (44)
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A széthasitott forma komponenseit az eddigiekhez hasonlbéan feliilvonassal jeloltiik.
Figyeljik meg, hogy egy tenzormez6 idé-idoszerii része nem valtozik a kiilonboz6
megfigyel6k szempontjabol. A teljes anyagi derivalt a kovetkezd:

éj lgz éj lékmym

< {0 (G* ) )
| \@p @ ar e

N N @to ~(§i(ékmgm)
%GV 0,(G7,GE ™)

e e o 70 ~k  Im
8a(Zbchere) < (0t az) ( ! G mt )

. to Gk (Em — arvm£r>
_ G\(f = 0,0'1)) GG, (i — 0™ — 00 i) (45)
= 51.150 ékm(gzt_m — 9. H™") )
GO — 0, H' ) GYGI (00 — O, H' ™ — 9, H™T'")

Az utols6 hipermatrix elsé komponense az anyagi idoderivalt. Ezt részleteseb-ben
kifejtve kapjuk, hogy

£ GI (™ — t%™) — O™ (t" — tou"))

O ab . Ilm m,,l l,m 0,,1,m\
T = . (t — %) — o (thm — gmol — o™ 4 Oply™) —
G* GvGY ligrm _ ygmyr _ 47, m 0,,r,,m)__
l (@vl(t’” — tov") GO | 00t (t t"v t"o™ + tYv"™)

8rvm(tlr - tlvr - trvl + tovrvl)
Ebbdl kaphatjuk meg a térszert tenzorra vonatkozé jol ismert fels6aramlasos idode-

rivaltat, ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (Gij az

identités, a pillanatnyi konfigurdcié megegyezik a referencia konfiguracioval):

O ij 0 0k
F'= (0 i it — i) ()

Vagyis térszerii tenzor anyagi idoderivaltja térszeri.

3.5. KOTENZOR

Egy kotenzormezo lokélis, szubsztancidlis és anyagi formai a kovetkezdek :

By @ M — M* @M, (t,r) — Bul(t,1), (47)
Eab . MA — M* & M*y Eab = Bab o 557 (48)
Bab . MA — Mj:l (029 MZ, Bab - ?a C% décd. (49)

48



A tenzorok esetéhez hasonléan most is csak az anyagi format irjuk fel. Tehat

S ZA)O ZA)j v evdn 1 Uk bo bm 1 Oj
Bab N (I;z ZSZ]) _Ya YE} BCd_ (Oz sz bk bkm Um HW;

o by + Ukbk + b 0™ + Ukbkmvm HT':]L<bm + Ukbkm) (50)

N H™byy,
~\H e H"H"bpn )

A széthasitott forma komponenseit az eddigiekhez hasonléan feliilvonassal je-161tiik.
Figyeljik meg, hogy egy tenzormezd tér-térszerti része az, ami nem valtozik a kii-
16nb6z6 megfigyel6k szempontjabol. A teljes anyagi derivalt a kovetkezo:

ISR I b H,™b
0,(Y, Y. By, T O S
( b ‘¢ d ) = (815 8@) (H]nbn HJnHkmbnm>

I NG IO
N albo _ 8Z(H",‘cl_)m)
0i(H,;"b,)  O(H,"H"bym)

by H (b, + b 00”)
_ ﬁ[nj(l_)n + Branvr> ﬁj nﬁnllﬂ(i)nm + Em“amvr + anvsl_)sm) (51)

Az utolsé hipermatrix elsé komponense az anyagi idéderivalt. FEzt részletesebben

kifejtve kapjuk, hogy

o (bo + v*by, + by v™ + vkbkmvmj f[”;((bm + v’fbkmj + (by + v*bg,) 0, 07)

H"((by + ") + (b + 0¥ )0,07)  HH™ (b + by 00" + 00°bs,)
(52)

A térszerli kotenzor anyagi idéderivaltja abban az esetben sem térszerti, ha az

anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (G,” az identitds, a

pillanatnyi konfigurdcié megegyezik a referencia konfiguraciéval), mert:

Bim (V* 0" D) ‘(Ukbkj) + 0 O™ | (53)
(Ukbki) + Ukbkmﬁivm bij + bikﬁjvk + (%vkbkj

Ennek tér-térszertt komponense a jol ismert haromdimenziés alsédramldsos deri-vdlt.
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3.6. VEGYES TENZOR

Egy vegyes tenzormez6 lokalis, szubsztancialis és anyagi formai a kdvetkezoek:

AY - M—-MeM", (t,r) — A% (t,r), (54)
A% My — M@ M A%, = A%, o7, (55)
A4 0 My - MMy, A% = Z°Y, A°, (56)

Az eddigiekhez hasonléan most is csak az anyagi format irjuk fel. Tehat

Aa a’ &j Za vy dfc 1 Ok bo b 1 Oj

A= <a a;) =20 = gt oan ) o b)) o oEm
B a’ + a,,v™ H”}am (57)
C\G(d = a +d o = a™d) G HTd, — am!)

(@ H"ay,
S \Ga GhHTA )
A széthasitott alak komponenseit az eddigiekhez hasonldéan feliilvonéssal jeloltiik.

Figyeljik meg, hogy egy vegyes tenzormezé ido-térszerii része az, ami nem valtozik
a kiilonb6z6 megfigyelok szempontjabol. A teljes anyagi derivalt a kovetkezo:

-0 Nm,
3 Ad _ 5 (b v oeqd 3 q a Nﬂjam
aa14 e aa<Z dY; A e) = (at a@) (Gle_Ll GJZH%(%)
a° (H™ )
| \@@a) (&)
0;b O0;(H™am)
0:(G\al) (G Hyal,)

a® H™ (G, + @ 0pv")
B G (@ — a0ty GY H™(AL — d0tan,, + Oputat,) (58)
a d;a" H™ (Jti, + O H™ ;0 '
G (Ot — O, H' a™) G H™(0:al, — 0,H,a",, + 0 H";a,)

Az utolsé hipermatrix els6 komponense a vegyes tenzor anyagi idoderivaltja. Fzt
részletesebben kifejtve kapjuk, hogy

(a® + amvmj f["}(dm + a;0,,0")
b (a! — %' + al v — " lj
Av=| = amvmvl.— ~i frm G m T AmY) (59)
o (a™ — a®v™ +) a™ vk — G H, an”l(anml - amv”l)+
akvkvm)ﬁmvl 8mvn(a n — anv )

A térszeri vegyes tenzor anyagi idéderivaltja sem térszeri, akkor sem, ha az
anyagot az el6bbiekhez hasonléan az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk
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meg Gl-j ,H, 7 az identités, a pillanatnyi konfigurdcié megegyezik a referencia konfi-

guracioval), mert:

o 0 0;
=1 ~. . ~ ~ 60
A4; (Gll((al W) —am kot GY HM (A, — Ovta”, + 8mv”aln)> (60)

Ez sem marad térszerti.

3.6.1. LETEZESGRADIENS ES SEBESSEG

A kinematikai alapmennyiségiink, a létezés-gradiens vegyes tenzor. Anyagi for-
méja viszont megegyezik a szubsztancidlis formaval, mert Y, ¢ = Z2Y, 1Y, =Y, ©.

Ennek megfelelden az anyagi formajanak derivaltja a szubsztancialis derivalt lesz:

0 ok)
. - o -
aayb:aayu(at @)(1, 9’?): voHy) (61)

v HY 0; O
b B,

Innen kiolvashatjuk a négyessebesség anyagi derivaltjat is. Ebbdl kovetkezik tovabba,
hogy a sebesség és a mozgasgradiens anyagi idoderivéltja a szubsztancialis derivalt.

4. EGYSEGES KONTINUUMFIZIKA

Habar az el6z6 fejezet kinematikai megfontoldasai valamilyen értelemben részét
kell képezzék egy vonatkoztatédsi rendszertdl fiiggetlen nemrelativisztikus kontinu-
umfizikanak, a tovabbi lépések nem nyilvanvaloak. Ugyanis az anyagi derivalt és az
anyagi idéderivalt csak az entropia mérlegén keresztiil lépnek fel, az anyagfiiggvé-
nyek megfelel formajanak meghatdarozasaban segitenek.

Két kérdést kell megvalaszolnunk egy kontinuummechanikai elméletben. Egy-
részt el kell dontentink, mi az alakvdltozas jo fogalma. Kis deformaciokra ez természe-
tesen mindegy, de véges deformaciok esetén a kiilonféle valasztasok nem egyenérté-
kiiek. A probléma elso pillantdsra tisztdn mechanikainak tinik. Valéjaban viszont
arrél kell donteniink, hogy a kontinuum mozgasanak melyik része disszipativ és me-
lyik nem, beleértve természetesen a forgast is. Ez a szétvalasztds viszont nehezen
elképzelhetd a masodik fotétel nélkil. Mi eddig a mozgéasgradienst valasztottuk az
alakvaltozas mértékéiil, mivel ez a geometriailag kitiintetett mennyiség [22, 15]. Ver-
hés vélasztdsa a bal Cauchy-Green tenzor volt [23], els6sorban talan azért, mert az
anyagi derivéltja az egyiittforgd (Jaumann) derivalt. Fiilop érvelése alapjan egy 1j
alakvaltozasi mérték bevezetésére van sziikség. Figyelembe véve az Osszes mechani-

kai elvardasunkat, meg is konstrudlja ezt [18], legaldbbis a harom dimenzids részét,
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ami az itt bevezetett H kétpontfiiggvénynek felel meg. Ezek utan van sziikségiink az
entropiamérlegre, a végso valaszhoz tisztan a kinematika, s6t a mechanika sem elég,
egy teljes elméleti megértéshez vilagosan el kell kiiloniteni a disszipativ mozgéasokat
a nem disszipativ mozgasoktol.

A masodik fontos kérdés latszolag egyszertibb, fel kell irnunk az alapmériegek —
a tomeg, az impulzus és az energia mérlegének helyes és objektiv formdjat. Itt egy-
részt az a probléma, hogy komponensii — téridoben értelmezett — mennyiség tobb-
féle is kiépithet6 a szokasos relativ, harom komponenst impulzusmérleghdl. Kérdés,
az, hogy tomeg-impulzus tenzor reprezentalja-e az energiat, vagy valamilyen energia-
impulzus tenzor. Az el6bbi allaspontot képviseli példaul Kienzler és Herrmann [24]
vagy Matolcsi [11]. Az energia-impulzus tenzor is t6bbféle lehet. Az energia impul-
zus mérleg idOszert része a belso energiamérleggel analég, ha az energia-impulzus
vegyes tenzor, a teljes energia mérlegével, ha tenzor (csak kontravaridns komponense
van). Ez utébbi analog a relativisztikus esettel. Mindhdrom véalasztdsnél ligyelniink
kell arra, hogy a tenzor szimmetrikus bels6é impulzusmomentummal nem rendelkez6
kozegekre. (Ez a kovetelmény latszolag azonnal kizdrja a vegyes tenzor lehetdsé-
gét.) Fontos tovabbd, hogy megfontolasainkban nem élhetiink mindig az impulzusra
szokasos tomegszer sebesség feltételezésével, mert az egyediil a tomegpontok me-
chanikajabol és elsosorban variacios megfontolasokbdl kovetkezne. Az egész kérdés
tulajdonképpen arra vonatkozik, hogy mi a belsé energia és a teljes energia viszo-
nya. A belsé energiarél mindenesetre tudjuk, hogy az csak a kozegtol fiigg. Ami azt
jelenti, hogy a szokasos belsé energia stirliség egyenld teljes energia minusz kineti-
kus energia stirtiség e, = e — pv?/2 mddositandd, mert a kinetikus energia ebben a
formaban mindig relativ mennyiség.

Mindezekre a problémakra valahogy egyszerre kellene valaszt adjon egy megfelel6
négy dimenzios alapmérlegrendszer felirasa. Rdadasul egy valoban egységes elmélet
vilagos relativisztikus analogiakat is jelent — a ¢ — oo hatardtmeneten tilmenden.
Ebbol a szempontbdl elgondolkoztatd a specidlis relativisztikus folyadékok stabili-
tasi tulajdonsagait és a a relativisztikus homérséklet paradoxonjait egyszerre kezelni
tudé termodinamikai elmélet, ahol az egy komponensii, hovezetd folyadékokra vo-
natkozé entrépiaprodukeié a kovetkezé alakban irhaté [25]:

‘a
05 = —% (Pab — p5“b) O, vp + qaﬁa% % <% — @a)

Itt T a hémérséklet, p a nyomds, P® a nyoméstenzor, azaz az energia impul-
zus tenzor tér-térszerd része, v® a kozeg négyessebesség mezoje, d, a gradiens, és g*
az energiafluxus, illetve az impulzussiiriiség (az energia-impulzus tenzor tér-idé és
id6-térszerti része a kozeggel egyiittmozgd megfigyelére nézve), e pedig a nyugalmi
energiasuriség. Az energia-fluxus és az impulzussiirtiség belsé impulzus hidnyaban

egyenloek. Kiilonosen figyelemre mélto a fenti kifejezés utolséd tagja, amit az elotte
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allotol elkiilonitve irtunk, hogy ramutassunk az impulzus és a sebesség viszonyara vo-

natkozo jelentésére. A hovezetésre vonatkozo anyagtorvény relativisztikus felirdsahoz

az utolso két kifejezés Osszevonando és egyiitt adja az entropiaprodukeié termikus

kolesonhatéasra vonatkozd részét.

1]

2]

3]

[10]

[11]
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KONTINUUMOK KINEMATIKAJANAK UJ ERTELMEZESE

Fulop Tamds
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Ez az irds a deformdcidtenzor eddig ismert értelmezéseinek néhdny kézos komoly hid-
nyossagdra mutat rd, majd eqy olyan uj deformdcio-fogalmat vezet be, amely mentes ezek-
tél a problémdktol. Az itt javasolt értelmezés képletileg is, tulajdonsdgaiban is, €s fizikai
tartalmadt tekintve is ujdonsdgokat hordoz. A kontinuumok kinematikdjdnak leirdsa egyéb
vonatkozdsokban is 1) megkozelitést nyer.

1. BEVEZETES

A kontinuumok fizikai lefrasa a kontinuum mozgésanak lefrasaval kezdodik. FEn-
nek megfelel6en a teriilet régi nagyjai szinte mindnyajan foglalkoztak ezzel a targy-
korrel. Els6 kozelitésben nehéz elképzelni, hogy lehetne-e manapsdg barmi Gjat mon-
dani ebben a tekintetben...

Kozelebbrél megnézve azt is tudjuk (lasd barmelyik jelenkori kontinuummecha-
nika tankonyvet), hogy a teriilet régi nagyjai szinte mindnyajan be is vezettek egy-
egy 1j, sajat deformaciétenzor-definiciot. Ez viszont zavarba ejto és elbizonytalanito
hatasi, annak is, aki tanulja, annak is, aki oktatja, és annak is, aki hasznalja. Hogy-
hogy nincs egyetlen igazi mennyiség? Es akkor példdul egy linedrisan rugalmasnak
vart anyag melyik fajta deformacioban mérve a leglinearisabb rugalmassagia? Tud-
hato, hogy kis alakvéaltozasok esetén az Osszes altalanosan ismert definicié vezeto
rendben megegyezik. De azt is tudjuk, hogy szdmos gyakorlati szituaciéban ennél
nagyobb deformaciok 1épnek ol, és ezeknek a helyzeteknek az elméleti targyalasara
is képesnek kell lenniink. Olyankor melyik deformacié-valtozat hasznélandé?

Ezenkiviil azt is tudjuk, hogy még egy kis mennyiség idébeli valtozasi gyorsasaga
(valtozési sebessége) sem feltétlentil kicsi mennyiség, tehat a deforméciésebességben
még komolyabb eltérések 1éphetnek fol. Marpedig az anyagok belso siurlédasanak, és
altaldban a fesziiltséghatasokra pillanatszerli gyorsasdggal valaszt ad6 rugalmassa-
gon tuli jelenségek (Id. reoldgia: kuszas, relaxacio, stb.) leirdsa igényelné az egyér-
telmiiséget a deformacidsebesség értelmezésében is.

Es ha mér a kontinuum-kinematika értelmezésében nem egyértelm( a helyzet,
mi lehet ott, mik rejlhetnek ott, amikor a kinematika helyett mar a dinamikét te-
kintjiikk? (Es a termodinamikét.) A rengeteg bevezetett deformécié-értelmezés 16tét
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a kontinuumfizika teriiletén eltoltott szamos év alatt is, megszokni taldn meg lehet,
de belenyugodni sokkal nehezebb.

Még kozelebbrol megszemlélve az eddig javasolt deformacio-fogalmakat, hianyos-
sagokat is fedezhetiink fel benniik. Ezek kozott vannak olyanok, amik csak néhany
definiciot érintenek, de vannak olyanok is, amelyek az Osszes valtozatban egyarant
jelen vannak. Koztiik néhany pedig olyan komoly gondnak mutatkozik, ami sziiksé-
gessé teszi a kontinuumok kinematikajanak szisztematikus feliilvizsgalatat.

Jelen munka megsziiletését ezek a bizonyos problémak motivaltak. Az iréds el6-
szor az eddigi deformacio-értelmezések hianyossagait tekinti at. Ezutan a kezdetektdl
indulva épiti fel a kontinuumok kinematikajanak lefrasat és vezeti be a deformécio-
felsorolt problémaktol. Megallapitja a javasolt definicié bizonyos fontos &altalanos
tulajdonsagait, majd néhany konkrét folyamat (koztiikk az egytengelyl terhelésre
jellemz6 alakvaltozds és az egyszerii nyirds) példajan szemlélteti a feltart uj tulaj-
donsiagokat, és az eddigi deformdcié-értelmezésekhez vald viszonyt (mikor térnek el
¢és hogyan, mikor esnek egybe kozelitéleg és milyen rendig, és mikor esnek egybe
egzaktul és melyikkel).

Az eddigi deformacié-fogalmakkal kapcsolatos problémak kiilonosen jol
domborodnak ki, ha a nemrelativisztikus tér- és idofogalom koordindta-
és vonatkoztatasirendszer-mentes lefrasanak szemszogébol néziink rda. Ezt a
targyalasmodot—mely a specidlis relativisztikus téridéhoz hasonléan a nemrelati-
visztikus téridonek az affin teres geometriai jellegét ragadja meg—WEYL vezette be
[13], tobbek kozott ARNoLD méltatta [1] és JaaLom vizsgélta [7]; legteljesebb és leg-
részletesebb felépitését pedig MaTorcst dolgozta ki [9, 10]. Fizikai szempontbdl ez
a leiras nem tesz mast, mint kovetkezetesen végigviszi a GaLILEI-féle relativitasi elv
és a GALILE-transzformacié kévetkezményeit [6]. Elvi erényei mellett szdmos gya-
korlati haszna is megmutatkozik, a kontinuumfizikaban [14, 15] példaul els6sorban
az anyagi objektivitas elve iigyében kiilonosen hatékony.

Az itt kovetkezo észrevételek és eredmények megsziiletésében is az e targyalas-
mod nyijtotta ralatds nyudjtott nagy segitséget. A deformacio-értelmezések problé-
mai azonban e nélkiil a vonatkoztatasirendszer-mentes megkozelités nélkil is vila-
gosan felismerhetéek. Ezt alatamasztando, jelen iras a hagyomanyos formalizmust
hasznalja a képletek ismertetésekor, amikor is valasztunk egy inercialis vonatkozta-
tasi rendszert, benne egy tér- és egy idoorigot, és a vonatkoztatasi rendszer terében
egy DESCARTEs-koordinatarendszert. Mindenesetre fontos tudnivalé, hogy az itt ko-
vetkezo 1j megkozelités valojaban nem koveteli meg sem koordinatdk, sem origok,
sem vonatkoztatasi rendszer valasztasat. Az is megemlitendd, hogy az itt javasolt
kinematika- és deformaciofelfogéas, az eddigiekkel ellentétben, természetes, térido-
barat médon implementalhaténak mutatkozik specidlis és altalanos relativisztikus
téridokre is. Ennek bemutatasa azonban egy kiovetkezo dolgozat feladata kell legyen.
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2. A7 EDDIGI DEFORMACIOTENZOR-FOGALMAK

A kontinuumok kinematikijanak szokdsos megkozelitése! azzal kezd6dik, hogy
— miutan véalasztottunk egy, a kozegtol fiiggetlen, kiilsé inerciarendszert, benne egy
tér- és egy idGorigot, és sziikség esetén az inerciarendszer terében egy DESCARTES-
koordinatarendszert, — feltételezziik, hogy létezik egy olyan t, iddpillanat, amikor
a kozeg mindenhol egy deformaltsagmentes, ,torzitatlan”, ,nyomoritatlan” allapot-
ban van. Ezt az iddépillanatot referencia-idépontnak jeloljiik ki, és minden kozeg-
pontot, anyagi pontot az e pillanatbeli R helyvektoraval jellemziink, indexeliink, ra
ezzel hivatkozunk a tovabbiakban. Egy R-el kijelolt kdzegpont a t idopillanatban az
x(t,R) helyvektori helyen jar kiils6 inerciélis vonatkoztatasi rendszeriink terében,

5(t,R) :=%(t,R) - R (1)

elmozduldsnyira? kiindul6 helyétSl. Ttt és a tovabbiakban, jelen kotet [15] fejezetével
osszhangban, feliillhullam jeloli, amikor egy mennyiség az anyagi valtozokban, azaz
(t,R) fiiggvényében van megadva, és 0,V az anyagi valtozok szerinti derivalasokat,
mig a hullaimtalan mennyiségek a lokalis valtozok, a kiils6 inerciarendszer szerinti
(t,r) id6- és térvéltozok fiiggvényei, és a hullamtalan derivaldasok a lokalis valtozok
szerintiek.

A definici6 alapjan specidlisan
x(to,R) = R, S(to, R) = 0. (2)
A kozegpont sebessége ezekkel a mennyiségekkel a
v(t,R) = 0,x(t,R) = 9,5(t,R) (3)

kapcsolatban 4113 A kozeg lokalis valtozokban megadott v sebességmezeje és az
anyagi valtozokban megadott v sebesség egymassal a

v(t,R) = v(t,x(t,R)) (4)
kapcsolatban all.
Ezek utan képezzik a

—

H:=xo

<

=I+5o

<1

(5)
mozgdsgradienst, ahol I az egységtenzor, o a diadikus vagy tenzorszorzat, a V pedig
a tOle balra es6 fiiggvény Or derivaltjat jeloli, a sorrend az indexes irdasmod esetén
adddo indexsorrendre utal:

(x0 V)ij = OR,T; . (6)

! Hazai forrdsként példaul a [3, 4, 12] konyveket és a [11, 2] kényvfejezeteket érdemes meg-

emliteni. A nemzetkozi szakirodalom példdul a [16] miiveket ajénlja tanulmanyozni.

2 Az elmozdulds mésik szokdsos jelolése, u e kotet [15] fejezetében mds, szintén szokdsos

szerepet jatszik, ezért az egységes jelolés érdekében itt sem jelol elmozdulast.
3 Feltételezziik minden felmeriils fiiggvény folytonossagéat és kelld rendig derivélhatésagat.
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A tovébbiakban az egyértelmii, vagy zarojelezéssel egyértelmiivé tett esetekben a V
feletti nyilakat elhagyjuk. A mozgasgradiensre, definiciéja alapjan,

H(ty,R) =1. (7)

A fenti képletekbdl, a vegyes derivaltak Younc-tételét és az Osszetett fliggvény de-
rivaldsi szabalyat alkalmazva

H=voV=(voV)(xoV)=(voV)H, (8)

~ o~ —

HH ' =voV, (9)

0,(%x0V) = (9,%) oV :

ahol a feliilpont a 5t idoderivalt (egyiittmozgd vagy szubsztancidlis derivélt), voV
pedig természetesen azt jelenti, hogy a lokdlis v o V fiiggvény lokalis valtozoirdl
attériink az anyagi valtozokra.

H nem mds, mint az X leképezés (geometriai transzformécié) JACOBI-métrixa
(-tenzora), és igy det H a megfeleld Jacosr-determinéns, mely helyileg egy ,infini-
tezimélis” kozegtartomany leképezés utani (a t-kori) és el6tti (a to-kori) térfogatanak
a hanyadosat fejezi ki. Eszerint a t-kori pillanatnyi helyi relativ térfogatvéaltozasi se-

besség (det H)/det H. A
(det FI) = (det 1) Tx (HE ) (10)

azonossag alapjan — melynek bizonyitasat 1d. alabb —, és (9) ismeretében a helyi
relativ térfogatvaltozasi sebesség gy is megadhatd, mint

Tr [V/—C;/V] = Tr[(V?V)S} : (11)

illetve lokalis valtozokban Tr(v o V)® , ugyanis a Tr-ben csak a (v o V) szim-
metrikus rész ad jarulékot, a (v o V)A antiszimmetrikus rész nem. Tr [V o V] egy
kozismertebb alakja egyébként divv.

A (10) azonossag bizonyitdasihoz a legegyszeriibb DESCARTES-helykoordinatakat vezetni be,
hogy H-ra matrixként hivatkozhassunk. Ekkor az inverz matrixra ismert formula, illetve a
determindns kifejtési tétele szerint
~ 1
N p——
7t detH

3 -
detﬁ = Z(—l)lJrkAlkj‘Lk , = —_—
i=1

(_1)i+jA

(12)

R

= (1) A;; =detH (H™)

Ji’

ahol k egy tetszoleges rogzitett index 1 és 3 kozott, A,; pedig a H maétrix i-edik sora és j-edik
oszlopa elhagydsdval kapott aldetermindns (mely ugye nem tartalmazza f{ij-t). Ezért

9y (det H) = a;%# 0, H,; =
ij=1 gy By Has
3 .
= > detH(H), i, = (det F) Tr(HE ), (13)
i,j=1
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amit bizonyitani akartunk. Erdemes megjegyezni, hogy mas titon is célt érhetiink, a [11] mii
(1F4) képlete (74. 0.) révén.
A (10) és (11) formuldk egyiitt, a (7) kovetkezményeként adodé det H(t),R) =1,
In|det H(t, R)| = 0 ismeretében a

3y (1n]det ) = Tr | (vo v)°] | (14)
In|det H(t, R)| = /t Tr[(v o V)S} (¢, x(t',R))d¢ (15)

eredményt is szolgaltatjak, ahol tehat az idéintegral is ,szubsztancidlis”, azaz az
adott rogzitett kozegpontot kovetve késziil.

Ezek utan vezessiik be az
A:=VHTH, B:=VHH’ (16)
szimmetrikus, pozitiv definit tenzorokat.* Egyszertien beldthat6 rajuk, hogy
det A = det B = |detI:I‘ = ‘detf{T{. (17)

Ha ez a kozos determindnsuk nemnulla, akkor H, A, B mindnyajan invertalhatoak,
és ekkor

Q:=HA! (18)

egy ortogonalis tenzor, hiszen egyrészrol

det Q =det H/det A =1, (19)
méasrészrol
QAR '—A'A’H ' A'ATHH ! =
=AY H'=HAT) =Q". (20)
A (18) definici6 kovetkezményeként
- QA - (QAQ Q. 1)

A szimmetrikus és pozitiv definit volta miatt az itt felbukkané QAQ™! is szimmet-
rikus és pozitiv definit, a négyzete pedig

(QAQ )’ = QAQ 'QAQ ' —HATQ" —H(QA)" —HA',  (22)

vagyis
OAQ' —B. (23)
4Egy W szimmetrikus, pozitiv definit tenzor négyzetgyoke az az egyértelmiien meghatérozott
szimmetrikus, pozitiv definit tenzor, amelynek sajatvektorai azonosak W-éival, sajatértékei

pedig W megfelelé sajatértékeinek négyzetgyokei. A (16)-ban a gyckok alatt szimmetrikus,
pozitiv definit tenzorok allnak.
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Ezzel H egy ortogonélis és egy szimmetrikus tenzor szorzatdra valé egyértelmdi, dn.
Caucny-féle polaris felbontdsat nyertiik mindkét lehetséges sorrendben, mivel

H = QA = BQ. (24)

E sorrendek alapjdn A és B nevezhetéek a H-hoz tartozd jobb és bal oldali szim-
metrikus tenzoroknak.

Amikor A = B =1, akkor a H mozgdsgradiens egy tiszta Q elfordulds, ilyenkor
a kozeg egy merevtestszeriien elfordult dllapotba jutott (legalabbis helyileg, egy-egy
kozegpont egy kis kornyezetét nézve). A deformécidtenzorral a kozeg mozgdsdnak
(helyi) merevtestmozgéstol valo eltérését kivanjuk jellemezni, ezért definidlhatjuk
példdul az A — I, vagy a B — I eltéréssel. Kissé dltaldnosabban, bevezethetéek a

DYV =~ (A"-1), D =2 (B"-1) (25)

deformaciotenzorok, ahol az m, n értékek tetszoleges valos értéket felvehetnek, az
m = 0 ill. n = 0 eset hatdrdtmenettel értelmezhetd:>

DY = A, DY :—InB. (26)

Csak néhany elnevezést sorolva fel példanak, nevezik az m = 2 esetet GREEN-ST-
VENANT-féle, az m = 1 esetet BioT-féle, az m = 0 esetet HENCKY-féle (vagy ,logarit-
mikus”, természetes”, wval6di”), az n = —1 esetet pedig ArLmansI-féle deformacié-

tenzornak (tobbek kozott). A kiillénb6z6 m-{ ]j(m)—ek kis A —1I szerinti sorfejtései

els6 rendben megegyeznek, és hasonlé mondhato el a kiillonbozd n-i D )_ekrol.
Amikor A — T és B — 1 mellett még a Q —1I kulonbség is kicsi—azaz ahg tortént
elfordulds a referenciahelyzethez képest—, akkor H — I is kicsi, mert

H=QA=[i+(Q-1)|[I+(A-T)|~i+(Q-T)+(A-1), (7
H=BQ=[i+(B-1)][i+(Q-1)|~i+(Q-1)+(B-1). (2
Ilyenkor §0V = H —1I [ld. (5)] kicsi, kovetkezésképp

- - ~ - - - - 2 -~
HTHzI+§oV+Vo§z[I—i—%(éov—i—voé)] ~HA7, (29)

A-T~B-T~;(Vos+soV) =D, (30)

azaz ebben a kozelitésben az Osszes ljxn)—ek és f)gl ek egymassal is megegyeznek,

tovabba egyenléek az tin. CauchHy-féle deformacidtenzorral is.

Természetesen, ha [pl. (4) mintdjéra] az anyagi valtozoju H fiiggvényrdl attériink
lokalis véaltozoju H alakjara, akkor mindezek a fenti definiciék és eredmények a

% Szimmetrikus, pozitiv definit tenzoroknak a négyzetgyokhez, azaz az %—ik hatvanyhoz ha-
sonlé médon vezethetd be a tetszéleges valés hatvanyuk, és a logaritmusuk is.
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megfelel6 lokalis Q, A, B stb. fiiggvényekre vihetok at ill. lesznek érvényesek. A
tovabbi targyalds a lokélis alakokat fogja hasznalni (egyelére egyszeriien csak azért,
hogy a képletek kinézete egy kicsit egyszer(ibb legyen).

A késObbiek fényében két szempontbodl is érdekes lesz az a—most még artat-
lannak tiin6—megallapitas, hogy mindegyik deforméciétenzor-valtozat igynevezett
kétpont-mennyiség vagy kétpont-fiiggvény, mely tulajdonsig lényege az, hogy két
idéponthoz tartozik: a t, referencia-idéponthoz és a t pillanatnyi idéponthoz.% Az
egyik megjegyzendd jellemzdje ennek a tulajdonsagnak az, hogy ezek szerint a de-
formécié nem egyediil a pillanatnyi idéponthoz rendelédik hozza (nem egypont-
mennyiség), hanem egy madsikhoz is: amely idépontbeli dllapothoz viszonyit. A mé-
sik pedig az, hogy ezek szerint nem fiigg a két idépont kozti idépontokbeli alla-
pottél, mennyiségektdl, nem fligg a két idépont kozott lezajlott folyamattél (nem
intervallum-mennyiség, nem folyamatfiiggd, hanem csak kezdeti- és végallapotfiig-
g6). Ugymond, elég egy pillanatfelvételt késziteni a kozegrél a t, idSpontban, egy
masikat a ¢ pillanatban, és ezek alapjan meghatarozhaté a koztiik elszenvedett de-
formalodas.

Megjegyzendo6 az is, hogy a kontinuumok kinematikajaban a deforméciotenzor
mellett ismeretes az alakvaltozasi tenzor fogalma is.” A szakirodalomban ez utébbi
is tobb valtozatban vezetddik be, a kiilonbozé alakvaltozasi tenzorokat HT H illetve
HHT Kkiilonbozé hatvanyaiként definialjak. Az alakvaltozasi tenzorokkal nem lesz
szitkséges kiilon foglalkoznunk, az alabb kovetkez6é megallapitasok analég mddon
lesznek érvényesek rajuk is.

3. Az EDDIGI DEFORMACIO-ERTELMEZESEK HIANYOSSAGAI

Ot kritikai észrevétel kivetkezik most a fent ismertetett deforméacié-definicidkkal
kapcsolatban.

Az ELSO AZ A HATAROZATLANSAG, hogy a rengeteg (végtelen sok) DX") és Dgf )
melyikét tekintsiik a haszndlandé (példaul a HookE-térvényben alkalmazandd) de-
formécidtenzornak.® Rdaddsul a H tenzor mindkétféle sorrendii poldris felbontdsa

6 Eredetileg nem a két idépont miatt, hanem két térpont miatt hivjék igy: hogy valahonnan
valahova ment a kozeg egy pontja, és hogy az ottani helyi allapothoz mérjiik az itteni helyi
allapotot. Az id6beli aspektus azonban hasonléan lényegi dolgot ragad meg, mint a térbeli:
hogy az akkori allapothoz viszonyitjuk a mostanit. Tulajdonképpen kétfajta sorrendrél van
sz0. Az els6, hogy el6szor kozegpontonként hasonlitgatunk Ossze akkori és mostani helyi
allapotok kozott, és utdna rakjuk ezeket egymads mellé, mint az egész kozeg valtozasa. A
masik, hogy elészor mind az akkori, mind a mostani idopontban kiilon-kiilon elkészitjiik a
kozeg allapotat a kozeg Osszes pontjat felkeresve, és ezutan az akkori 0sszkozegi allapothoz
hasonlitjuk a mostani 6sszkozegi allapotot, ez lesz az Osszkozegi valtozas. Hogy az iddbeli
lefolyas milyen fontos aspektus a deforméaci6 soran, az az fras végére vilagossa valik.

"Ezek a magyar elnevezések nem a kiilfoldi terminolégia tiikorforditasai. Angolul példdul az
alakvaltozas ,,deformation”, a deformécié pedig ,strain”.

8 Eredendéen a HOOKE-torvényt csak kis deforméaciok esetére véljiik alkalmazhaténak. Na-
gyon nagy gyakorlati értéke van azonban annak, ha egy olyan deformécié-fogalmunk van,
amellyel a HOOKE-torvény (egyrészt nemcsak kis, hanem nagy elforduldsok esetén is, més-
részt) valamennyivel nagyobb mértékii deformdltsagokra is még j6 kozelitésnek bizonyul. Ez
részben persze dinamikai, részben azonban kinematikai kérdés.
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[Id. (24)], melyeket a kovetkezék érdekében most irjunk H = Q;A; = A2Q, alak-
ban, ,természetellenesen féloldalas”, ezért egy ,igazsagosabb” kozéput lehetne egy
H= %(A3Q3 + Q3A3) felbontds, amennyiben sikeriilne beldtni azt a plauzibilis sej-
tést, hogy egy ilyen egyértelmii felbontas is lehetséges, egy ortogonalis Qs és egy
szimmetrikus Aj részvételével. Ezenkiviil nemcsak additive, hanem multiplikative is
kereshetnénk ,jigazsagosabb” kozéputakat, Ql/ 2 Ql/ ? és Aé/ 2Q5 Aé/ > médokon.
Miutan pedig ennyi megfontolandé alternativa vazolhato fel, ez akar arra is utalhat,
hogy val6jaban egyik sem elegendden kitiintetett, egyik sem alapvetobb a tobbinél.

E%y dolog mans bizonyos: mindegyikiik nem lehet legitim. Lattuk ugyanis, hogy

-ek és a DB -ek csak akkor egyenléek a kis alakvaltozasok vezeté rendjében,

ha Q I. Mérpedig deformacidtenzorok kozotti viszony nem fiigghet attol, hogy

mennyi az elfordulas foka, hiszen az elforduléds egy toliik fiiggetlennek vart mozgés-
forma.

Hogy deformaci6 és elfordulas fiiggetlen kell legyen egymdstél, ez az elgondolas eredetileg
onnan ered, hogy kis alakvaltozdsok esetén az elmozduldsmezd gradiense egy deformalodast
leir6 és egy elfordulédst leiré tag Osszege. Nagyobb alakvaltozasok esetén is ésszerli azonban
fenntartani ezt az elvarast, hogy példdaul nagy elforduldsok — de esetleg tovabbra is kicsi
deformalédasok: taguldsok és torzuldsok — esetén is legyen egy mennyiség, ami csak a defor-
mélodast jellemzi (és igy példaul a vele felirt HOOKE-torvényt alkalmazhatévd teszi). Ugyanigy
az elfordulasfiiggének vart jelenségek modellezéséhez is egy olyan elfordulds-fogalom a hasznos,
mely lehetéleg minél fliggetlenebb a tagulasszer(i és torzuldsszerli valtozasoktol. Deformalé-
dés és elfordulds tokéletes szeparaldsa nagy alakvaltozasok esetén nem lehetséges, de alkalmas
kinematikai definiciéikkal nagymértékben megkozelithetd.

Van egyébként, aki a bal oldali H = A;Q, = BQ alak mellett érvel, hogy ha egy
megszerzett deformacié utan merevtestszeri elfordulas kovetkezik, ez utobbi folya-
matszakaszon a kozeghez viszonyitva ne regisztraljunk tovabbi deformaciévaltozast.
Sajnos, latni fogjuk, hogy Q &altalaban nem hiteles leirdja a kozeg elforduldsanak.
Ezenfeliil egy ilyen érv még mindig rengeteg lehetdséget hagyna nyitva.

A MASODIK ESZREVETEL éppen az, hogy a sebességgradiens
voV=HH"'=(QA)A'Q'=QQ ' +QAA'Q! (31)
felbontasat szivesen interpretdlnank egy elfordulasi sebesség (szogsebesség) és egy

deformaciosebesség Osszegeként, és ehhez a jobb oldalon az els6 tag valéban anti-
szimmetrikus is, amilyennek egy szogsebességtenzornak lennie kell:?

Q ortogondlis = Q'=Q7 = (32)
QQ'+(QQ ™) =QQ ' +(Q@)'Q"=QQ ' +QQ ' = (QQ ) =i=0.
A masodik tag azonban altalaban nem szimmetrikus. Amikor ugyanis az, akkor

QAAT'Q '=(QAAT'Q )T =QAT)TATQT =QAT'AQ ! =
— AA'=AT'A (33)

9mint azt késébb részletesen is latni fogjuk
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Ez viszont altaldban nem teljesiil, mint az a kovetkez6 példa mutatja (legyen a # 1,

c#0):

A(t) == (fff8>, A(0) = <3?8>, AY(0) = <1éa(1)8), (34)

001 001 0 01

A(t) = (238) —A(0), A0)A(0) = (%8) y ( ég) — A"(0)A(0).

000 0 00

Igy tehét altaldban (31) jobb oldaldnak mésodik tagja is tartalmaz forgést (antiszim-
metrikus részt). Rdadasul még ha le is vdlasztanank réla az antiszimmetrikus részét,
a maradék szimmetrikus részben is maradna Q, pedig egy deformécidésebességnek
fiiggetlennek illene lennie az elforduldstél. Tovabbi kovetkezmény, hogy mivel QQ !
nem a szOgsebesség (mely a sebességgradiens antiszimmetrikus része, mint azt ké-
s6bb részletesen latni fogjuk), eszerint Q nem irja le helyesen a kozeg elfordulasat.
Jelent6sebb mennyiségii elfordulast tartalmazé folyamatok esetén—amilyen példa-
ul a tiszta nyiras is, lasd 10.2. alszakasz,—ez komoly hibat okozhat, akar nemcsak
mennyiségi, hanem minéségi eltérést is (példaul a leirds esetleg tévesen stabilités-
vesztést josol, vagy épp ellenkezileg: nem vesz észre stabilitasvesztést).

HARMADIK PROBLEMAKENT a kovetkezére figyelhetiink fel. Egy kozegnek tér-
fogatvaltozas (tagulds-Gsszehizddés) szempontjabol kétfajta szingularis hatédreset-
allapota lehet: amikor végteleniil kitagul, és amikor végtelentil kicsire, pontszertiire
vagy végteleniil laposra Osszehtuzodik. Elvarhaté lenne, hogy a deforméltsagot egy
olyan mennyiség mérje, amely divergdl mind a végtelen kitdgulas, mind a végteleniil
kicsire Osszehuzodas hatareseteiben. A H nyelvén ez az elvaras det H — oo -nel,
illetve det H — 0-val fogalmazhat6 meg, mely (17) révén det A -ra és det B-re
ugyanezeket jelenti.

Nos, a pozitiv m-1 ill. n-t Dxn)—ek és Dg)—ek det H — oo-re valéban szingu-
ldrisan viselkednek.'® det H — 0 esetén azonban maradhatnak reguldrisak. Példaul
egy izotrop Osszehizodés, egy

H(t) = f(t)I, f(to) =1, t — t* esetén f(t) — 0 (35)
folyamat esetén

DY () = [f(t)" 1T — — 1 ahogy t— 1", (36)

1
m
és ugyanigy Dg ) —%I. Ezek tehat egy békés, véges értékhez (tenzorhoz) tarta-
nak. Hasonl6an, a negativ m-{i ill. n-ii Dgn)—ek és Dg )_ek a végtelen Ssszehtizodaskor
divergalnak, a végtelen kitdgulaskor viszont altalaban nem.

Ez a nemszingularis viselkedés raadasul nemcsak geometriai szempontbol tii-
nik nem elég kielégitének, hanem fizikai és praktikus szempontbol sem. Ugyanis

10P]. A determinansa a sajatértékeinek a szorzata, tehét lesz divergdlé sajatértéke, igy DX"')—
nek is.
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amikor példaul egy HookEe-torvénnyel—miszerint a fesziiltség a deformécié linea-
ris fiiggvénye—modellezziik egy kozeg viselkedését, Osszenyomas esetén valoszintileg
gyorsan (mar kis deformdciok esetén is) el fog romlani a modelliink érvényessége,
hiszen fizikailag varhatéan egy anyag szingularisan kicsire 0sszenyomésahoz végte-
len erchatasok kellenek, mig a HOOKE-torvény egy véges deformacidtenzor-értékhez
véges fesziiltségértéket rendel. Olyan deformaciéfogalomra lenne sziikség, amely a le-
hetséges deformacidértékek minél nagyobb tartomanyan koveti hiten a kdzeg allapo-
tat, példaul egy varhatéan meglehetésen linearisan rugalmas anyagra minél nagyobb
tartomanyon teszi jo kozelitéssé a linedris rugalmassagi torvényt.

Ebbél a szempontbol DY) és DY kielégitéen viselkedik, mert mindkétfajta
szinguldris hataresetben divergal, ez a kritérium tehat nagymértékben sziikit a
deformaciotenzor-lehetdségeken. Sajnos nem eléggé, hiszen még mindig két jelolt
maradt. Tovabba a (25) konstrukciék mintdjara bevezethetjik a

Dy =, (A" -A™), DY =, (B"-B™) (37)
definiciokat is, amelyek kis alakvaltozasokra ugyanazzal a vezeté renddel rendelkez-
nek (a 60. oldalon mér emlitett kifejtéseket tekintve), mint a Dxn)—ek és ng )¢k, és
melyek szintén divergalnak mindkét szingularis hataresetben. Raadésul ezeken feliil
bevezethetnénk még A és B hasonlé hatvényszerti, és/vagy logaritmikus, ,igazsa-
gos” kombindcio6it is, mint példaul %(]55;”) + f)gn)) .

MENJUNK AZONBAN TOVABB A NEGYEDIK ESZREVETELRE. A hagyomanyos meg-
kozelités ugyanis feltételezi egy olyan ty idépont 1étét, amikor a kdzeg minden egyes
pontban deformalatlan. Fizikailag ezzel azt tételezziik fel, hogy ty-kor a kozeg min-
denhol egy ,sanyargatatlan”, ,leheto legrelaxdltabb”, | leghékénhagyottabb” alap-
allapotban van (mely &dllapottél vald eltérést hivatott mérni a deforméciétenzor a

Lsanyargatottabb” helyzetekben). Ha belegondolunk, ez a feltételezés nem til rea-
lisztikus. !

Megprobalhatjuk a dolgot igy kimagyarazni, hogy to-t valami jo régi, békés vég-
telen multbeli értéknek gondoljuk. Sajnos, egzaktul végtelennek” nem vehetjiik,
mert akkor a véges id6kben a x elmozduldsméré mennyiség végtelen lenne (élta-
laban). Véges t esetén pedig valami irredlisan j6 szerencsénkben kellene biznunk,
hogy volt olyan ty, amikor példaul a labunk alatti, az dllanddéan hat6 gravitacio altal
osszehuzott, és a kozetlemezek vandorlasa altal taszigalt talaj valaha a foldtorténeti
miultban barmikor is mindenhol teljesen ,kirigott, relaxalt, torzulasmentes” allapot-
ban volt. Mar az se fizikailag megalapozott, ha azt varjuk, hogy akar csak egyetlen
kozegpont szamara volt valaha olyan idopont, amikor ott a kozeg az alapallapotéa-
ban volt. Ez bizonyos folyamatok esetén lehetett igy, masokndl nem: &altaldnosan
még ennyit sem jogos elvarnunk.

Bizhatunk benne, hogy majd az ,jigazabol fontos”, dinamikai formuldink (mér-
legegyenletek, HOOKE-torvény, stb.) lesznek olyan jok, annyira realitds-tiikrozoek,
hogy nem igazan fognak fiiggeni ettdl a kinematika érdekében tett, to-kori teljes

11 Ennek a referencia-idépontnak a léte illetve feltételezése, és az akkori konfiguracié referencia-
konfiguracioként kezelése a szakirodalomban régéta vitatott és sokak altal vizsgdlt kérdés,
am gy tinik, mindmaig eredménytelentl.
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haboritatlansdgot feltevd feltételezéstol. Viszont éppen azért, mert a realitds nem
igényli ezt a feltételezést, egy olyan deformécio-fogalom lenne szerencsés, — mi tobb:
hiteles, — ami szintén nem alapoz r4.!'?

A referencia-idépont és -konfiguracio elestével az anyagi valtozokban vald dol-
gozas is elesik. Hiszen olyan konfiguraciohoz mégsem akarnank viszonyitani, amely
nem mindenhol a legrelaxédltabb alapallapot...

Az anyagi sokasagon dolgozé formalizmus elvetése azonban nyugtalanité érzé-
seket kelthet. Hiszen az anyagi valtozoban dolgozas annak a garanciajanak tiinik,
hogy az anyaggal egyiitt haladunk, hiilen kovetjik annak minden rezdiilését. Az
anyag bels6 kolcsonhatasait az anyaghoz tapadé mdodon leiré formalizmus e kéleson-
hatasok hiteles leirdsdnak biztositékdanak tiinik. Fel kell azonban ismerniink, hogy
az anyagi sokasaggal épp egy rossz uton jarhatunk: nemcsak az anyag sorsanak pil-
lanatnyi alakulasa jelenik meg a lefrasunkban, hanem egy altalunk onkényesen be-
hozott referencia-szituaciojaé is. Egy olyan szituaciéé, melyrél nem garantalhatjuk,
hogy minden anyagi pontnal a kitiintetett, hiteles referencia-allapottal rendelkezik.
Az anyagi sokasagon dolgozas éppenhogy mitermékeket hozhat be a lefrasunkba,
ahelyett, hogy a kozeg sorsanak hiteles kronikasa lenne.

Természetesen azt az igényt és kovetelményt nem szabad feladnunk, hogy az
anyag belso kolcsonhatasainak és dinamikai folyamatainak jellemzéséhez a kozeg-
gel egyiitt kell haladnunk, a pillanatnyi allapotokat és kinematikai folyamatokat
az anyaghoz illeszkedve, a kozeget a leheto leghtiebben kévetve. Ez azonban valo-
jdban nem a fiiggvények valtozoira jelent kovetelményt (hogy anyagi-e vagy nem
anyagi), hanem a fliggvények értékeire és azok véltozdsaira (derivaltjaira). Kell6en a
kozeghez illeszked6 értékli mennyiségek, mezok, fiiggvények, és azok kelléen a kozeg
aramlasahoz illeszkedd derivalt-tipusai biztosithatjak az anyag sorsanak miitermé-
kektdl mentes, hiteles jellemzését. Az anyagi sokasagrol és az anyagi valtozokrol le
kell mondanunk, de az anyagi mennyiségekrdl (az anyag viszonyair6l tudésito, az
anyag létezéséhez idomulé mennyiségekrél, fiiggvényértékekrdl) nem kell, és nem is
szabad lemondani.

Specidlis és altalanos relativisztikus téridokon egyébként mar nem is lehetséges
altalaban az anyagi valtozok bevezetése. Az egyes kozegpontokban érvényes egy-
idejliség altalaban nem terjesztheto ki, nem kotogethetd Ossze egy az egész kozeg
mentén érvényes egyidejliséggé — mar specidlis relativisztikus téridén sem! Ezért
a kozeg szamara altalaban nem definidlhatéak az egyes idopillanatok. Azokban a
specidlis esetekben pedig, amikor mégis, olyankor még mindig altalaban az a fur-
csasag lép fel, hogy az id6 a kozeg kiillonbozo pontjaiban kiilonbozoképpen, azaz
helyfiiggben telik. (A kozelebbi részletekrol lasd [10].) Emiatt az anyagi valtozok

12Pgldaul a rugalmassdgtanban szokdsosan ismertetett monokromatikus, s = s(kr — wt)
alaku elmozduldsmezejli sikhullammegoldasok esetében maris nagyvonaldan elfeledkeztiink
a referencia-konfiguraciordl: nincs olyan ¢ idépont, ami ellathatnd ty szerepét, azaz ami-
kor ez az elmozduldsmez6 minden r helyen nulla. (Sem egy véges idSpontban, sem egy
aszimptotikusan tdvoli multban.) Szigordan véve, a formalizmusunk nem enged meg egy
ilyen megoldast. Fizikailag mégis egy hasznos modellnek, egy értékes kozelitésnek tartjuk
az ilyen megolddsokat is, és joggal. Ez a példa is utal ra, hogy magunk se tartjuk fizikailag
indokoltnak megkovetelni a referencia-konfiguracié és -idopont 1étét.
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relativisztikus implementalasa lehetetlen. Ez a tény egy fiiggetlen int6 jel arra, hogy
nemrelativisztikusan is keriiljiik az anyagi valtozok hasznalatat a kozegfolyamatok
elvi lefrdsaban.'?

SZINTEN A REFERENCIA-IDOPONT LETEHEZ KAPCSOLODIK AZ OTODIK KRITIKAI ESZ-
REVETEL. Ez pedig az, hogy—mint azt méar emlitettiik,—a mozgasgradiens, és a be-
16le szarmaztatott deformacio-valtozatok mindegyike tin. kétpont-fiiggvény, két ido-
pont fliggvénye: a most-ot jellemzo t-é és a referencia-idépont ty-é. Mint valamilyen
kinematikai elmozdulasfajtédk, joggal lehetnek is kétpont-fiiggvények. Gondoljunk
azonban csak bele, mi a célunk azzal, hogy legyen egy deformacio-fogalmunk: az,
hogy ez a mennyiség a pillanatny: helyi geometriai viszonyokat, a kozeg pillanatnyi
,geometriailag gerjesztett allapotat”, a legrelaxaltabb alapallapottol valo eltérését
fejezze ki. Az anyag mikroszerkezetére gondolva példaul a kristalyszerkezet nyugalmi
elrendezodéstol valo eltérését, vagy egymashoz érintkezé szemcesék egymasba benyo-
modasanak mértékét gondolhatjuk mogé, a hattérbe. Tovabba, a célunk a defor-
méciétenzorral nem geometriai-kinematikai,'* hanem dinamikai: az, hogy az anyagi
rugalmassig konstitutiv fiiggvényének!® valtozdjaként lehessen haszndlni. Ez az az
elvi szerep, amelyre az eddig ismert deformacio-definiciok, az itt megfogalmazott
kritikak miatt nem alkalmasok. Eme dinamikai szerepe miatt fizikailag azt vdrjuk
a deformdcidtenzortol, hogy egy egypont-fiigguény legyen. (Gondoljunk csak bele: a
fesziiltségtenzor, mely példaul egy rugalmas anyagmodellben a deformaciétenzorral
all egyértelmii kapcsolatban, szintén egy egypont-fliggvény.) A deformdciétenzor egy
mez0 kellene legyen.

Természetesen a deformacié egy viszonyt kell kifejezzen. De nem egy mas ido-
pillanatbeli megtortént szituacidhoz vald viszonyat, hanem egy elvileg 1étezo, idealis
allapothoz val6 viszonyat, mely idedlis allapot vagy fennallt valaha is a kozeg adott
folyamata soran, vagy nem.

A deformacié az anyag allapotanak egyik mezdszeri jellemzdje legyen. Tovabbra
is ugy gondoljuk tehat, hogy lenne egy olyan lehetséges kitiintetett allapot, amihez
viszonyithatjuk a pillanatnyi, altaldban nem-kitiintetett allapotot. Viszont ne téte-
lezziik fel, hogy abban a koézegpontban valaha is fennallt vagy fenn fog allni az a
kitiintetett allapot. Ne erdltessiik ra a kozeg folyamatara, hogy létezzen benne egy
ilyen idépillanat, plane hogy ebben az idopillanatban minden kozegpont szamara
egy ilyen kitiintetett nyugalmi allapot teljesiilt volna.

Tovabb gondolkodva a fizikai elvarasainkon, a deformaciétenzornak csak szi-
lardtest kozegek esetén lenne létjogosultsiaga. Folyadékoknak és gazoknak (6vato-
sabb megfogalmazassal: izotrép helyi szerkezetiinek tekintheté kozegeknek) nincse-
nek iranyfiiggo, tenzort igénylé geometriaju helyi alakformacioi. Ez utobbi anyag-

13 Miés kérdés természetesen, hogy egy konkrét folyamatot milyen véaltozékat, milyen segéd-
mennyiségeket bevezetve lehetséges egyszerii és célszerli alakban megadni, és segitségiikkel
egy konkrét feladatot megoldani, gy, hogy veliik az esetlegesen sziikséges kozelitések is
kényelmesen legyenek megfogalmazhatoak. Lasd errél még a 4. szakaszt is.

4 A kontinuumok mozgésanak elvi leirdséhoz nincs sziikség deformécio- és alakvaltozdsi ten-
zorokra, mint azt latni is fogjuk.

e sz

anyagtorvényének — ki melyik szohasznalatot szereti

66



tipusoknak csak térfogati szempontbdl van egy kitlintetett geometriai helyzete, és
egy ettdl altalaban eltéro tagultsagi foka. Szdamukra csak egy skalar tagultsagmé-
r0 mez6 bevezetése indokolt. Ha pedig gazdasagossagra toreksziink a leirdsunkban,
ezt a tagultsdgot nem is kotelezd bevezetniink, hiszen a (tomeg-)siirtiséggel ezt is
kifejezhetjiik, a stirtiség alakulasa attételesen errdl is szamot ad.

A deformaciétenzort, kozelebbrél a szubsztancialis idéderivaltjat szokasos még a
kozeg belso surlodasanak konstitutiv jellemzéséhez is haszndalni. Erre a célra azonban
a kozeg sebességmezeje, illetve egy beldle szarmaztatott alkalmas térderivalttipus
is meg kell feleljen. A deformaciétenzor egyéb kinematikai céli felhasznalasai pedig
megvalosithatok kell legyenek a sebességmezovel és annak integralgorbéivel, az egyes
anyagi pontok (téridébeli) palydjaval, vilagvonaldval (14sd a kovetkezd szakaszt). A
kinematika elvi megaddsahoz nem kellhetnek kétpont-fiiggvények.'6

OsszeroGLALVA az eddigi deformécié-fogalmakra tett kritikai megéllapitdsokat :

1. Van végtelen sok bal oldali és jobb oldali lehetdség, ezenfeliil a polaris felbontéa-
soknak lehetnek bizonyos természetes (akar: természetesebb) dltalanositédsai:
ezek melyikét, vagy ezek melyik kombinaciojat valasszuk?

2. A kozeg elforduldsa nincs hitelesen leirva.

3. A szingularisan nagy tagultsidg és Osszenyomottsag hatareseteit divergald
mennyiséggel kellene reprezentdlni. (E feltétel sziikiti az 1. pontban emlitett
hatdrozatlanségot, de kozel sem kielégit fokig.)

4. A referencia-idopont és referencia-konfiguracié mint nyugalmi kezdoallapot és
a kozeg reprezentativ jellemzoje altalaban fizikailag nem indokolhato feltéte-
lezés.

5. A deforméci6 fizikailag egy egypont-fiiggvény kellene legyen, egy, a kozeg pil-
lanatnyi allapotat jellemz6 mennyiség.

Az a szép feladat all el6ttiink, hogy egy olyan kinematika- és deforméciofelfogést
fogalmazzunk meg, amely mentes mindezektdl a hianyossagoktol, de egytttal olyat,
amely képes mindent kifejezni, ami megkovetelhetd tole.

4. A KONTINUUMOK KINEMATIKAJA, AZ ALAPOKTOL KEZDVE

A kontinuumok tugynevezett EULER-leirasa kapcsan tudjuk, hogy egy kozeg
aramldsa (igymond: térid6beli kinematikai sorsa) megadhato a sebességmezd, mint
egy valasztott kilsé inerciarendszer id6- és térvaltozoi fliggvényében megadott
mennyiség [v(t,r)] révén. A sebességmezd egypont-fiiggvény, és EULER-lefrdsban,
azaz lokalis valtozokban tekintve mentes a referencia-idopont és -konfiguracié prob-
1émajatol. A nemrelativisztikus téridé vonatkoztatasirendszer-mentes targyalasabol
[10] arrdl is meggy6zddhetiink, hogy a hozza tartozd négyessebesség-mez6 (v.o. [6])

16L4sd a 13. sz. labjegyzetet.
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kiallja a vonatkoztatédsirendszer-mentesség kritériumét is, tehat a sebességmez6 (ill.
négyes megfelelgje) nyugodtan lehet kinematika-megfogalmazasunk alappillére.

Egy t; idépontban r; helyvektorral kijelolt kozegpont egy to idopontban azon a
ry helyen jar, amely a

a(t) = v(t,a(t)) (38)
differencialegyenlet
q(t1) =1, (39)

kezdeti feltételhez tartozod egyértelmii megoldasanak segitségével az

ry = q(ty) (40)

mo6don adhaté meg. Egy kozegpontot tehat egy t — q(t) fliggvény kovet, melyre a

to

alt) = alt) + / v(t.q(t))dt (41)

t1

tulajdonség teljesiil, barmely ¢, t5 idopontokra. Ha egy barmely, a kozeget jellemz6
fizikai mennyiség alakulasat egy rogzitett kozegpontnal, annak sorsa mentén kivan-
juk nyomon kovetni, ez gy teheté meg, hogy az adott fizikai mennyiség mint lokalis
mez6 (t,r) valtozéinak helyére (t, q(t))—t helyettesitiink, ahol a q fliggvény koveti
az adott kozegpontot.

Tudjuk, hogy ez az EULER-leirds konkrét folyamatok leirasahoz technikailag al-
taldban nem kényelmes (Osszevetve az anyagi valtozokban torténé LAGRANGE-leiras
nytjtotta egyszeriiséggel), viszont, ellentétben a fent emlitett problémékkal rendel-
kezO0 LAGRANGE-lefrassal, ez a megkozelités elvi, [ényegi szinten teljes mértékben
kielégitd. Most pedig az elvi aspektusokat kivanjuk szem el6tt tartani.

Erdemes itt kitérniink a, mar a 13. labjegyzetben felbukkant megkiilonboztetésre elvi és konkrét
szempontok kozott. Egy barmely fizikai jelenségkorre bevezetett elméleti formalizmusnak két-
fajta feladatot kell ellatnia. Az egyik az altalanos, elvi megértésiink formai kifejezése, a masik
a gyakorlat szamdra fontos specialis szituaciok konkrét, a szamszeriiségig lebontott jellemzése.
Mindkettének megvan a maga fontossaga. Az elvi lényeg kifejezése a fizikai megértésiinket biz-
tositja, szamos altalanos érvényl tulajdonsdg, jellemzo levezetését teszi lehetévé, és ralatast
ad a szébanforgé jelenségkorre, és annak mas jelenségkorokhoz valé kapcesolataira. A gyakorlat
szamara fontos konkrét esetek szamszeriiségig vitt specidlis jellemzése pedig ezen esetek kozeli
megismerését, és fizikai és miiszaki alkalmazasok megsziiletését segiti el6. Tovabbd, amikor egy
bonyolultabb konkrét esetet csak kozelitéleg tudunk targyalni, az alkalmas konkrét valtozok
és mennyiségek segitenek a kozelités megfogalmazasaban és végigvitelében.

Mindkét aspektus teljes értéki figyelmet igényel, nem szabad egyiket sem a masik rovasara
elonyben részesiteni—ami tudomanytorténetileg sajnos gyakran megtorténik, hol az egyik, hol
a masik szempont rovasara.

Egy elektrodinamikai példaval illusztralva az elmondottakat: hasonlitsuk Ossze az egyik
MAXWELL-egyenlet vektoros alakjat:

rotE = -0, B, (42)
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a DESCARTES-koordinéatas alakjaval:

0,E. — 0,E, B,
0.E, — 0,E. | =—0,| By | . (43)
0. E, — 0, E, B.

Konnyen lathatd, hogy az els6 alak sokkal alkalmasabb dltalanos kovetkeztetések levezetésére,
és sokkal nagyobb lényeglatdst biztosit. Konkrétan tudhaté is, hogy mekkora fejlédést jelen-
tett az elektrodinamika teriiletén a koordindtamentes targyalds megjelenése. A relativitdselmé-
let kapcsan megsziiletett négyes elektromagneses térerésségtenzoros, vonatkoztatdsirendszer-
mentesen is megfogalmazhaté elektrodinamika-leiras pedig tovabbi nagyléptéki fejlédést ho-
zott.

Ekozben a masodik alakhoz nytilunk, amikor egy konkrét elrendezést kivanunk végigszamolni.
Kozelebbrél, amikor példaul egy aramjarta hosszi, vékony, egyenes elektromos vezeté korii-
li elektromagneses mez&t kivanjuk meghatarozni, kétség nem fér hozza, hogy a koordinatas
egyenlettel, annak hengerkoordinatds valtozatdval célszerii dolgozni.

Ennek megfeleléen a jelen irds elvi szempontbdl vélasztja az EULER-leirdst (avagy a mogotte
allé vonatkoztatdsirendszer-mentes téridé-lefrdst). A fenti kritikai megéllapitdsok fényében
az anyagi valtozokban és anyagi sokasdgon dolgozé formalizmus nem elvi szempontbdl lenne
értékes, hanem azokban az esetekben, amikor egy konkrét probléma konkrét megkozelitéséhez
hasznosan illeszkedik.

Kovetkezo 1épésként tekintsiik a sebességgradienst, és annak szimmetrikus és anti-
szimmetrikus részét :

E::(VOV>S:%<VOV+VOV)7 Zz’j:%(ajvi"_aivj)’ (44)
QI:(VOV>A:%(VOV—VOV)7 Qz’j:%(ajvi_aivj>7 (45)
voV=3+Q. (46)

Egybol gyorsan allapitsunk is meg réluk egy azonossagot, melyet az egyszeriibb
jelolés érdekében indexesen frunk ki:

81'(8ij — 8ij> = 8kaivj — @&vk = 8k8ivj — 8j (81Vk — 8kvz~ + 8kvz) =
= 8k8ivj + 8j8kvi — 8]- (ank + 8kvl) = 8k (@Vj + 8jvz-) — 8]- (8ka + Gkvl) —
A bevezeto kontinuumfizika konyvek targyalni szoktak 3 és €2 interpretalasat,

de ezt hasznos lesz itt is attekinteni, hogy utana nyugodt szivvel bizhassuk rajuk
azt a szerepet, amire a kovetkezokben fel fogjuk kérni 6ket.

4.1. MEREVTESTSZERU, TAVOLSAGTARTO KOZEGARAMLASOK

A X-val és Q-val vald ismerkedés elso célszerli 1épése a tavolsdgtartd kozeg-
aramlasok specialis esete. Ez az eset egyébként a késobbiekben, a deformacidtenzor

bevezetése kapcsan is fontos szerepet fog jatszani.
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Tekintstink tehat egy olyan kozegaramlédst, amely, ha dinamikailag nem is feltét-

leniil, de legaldbbis kinematikailag merevtestszertinek nevezhets,'” azaz amelyben

barmely két kozegpontjanak tavolsaga nem valtozik az ido fiiggvényében. Megjegyez-

zik, hogy mivel egy inerciarendszer tere egy euklideszi tér, ezért az Osszes tavolsag

allandosdga (tdvolsagtartdas) a barmely két vektor altal bezéart szog allandoségét

(szOgtartas) is biztositja. Gondoljunk csak az altaldnos haromszogek koszinuszté-

telére: az oldalak allandosdga a tekintett szog koszinuszanak allandésagat okozza

(melybdl a szog allandosdga kovetkezik). Ehhez hasonlban, az is bizonyithatd, hogy

a tavolsagtartas ekvivalens a skalarszorzattartassal.

Most belatjuk, hogy a tavolsigtarté folyamatok sordn 3 = 0.8

Szemeljiink ki egy tetszOleges t idépillanatot és egy szintén tetszlleges r helyvektori helyet.
Jelolje q azt a fiiggvényt, amely a t-kor r helyen jaré kozegpontot koveti (a 68. oldalon latott
értelemben). Ekkor tehdt q(t) = r. Valasszunk egy Ar vektort. Jelolje q' azt a fiiggvényt,
amelyik azt a masik tomegpontot koveti, amelyik ¢-kor a q(¢) + Ar helyen jir. Eszerint q'(t) =
= q(t)+Ar. Jelolje ~ az olyan kozelit6 egyenldséget, mely Ar — 0 esetén egyre pontosabban
egyenldség lesz, olyan erdsen, hogy a hiba |Ar|-ben'® mérve gyorsabban tfinik el. Ekkor a
tavolsagtartas miatt irhatjuk, hogy

0={ld — a’ }(t) = 2[d'(1) — a(®)] [ (1) — &) = 2Ar [v(t.q'(1)) — v (t,q(1))] =~
~2Ar (voV)(t,q(t)) [d'(t) — q(t)] =2Ar (vo V)(t,r) Ar = 2Ar X(t,r) Ar. (48)

Ha most e jeloli a Ar irdnyu egységvektort, akkor
1 ’ 25
=— t) —qlt ~eX(t 4
0= gl [0~ alt)* ~eS(er)e. (19)

és mivel a kozelitd egyenléség |Ar| — 0-ra fokozatosan egyenldséggé vélik, ezért a limeszt véve
eZ(t,r)e:O. (50)

Ez minden e egységvektorra igaz. {gy példdul ha eq, es és e3 egymdsra merdleges egységvek-

torok, akkor példdul az e = %(el + e3) vektorra is, melyet (50)-be behelyettesitve, és X

szimmetrikussagat is kihasznélva
1

0=—(e1 + eQ)E(t,r) %(el +e) = % elz(t,r)el +% eQE(t,r) e —|—e1§](t,r)e2, (51)

S

0 0

tehat E(t, r) -nek az e, ey, ez bazisban vett matrixanak a vegyes méatrixelemei is nullak, azaz
E(t, r) =0.

Ebbdl (47) alapjan az is kovetkezik, hogy 20V = 0, vagyis 2 minden iddpillanat-

ban helyfiiggetlen, a kozeg minden pontjdban azonos. Igy voV = X+ is barmely

idopillanatban helyfiiggetlen, és antiszimmetrikus.
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1T A merev” sz6 eredendden olyan testre utal, melyet ha akarnank, se tudnank alakvaltozasra
rédvenni (mondjuk mert olyan belsd erék, olyan belsé dinamikai viszonyok uralkodnak ben-
ne, melyek meggatoljdk). A merevtestszerden mozgd kozeg nem kell, hogy egy ilyen merev
test legyen, elég, ha torténetesen ugy alakult a sorsa, hogy olyan precizen tavolsidgtart6 az
aramlédsa, akar egy merev testé.

18 Azonosan” nulla, azaz minden idében és helyen, minden téridépontban.

191...| a vektorok hosszat jeldli



Az a megforditott allitas is igaz, hogy 3 = 0 esetén a kozeg folyamata tavolsagtarto.

Tekintiink két tetszbleges kozegpontot kiséré q; és qo fliggvényeket, egy tetszoleges ¢ id6pil-
lanatot, és jelolje a Ar := qa(t) — q1(t) irdnyu egységvektort e. Ekkor

{laz — a1]*}(t) = 2[q2(t) — a1 (t)] [@2(t) — &1 (t)] = 2Ar [v(t, q2(t)) — v(t, ai(t)] =

qz(t) |Ar|
= 2|Ar|e / (voV)(t,r)dr = 2|Ar|e / (voV)(t,ai(t) +1le)dle = (52)
qi(t) 0
|Ar| |Ar|

:2|Ar|/e(voV)(t,ql(t)—i—le)edl:2|Ar\/eE(t,ql(t)—l—le)edl:O.
0 0

Ez minden ¢ idépillanatban igaz, ezért felintegralva t-ben két tetszOleges t1, to idopont kozott,
azt kapjuk, hogy

[a2 — a1]*(t1) = [az2 — a1]*(t2), (53)
ami nem mas, mint a tavolsagtartas.

Hasznélhatjuk tehat a tavolsagtartés kritériumaként azt, hogy 3 nulla. Pontosan a
nulla 3-ji kozegaramlasok a tavolsdgtartoak.

Q pedig tdvolsdgtarté folyamatok esetén? a kozeg szogsebességeként interpretdlha-
t0.
Valasszunk egy t idopontban két helyvektort, ri-et és ro-t, és allitsuk el6 a masodik altal
kijelolt kozegpontnak az els6hoz képesti relativ sebességét: ha Ar :=ry — ry, akkor

ry

Av:=v(t,ry) — v(t,r1) = /(v o V) (t,r)dr = /Q(t)dr = Q(t)Ar. (54)

r 1

Av merdleges Ar-re, mert a skaldrszorzatuk, ArAv = ArQAr az antiszimmetrikus € miatt
nulla. Q Ar tehat egy Ar-re merdleges, Ar hosszéval ardnyos relativ sebességet jelent a masodik
kozegpont szamara az els6hoz képest, ami nem mas, mint egy w szogsebességvektori w x Ar
elfordulési sebesség. Az w szogsebességvektor és az £ szogsebességtenzor kozotti kapcsolat,
indexesen irva ki,

1
Qij = —€ijrwr, w; = =3 €k Lk, (55)
ahol €;;;, a LEVI-CIVITA-tenzor.

Amikor valakinek sziiksége van a kozegnek egy t; idéponttdl ¢, idépontig tartd el-
fordulasara (egy kétpont-fiiggvényes jellemzésre), ehhez az O id6fiiggd ortogondlis

tenzorokra vonatkozo
Ot)0O~(t) =Q(t), azaz O(t) = Q(t)O(t) (56)

differencidlegyenlet megoldésai koziil azt valassza, amelyik eleget tesz az O(t;) =1
kezdeti feltételnek. [Azt mar lattuk, a (32) szdmolds sordn, hogy egy ortogondlis

20Majd &ltaldnosan is, de egyelére még csak a tévolsagtarté esetrdl nyilatkozhatunk.
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tenzornak a ,derivaltja szorozva az inverzével” kombinacidja sziikségszeriien anti-
szimmetrikus. Ennek az a forditottja is megmutathatd, miszerint a (56) differenci-
alegyenlet egy ortogonalis kezdofeltételhez tartozd megolddsa minden idépontban
ortogondlis marad. |

4.2. ITRANYFUGGETLENUL TAGULO KOZEGEK

A nem feltétleniil tavolsagtarto folyamatok koziil érdemes egy kicsi id6t szentelni
az iranyfiiggetlentil tdgulé (beleértve az 6sszehizodast is) folyamatoknak. Ezeket ugy
definialhatjuk, mint az olyan sebességgradiensti aramlasok, ahol a szimmetrikus ¥
tenzornak minden vektor sajatvektora. Ilyenkor 3 sziikségképpen

Y(t,r) = A(t,r)1 (57)

alaku, azaz (egy adott id6ben és helyen) minden irdnyban ugyanannyi a sajétérték.
Pozitiv A\-k valédi tdguldst jelentenek, negativak Gsszehizodast, a nulla a (legalabbis
helyileg) merevtestszeri mozgdst. £2-rél nem kotiink ki semmit. [A (47) feltételnek
természeseten teljestilnie kell.|

Hogy miért interpretdlhatoak ezek a folyamatok ,iranyfliggetlen tagulasként”, és
hogy €2 ilyenkor is szogsebességet jelent, az a kovetkezoképpen lathato.

Tekintsiink ismét egy t id6pontot, és most két olyan r, r’ helyvektort, melyek Ar :=r' —r
kiilonbsége elegendden kicsi ahhoz, hogy v(t,r’) — v(t,r) jol kozelithetd legyen v derivdltja
segitségével. Azaz

Av :=v(t,r') —v(t,r) ~ (vo V) (¢r)Ar, (58)

ahol a = jel ismét azt jelenti, hogy a kozelités hibdja Ar — 0 esetén gyorsabban tiinik
el. Képezziik Av-nek a Ar-el parhuzamos és rd merdleges komponenseit: a Ar irdnyu e :=
Ar/|Ar| egységvektor segitségével

Av = (eAv)e~ (e(vo V)(t,r)Ar)e = |Ar|(e(vo V)(t,r)e)e = (59)
= |Ar|(eX(t,r)e)e = |Ar|(eA(t,T) e)e = A(t,T) Ar = X(¢,T)Ar,
Av, = Av —Av| = (voV)(t,r)Ar — X(t,r)Ar = Q(t,r)Ar. (60)

Innen leolvashato, hogy 3 helyileg nyijt, minden irdnyba azonos tagulédsi sebességet jelentve,
Q pedig ismét elforgat.

Fontos megéllapitani, hogy az ilyen, iranyfiiggetlen taguldsi mozgasoknal ¥ csak
nytjt, oldalirdanyti elmozduldst nem okoz, €2 pedig minden irdnyt ugyanazzal a szog-
sebességgel forgat el.

4.3. ALTALANOS KOZEGARAMLASOK

Ilyenkor a (59)—(60) levezetés a szimmetrikus ¥ fGirdnyaiba (sajatvektorainak
irdnyaba) tovabbra is érvényben marad, tehét ezekben az irdnyokban ¥ csak nyujt,
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az elfordulast pedig tovabbra is €2 fejezi ki. A tobbi irdnyban 3 nemcsak nyujt,
hanem valamennyi oldaliranyu sebességet is jelent, hol erre, hol arra, és ennek meg-
felelen ezeknek az iranyoknak az elfordulasat nem tisztén €2 fejezi ki. Mindenesetre
a legkitiintetettebb, leheto legtermészetesebb valasztas X és €2 interpretalasara to-
vabbra is az, ami X féiranyaival torténik: hogy 3 jelenti az alakvaltozasi sebességet,
és Q) a kozegmozgashoz leginkdbb rendelhet6 szogsebességet, a legkitiintetettebb el-
fordulasi tendenciat. Ez az interpretacionk olyan szempontbél is konzisztens, hogy
tovabbra is minden irdanyban 3 jelenti a relativ megnytlési sebességet [a fentebbi je-
lolésekkel limay_.q ﬁ—‘;’\l = eXe]|, és szintén minden irdnyban Qe meréleges az adott
e iranyra.

3 interpretaci6jahoz tegyiik itt még hozzd azt a szerepét, amit mér (11)-nél
lattunk: hogy Tr¥ adja meg a pillanatnyi térfogatvaltozasi sebességet.

Az altalanos interpretacié birtokdban azt az észrevételt is megtehetjiik, hogy
olyan jelenségek esetén, amelyek az €2 szogsebességtol fliggd konstitutiv fliggvényt
latszanak igényelni, lehet, hogy leithatéak pusztan 3 nyelvén is. Ugyanis magatol €2
-t6l feltételezhetben csak a térfogati, tehetetlenségi al-erék fiiggenek. A kozeg belso
kolesonhatédsai varhatéan csak € hely szerinti derivaltjatél fiiggenének (attol, hogy
szomszédos kozegtartomanykak egyméshoz képest mennyivel fordulnak el), mely
pedig a (47) osszefiiggés szerint kifejezhetd 3 hely szerinti derivéltjaival. 2!

Az altaldnos esetben is bevezethetd, (56) mintajara, a t1-t6l to-ig valé elfordulés
egy kozegpont kornyezetében. Ha a szébanforgd kozegpontot a q fiiggvény koveti,
akkor az

Oq(t,a(t)) 04" (t, a(t)) = Q(t,q(t)) (61)

differencidlegyenlet O4 megoldasai koziil azt a Og ¢ megolddst valasztjuk, amely
a Ogq (t1,q(t1)) =T kezdeti feltételnek tesz eleget.?? Ekkor a to-ig tortént helyi
elforduldst O 4, (tg,(](tz)) adja meg.

A tovabbiakban gyakran elegendd lesz egyetlen tetszolegesen kiszemelt kozeg-
pontot kovetniink [mely kézegpontot egy t +— q(t) fliggvény kisér], ilyenkor a
mennyiségek helyvéltozéjat (az oda Osszetett fiigvényként beirand6 q fiiggvényt;

21 Felmeriil viszont [8], hogy ha egy anyagi kozeg mikro- vagy mezoszkopikus szinten szemcse-
szerll szerkezetli, akkor ezek a szemcsék képesek helyben elfordulni, és ha két szomszédos
szemcse ugyanolyan irdnyban fordul el helyben, akkor surlédhatnak egymason. Az ilyen moz-
gasforma kinematikailag nem modellezheté kontinuummodellel, mert a kontinuummodell-
beli € helyileg egy pici kozegdarabkanak a merevtestszertien osszeragadt elfordulasét irja
le, vagy legalabbis azt, hogy a kozegdarabka mozgasformaja milyen merevtestszeriien dssze-
ragadt elforduldashoz hasonlit a legjobban. Emiatt pedig a szemcsék ilyen surlédasa sem
modellezhetd Q révén. Erdekes kérdés, hogy az ilyen szitudcié beillesztheté-e mégis egy
kontinuummodellbe.

22 A felillpont itt is a & szubsztancidlis (kozegpontkdvetd, egyiittdramls) derivéltat jelenti,
mely lokdlis valtoz6jui mennyiségek esetén a 0, + v - V alakban memorizélhaté (ahol a
pontszorzds a skaldrszorzdst jeloli).
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azaz szemléletesen szolva: a kozegfiiggését) nem fogjuk kifrni, csak az id6évaltozot.
fgy példdul az iménti differencidlegyenletet és Oqt, (t,q(t)) specialis megoldasat
egyszerien

OO~ '(t) =) vagy 00 '=Q (62)
alakinak, illetve Oy, (t)-nek (O, -nek) fogjuk irni.

Nem elvi, de bizonyos gyakorlati alkalmazassegito célok érdekében érdemes értel-
mezni a 2. szakaszban megismert H, Q, A, B kétpont-fiiggvények olyan megfelel¢jét
is, amelyek nem hordozzdk magukon a referencia-idépont, a referencia-konfiguracio

és az anyagi sokasag aggasztd bélyegét. Tekintsiik a
JIl=voV=X+Q (63)

differencialegyenlet J megoldasait. Azt a J megoldéast, amely egy t; idopontban I
-vel egyenld, J; -ként fogjuk jelolni. A J megoldasok dgymond H  szalonképes”
altalanositasai [v.0. (9)].

A (63) egyenlet megolddsainak hatérozatlansdga

alaki, ahol K egy tetszéleges invertalhaté tenzor.?® Kovetkezménye ennek, hogy
egy tetszOleges J megoldasbol eldallithatd a barmely t1-hez tartozé J,, partikularis
megoldas:

Jo () =J)I(t) . (65)

Jelolje qq, (t;r) azt a helyet, ahol a ¢;-kor r helyen jar6 kozegpont a t pillanat-
ban jar. qq, (t;r) tehat adott ¢ és r esetén az &ltaluk kijelolt kozegpontot kéveti ¢
figgvényében. Ezért [1d. (41)]

t

ay, (t;r) = qy, (ti; 1) —l—/ V(t’,qtl(t';r)) dt’ :r+/ v(t’,qtl(t’;r)) dt".  (66)

t1 t1

Derivalva el6szor r, utana t szerint,

(qt1 o V) (tr) =T+ /t (V o V) (t', qs, (t'; r)) (qt1 o V) (t';r)dt’, (67)
o, (qt1 o V) (t;r) = (V o V) (t, q, (t; r)) (qt1 o V) (t;r). (68)

Innen azt olvashatjuk le, hogy q;, oV a (63) egyenlet egy megoldasa (amikor csak

invertalhatd), mégpedig pontosan a J;, megoldasa, tehat
q, oV =J;. (69)
23 Bérmely ilyen K-ra, ha J; megoldds, akkor J; is az. Tovabba K-val befutjuk az Osszes

invertalhat6 kezdeti feltételt (egy adott kezdeti id6ponthoz). Az egyenlet minden kezdeti
feltételhez egyértelmii megoldést rendel.
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Ji, (t) tehat kétpont-fiiggvény, csak attol fiigg, hogy a kézegpontok a tq-kori helyiik-
rol melyik t-kori helyre keriiltek, attol nem, hogy kozben milyen sebességmezo is
szallitotta 6ket az egyik helytikrél a masikra.

A kovetkez6képpen szemléltethetd, hogy Ji, (¢) csak attél fligg, hogy mi hova keriilt, attél nem,

hogy milyen tton-médon. A (63) egyenletet J = (v o V)J alakba frva, egy At — 0-ra egyre
pontosabb, gyorsabban eltiin6 hibdju kozelitéssel

J(t+At) = I(@t) +I(OAt =T () + (vo V) () I(t) At = [I+ (voV)(t)At}J(t). (70)

Ez dgy értelmezhetd, hogy a J(t) tenzor, mint linedris transzformécié utdn még kovetkezik
egy masik linedris transzformécio, I+ (v o V)(t) At, és igy kapjuk meg a t 4+ At-hez tar-
tozé transzformaciot. Egy Ji -re ez azt jelenti, hogy ti-kor volt az identitds allapot, aztdn
t-ig a J¢, (t) transzformdcio, majd a tovabbi At alatt még egy kis tovébbi transzformécio.
Az egyes idGszakaszokon lezajlott transzforméciok ,egymdsra rakédnak”. Ezért Jy, (¢)-t nem
érdekli az, hogy ha a [t1,t] intervallumot részintervallumokra felosztjuk, mi tortént az egyes
részintervallumokban, csak az, hogy mi az 0sszeszorzasuk végeredménye.

Ez ugyan csak egy heurisztikus magyarazat volt, de megadhaté a matematikailag pontos
megfeleldje (és egy egyparaméteres transzformaciécsoport rajzolddik ki a héttérben). Eszre-
vehetjik, hogy ugyanez a ,transzforméciok egymasra rakédasa” torténik a (62) egyenletnél az
elfordulésokra.

A H-nél latottakhoz hasonl6 modon, Jy, () a t1-tél t-ig lezajlott elmozgatas JACOBI-
matrixa (-tenzora), és determindnsa egy ,infinitezimalis” kozegtartomany t-kori és

ti-kori térfogatanak a hanyadosa. Ezért egy kozegpontnal a helyi pillanatnyi relativ
térfogatvaltozési sebesség is

(detJtl)/detJtl = TI'E, (71)

melybdl a (15) egyenlethez hasonlo

t

In ’det Jt1 (t)| = / Tr 2<t/) dszubsztanciélist/ (72)

t1

kovetkezik (a dszubsstancialist’ jelolés azt jelenti, hogy az id6integral a szébanforgd
kézegpontot kovetve késziil). Az integral értéke tehat valojaban szintén nem fiigg a
sebességmezo6 t; és t kozotti alakulasatol, csak attol, hogy eme idéintervallum soran
mi hova kertilt.

Barmelyik J megoldast felbonthatjuk polarisan
J=CM =NC (73)

moédon, ahol C ortogondlis, M és N pedig szimmetrikus tenzorok [v.6. (24)]. A
(31)-hez hasonl6 médon, v oV antiszimmetrikus és szimmetrikus részre bontésa C

és M nyelvén a
Q+T=voV=JJ"=|CC+CMM ! - M IM)C | +

+ BC(MM‘l v M—lM)C—l} (74)
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modon tehetd meg.2* Csakis az MM ™! = MM specidlis esetben teljesiil CC! =
= 1 ilyenkor a C-k egybeesnek az O-kkal (ugyanannak a differencidlegyenletnek
az ortogonéalis megolddsai), tovabbé

Y=CMM !'C'=CM 'MC'=C(lnM)C". (75)

Ilyenkor ugyanis (ln M) = MM = M'!M, mint majd a 86. oldalon l4tni fogjuk.

5. KOZEG SZERINT IRANYTARTO MENNYISEGEK, ES A KOZEGGEL
EGYUTTFORGO IDODERIVALT

Az itt kifejtésre kertil6 kinematika-felfogds—a mar ismertetett okok miatt—
mellozi az anyagi sokasagos, Lagrange-leirdasos megkozelitést. Ez azonban eddig csak
abban jelentkezett, hogy lokélis valtozoju mennyiségeket tekintettiink, és a minden
szempontbdl legitimnek talalt sebességmezobol épitkeztiink. Eddig is lattunk azon-
ban ra példat, hogy egyes kozegpontok mozgasat is tudjuk kovetni, ez tulajdonkép-
pen egy egyszeri Osszetett fliggvény alkalmazasaval megoldhatd. Emellett arrdl is
esett mar sz0, hogy a kozeg belso kolcsonhatasaihoz, konstitutiv fiiggvényeihez hiien
kell kovetniink a kozeg bels6 viszonyait. A kontinuumhoz rendelheté mezofiiggvények
értékei ezt a feladatot el tudjak latni. Sarkalatos kérdés azonban a mezémennyisé-
gek derivaltjainak képzése: a fiiggvényértékek kiviilrdl, a kiilso inerciarendszer szerint
mért valtozasait a kozeg méashogy éli meg: lehet példaul allando egy vektor irdnya
a kozeg elforduldsahoz képest, vagy a nagysaga a kozeg dtlagos taguldsi tendencidjd-
hoz képest. Marpedig a kozeg belso kolesonhatésait jellemz6 konstitutiv fliggvények
varhatoan a kdzeg szerint megélt valtozasi gyorsasagoktol fliggenek.

Ez tigyben most a kozeggel egytittforgd iranyviszonyok okozta hatassal, az erre

figyelemmel levd idéderivalt-tipussal fogunk foglalkozni.?®

Egy a vektormezoét kozeg szerint iranytartonak vagy a kézeggel egyiittforgonak
fogunk nevezni, ha a kozeg €2 szogsebességével fordul el, azaz barmely két ¢y, to

idopillanatra

a(t2) = Oy, (t2) a(t1), (76)

2 A7 MM~ + M—'M egy szimmetrikus kombinécié, ennek egy ortogonalis tenzorral igy
,becsomagolt” valtozata szintén szimmetrikus; hasonlé okbdl antiszimmetrikus a kozépso
tag.

25 Messzebbre vezet, de a jovében megvizsgilandé lenne a kozeg atlagos téguldsi tendencié-
jahoz képest mért novekedést vizsgald aspektus is, a ,kozeg szerint nagysagtartd” vektori
és tenzori mennyiségek, és a ,kozeggel egyiittnovekvo” idoderivalt témakore. Utdna pedig a
nagysag- és irdanyviszonyokat egyszerre kovetd, ,kozeggeometria szerint allandé” mennyisé-
gek, és a ,kozeggeometria szerinti” derivalt is.
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ahol Oy, (t2) az elébb, (62)-nél targyalt elforduldsi kétpont-fiiggvény. Egyszertien

belathato, hogy egy ezzel ekvivalens megfogalmazas az, hogy minden idépillanatban

a=Qa. (77)

Megjegyzendo, hogy a itt egy harmasvektor, mely négyes, téridé-szempontbdl
egy térszerti négyesvektornak felel meg [6]. Altalanos négyesvektorok, és més né-
gyes mennyiségek kozeg szerinti iranytartasaval, és kozeggel egytittforgd derivaltja-
val most nem fogunk foglalkozni, de sziikség esetén majd ezekre is kiterjesztendok
lesznek az itt csak harmas mennyiségekre megadott definiciok. Azt is itt érdemes
megemliteni, hogy a harmas euklideszi vektortéren a vektor és a kovektor (kontra-
varians vektor és kovarians vektor) fogalma az euklideszi skaldrszorzaton keresztiil
azonosithato—és ugyanigy azonosithatdéak be a tenzor, a kotenzor és a kétféle ve-
gyes tenzor fogalma. Ezért nem sziikséges a . ko”-véltozatokra kitérniink. Altaldnos
négyesvektorok és -tenzorok esetén ki kell majd, mert a négyes vektortéren nincs ska-
larszorzat, és mas kitlintetett szerkezet sem, amellyel a vektor és a kovektor fogalma

azonosithato lenne.?6

Tenzorokra az egytittforgosiag fogalma tgy vezetheté be, amit két, kozeggel
egylittforgd a, b vektor a o b tenzorszorzata nyujt. (Ne feledjiik, minden harmas-
tenzor eléall a; o by + ag o by + a3 o by alakban.) Ilyen a, b vektorokra

(aob)=aob+aob=Qaob+ao(2b)=Q(ach)—(ach)Q, (78)
indexesen
(aibj) = (lzb] + aibj = Qikakbj + ainlbl = sz (akbj) — (aibl) Qlj . (79)

Ebbdl lesziirve, a kozeggel egytittforgd tenzor definicidja:

T=QT-TQ. (80)

Mit varunk el a kozeggel altalaban nem egyiittforgd mennyiségek egytittforgd
derivaltjatol? Az egyik természetes elvards, el6szor vektorokra megfogalmazva, az,
hogy ha van harom, egymasra meroleges, a kozeggel egytittforgd egységvektorom—
e1, ey és e3—, akkor egy a vektor egyiittforgd derivaltjanak e bazison vett kompo-
nensei egyezzenek meg a e bazison vett komponenseinek a derivaltjaival: ha barmely
t idopontban

a(t) = ai(t)e(t) + as(t)ea(t) + as(t)es(t), (81)
26 Relativisztikusan létezik egy nem pozitiv definit, de mindenesetre nemdegeneralt négyes

belsé szorzat, amellyel ismét végrehajthaté az azonositas a ,ko”’- és a ,kontra”-valtozatok
kozott. A relativisztikus indexes frasmédban ezt fejezi ki az indexek fel- és lehizogatésa.
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akkor az egyitittforgd derivaltra, melyet feliilkorrel jeloliink,

o

a(t) = a(t)er(t) + as(t)ea(t) + as(t)es(t). (82)

Eszerint

5_ = (alel) + (ageg) + (a3eg) — a1é1 — a2é2 — a3é3 =

=a—a; Qe —ayle; —azNe; =a— Na. (83)

Hasonl6 médon vezethetd le, egy T tenzor Tj;e;oe; felbontdsdbdl,?” hogy a tenzo-
rokra hasonléan kirétt kivanalom eredménye

T=T-QT+TQ. (84)

(Magasabbrendii tenzorokra is ugyanigy jarhatunk el.) Lathatjuk, hogy megnyugta-
t6 modon az igy definialt egytittforgd derivalt nulla volta pontosan azzal esik egybe,
hogy az adott vektor ill. tenzor kozeggel egyiittforgd [lasd (77) ill. (80)].

Egy masik lehetséges értelmezése az egyiittforgd derivaltnak az, hogy pl. egy
vektor valtozasabol csak az érdekel benniinket, hogy a vektor a kozeggel valo egyiitt-
forgasan tilmenden valtozott-e valamennyit. Azaz a valtozasabdl (mely a kiilsd iner-
ciarendszerhez, illetve a vonatkoztatasirendszer-mentes formalizmusban a téridéhoz
képest mérédik,) levonjuk az egyiittforgds okozta részt. A

lim a(t2) — Oy (t2)a(th)

la—t1 to — 11

(85)

hatérérték eredménye szintén a (83) nyujtotta képletre vezet, azaz ez a mésodik
értelmezés az elsével megegyezd definiciot adja az egytittforgd derivaltra.

Az egytittforgd derivalt itt kapott formuldja a szakirodalomban régéta ismeretes,
JAUMANN-derivaltnak is hivjak. Azt a megjegyzést azonban fontos itt megtenni, hogy
ezt a formulat gyakran anyagi valtozdji, LAGRANGE-leirdsi mennyiségekre szoktak
alkalmazni, mig mi itt lokalis, EULER-leirasti mennyiségekre tekintjiik. Amig ez csak
a fiiggvények valtozoinak megvalasztasat jelenti, addig ez nem jelent problémat. Az
anyagi valtozok azonban csébitolag hathatnak arra, hogy valaki az anyagi (v o @)A
derivéltat hasznélja Q-célra, ami nem korrekt, mert a V és a V derivéltak érté-
kei nem azonosak, egy H atszamitas érvényes kozottik. A masik veszély pedig az,

s’z

szogsebességnek, mikor pedig dltaldban QQ ' #£ Q (1d. 63. oldal).

Megemlitendé még a tenzorok egytittforgd derivaltjanak az a kellemes tulaj-
donsédga, hogy nem keveri egymasba a tenzorok szimmetrikus és antiszimmetrikus

27 vagy pedig abbél, ha mar ellenériztiik, hogy az egyiittforgd derivalt is eleget tesz a szorzat

derivaldsara ismert LEIBNIZ-szabdlynak
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részét
(%)S — (T%), <T)A — (T4). (86)

(Ennek bizonyitasa olyan egyszerii és értelemszerti, hogy itt mellézhetd.) Ezenkiviil

ugyanilyen baratsdgos (és egyszertien beldthat6) az a masik tulajdonsag is, hogy
T =TT = (TrT). (87)

Amikor az egytttforgd derivaltnak nemcsak az elvi megalapozottsagdaban és elvi
szépségében kivanunk gyonyorkodni, hanem valamilyen konkrét szamolasban hasz-
nalni is akarjuk, kissé elkomorulhatunk, ugyanis az egyitittforgd derivalt bonyolul-
tabb szerkezetii a sima derivaltnal, bar szerencsére legaldbbis tovabbra is linearis a
derivaland6 mennyiségben. A gyakorlati szamolasok megkonnyitésére szarmaztatha-
tunk olyan formuléat az egyiittforgo idéderivaltra, mely azt szorzatok Gsszege helyett
egyetlen szorzatként adja meg. E formulakat tulajdonképpen a legegyszertibb ugy
vezetni f0l, hogy ,vegyiik észre”, hogy

a=0(0""a), (88)
T =0(0'TO)0 !, (89)

ahol O az O0~! = Q differencidlegyenlet egy tetszbleges ortogonslis megoldésa
[melyr6l mér volt sz6, (61)-ben].

E két képlet ellendrzése:

0(0~'a) = 0(-0'00'a+ 0'a) = —Qa+4; (90)

0(0'TO)O ' =0(-0"'00'TO+0"'TO+07'TO)0O ! = QT+ T+ TQ.

6. A DEFORMACIO ERTELMEZESE

A kozegkinematika eme &ltaldnos targyalasa utan forduljunk a deformacié ér-
telmezése felé.

Eloszor a deforméalédasnak célszerti értelmet adnunk. Ez pedig a kovetkezd egy-
szert moédon teheté meg: deformdalddas akkor van, amikor a kozegdaramlas nem ta-
volsagtartd, nem merevtestszert.

A fentiekben (71. oldal) lattuk, hogy a tévolsdgtartas ¥ nullasdgaval ekvivalens.
Ezért deformalddas 3 nemnullasdgaval is értelmezhetd.

Ez természetesen még mindig csak egy kvalitativ jellemzése a deformalédasnak.
Mivel azonban tudjuk (73. oldal), hogy ¥ mennyiségileg is relativ hosszvéltozasi
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sebességként interpretalodik, ezért mennyiségileg is célszerti -t tekinteni a defor-

malodasi sebesség mértékének.

Lenne tehét egy D deforméciomezénk, egypont-fiiggvényiink (melyrdl nem té-
telezziik fol, hogy létezne olyan referencia-idépont, amikor nulla lenne, plane ugyan-
akkor minden egyes kozegpontban). Ennek a valtozdsi gyorsasdga, sebessége lenne
3. Donteniink kell azonban még abban a kérdésben, hogy a 3 a D-nek melyik fajta
idoderivaltja legyen. Emlékezziink arra, hogy D dinamikai céli haszna az lesz, ami-
kor konstitutiv fliggvény (pl. egy rugalmassdgtani HookE-torvény) véltozdja lesz,
mellyel a kozeg bizonyos belsé kdlesonhatasat kivanjuk jellemezni. Ezért célszertiinek
tinik D egyiittforgo derivaltjanak tekinteni 3-t. Mivel azonban az itt ismertetett
kinematika-felfogéshoz, és a vonatkoztatasirendszer-mentes négyes téridé-leirashoz
illeszked6 kontinuum-dinamika (és -termodinamika) kidolgozdsa még a jovo felada-
ta, ezért a biztonsag kedvéért a

D=3, avagy D=3+0QD-DQ (91)

modon kvantitative is definidlt deformacidtenzort az egyiittforgo deformadcio névvel
érdemes ellatni. Az mindenesetre valoszint, hogy egy, a 25. sz. labjegyzetben emli-
tett ,kozeg szerint nagysagtartd” derivaltfajta itt nem lenne alkalmas. A deformacio
éppenhogy a tényleges, téridé nyujtotta tavolsagfogalomhoz viszonyitott valtozaso-
kat kivanja mérni, ezt nem viszonyithatjuk egy pl. szétcsiszé kozeghez. Egy roppant
egyszerusito, de a célnak azért megfelelo illusztracioval élve: ha van két tomegpont,
amelyek kozti potencialis energia a tavolsag fiiggvénye, akkor ez a valodi, térido sze-
rinti tavolsag fiiggvénye. Es ugye idézziik fel a deformécié dinamikai hasznét (1d. 66.
oldal), miszerint a deformécidtenzort a kozegben ébredd belsé rugalmas erdket leird
konstitutiv fiiggvény véltozdjaként kivanjuk hasznalni. De tobbet is mondhatunk:
bar még nincs kidolgozva a ,kozeg szerint nagysagtartd” derivalt fogalma, valdszinii,
hogy a deformacié ilyenfajta derivaltja nulla lenne: hiszen onmagahoz képest nem

nyulik és torzul a kozeg...

Megfontolandé még a Dinerciélis = X alapjan bevezetheto inercidlis deformd-
ci0 alternativaja is. Itt majd megint a dinamikéhoz kell nytlnunk: hogy példaul egy
rugalmassagi konstitutiv fiiggvény melyik fajta deformaciot kosse a fesziiltségtenzor-
hoz. Addig azonban, amig a fesziiltségtenzor négyes, téridé-kompatibilis definici6ja
[6] nincsen tisztdzva, ezt a dontést nem tudjuk meghozni. Mindenesetre eddigi tuda-
sunk és intuicionk az anyaggal egyiittforgd deformacio-fogalmat részesiti elonyben,
és ezért itt a tovabbiakban mi is ennek vizsgalatdaval foglalkozunk, ,deformaci6”
alatt ezt a deformécio-véltozatot fogjuk érteni.

A (91) képlet 6nmagaban nem biztositja, hogy D szimmetrikus tenzor legyen.
Arra utal6 jel viszont még nem mutatkozott, hogy egy nemszimmetrikus tenzort
kellene bevezetniink a deforméltsag mértékeként. Ezenkiviil lattuk mar [(86) kép-

let], hogy egy tenzor szimmetrikus és antiszimmetrikus része az egyiittforgd derivalt
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szerint is egymastol fliggetleniil id6fejlodik. Ezért a szimmetrikus ¥ csak D szim-
metrikus részét idofejlesztené, D antiszimmetrikus részével csak annyi passziv ido-
fejlédés torténne, amennyit az egyiittforgdsa jelent. Igy konzisztensen és ésszertien
jarunk el, ha D-t szimmetrikusnak tekintjiik, mely teljes értékii 6nallo életet él, és
6 gylijti magdba a deformdloddsokat. Es csakis akkor ragasztunk majd hozzd vala-
mi antiszimmetrikus részt, ha arra egyszer valami elegendden eros fizikai motivacio

keril eld.

Deformaciétenzorunk tehat olyan szimmetrikus tenzormezd, melyre a (91) dif-
ferencidlegyenlet teljesiil. Ez természetesen nem hatarozza meg egyértelmiire D-t:
valami fizikai mérési eljaras vagy ésszeri feltételezés kellhet hozza, ha példaul egy
kezdeti feltételét kell megadnunk. Ne feledjiik el, hogy ezzel az aspektussal nem &l-
lunk rosszabbul, mint az eddig ismert deforméacié-definicioknal alltunk: ott is ugyan-
ugy feltételezéseket kellett tenni a deformécié egy bizonyos idépontbeli értékére. Az
ott alkalmazott médszerek itt is hasznalhatdak a hatarozatlansag rogzitésére.

Térjiink ki arra a 66. oldalon emlitett esetre is, amikor olyan kozeggel—altaldban
folyadékokkal, gazokkal-—van dolgunk, melyre anyagszerkezeti ismereteink ill. felté-
telezéseink szerint irdny-szempontbo6l nincsenek helyi kitiintetett geometriai viszo-
nyai, csak térfogati szempontbol. Az ilyen esetekben csak egy tdgultsag skalar mezo
bevezetése indokolt fizikailag. Azzal analég moédon, ahogy a deformacidtenzort a pil-
lanatnyi relativ deformal6dasi sebességeket 0sszegyiijtogeté mennyiségként definial-
tuk, a tdgultsagot a relativ tdgulasi sebességet, (11)-t Osszegylijtogeté mennyiségként
vezessiik be:

0 =TrY =divv. (92)

A hatdrozatlansag rogzitésérdl ugyanazt mondhatjuk el, amit a deformaciétenzor
kapcsan.

A tagultsag természetesen olyankor is bevezethetd, amikor a D deformacioten-
zort is indokolt értelmezni. Ilyenkor az

© =TrD (93)

valasztassal érdemes élni. A (91) definiciés képletre alkalmazott (87) azonossag fé-
nyében ugyanis

(rD) = Tr(D) = Tr %, (94)
azaz O és TrD ugyanazt a differencidlegyenletet elégitik ki, és egyelore nem lat-
szik 4 ok, hogy az értékeik ne legyenek sszehangolva (tehét példaul hogy ha van

id6pillanat, amikor TrD = 0, © ugyanakkor nem lenne nulla).

Egy technikai megjegyzés erejéig visszatérve még a deformécidtenzorhoz: a (91)
értelmezés lattan idézziik fel a nemrég emlitett (89) formulat, amely az ilyen egytitt-
forgd idéderivéltakkal valé gyakorlati szdmoldst konnyiti meg. Ezért a (91) képletet
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atirhatjuk a

(0"'DO) =07'=0 (95)

praktikusabb alakba, ahol a O segédmennyiség az OO~ = Q differencidlegyenlet
egy tetszoleges ortogonalis megoldasa.

7. Az UJ DEFORMACIOTENZOR UTKOZTETESE AZ OT KRITIKAI
ESZREVETELLEL

Most vegytlik sorra a hagyomanyos deformacio-fogalmak 3. szakaszban megfo-
galmazott ot hianyossdgat, hogy az itt javasolt deformécié-verzié hogyan teljesit
ezekbdl a szempontokbol.?® Ismételjiik meg tomoren az ott felsorolt problémaékat :

1. Végtelen sok bal és jobb oldali deformacio-lehetoség ismeretes, és tovabbi vég-
telen sok vezethetd be hasonléan természetes jeloltként. Melyiket valasszuk?

2. A kozeg elfordulésa nincs hitelesen leirva.

3. A szinguldrisan nagy tagultsag és Osszenyomottsdg hatareseteit divergald
mennyiséggel kellene reprezentalni.

4. Altaldban nem valaszthaté referencia-idépont és referencia-konfigurdcié, mint
nyugalmi kezdoallapot és a kozeg reprezentativ jellemzéje.

5. A deforméci6 fizikailag egy egypont-fiiggvény kellene legyen, egy, a kozeg pil-
lanatnyi allapotat jellemz6 mennyiség.

Az els6 kritikai megjegyzés kapcsan azt mondhatjuk el, hogy az itt bevezetett
deformacio egyetlen, kitlintetett valtozat. Bevezetése soran sehol sem latszott hason-
l6an természetes alternativa. Az osszes eddigi—¢és, mint latni fogjuk, az 0sszes aldbb
kovetkez6—vizsgalat szempontjabdl is hibatlanul teljesit, és nem latszik semmi, ami
gyanut ébreszt. Természetesen nem szabad, hogy éberségiink elaludjon, a jovoben is
kiméletleniil kovetkezetesen kell megitélni a megismert tulajdonsagait.

A masodik kovetelményre a kinematika-megalapozas soran adtunk valaszt: az
ott megadott elfordulds-értelmezés minden felmeriilé szempontbdl a leheto legkielé-
gitébbnek mutatkozott. A deformacié pedig ezzel kompatibilis médon lett bevezetve.

A 3. szamu elvaras is teljesiil. Egy regularis dllapotot jelent6 t1, és egy szingularis
allapoti idéponthoz kozelité ¢, esetén (72) bal oldala a szingularis tagultsig és a
szinguldris Osszenyomoédottsag esetén egyarant divergal. Mindkét esetben tehat a
(72) jobb oldalan szerepld integral divergdl. Mérpedig a © tagultsiag is, és TrD
révén a D deformacid is pontosan ilyenkor divergalnak.

28 Végtére is ,nem korrekt vizet prédikédlni és bort inni, de lehetSleg még almalevet sem”.
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A negyedik kritikai szempont mind a kinematika-megfogalmazas, mind a
deformacio-definicié soran végig kinosan be lett tartva. Talan kissé manidkusan is,
de fontos hangsilyozni, hogy itt mi semmit nem tételeziink fel a kozeg barmikori
allapotarol se, még egyetlen kozegpont sorsa mentén se.

Az 6todik kritérium is implementélast nyert. Mint hamarosan latni fogjuk, olyan
sikeresen, hogy egy t; és t, idépontok kozti deformécidévaltozas nemcsak a kozeg ez
ido alatt tortént elmozdulasatol fligg, hanem attol is, hogy kozben milyen sebesség-
mezdvel mozgott a kozeg. A deformdciovaltozais tehdt—ellentétben az dsszes emlitett
eddig ismert deformdciotipussal—nem kétpont-figgvény, hanem ugymond interval-
lumfiigguény, azaz folyamatfigguény. Az itt bevezetett deformécional nem elég egy
pillanatfelvételt késziteni a kozegrol az egyik, és egy masikat a masik idépontban:
e kett6b6l nem mondhaté meg az elszenvedett deformaciévaltozds mértéke. (A té-
gultsagvaltozds mértéke viszont igen: a tagultsdgvaltozas kétpont-fiiggvény, amint
az (72) segitségével lathato.)

Itt kinalkozik megtenni azt a megjegyzést, hogy masrészrol viszont, az itt de-
finidlt deformacié idében additiv, tehat egy adott sebességmezd esetén a kiilonbo-
z6 idGintervallumokban bekovetkezett deforméaciovaltozasok osszeaddodnak. Ez azért
elonyos tulajdonsag, mert a hagyomanyosan hasznalt H idében egymés utani szaka-
szokra szorzodik, a bel6le szarmaztatott deforméaciok pedig még zlirésebben viselked-
nek, nem pedig egyszertiien 0sszeaddédnak. Igaz viszont, hogy ez inkabb fogalmilag,
mint technikailag kellemes tulajdonsag, ugyanis az 1j deformacio6 az egytittforgd érte-
lemben additiv, a kozeget kovetoen valtozé iranyviszonyok szerint adogatodik ossze.
A kiilsé, inercidlis szemszogbdl nézve a (95) képlet mutatta médon kell vissza- és
odatekergetni a valtozasait.

Teljesiil ezenkiviil az a fajta additivitas is, hogy a deformalddas és az elfordulas
osszeadddnak. Ez azonban nem a véges idétartam alatt lezajlott deformalddasra és
elfordulasra teljesiil, hanem a pillanatnyi deformalédasi sebességre és a pillanatnyi
elfordulasi sebességre. Mivel a deformaciosebességet egyiittforgd értelemben értjiik,
ezért a deformaciosebességnek és az elfordulasi sebességnek egy idészakaszra vett
felintegraltjai mar nem adoédnak Ossze.

8. A DEFORMACIOTENZOR VISZONYA AZ EDDIG ISMERT
DEFORMACIO-VALTOZATOKHOZ

Természetesen érdekes kérdés, hogy hogyan viszonylik az jonnan bevezetett
deformacio-fogalom az eddig ismertekhez. Egy szempontot mar emlitettiink: a de-
formaciovaltozas intervallumfiiggvény mivolta gyokeresen més, mint a hagyomanyos
deformaciovaltozasok kétpont-fiiggvény volta. J6 lenne azonban tudni, hogy ez a kii-

lonbség mennyiségileg mekkora eltéréseket okoz, és vannak-e olyan esetek, amikor
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ezek az eltérések elhanyagolhatoak.

Ez tigyben érdemes lesz megvizsgalni a deformdcioféirdny-tarto folyamatok ese-
tét. Ez alatt olyan kozegaramlasok értendok, melyek soran a deformécidétenzor fo-
irdnyai a kozeghez képest nem valtoznak, egyiittforognak a kozeggel. Gondoljunk
csak bele ugye, hogy vannak valamilyen féirdanyai a szimmetrikus pillanatnyi D de-

formaciotenzornak, és vannak valamilyen—altalaban mas—{6iranyai a szimmetrikus

pillanatnyi 3 tenzornak, mely utoébbi most a D egyiittforgd deformaciosebesség sze-
repét jatssza. Tekintsiik most azokat a specialis kozegfolyamatokat, amikor e kétfajta
féiranyok egybeesnek.?

E feltétellel ekvivalens a
DY =3D, avagy DX —¥D =0 (96)

egyenlet, amint azt egy matematikai tétel biztositja szdmunkra.?® A (95) egyenletre
tamaszkodva (és igy persze az ott emlegetett tetszéleges segéd-O felhasznéldséval)
irhatjuk, hogy

DY - XD =0 [o—lno (0"'DO) - (0~'DO)0~'DO| 0! =

-0 [LOLO - LOLO} o', (97)
ahol Lo := O7'DO. Eszerint (96) pontosan akkor &ll fenn, amikor
LoLo = LoLo (98)

Lo és Lo féirdnyai is egybeesnek tehdt. Lo féirdnyai egybeesnek tovabbd elo f8ird-
nyaival, tehdt el© és Lo fSirdnyai is egyeznek. Ilyenkor az is igaz, hogy

(ef0) =elo Lo = Loelo. (99)

(Ez az exponencidlis mint hatvanysorként értelmezett fiiggvény tagonkénti derivalt-
jainak atrendezgetésével és ujra felosszegezésével kaphato; a végtelen 6sszeg ellenére
minden 1épés matematikailag engedélyezve van.) Tovabba,
(OeLO) e o~ = Qeloe o ! + OI'JoeLOe_LOO_1 =
=00 '+ 0L,0O'=Q+X, (100)

29 Degeneralt sajatértékek esetén a féirdnyok (a sajatvektorok) tobb médon is megvélaszthato-
ak, ezért itt és a tovabbiakban a rovid és pongyola ,egybeesnek” alatt a preciz ,valaszthatok
ugy, hogy egybeessenek” értendd.

30 Nem nehéz belétni, hogy két szimmetrikus tenzor pontosan akkor folcserélhetd, ha van kozos
sajatvektorrendszeriik.
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ahol az utolsé lépésben (95)-6t is felidéztiik, vagyis Oet© a (63) differencidlegyenlet
egy J megoldésa, mely rdadasul egybdl a jobb oldali polaris felbontasa alakjaban
[v.5. (73)] 4ll el6ttiink. Ervényes tehét a kovetkezd szereposzts:

J=0c", C=0, M=c" tovibbda N =JC'=0c0O!. (101)
Mivel pedig ekkor
N=0¢c2 P20 =0(07'P0)O ! =P, (102)
ezért a deformaciofoirany-tartod folyamatok esetén
D=InN. (103)

Hogy a szamos J, tehat a szdmos N koziil melyikrdl van sz6, azt persze D ismerete
nélkiil nem tudhatjuk. Ha viszont példaul van ra okunk feltételezni, hogy egy t;
id6pillanatban (az adott kozegpontban) D(¢;) = 0, akkor J;,-r6l, és az ahhoz tartozo
Ny, -16l lesz sz6.

Azt taldltuk tehat, hogy deformacioféirany-tarté folyamatok esetén az 1j de-
formécidtenzor a (26)-ban emlegetett f)g) bal oldali HENcKY-féle (,logaritmikus”,
Ltermészetes”, valodi”) deformécio-véaltozattal egyezik meg — helyesebben, annak

referencia-idopont nélkiili értelmezésével.

A deformaciéféirany-tartd esetben egyébként
M 'M=MM"! (104)

is teljestil:

. .

e Lo (eLO) = ¢ Loglo], ) = Ly = Loet e To = (eLO)e_LO. (105)
Ennek jelentoségét el6szor a 62. oldalon lattuk.

Az a forditott irdny is igaz, hogy ha egy J-re (ill. a hozzé tartozé M-re) igaz
(104), akkor a folyamat deformaci6éf6irdny-tarté—ha még egy bizonyos feltétel telje-
sill. Lassuk, mir8l van itt sz6: a 76. oldalon lattuk, hogy (104) esetén C az OO~ =
= Q) egyenlet egy megolddsa — erre emlékeztetésiil fogjuk is az aldbbiakban O-val
is jelolni, ahol ez elényos lesz. M~! f8irdnyai megegyeznek M-éival, azok pedig In M
-éival. Ebbdl belathato, hogy In M és (111 M) foiranyai is egyeznek.

Péld4ul tigy: bevezetve az L := InM jelolést, M~1, M, L féirdnyai mind megegyeznek, igy
L-éi és M = (el) -¢éi is. Ebbél

O:L(eL)—(eL)L:---:eLL—LeL, (106)
ahol a - - - részben kifejtjiik és tagonként derivaljuk az exponencialisok hatvanysorat. Rengeteg
tag ki fog esni, ami pedig marad, azt értelemszeriien felosszegezve ezt az eredményt kapjuk.

Nos, eszerint el = M féirdnyai is megegyeznek L= (ln M) -ével, igy L =1InM-éi is.
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Ezutan, a (99)-hez hasznalt 1épésekkel,

(InM) = L=Lele ™l = (eLj el=MM, = M M. (107)

hasonlbéan

Ez az eredmény az utols6 hidnyzo6 ldncszem (75)-hoz, igy onnan haladva tovébb,

(ln M) =C'zC=0"'x0. (108)
(95)-re tekintve azt latjuk, hogy InM egy O 'DO = C'DC -jelolt. Itt kell most
az az emlitett bizonyos feltétel még: hogy a (95) felintegraldsakor sziikséges, és a
(108) felintegralasakor sziikséges integracios konstansok gy legyenek Osszeigazitva,
hogy

WM =C"'DC, azaz D=C(InM)C'=In(CMC™) =N (109)

teljestilhessen. Ha példdul mondhatjuk, hogy egy t1-kor N(t;) =1 és D(t;) = 0,
akkor igy lettek oOsszeigazitva, és In N hasznalhaté D-célra.

Osszeigazitas nélkiil a helyzet a kovetkezd:

(InM) =C™'2C=0""'20=(0"'"DO) = hM=0"'DO+A, (110)

ahol a A integraciés dllandé egy id6fliggetlen, szlikségképpen szimmetrikus tenzor. Innen (nem
feledve O = C-t),

D=ClhnMC!-CAC'=mnN-CAC™!. (111)

Az érdekl6dé Olvaso kidolgozhatja az e hatdrozatlansdgnak megfelel$ altalanositast az ,,oda”
irdnyban, azaz a (96)—(103) képletekben. A ,vissza” irdnyban is elképzelhetd még tovabbi 4lta-
lanositas, a (104) feltétel valamilyen alkalmas dltaldnositdsa révén — melyet pedig varhatdéan
az ,oda” iranybeli levezetés valamilyen &altalanositdsa révén lehet meghatarozni. Ilyen jelolt
példdul a (64) hatdrozatlansdg kiakndzdsa, a (101) szereposztds dltaldnositdsara. [Az O-beli
hatérozatlansdg nem hoz altaldnositdst, mert a (103) eredmény O-fiiggetlen.|

A deformaciofoirany-tarto folyamatok specidlis esetében tehat a deformaciovaltozas
egy kétpontfliggvény, nem intervallumfiiggvény: ilyenkor nem fiigg a sebességmez6
két idopont kozotti alakuldsatol, csak attol, hogy a kozegpontokat akkori ottani he-
lytikrél mostanra hova széllitotta. [lyenkor két pillanatfelvételbdl meg lehet mondani
a koztiik tortént deformaciovaltozast.

9. ALTALANOS KOZEGARAMLASOK DEFORMACIOJA: A
DEFORMACIOFOIRANY-TARTO KOZELITES

Az altalanos szinten nem remélhetjiik a bal oldali HENCKY-deforméci6 érvényes-
ségét (ezt hamarosan példak fogjdk aldtdmasztani), de jogos a kivancsisag: amikor
nem érvényes, mennyire jo vagy rossz kozelitést jelent?

A hagyomanyos deformécio-valtozatok kis deformécié (plusz kis elfordulds) ese-
tén szoktak csak megegyezni, vezeté rendben. Ezért most is azt sejthetjiik, hogy ez
a kozelités elsosorban kis deforméciok esetén esélyes arra, hogy jo kozelités legyen.
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Tegyiik fel, hogy van egy t; idépont, amikor a deforméciot nullanak tekinthetjiik.
Ezzel egyrészt biztositjuk, hogy J;, a deformécidhoz van igazitva, legaldbbis ¢;-kor,
de specidlisan deformacioféirany-tartd esetben késobb is. Masrészt azt reméljiik,
hogy legalabbis a t; kornyéki idokre az altalanos esetben sem lesziink messze a bal-
HENCKY-deformécidval az igazitol.

Vegyiik tehat J; -t, az 6 J;, = C;; My, = Ny, C;, felbontasaval, mely révén ¥

és © a (74)-ben latott médon adhat6é meg: (figyelem, a szakasz tovabbi részében az
atlathatobb képletek érdekében a ¢ indexet elhagyjuk)

S= C(MM ™+ M M)C (112)
Q=CC' 4 C(MM™' - M 'M)C". (113)
A kérdést, amit megvizsgalni szeretnénk, nem egyszerii olyan forméaban fogalmazni

meg kvantitative, ami technikailag is végigszamolhat6. A kovetkezd verzid sikerre

vezet: nézziikk meg azt, hogy az igazi egyiittforgd deformaciosebességhez, D = ¥ -hoz
mennyire esik kozel a bal-HENcKY-deformacié egytittforgd sebessége,

o .

(InN) = (InN) — QInN + (InN) Q. (114)

Ehhez ¥ és © veheték a (112)-(113) adta alakjukban, és igy a kérdés mar csak C,
M és N nyelvén van feltéve (D mar nem is szerepel benne), de még ez is zavarba
ejtoen sok. A kovetkezd modon atfogalmazhatjuk gy, hogy egyediill M-t tartalmaz-
za. N helyére helyettesitsink be CMC™!-t, InN helyére pedig In(CMC™!) =
= C(InM) C~!-t (szimmetrikus tenzor fiiggvénye a sajdtértékekre hat, a sajat-

bazisban). Ezenfelil ne D-t és (ln N) -et hasonlitsuk Ossze, hanem C'DC-t és

o

C7'(InN) C-t. Azt kapjuk, hogy
C'DC = (MM + M'M) (115)

C'(InN)C = (InM) — (MM~ M'M)In M + (I M) (MM — M"'M).
(116)
Létszik, hogy amikor M~! és M féirdnyai nem egyeznek meg (deforméci6foirany-
valtoztatd a folyamat), e két mennyiség nem egzaktul egyenld. Az dltalanos esetben
tényleg csak kis deforméciéra remélhetiink egyezést, valahanyadik rendig. Hogy ha-
nyadik rendig is, e célbol képezziik mindkét mennyiség sorfejtettjét p := M —1I-ben
kifejtve. A haromtényezds szorzatok rendjéig kifejtve,

1 . 1. 1 . 1. 1 .
CT'DC~ o — gfup — gpft + GRp* + g, (117)

_ N . 1. 1 . 5. 2 . 5 .
C'(InN)C = 1 — sfup — spf+ gfupt® — Sppop + cp2p. (118)

87



amikor tehat p és pu féirdnyai nem azonosak, akkor a vezeto és a kovetkezd rendig
egyezés van, az azutan kovetkezd rendben nem (leszamitva bizonyos egészen spe-
cidlis egybeesések esetét). Ha egy tenzor norméjat (mely szimmetrikus tenzorokra
egyenld a legnagyobb abszolut értékii sajatértékével) ||---|| jeloli, akkor az eltérés
| 2]|? - || f2]| renddi, mely a vezetd ||ft|| rendhez képest ||p||? rendfi relativ hibdt jelent
a deformacidsebességben. Mivel v := N —I norméja ugyanannyi, mint p-é — mely

v=N-I=CMC'-I=C(I+pu)C'-I=CuC! (119)

kovetkezménye —, ezért a kozelité deformacidsebesség relativ hibaja a deformécio
négyzetének rendjében van. Ezért durvan szolva azt varjuk, hogy a kozelité defor-
maci6 relativ hibdja is a deformécié négyzetének rendjébe esik. Abszolut hibaként
ez harmadrendet jelent. Osszegzésiil tehdt azt a durva okolszabalyt sziirhetjiik le,
hogy a bal oldalt HENCKY-deformdcio deformdcioféirdny-valtoztato kozegfolyamatok
esetén kis deformdciora a deformdcio kobének rendjébe esé hibdval kozeliti az itt
bevezetett deformdciotenzort.

Megjegyzendo, hogy e kozelités josdga nem fiigg a kozeg elfordulasatol. Ez ro-
konszenves, értékes tulajdonsag, nagymértékben novelheti az alkalmazasok korét.

A kozelités pontossagan és alkalmazhatosagi korén felbatorodva azt a praktikus
tandcsot lehet adni, hogy amikor tigymond csak két pillanatfelvétellel rendelkeziink
egy kozegaramlasrol, azaz csak azt tudjuk, hogy a kozegpontok hova keriiltek egy
t1-kori helyrdl egy to idépillanatra, az ekozben lezajlott mozgasfolyamatrol pedig
nem tudunk semmi tobbet, akkor vészmegoldasként érdemes feltételezni, hogy hatha
deforméacioféirany-tarté volt a kozeg mozgasa. Abban reménykedhetiink ilyenkor,
hogy hatha valoban deformaciofoirany-tarto volt a folyamat — amilyenek példaul az
egytengelyli mozgdsok (Id. 10.1. alszakasz) —, vagy pedig legalabbis benne maradt
a foiranytartd kozelités hasznalhatosaganak tartoméanyaban.

Ilyenkor tehat a teendd az, hogy vessziik a pillanatfelvételekbél lesziirhet6 Jy, (¢2)
-t, és a hozzd tartozd Cy, (t2), My, (t2), Ny, (t2) tenzorokat. Valasztunk egy tetszo-
leges olyan (derivalhaté, stb.) Cy, (t) fliggvényt, mely ¢ = t;-re I-t adja, t = ty-re
pedig Cy, (t2)-t. Vélasztunk tovdbba egy tetszéleges olyan My, (t) fliggvényt, mely
féiranytart6, és I és My, (t2) kozott interpoldl — példaul az

t—tq

My, (t) := efz=u "Mn () (120)

ilyen lesz. Ez ha az egész sebességmezdt nem is, de a sebességgradienst egyértelmiien
meghatarozza, és deformacioféirany-tartod folyamatot tett a pillanatfelvételek kozé.
Ekkor a deforméaciévaltozast Ny, (t2) logaritmusdval becsiilhetjiik.3!

31 Ehhez azonban biztositani kell a 85. oldalon emlitett extra feltételt is, vagy pedig a (111)
altalanosabb képletet kell hasznalni.
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A kozelitéssel kapott deformacié nagysdga utdlag is segithet megitélni, hogy
vajon joggal reméltiik-e a foiranytartd kozelités alkalmazhato voltat.

Ez persze nem szabad, hogy felbatoritson minket arra, hogy ne is figyeljiik egy
folyamat kozben a kozeg aramlasat. Sose feledjiik: a deforméacié folyamatfiiggo, és
lehet, hogy a kozelitésben bizva lemaradunk valami fontosrol.

10. KONKRET PELDAK

A sok elhangzott altalanos targyalas utan lassunk most harom konkrét példat,
az elmondottak illusztralasara.

A masodik és a harmadik példaban a lényeges effektusok egy kétdimenzids ve-
tiiletben fognak zajlani. Ezért a szamitasok technikai kivitelezését nagymértékben
megkonnyitik a

a=(11) w=(") e=(10%) (121)

Pauli-métrixokra ismeretes egyszerii Osszefliggések (itt i a képzetes egység, de fel-
bukkanasatol nem kell meghokkenni, o5 mindig csak a valés ioy kombinédciéban fog
jelentkezni). E célbdl kovetkezzen itt egy kis képletgytiijtemény tenzorok fliggvényeire
vonatkozoan, melyet az aldbbi példak is hasznalni fognak.

JELOLESEK :

o T, T, tetszOleges (akar két-, akdr haromdimenziés) tenzorok;

® az (g § 8> alakid matrixokban a nullak nem lesznek kiirva: (f;f; ), és a bal
fols6 blokkmatrix egyetlen vastag betiis jelolést kap (pl. a);

10 T iy .
o 0oy = (o 1) a kétdimenzios egységmatrix;

f barmely olyan fiiggvény, amely tenzorokon értelmezheto;

o || :=/A+cE+E;

® J;;, a KRONECKER-szimbolum.

A KEPLETGYUJTEMENY :

T, Ty =T,T; = eT1tT2=cTieT2 = ¢T2e™ (122)

9

(al 61) (a2 52) - <a1a2 Blﬁz)’ (123)

(" D= )
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00, = 0,00+ 1 Z?:ffjkl oy, (125)

V192 (co) + c3o3) e V72 =

= (cos2¢cy —sin2¢c3) oy + (sin2¢ ¢y + cos2yes) o3, (126)

- 1
(600'0 +coq + 630-3) ! = 02 |c‘2 (COO'O — C101 — 030'3), (127)
5 —
coootcio1+caoe+c3o C Sh‘C|
erootaTitaetess — oo | oh|cloq + ] (010'1+020'2+030'3) , (128)
Cc

1
ln(coa'o + o+ 030'3) =1In\/3 — |c|2 o0 + m In M (0101 + 030'3), (129)
c

co — |c|

1 .
\/C()O'() + 101 + Cc303 = e2ln(coao+clal+cdag) . (130)

A masodik és harmadik példaban a magyarazat nélkil kozolt formuldk mind
ezeknek a szabalyoknak az értelemszeri alkalmazasaval adodnak.

10.1. AZ EGYTENGELYU TERHELESRE JELLEMZO ALAKVALTOZAS

Az els6 példa az egytengelyti terheléskori deforméciot kivanja targyalni. Tekint-
stink egy [(t) id6fiiggd hosszisagi, d(t) = 2r(t) id6figgd atmér6ji henger alaki
kozeget,>? melynek kozegpontjai egy inerciarendszer DescArTEs-koordinatakkal el-
latott terében az

r€[0,1(t)], y*+ 22 <r(t)? (131)

tartomanyt toltik ki. A fizikai elrendezés az szokott lenni, hogy a hengerre a két sik
hatérol6 lapja mentén z illetve —z irdnyd erd hat (nyomderd, vagy egy valdjaban
hosszabb, a széleinél szorosan befogott henger esetén hiizberd), a henger paldstjara
nem hat erd/nyomads/fesziiltség.

Ahhoz, hogy e kozeg kinematikajarol beszélhessiink, tudnunk kell a sebességme-
zejét, azaz a mindenkori pillanatnyi sebességet a kozeg minden pontjaban. Ehhez
feltételezéssel kell élntink. A gyakorlat céljara sokszor megteheto a kovetkezd fel-
tételezés: minden ¢t idépontban, a koézeg minden z,y, 2z koordinataju helyen jard
pontjaban

e a v, sebességkomponens minden idopillanatban csak az adott kozegpont x
koordinatdjatol fiigg, és annyiadrésze a mozgd hatarold lap [(t) sebességének,
ahogyan a kozegpont z koordinataja ardnylik a () teljes hosszhoz:

€T .

Tel0 (132)

32 A keresztmetszet kor alakja nem fog szerepet jatszani, lehet barmilyen més fizikailag észerti
sikidom is.

Ux<t,$,y, Z) = Uw(t,.I) =
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e hasonldan, a v, sebességkomponens a keresztirdnyi méretvéaltozasi sebességgel
ardnyos, és azzal, hogy y hogyan ardnylik az r7(t) sebességhez tartozd r(t)

mérethez:
y . Y 58
ylt2.0.) = () = 5 i40) = (o) (133)
e ugyanigy,
v.(t,z,y,2) =v,(t, 2) = @f‘(t) = wd(t} : (134)

Ekkor a helyfiggetlennek bizonyulé sebességgradiens (pontosabban: annak e koor-

dinatazédsbeli matrixa), és felbontdsa szimmetrikus és antiszimmetrikus részre a ko-

vetkezok:
i/l 0 0 i/l 0 0
voV=|(0 d/d 0], E=(0 dd 0], Q=0 (135)
0 0 d/d 0 0 d/d

Forgésmentes esetben D = D=3 [v.6. (91)], igy

1n§—j 0 0
D(t;) =D(t1)=| 0 W% 0 [, (136)
0 0 ln%

ahol [y, [, dy és dy a két, tetszolegesen valasztott t; és ty idoponthoz tartoz6 hossz-
és keresztiranyu méretek. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban tegyiik fel, hogy
t = 0-kor D(0) = 0, ekkor egy tetszéleges t-kor

ln% 0 0
D)= 0 In d% 0o |. (137)
0 0 In %

A logaritmusok felbukkanasa nem meglepo: az ,egytengelyli” kozegmozgéas deforma-
ciofoirany-tartd. Megfelel tovabba annak a természetes intuicionknak, ami HENCKY-t
is vezethette: hogy a pillanatnyi deforméldédas a pillanatnyi dllapothoz lenne vi-
szonyitandé, egy hosszméretre nézve dl/l, gy egy deforméciovaltozés Lf) A/l =
=1n(l/ly) kellene legyen.

Erdemes felhivni a figyelmet, hogy a mérnoki gyakorlatban kénnyen beideg-
z6déssé valo eljaras az, amikor az egytengelyli folyamathoz tartozd deformaciot
(deformécié-megvaltozast) automatikusan a kezdeti értékekhez viszonyitott

0o = —1o)/lo,  0,=0,:=(d—do)/dy (138)
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relativ megnyulasok alkotta

& 0 0 b0 0
06 0]=(0 &2 0 (139)
0 0 4. 0 0 dh

matrixnak tekintik. (137) fényében ez csak kis deformacié esetén teheté meg, ahogy
az a masik szokasos gyakorlat is, hogy egytengely(i nyomasnal a mért nyomoerdt nem
a pillanatnyi, idofiiggo feliilletnagysdggal, hanem a kezdeti feliiletnagysaggal osztjak
el a nyoméfesziiltség kiszamitdsara (ami aztan példaul egy HookE-torvénybe, vagy
egy reologiai elemzésbe keriil bele, mint ,mért fesziiltségérték”). A két kozelités-
kor elkovetett hiba egymast erdsiti, ezért fokozott dvatossaggal ajanlott élni veliik.
Szemléltetéstil, egy egzaktul HookE-szertien rugalmas rudra mérheté huzoero a re-
lativ megnyulas fiiggvényében nem a két emlitett gyakori kozelités eredményezte

Fyszelits = £ A0y (140)

(ahol E a Young-modulus® és Ay a kezdeti feliiletnagysédg), hanem a logaritmikus
deformaciotenzor és a valtozo feliiletnagysag egyiittes hatasaként

In(1+46,)

Feza =FA =
gzakt 0(1+5z)2u

Edo |8, — (5+2v) 2+, (141)
ahol v a Poisson-tényezd,>! melynek értéke lehet példaul 1/2 (bar tipikusan en-
nél valamennyivel kisebb).3% Ugyanekkor a Poisson-tényezd sem olvashato le, mint
egyszertien —é,/d, , ugyanis

oy 1—=(1+0,)" v(iv+1)

-5 T =V — b (142)

A kozelitések okozta hibdkat mutatja be az 1. abra.

10.2. Az EGYSZERU NYIRAS

Az egyszerli nyirds olyan kozegaramlas, ahol a sebességprofil a kiils6 inerciarend-
szer szerint, alkalmas DEScARTES-koordinatakban

Ry
v(t,z,y,z) = | 0 (143)
0

33 A YouNG-modulus és a—mindjart szintén emlitésre keriil6—POISSON-tényez6 nem tekin-
tendok rugalmassdgtani alapallandéknak, csak azok két olyan kombindcidéjénak, melyeket
az egytengelyt szitudcio specidlis esetében célszeri bevezetni, a rovidebb és dtlathatobb kép-
letek céljdbdl. A rugalmassigtani alapallandékrél, e két kombindcidéjuk torténetérdl, és a
reologiai aspektusokrol 1d. [5].

34 1d. az el6z6, 33. szamu labjegyzetet.

35(141) és (142) levezetése itt nincs kozolve, de értelemszertien reprodukalhaté.

92



r _%
EA() 61:
0.4 4 -
. /,
///
o Vid - -
.'. i /-’A
R
s
0-21 B
i
S
0.1+
T T (51 T T 61
0.2 0.4 0.2 0.4

1. ABRA. Balra: a (140) kozelités (pontozott vonal), javitdsa a logaritmus hasz-
nélataval (szaggatott vonal), javitdsa a valtozé feliiletnagysdggal (pont-szaggatott
vonal), és javitdsa mindkettovel, azaz a (141) képlet (folytonos vonal). Jobbra: a
Porsson-tényezd értéke (pontozott vonal), és a (142) képlet (folytonos vonal). Mind-
két abranal v = 1/2, kisebb v-re a gorbék menete hasonlo.

A

metrikus és antiszimmetrikus része

0 w0 Lo Lio
voV=10 0 0], 2:(2 ! 0), Q:(2 2 0). (144)
000

c /e

Az az6ta mért O elfordulast az
00 '=90 (145)

differencidlegyenlet O(0) = I kezdeti feltételii megoldasa szolgaltatja, mely

O(t) = (e;mt 1) . (146)

A (95) egyenletet célszerti alkalmazni, melyhez

(07'20)(t) = (5 (cos wter, —sinrtcs) o) (147)
kell, és melyet felintegralva, és D(0) = 0-t figyelembe véve
17gi (1 =
(0-'DO) (1) = (2 sinstes = (1= cosnt) o o) , (148)
1 1

1w _ 5(1 — cos kt) 3 sin Kt 0

D(t) _ (2 [Sll’llit0'1+(1 COSIit)O'?:] 0) = %sjn/{t —%(1—COS/€t) 0

0 0 0
(149)
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Az egyszerli nyirds nem deformaciéfoirany-tartd folyamat:
£(1 — cos kt)io
I ) ( 2
DY - 3D = ( 0) # 0. (150)

Hogy a foiranytarté kozelités a t = 0-t6l kezdve mennyi ideig alkalmazhato, ez tigy-
ben az okolszabalyunk D norméjat kérdi téliink az id6 fliggvényében. D sajatértékei
egyszerlien meghatdarozhaté médon a {sinkt, 0, —sinkt} értékeknek bizonyulnak.
Innen azt latjuk, hogy durvan szolva st < 1 esetén lesz j6 varhatéan a féiranytarto
kozelités — ahol az mar szubjektiv megitélés targya, hogy a < mennyire ,,joval
kisebb”-et jelentsen.

Nézziik is meg konkrétan, hogy mi is a bal oldali HENcKY-deformaci az egyszerii
nyiras esetén. (63) szerint a megoldandé differencidlegyenlet, és annak szamunkra
most érdekes megoldésa:

. i i st(o1+ios)
JI'=voV= (2(01+102) 0) = J(t) = (e 1)- (151)

Innen

N*(t) = (337) (1) = ([”2(%)2} oo+ ntes +2 (51)° o 1), (152)

a2 ﬁ 2
1+(51) 09 + o 2'; o1+ \/1j L (153)
2 2 )

N(t) =

StArshg t

In N(t (x/: T ) ) . (154)

Ez az eredmény lathatéan més, mint (149). Kis xt-re sorbafejtve azt is meglatjuk,
hogy mennyire: érdekes médon azt taldljuk, hogy o egyiitthatéjaban (kt)® rendben,
o3 egyiitthat6jdban pedig (xt)* rendben kezddédik az eltérés kozottik. Az egész
kozelités egészen kt < 1-ig meglepden jol egyiitthalad az igazival, és csak utana
valnak menthetetlentil szét.

Az egyszeril nyirasra kapott deformécié eme oszcillald viselkedése megleponek
tiinhet. Gondoljunk azonban bele, hogy deformaciéonk egytittforgd, a nyiras pedig egy
olyan kozegfolyamat, ahol €2 csakis mint egy atlagos elfordulasi tendencia tekinthetd.
Egy olyan e iranyra nézve, amely 3-nak nem féiranya, a 3 okozta oldalirany elmoz-
dulas Gsszemérheto lehet az 2 jelentette elforduldssal, bizonyos irdanyok esetén ki is
oltjak egymast, mas iranyokban pedig egymast ercsitik. Itt tehat maga az egytittfor-
gas fogalma inog, és errdl az ingd platformrol nézziik mi a deforméciot, ehhez képest
mérjik valtozdsat. Megtettiink mindent, amit lehetett, de ez nem garantalja, hogy
minden esetre minden intuiciénkat teljesiti akar a legjobb deformacio-definicié is.

Ami azért nem is feltétlentil baj, ugyanis nem biztos, hogy minden intuiciéonk helyes.
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Nem egyszer fordult mar el6 a fizikdban, hogy egy szisztematikus definici6 ravilagi-
tott bizonyos beidegzddott intuicidink téves mivoltara. Ne siesstink tehat a szituacio
megitélésével: adjunk id6t magunknak szép nyugodtan emészteni a latottakat.

10.3. PELDA A DEFORMACIO FOLYAMATFUGGESERE

Ez a példa azt fogja bemutatni, hogy a deforméci6 folyamatfiiggd, ugyanolyan
konfiguraciévaltozashoz kiilonbozé sebességmezdkkel jutva kiilonbo6zo lesz a defor-
macié valtozasa.

Hérom kiilonb6z6 J(t)-t valasztunk, mindharomban C = I az egész folyamat
soran, elfordulast csak az okoz, amennyire M = N f{6iranyvaltozasa general. Mind-
hérom az N(0) = (eR"1 1) kezdeti feltételbél indul — azt képzeljik, hogy oddig egy
féiranytart6 folyamattal jutott a nulla deformacioju allapotbél a kozeg (itt R egy

Roq

tetsz6leges valasztott pozitiv dllando), és igy D(0) = (' ). Hasonléan, mind-

hédrom ugyanabban a t = 7 pillanatban ugyanabba a N(7) = (e_R"1 1) allapotba
érkezik. Eltérés abban van, hogy az indul6 és a végallapot hogyan van Osszekotve.

Az els6 esetben torténjen ez az

e(lf2t/T)R0'1
N (t) == ( 1) (155)

kijelolte folyamat mentén. Ez egy deformacioféirany-tarté folyamat, mint az egysze-
riien lathato. Ezért ennek mentén a deformécidvaltozas szamithato a

D, (r) = InN(7) = (_Ral 0) (156)

modon.

A masodik folyamat legyen az
eR(cos wtoit+sinwt og)
N,y (t) = ( 1) (157)

altal kijelolt dramlds, ahol w = w/7. Ez a sebességmez6t nem rogziti egyértelmiien,
de a szamunkra sziikséges sebességgradiens szimmetrikus és antiszimmetrikus részét
igen, (74) alapjan:

3s(t) =

wshRchR(—sinwt o + coswt o3)
( o) (158)

J— 2 7
O (t) = ( wsh” Rioy 0)' (159)
Utébhibol
e—wshQRticrg
0u(0) = ( ) (160
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igy

(05%,0,)(t) = (wshR ch R{—sin[w(ch2R)t] o1 + cos [w(ch2R)t] o5} ) '
(161)
Felintegrélva [v.6. (95)],
(0;'D,0,)(7) (162)

(th?R {cos [w(ch2R)7] — 1} o + sin [w(ch2R)T] 0'3) )
0

Tudva, hogy D5(0) = D(0) = (f ), innen
Dy(7) = (163)
B (—Ral + (R — h2E) ({cos [27(sh® R)] + 1}o1 — sin[27(sh® R)] a'3> ) .
0

Ugyanigy,
Ds(7) = (164)
(—ch + (R — 225 <{cos [27(sh® R)] + 1}o1 + sin[27(sh® R)] 0'3) )
0

arra a folyamatra, amely a masodiktol csak annyiban tér el, hogy benne w ellentett
el6jelil, azaz a (157) kitev6jében 1év6 kérmozgas also félkore helyett a felsé félkore
mentén megyiink el a kiindulépontbdl a kor atellenes pontjaba.

A folyamatfiiggés szembeszoko. A mésodik és harmadik esetekben a deformécio
az elsotol kis R esetén R harmadik rendjében tér el, azaz a kis deforméacié harmadik
rendjében. Ez a példa tehat illusztralja a deformacioféirany-tartd kozelités altalaban
harmadrendi hibajat.

A deforméci6 folyamatfiiggd volta szintén borzolhatja bizonyos intuiciénkat. Ez
iigyben ismét csak az a javasolt stratégia, hogy el6szor hagyjuk tilepedni ezt az in-
formaciot is. Aztan késobb ellendrizziik, és gondoljuk végig tujra ezt az aspektust.
Es ha megérett az id6, akkor donthetiink, hogy egy ilyen, folyamatfiiggd deformés-
ciot akarunk-e hasznalni a tovabbiakban, vagy pedig tovabb kell gondolkodni egy
folyamatfiiggetlen deformacié definiciojarol.

11. OSSzZEGZES

Jelen iras

e megvizsgalta a sebességmezo gradiense szimmetrikus és antiszimmetrikus ré-
szének tulajdonsagait, és az ezekre alapozhato interpretacidjukat;
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e czck felhasznaldsaval definidlta az egyiittforgs deformdciomez®® fogalmét;

e azt taldlta, hogy az egyiittforgd deformécié mentes azoktol a problémaktol,

amik a szokasos deformaciotipusoknal felvethetdek ;

o feltarta az ismert deformacié-valtozatokhoz vald viszonyat — hogy melyikkel

és mikor van egzakt egyezés, és mikor kozelit6 (s az mekkora pontossagig);

e végiil megéllapitotta az 1j deformacio-fogalom bizonyos kellemes, tovabba bi-

zonyos Ujszerl tulajdonsagait, altalanos szinten és konkrét példak végigszamo-

lasaval egyarant.

A javasolt kinematika- és deformacioé-megkozelités, és az ennek kapcsan talalt ered-

mények meglehetosen tjszertiek, veliikk kapcsolatban tovabbi tiirelmes elemzésre és

alapos vizsgalatokra van sziikség.

KOSZONETMONDAS

A szerzd koszonetet mond GOHER ATTILANAK és VAN PETERNEK értékes észre-

vételeikért és javaslataikért.

1]

IRODALOM

ARrNoLD, V. 1. (1974): Matyematyicseszkije metddii klasszicseszkoj mehanyiki,
Nauka, Moszkva;
magyar forditds: A mechanika matematikai modszerei, Miszaki Konyvkiado,
Budapest, 1985.

AsszoNYI, Cs. — VAN, P. — SZARKA, Z. (2007): Izotrép kontinuumok rugalmas és
képlékeny allapota, Mérnokgeoldgia-Kozetmechanika Kiskonyvtar 5. Miegyete-
mi Kiado, Budapest.

BEDA, GY. — KozAk, I. — VERHAS, J. (1986): Kontinuummechanika, Miszaki
Konyvkiado, Budapest.

BEDA, GY. — KozAk, 1. (1987): Rugalmas testek mechanikaja, Midszaki Konyov-
kiado, Budapest.

BoJTAR, I. — VASARHELYI, B. — Asszonyi, Cs. (2008): A Young-féle rugal-
massagi modulus és a Poisson-tényezd, Mérnokgeologia-Kozetmechanika 2008
ISRM Konferencia. In: FiiLop, T. (szerk.), Uj eredmények a kontinuumfizika-
ban, Mérnokgeologia-Kbézetmechanika Kiskonyvtar 8, Miegyetem: Kiadod, Bu-
dapest. (Jelen kdtetben.)

36 és az itt kozelebbrdl nem vizsgdlt inercidlis deformdciomezd, tovabbé a tdgultsdgmezd

97



[6]

98

FuLop, T. (2008): A tér nem abszolut — a téridé, mint a Galilei-féle relativitasi
elv kovetkezménye, Mérnokgeologia-Kézetmechanika 2008 ISRM Konferencia.
In: FiLOP, T. (szerk.), Uj eredmények a kontinuumfizikaban, Mérnokgeolégia-
Ko6zetmechanika Kiskonyvtér 8, Miegyetemi Kiado, Budapest. (Jelen kotet-
ben.)

Jacrom, I. M. (1969): Princip atnaszityelosztyi Galileja i neevklidava geomet-
rija, Nauka, Moszkva;

magyar forditas: Galilei relativitasi elve és egy nemeuklideszi geometria, Gon-
dolat Konyvkiado, Budapest, 1985.

LAMER, G. (2007): Az anyag folytonos és diszkrét modellezésének dina-
mikai kérdései, Mérnokgeologia-Kézetmechanika 2007 ISRM Konferencia.
Mérnokgeoldgia-Kozetmechanika Kiskonyvtar 4, Miegyetem: Kiado, Budapest.
pp- 301-314.

Martorcst, T. (1984): A concept of mathematical physics. Models for spacetime,
Akadémiai Kiado, Budapest.

Marorcsi, T. (1993): Spacetime without reference frames, Akadémiai Kiadd,
Budapest.

VAN, P. — Asszonyi, Cs. (2006): Izotrop kontinuumok anyagtorvénye. I1. Az
altalanos torvényszertiségek levezetése. In: Asszonyi, Cs. (szerk.), Izotrép kon-
tinuumok anyagtorvénye, Mérnokgeoldgia-Kozetmechanika Kiskonyvtar 3. M-
egyetemi Kiado, Budapest, pp. 25-88.

VERHAS, J. (1985): Termodinamika és reolégia, Miiszaki Konyvkiadd, Budapest.

WEYL, H. (1919): Raum. Zeit. Materie. Vorlesungen iiber allgemeine Relati-
vitdtstheorie, Springer, Berlin; angol forditds: Space-time-matter, Methuen €&
Co. Ltd., London, 1922.

Matorcst, T. (1985): On material frame-indifference, Archive of Rational Me-
chanics and Analysis 91/2; 99-118.

Marorcsi, T. — GRUBER, T. (1996): Spacetime without reference frames: An
application to the kinetic theory. International Journal of Theoretical Physics
35(7), 1523-1539.

Matorcsi, T. — KRISTOF, J. — SZEKELY, M. (1996): On the momentum distri-
bution of molecules of an ideal gas, Publications in Applied Analysis 7, 1-14.
Matorcst, T. — VAN, P. (2006): Can material time derivative be objective?
Physics Letters A 353, 109-112. (math-ph/0510037)

Matorcst, T. — VAN, P. (2007): Absolute time derivatives. Journal of Mathe-
matical Physics 48, 053507-19. (math-ph/0608065)

Martorcsi, T. — VAN, P. (2008): On the objectivity of time derivatives, Atti del

I’Accademia Peloritana dei Pericolanti, Classe di Scienze Fisiche, Matematiche



[15]

e Naturali, Suppl. 1. 86, 1-13.

VAN, P. (2007): Objektiv anyagfiiggvények felé a reologidban, Mérnokgeoldgia-
Kézetmechanika 2007 ISRM Konferencia. Mérnokgeologia-Kézetmechanika
Kiskonyvtar 4, Miegyetemi Kiado, Budapest.

VAN, P. (2008): Anyagi sokasdgok a nemrelativisztikus téridében, Mérnokgeo-
logia-K6zetmechanika 2008 ISRM Konferencia. In: FiLop, T. (szerk.), Uj ered-
mények a kontinuumfizikaban, Mérnokgeologia-Kézetmechanika Kiskonyvtar 8,
Miegyetemi Kiado, Budapest. (Jelen kdtetben.)

DirL, E. H. (2006): Continuum mechanics: elasticity, plasticity, viscoelasticity.
CRC' Press, Germany.

HUTTER, K. — JOHNK, K. (2004): Continuum Methods of Physical Modeling,
Springer, Germany.

LUBARDA, V. A. (2001): Elastoplasticity Theory, CRC Press, Germany.
LUBLINER, J. (2008): Plasticity Theory (Revised Edition), Dover Publications.
Macosko, C. W. (1994): Rheology: principles, measurement and applications,
VCH Publishers.

Masg, G. E. (1970): Continuum Mechanics, McGraw-Hill Professional.
Masg, G. T. — Masg, G. E. (1999): Continuum Mechanics for Engineers, Se-
cond Edition, CRC' Press, Germany.

NEMAT-NASSER, S. (2006): Plasticity: A Treatise on Finite Deformation of He-
terogeneous Inelastic Materials, Cambridge University Press, Cambridge.
REES, D. (2006): Basic Engineering Plasticity - An Introduction with Engine-
ering and Manufacturing Applications, Butterworth-Heinemann.

TRUESDELL, C. — NoLL, W. (1965): The non-linear field theories of mechanics,
(Handbuch der Physik, I11/3.) Springer Verlag.

WIKIPEDIA: http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_strain_theory .

99



100



International Society for Rock Mechanics
Meérnékgeologia-Kozetmechanika 2008 Konferencia, Budapest

A YOUNG-FELE RUGALMASSAGI MODULUS ES A
POISSON-TENYEZO
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MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Asszonyi Csaba
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A legfrissebb kontinuummechanikai kutatasi eredmények modositottak az anyag-
tulajdonsagokrol, anyagallandokrol vallott tobb évszazados felfogasunkat. A konvencionalis
tervezési gyakorlatban fontos anyagadllandoként tartjak szamon az E rugalmassdagi modulust és
a v Poisson-tényezot, pedig mindkettonél megkérdojelezheto az ,,anyagjellemz6”, s foképp az
,allando” jelzé. Eléaddasunk ramutat a fogalmak torténeti kialakuldsara és pontositja

értelmezestiket.

1. BEVEZETES

KONTINUUMOK MECHANIKAI ANYAGMODELLIJE altalanosan
0y = Lijen )]

formaban irhato fel, ha feltételezziik, hogy csak mechanikai kolesonhatas 1ép fel, s a
tobbi anyagi kolcsonhatds (termikus, elektromagneses, kémiai) az adott esetben
kizarhatdo. Ez a termikus kolcsOnhatas kivételével természetes, mert altaldban nem
Iépnek kolcsonhatdsba a mechanikaival, de a termikus paraméter esetében izotermikus
(T = allando) feltételezéssel kell ¢élni. Az (1)-ben felsorolt valtozok jelentése a

kovetkez6:

oy - masodrendl fesziiltségtenzor (az impulzus konduktiv dramsiiriisége: vagyis feliilet-

egységen idoegység alatt atfolyd impulzus mennyisége),
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& — masodrendli deformacidtenzor, amely a mechanikai impulzus hatdsara létrejovo
valtozast (deformalodast) tiikrozi,
Lijkl — negyedrendli impulzusvezetési tenzor, mely a mechanikai impulzus hatasara 1étrejovo

inhomogenitas megsziintetésére vonatkozd anyagi hatast fejezi ki, vagyis a
termodinamika II. fotétele szerint azt a tényt, hogy minden rendszer a kiegyenlitodés
iranyaba valtozik.

Koztudott, hogy az L;;; 81 komponensi tenzor, tokéletesen anizotrop esetben 21,

mig tokéletesen izotrop esetben 2 fiiggetlen komponenssel rendelkezik. Ezek hivjuk a
termodinamikéban vezetési fiiggvényeknek.

[ZOTROP KONTINUUMOK ANYAGMODELLJE ennek megfelelden, ha a vezetési
figgvényeket u és A szimbdlumokkal jeloljiik, és bevezetjiik

1 _1 _ _
Oy, &j, 0o =320, &, =3L&;, S;j=0;—0;0,, e;==¢&;—0;&,

alaku deviatorikus és gombi felbontast, akkor

Sy =2ue;, 0, =21, (2)

i
formaban irhat6 fel, ahol u és A a termodinamikai valtozok fliggvénye. Formailag
hasonloak a linedrisan rugalmas anyagoknal szereplé Lamé-allandokhoz, azonban ezek

itt nem allandok.

Az E linearis rugalmassagi modulus és a v Poisson-tényezo a lineéarisan rugalmas,
izotrop testek mechanikdjabol szarmazo6 fogalmak, ezért szlikitsiik tovabb a kort.

A HOOKE-MODELL: A (2) alatti dsszefliggés, ha a vezetési fliggvényeket allanddak-
nak tekintjiik, vagyis a vezetési fliggvények nulladrendii sorfejtését vessziik — ebben az
esetben a i ¢és A ténylegesen a Lamé-allandok —, a megszokott Hooke-modellt kapjuk.

Ez az egyenlet a mérnoki gyakorlatban hasznalt G nyirdsi rugalmassagi modulussal,
illetve K kompresszibilitasi (vagy térfogati) modulussal

s; =2Ge;, o,=3Ks,, = 0,;=2G¢;+(3K-2G)e, 3)
2u A

formaban is felirhato, vagyis két egymastol fliggetlen rugalmassagi anyagallandonk van.

A HOOKE-MODELL EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOT ESETEN: Ekkor az alapval-
tozoink a o — tengelyirdnyu fesziiltség, ¢— tengelyiranya fajlagos nyulas és ¢, — ten-

gelyre merdleges sikban jelentkezd keresztiranyu fajlagos nyuléds. Feltételezve az

Osszetartozo ¢, g, értékek ardnyossagat, bevezették a v = —— Poisson-tényezd, illetve
&
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. e _1 . . . . .
ennek reciprokara az m = ——— = — Poisson-szam fogalmat. Ezzel az 01 feltevéssel az

& Vv
1D anyagegyenlet
o=FEe¢ 4)
formajira egyszeriisodik, ahol E a jol ismert linearis rugalmassagi (vagy Young-féle)
modulus. Ezaltal Gjabb két anyagjellemz6t kaptunk [ E,v ], az &,/¢ arany konstans

voltanak feltételezése alapjan. Az eddigiekben bemutatott Osszesen 4 anyagallandd
kozotti osszefiiggések a kovetkezok:

_6EK _ 1-2v 1
T9K-E O 1+v 1+v]
_ 6EG B l+v 1
C9G-3E 1-2v 1=
- KRG _oG(14y) =3Kk(1-2v).
3K+G

_3Kk-2G E-2G  3K-E
C6K+2G 6K 6K

Ezek koziil természetesen csak 2 fiiggetlen van.

[ZOTROP KONTINUUMOK ALTALANOS ANYAGMODELLJE: A (2) alatti Osszefliggés
1dofliggo alakja a legaltalanosabb reologiai modell:

&)
o, =3Ke, +3K ., +0,&, +1,0,,

amelyet tehetetlenségi standard modellnek hivunk [VAN P.- ASSZONYI, CS. (2006), (2008),
ASSZONYI, CS. - VAN P.- SZARKA, Z. (2006),]. Az (5)-6t dltalanositott anyagmodellnek
nevezzilk — mig az Osszes tobbit csak egyszerlien ,,modell”’-nek — mert ismereteink
szerint az egyetlen olyan modell (vagy test), amely nem spekulativ uton jott 1étre — arra
vigyazva, hogy ne sértse a II. fotételt —, hanem a II. f6tételbol deduktiv kdvetkeztetések
végeredményeként adodott.

Az (5) alatti altaldnos modell természetszeriileg a vissza nem fordithatdo és a
visszafordithatd folyamatokra egyarant érvényes 0sszefliggeés, sajatos hataresete pedig a
reverzibilis Hooke-modell, vagyis az altala leirt folyamat az egyensulyhoz kozelitve a
(3) Osszefiiggéshez tart. Matematikailag azt mondhatjuk, hogy

2Geij +277éij +6?e',~j +78; 2Ge..
lim _ . = v
t—>o|3Ke, +3K, &, +0, &, +1,0, 3Ke,

Ez kovetkezik egyébként abbdl a formai hasonldsagbdl is, amely a (2) és az (5)
kozott van, ha ez utobbit differencidloperatorokkal irjuk fel:

103



(1) e fiymd 0
Sy =2Gey, Sy = MET Sy T 2Gdr 2G> )V

- - _ d 2
o, =3Ke¢,, o, =(1+z’0—jao, £, = 1+3KV i+0_0d_ g,.
dt 3K dt 3K 4r*

Lathato, hogy a 2G ¢és a 3K rugalmassagi dllandok mindkét modellben azonosak.

EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOT esetén az (5) nem irhatd fel egyetlen egyen-
letben, mint a (4), ugyanis a v = —g;/€ # constans feltétel miatt a keresztiranyt nytlas

nem kiiszobolhetd ki, s igy

oc+16 =2G(s—¢,) +2n(é—¢,) +6(¢6-&,), ©
o +17,6=3K(e+2¢,)+3K (6 +2, )+ 0, (6 +2&,)

Ez furcsa szitudcid, ui. az idedlisan rugalmas Hooke-torvény, az irreverzibilis
termodinamika II. fotétele szerint is realis kozelitése az anyag reverzibilis viselkedé-
sének. Definici6 szerint

Ezd_ﬁzdﬁ(&gk)zdU(g(t):gk(t))_E(t), by Sk _ Sk(t)zv(t).

de de de(t) - e S(t)
Az E linearis rugalmassagi modulus és a v Poisson-tényezo idofiiggése az un.
»oregedési” elméletek alapja is. Ezek konkrét alakjara a 4. pontban mutatunk fel példat.

2. YOUNG ES A RUGALMASSAGI MODULUS

THOMAS YOUNG neve a mérnokok altal legismertebbek kozé tartozik, hiszen az altala
bevezetett Young-modulus, vagy ahogy talan meég tobben ismerik, a rugalmassagi
modulus, a leggyakrabban hasznalt paraméterek kozé tartozik. Ennek a fontos tun.

2

»anyagallandonak™ az alkotoja csodalatos, szines egyéniség volt, feltétleniil érdemes

arra, hogy a mérnokak tisztelettel Orizzék emlékét.

1773. junius 13-an sziiletett az angliai Milvertonban. Edesapja nagykereskedd és
bankar volt. Csodagyermeknek tartottdk (feljegyezték példdul rola, hogy kétéves
kordban mar kivaloan olvasott, négyévesen pedig mar a teljes Biblidt is tobbszor
elolvasta és elég jol ismerte annak szovegét). Nyelvtuddsa mar fiatal koraban egészen
elképesztd volt: hatévesen beszélt latinul és még nem toltétte be a tizennegyedik
¢letévét, amikorra elsajatitotta a goérég, a francia, az olasz, a héber, a kaldeus, a szir, a
szamadariai, az arab, a perzsa, a torok és az etiop nyelvet is...
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Csaladja igen nagy szeretettel vette koriil, kiilondsen nagyapja' oriilt gyors szellemi
fejlédésének és valosaggal elhalmozta konyvekkel. Szinte minden fontos dolgot otthon
sajatitott el, mert a merev és gyenge szinvonalli elemi iskolai rendszerbe soha nem
tudott igazan beilleszkedni.

Bar mar egészen kicsi koratol kezdve szinte
minden érdekelte’, kezdetben elsésorban a régészet
¢s a torténelem kototte le figyelmét. 1792-ben
nagybatyja — a hires orvosként praktizaldo Richard
Brocklesby — hatasara mégis a londoni orvosi
egyetemre iratkozott be. Két év mulva a skociai
Edinburgh egyetemén folytatta tanulmanyait, majd
rd egy évre valtott, a kontinensre utazik és a hires
gottingeni egyetemet keresi fel. Kozben megirja elsd
publikécioit, melyek olyan sikeresek, hogy YOUNGot
1794 juliusdban (21 éves ekkor, és még egyetemi

hallgatd) tagjava valasztja a Royal Society. Bar
visszaemlékezései szerint Gottingenben nem érezte tulsdgosan jol magat — az egyetem
merev szabdalyai sokszor nem voltak kedvére — 1796-ban mégis itt szerzi meg a
doktoratust”.

Rovid eurdpai korutat kdvetden — foleg kiilonboz6 német tartomanyokban idozik,
majd egy honapot tolt példaul Drezdaban a képtar tanulmanyozojaként — 1797-ben a
cambridge-i Emmanuel College hallgatdja lesz, folytatja orvosi tanulmanyait. Ennek az
évnek decemberében halt meg orvos nagybdtyja, akitdl jelentds vagyont 6rokolt, igy
ettd]l kezdve soha tobbé nem voltak komoly anyagi gondjai. 1799-ben a hires londoni
Welbeck Street-en nyit maganrendelést és ezzel parhuzamosan egyre nagyobb szenve-
déllyel veti bele magat a tudomanyos tevékenységbe is, elészor tobbnyire névtelen®
cikkekkel és egyéb publikaciokkal, de hamarosan mar a Royal Society el6addtermeinek
kozismert alakja lesz. A természettudomanyok szinte minden 4agaban gyorsan halad,
1801-ben az angol tudomdnyos kutatasért-képzésért felelés Royal Institute
természettudomanyi professzorava nevezik ki (a cim tulajdonosaként fizikat, mecha-
nikat, hidrodinamikat és matematikat oktatott). YOUNG nagy szorgalommal fog hozza az
aktiv kutatasokhoz szorosan kapcsolodo tanitdshoz, két €v alatt tobb mint 90 eldadast
tart. 1802-ben a Royal Society kéri fel egy 0jabb posztra, a Tarsasag kiilkapcsolatokért
felelds titkara lesz.

Anyai nagyapja hamar magahoz vette a kisfiat, tulajdonképpen gyermekkora nagy részét vele toltotte.

Tizenkét éves koraban kedvenc olvasmanyai kozé tartoztak Newton fizikai-matematikai munkai illetve
Euklidész geometriai értekezése.

Disszertacioja anatomiai, hangtani és nyelvészeti kérdésekkel foglalkozott.

Sajat bevallasa szerint elsé tudomanyos publikacioival nem kivanta ,,rossz hirbe keverni” az orvosi
hivatast...
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1803-ban ujabb valtds kovetkezett be az életében: orvosi teenddire hivatkozva
lemondott a Royal Institute-ban betdltott professzori allasardl’, bar ugyanakkor mas
hivatalos megbizasokat még elvallalt. 1814-ben példaul a londoni vérosi gaz
bevezetésérol dontd bizottsag tagjaként dolgozik hossza ideig, 1816-ban egy
idoméréssel foglalkozé allami bizottsag titkara, 1818-ban pedig egyidejlileg nevezik ki
a Board of Longitude, az angol Mérésiigyi Hivatal titkarava és a HM Nautical Almanac
Office, a Tengerészeti Almanach Hivatal® vezetdjévé. Kozben 1811-be feladta orvosi
maganpraxisat, a Szent Gyorgy-korhazban vallal munkat és itt is marad ,,f6allasban”
egészen 1829. majus 10-én, 56 éves kordban bekovetkezett halalaig’.

Nem biztos, hogy mindenki egyet tud érteni gyakran emlegetett jelmondatdval
(,,Minden ember képes arra, amire masok képesek™), de az abbol dradé magabiztossag
és erd a késé nemzedékek szamara is tiszteletreméltoak. ..

YOUNG TUDOMANYOS MUNKASSAGA. YOUNG altal vizsgalt tudomanyteriiletek szdma
legalabb olyan valtozatos, mint élete. Témdak szerint csoportositva emlitjiik a
legfontosabbakat, kihagyva ebbdl a sorbol a kifejezetten mechanikai targya
eredményeit, mert azokat — a rugalmassagi modulussal egyiitt — majd kiilon pontban
targyaljuk.

(A) FIZIKAT KUTATASOK. Az egyik legismertebb ¢és legjelentdsebb eredménye a fény
hullamtermészetének bizonyitasa egy 1801-ben bemutatott szellemes ¢€s egyszeri
kisérlettel®. Gdabor Dénes, a Nobel- dijas magyar tudos a kévetkezéképpen irt errél a
Fizikai Szemle 2000/6-0s szdmaban:

~Napsugarat bocsatott egy sétét szobaba, utjaba egy sotét ernyét helyezett, rajta két
tiszurasnyi lyukkal, és ettol bizonyos tavolsagban egy fehér ernydt. Két sotét vonalat latott egy
fényes vonal két oldalan, ami annyira felbatoritotta, hogy megismételte a kisérletet.
Feényforrasként ezittal alkohollangot hasznalt, benne egy kis soval, hogy ndtrium fényt tudjon
eléallitani. Most szamos, szabdlyosan elhelyezkedd sotét vonalat latott. Ez volt az elsé vilagos
bizonyiték arra, hogy ha fényhez fényt adunk, sotétséget kaphatunk. A jelenség neve
interferencia. Thomas Young szamitott erre, mert hitt a fény hullaimelméletében. Christian

Nem kizart, hogy ebben szerepet jatszott az is, hogy az eldadasait hallgatok allandéan arra
panaszkodnak, hogy til bonyolultnak és til magas szintlinek tartjak o6rai. Egyik didkja panaszlevelében
azt irta, hogy ., a professzor ur ugy tartja az eléaddsait, hogy eleve feltételezi, hogy a diakok mar
mindent tudnak...”

Tengerészeti és csillagaszati helymeghatarozassal és az ehhez kapcsolodo egyéb kérdésekkel valamint
kiadvanyok — tengerészeti évkonyvek - készitésével foglalkozoé hivatal. Young volt az els6 vezetdje.
1829 februarjanak elején hirtelen 1égzési nehézségei tdmadtak és ezek a kovetkezd honapokban
allanddan erdsodtek. Sajnos legjobb kollégai sem tudtak rajta segiteni.

Néhany évvel ezel6tt amerikai fizikusok kdzott szavazast tartottak, hogy a fizika egész torténetében
mely  kisérleteket  tartjak a  ,legszebbeknek” (lasd a  szavazas  részleteirél a
http://www.origo.hu/tudomany/technika/20060124atiz.html honlapot). Youngnak a fény hullamtermé-
szetét demonstrald kisérlete a tizes rangsorban az 6todik helyen végzett.

106


http://www.origo.hu/tudomany/technika/20060124atiz.html

Huygens’ eredeti étletéhez az volt a & hozzdjaruldsa, hogy a monokromatikus fény szabdlyos
szinuszos rezgést jelent egy kézegben, amelyet abban az idében éternek hivtak.”

Ez a megéllapitas elméleti jelentdségén kiviil szamtalan gyakorlati feladat
megoldasat is lehetdvé tette a késObbiekben, példaként emlitjik a rontgen-
krisztallografiat, az anyagok belsd felépitését vizsgald tudomdanyagat, mely jelentds
mértékben épit YOUNG felfedezésére.

A folyadékok feliileti hatarfesziiltségeinek elemzéséhez kapcsolodik YOUNG 1804-
ben publikalt'® masik fizikai felfedezése, a folyadékok feliileti fesziiltségeit illetve a
szilard testtel érintkezd folyadék viselkedését magyardzo jelenségek leirasa. Ezzel a
modellel sikertiilt a kapillaritas jelenségét fizikailag helyesen magyarazni. YOUNG erre
vonatkozd egyenletét egy évvel késobb toéle fiiggetleniil PIERRE-SIMON MARQUIS DE
LAPLACE'! is felfedezte, ezért ma sokszor Young-Laplace-egyenletként s
talalkozhatunk vele (tipikus mai alkalmazéasa ennek a kérdéskornek példaul a kiilon-
bz mososzerek hatdsmechanizmusanak elemzése).

Megjegyezziik, hogy YOUNG a szilard testen 1évé folyadékcsepp feliiletének
geometriai adatait is meg tudta adni modelljével .

Elméleti vizsgalatokat végzett a kiilonb6zé molekulak méretének meghatarozasara
is. Az éltala megadott értékek pontossagat jo 6tven mulva igazolték a fizikusok.

Fontos technikatorténeti érdekességként emlitjiik, hogy kiilonb6ozé tudomanyos
irdsaiban YOUNG hasznalta el8szor'> a mai értelemben az »energia’” kifejezést, felvalt-
va ezzel a korabbi korok ,,vis viva'? klasszikus elnevezését.

(B) ORVOSTUDOMANY. YOUNG az élettani optika tudomanyanak megalapitdja.
1793-ban publikalta hires munkajat a szem akkomoddcios képességérol, a szemlencse
alakjat befolyasold izmok hatasar6l. Ebben megmagyarazta, hogy hogyan fokuszalja a
szemlencse a fénysugarakat, azaz hogyan valtozik a szemlencse alakja a sziikséges
mértékben az éles 1atas sordn.

Néhany évvel késobb 0jbol visszatért a latds probléméjahoz. 1801-ben a szem
szaruhartyajanak egyenetlen gorbiiletével els6ként adott helyes magyardzatot a
szemtengelyferdiilés, az ugynevezett asztigmatizmus néven ismert latashibara. 1802-
ben elséként jott rd, hogy a szinldtds a harom alapszin (a kék, a voros és a zold)

% 1629 — 1695. Holland matematikus, csillagasz és fizikus. Tobbek kozott kivald oraszerkezetek
készitésérdl ismert.

10 Cohesion of Fluids" Phil. Trans., pp. 65. 1805.

11749 — 1827. Kivalo francia matematikus és csillagasz, hires a csillagiszatban alkalmazott matematikai
madszereirdl.

"2 Ennek a modellnek a helyességét Dupré francia fizikus igazolta 60 évvel késébb termodinamikai elvek
felhasznalaséaval, igy ma ezt sokszor Young-Dupré-modellnek is nevezik.

1 El8szor egy 1807-es cikkében talalhaté meg uj névkeént.

' A latin kifejezés ,.6I6 erd”-t jelent. Leibnitz nevéhez kapcsoljak ebben a forméaban, bar mar az okori
tudésoknal is el6fordult hasonl6 utalassal.
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alapszineket a szemben a retinahartyan 1évé kiilonboz6 idegi receptorok'® érzékelik.

YOUNG értékes miivet'” publikalt a hemodinamika targykorében is, és mas orvosi
konyvei'® is jelentdsek voltak. Erdekességként jegyezziik meg, hogy a gyogyitisban
sokaig alkalmaztdk az altala kidolgozott szabalyt, amely a gyermekeknek adhato
gyogyszermennyiségek értékét hatarozta meg a felndttek adagjainak és a gyermek
élettani adatainak figyelembevételével'. ..

(C) REGESZET. YOUNG egész életében komolyan érdekldott a régészet irdnt, fiatal-
koraban is els@sorban ezért tanult idegen nyelveket. Els6sorban 1815-t61 kezd6dden
azonban kiilondsen sok energiat forditott erre a teriiletre, igen intenziven tanulma-
nyozta példaul az egyiptomi hieroglifdk megfejtésének kérdését. SILVESTRE DE SACY”"
¢és JOHAN DAVID AKERBLAD®' korabbi munkéira tamaszkodva 1823-ban publikalt*
munkajaban az irds megfejtésének alapvetden helyes gondolatat fogalmazta meg (sok
részletet mar az 1818-ban megjelent FEncyclopaedia Britannica ,,Egyptom”
szocikkében kozolt). Az volt a hipotézise, hogy az egyiptomi szdvegben szereplé nem-
egyiptomi neveket ugy irtdk le, hogy benniik a hieroglifdk nem fogalmakat, hanem
hangokat jelolnek. Két uralkodd, Ptolemaiosz és Berenike nevének elemzése hat
hieroglifa helyes értelmezéséhez vezetett, harom masik esetben a megfejtése részben
helyes és négy masik esetben pedig téves volt.

JEAN-FRANCOIS CHAMPOLLION”® francia tuddsnak 1822-ben pontosabb megoldast
sikeriilt elérnie, Young nevét azonban nem emlitette. YOUNG elismeréssel szolt
CHAMPOILLON munkajarol, azonban kifogasolta, hogy nem tortént hivatkozas 1818-as
lexikonbeli irasara. Ugy vélte, hogy a francia tudés alapvetden az 6 cikkét hasznalta®*.
Sokaig tartott a vita kettdjiik kozott, csak 1826-os parizsi talalkozojukon boritottak
fatylat a multra, és a tovabbiakban nem vitattak ezt a kérdést.

> A publikiciéiban kozolt elmélet részleteit késSbb a nagy német orvos és fizikus, a biomechanika
megalapitoja, Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 — 1894) dolgozta ki részletesen, ezért
szokas Young-Helmoltz-féle trikromatikus modellnek is nevezni a szakirodalomban.

1o A szineslatas Young-féle élettani modelljének kisérleti igazolasara egészen 1959-ig kellett varni.

17 wFunctions of the Heart and Arteries”, 1808.

'8 _An Introduction to Medical Literature” és “System of Practical Nosology”, mindketté 1813-ban jelent
meg, tovabba ,,4 Practical and Historical Treatise on Consumptive Diseases”, ezt 1815-ben adtak ki.
¥ Az igazsaghoz az is hozzatartozik, hogy maga Young a gyakorlati gyogyitast joval ritkabban miivelte.
Bar élete végéig ragaszkodott ,,orvosi féallasahoz”, pacienseinek szama mindig nagyon csekély volt.

21758 — 1838. Francia nyelvész és orientalista.

*1 1763 — 1819. Svéd diplomata és orientalista, Sacy tanitvanya. Ok ketten 29 jelet fejtettek méar meg az
ugynevezett egyiptomi irasbol.

,wAccount of the Recent Discoveries in Hieroglyphic Literature and Egyptian Antiquities”.

1790 — 1832. Francia nyelvész és orientalista. A rosette-i k6tabla haromnyelvii feliratara tdimaszkodva
adta meg az egyiptomi iras megfejtését.

Young allitasa mai szemmel valdszintinek tlinik, mert a modern elemzések kimutattak, hogy még a
Young altal hibasan elemzett részeket is pontosan ugyanugy hasznalta Champoillon.
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(D) NYELVESZET. YOUNG sokat foglalkozott Osszehasonlitd nyelvészettel. Az
Encyclopaedia Britannica-ba irt terjedelmes nyelvészeti szdocikkében 400 kiilonbozo
nyelv nyelvtanat és szokincsét hasonlitotta 6ssze. 1813-ban kiilon miivet is megjelentett
errdl a kérdésrél. O tjitotta fel és tette kozismertté egy holland nyelvész — MARCUS
ZUERIUS VAN BOXHORN” — 165 évvel azelbtt tett javaslatat az un. ,.indoeurdpai
nyelvesalad” elnevezés hasznalatara.

YOUNG brilians elméje jatszi konnyedséggel mozgott a kiilonb6z6 tudomanyagak
kozott. A mabol nézve gy tiinik, hogy utolsé képviseldje volt a XVIII. szazadi
felvilagosodas polihisztorsagra torekvé elméinek ¢és valosziniileg a francia
enciklopédistak szalonjaiban érezte volna magat a legjobban.

A XIX. szazadtol kezdve az egyre jobban szakosodd, egyre inkabb csak a sajat
tertiletiiket miivel6 tuddsok sokaig kissé idegenkedve tekintettek rd €s munkaira, azt
kérve tdle szamon, ami eleve idegen volt személyiségétdl, az egyetlen — lehetdleg minél
szlikebb — témaban vald nagyon alapos elmélyedésre torekvést és a ,,gyors valtasok™
elhagyéasat.

Ez az élete soran egyre erdsodo ,,szakmai tavolsagtartas™ idézte példaul eld azt is,
hogy korai ¢és hirtelen haldla tudoméanyos korokben alig keltett visszhangot
Angligban®... Hidba tartottdk szellemi oridsnak olyan tudosok, mint JOHN HERSCHEL®’,
LORD RAYLEIGH?® vagy ALBERT EINSTEINY, a XXI. szézad elején mégis sziikség van
YOUNG ,,ujrafelfedezésére”, hogy valoban mélto helyet foglaljon el a vilag legnagyobb
tudosai kozott.

A RUGALMASSAGI MODULUS. YOUNG mechanikai kutatasai alapvetéen azokhoz az
évekhez kotddnek, amikor 1802-03 kozott a Royal Institute tandra volt. El0szor 1802-
ben jelentetett meg egy vazlatgylGjtemény-szerti kis konyvecskét ,,4 Syllabus of a
Course of Lectures on Natural and Experimental Philosophy” cimmel, majd
egybegylijtotte ¢és atdolgozta Osszes mechanikai témaju eldadasat egy kétkotetes
munkéban™.

Ennek a miinek az elsé kotetében adta meg eldszor Young a rugalmassagi modulus
fogalmat az ,,Of the equilibrium and the strength of elastic substances” cimi fejezetben.
Kozpontosan nyomott oszlopok vizsgélata soran jutott arra a kovetkeztetésre, hogy a
1étrejovo rugalmas elmozdulasok meghatarozasahoz mindenképpen sziikség van egy

» 1612 — 1653. Kivalo holland nyelvész. Mesterséges nyelvet is kidolgozott a nemzetek kozott

kommunikaciora.

Egyediil Parizsban — ahol 1827-ben az Akadémia tagjava valasztottak — tartott gyaszbeszédet Arago, a
nagy matematikus.

1792 — 1871. Angol matematikus ¢és csillagdsz, a Szaturnusz és Uranusz t6bb holdjanak felfedezdje.
1842 — 1919. Nobel dijas angol fizikus, az argon felfedezdje.

1879 — 1955. Német sziiletésti elméleti fizikus, a modern fizika legnagyobb tudoésainak egyike.

A Course of Lectures on Natural Philosophy and the Mechanical Arts”. E16szor 1807-ben jelent meg
Londonban, ezt kés6bb még tobb — kivonatos — kiadas kdvette.

26
27

28
29
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anyagonként allandonak tekinthetd paraméterre, amit 6 ,,rugalmassagi modulus™ névvel
jelolt. Az igazsdghoz hozzatartozik, hogy YOUNG szovege alapjan értelmez6 adat inkabb
a mai szohasznalattal ,,normalmerevségnek™ nevezett értéknek feleltetheté meg, és nem
tisztan az anyagallandénak.

Ezt az ellentmondast HENRI NAVIER” is érzékelte, és 1819-es egyetemi eléadasi
jegyzeteiben illetve 1826-ban megjelent nagy mechanika tankdnyvében®” korrigalta is
YOUNG modelljét, szétvalasztva a tisztan anyagi tulajdonsagokat megad6 paramétert a
geometriai jellemzoktol. Tulajdonképpen azota is a NAVIER altal hasznalt definiciot
hasznaljuk, de hozzd kell tenniink, hogy NAVIER maga is megtartotta a ,,Young-
modulus” nevet, nem vitatva YOUNG elséségét az eredeti gondolat létrehozaséban™.

YOUNG az eldbb emlitett miivében szamos mas mechanikai kérdéssel is foglalkozott,
olyanokkal, amelyek altala megadott megoldasa akkoriban teljesen ujnak (1) szamitott.
Tobbek kozott vizsgalta:

- a gerendak hajlitasanak kérdését, pontos megoldasat adva a kés6bb Navier (és masok)
nevéhez kapcsolt hajlitdsi modellnek,

- a huzas kozben keletkezé keresztiranyii alakvaltozas jelenségét, amelyet Poisson™ csak
joval késobb, 1829-ben publikalt, és amit ma Poisson-hatdsként ismer a vilag,

- a rugalmas és torési allapot kdzotti atmenet mechanikai viszonyait, és Navier-t joval
megeldzve felhivta a figyelmet a rugalmassagi hatar figyelembevételének fontossagara,

- a szerkezetekre es6 terhek dinamikus hatasdt a kinetikus energia értékének
felhasznalasaval,

- a kiilpontosan huizott/nyomott oszlopok fesziiltségeloszlasanak kérdéseit és elséként adott
helyes modellt erre a jelenségre,

- a nyomott oszlopok kihajlasinak killonleges eseteit (gulakbdl Osszerakott oszlopok,
kezdeti kiilpontossaggal rendelkez6 teher, kezdeti gorbiilettel rendelkez6 oszlopok, stb.).

- hidromechanikai feladatként vizsgélta a hajok stabilitdsi kérdéseit, kiillonos tekintettel a
legkedvezobb alak 1étrehozasara.

YOUNG egyéb munkait is ismerve egészen elképesztd ez a lista, kiillonosen akkor, ha
figyelembe vessziik, hogy viszonylag rovid 1d6t forditott ezekre a kutatdsokra és sajat
maga is inkabb ,,jatékos kitéronek™ tekintette ezeket a vizsgalatokat orvosi-fizikusi-
régészi életmiivében.

311785 — 1836. Kivalo francia mérnok. Munkaiban elsSként egyesitette a fizikai-matematikai alapokon
nyugvo tudomanyos megkozelitést a mérnoki gyakorlat igényelte eljardsokkal. Nagy szerepe volt a
hasznalhato gerendaelmélet kidolgozasaban.

32 Résumé des Lecons de Mécanique.

3 Egyébként is igen nagyra értékelte Young munkait.

#1781 — 1840. Francia matematikus. Munkéssaga komoly hatassal volt a mechanika fejlédésére is.
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Erdekes kérdés, hogy ezek az 1j — és raadasul nagyon fontos — mechanikai
eredmények miért nem mentek at rogton a koztudatba? Sajnos a mérnoki tarsadalom — a
rugalmassdgi modulust kivéve — alig vett tudomast a fenti kutatasokrdl, az 6sszes fent
emlitett eredmény a kovetkez6 évtizedekben mas kutatok révén lett kozismert.

LorD RAYLEIGH, aki 1892-ben vette at az els6ként YOUNG altal vezetett Royal Institute
iranyitasat, vette a faradtsagot, és hosszasan elemezte ezt a kérdést. Részletesen atnézte
YOUNG miivei mellett eléadasi vazlatait és levezetéseit, majd arra a kovetkeztetésre
jutott, hogy YOUNG egyszerlien ,.tul gyors” volt kortarsaihoz képest, kiilondsen akkor,
amikor matematikai vagy mechanikai feladatokrdl tartott eldadast az akkoriban
matematikdban még egyébként sem tul jaratos hallgatosagnak. Nagyon sok dolgot
kozolt részletes levezetés vagy magyarazat nélkiil, ,,ez trivialis” megjegyzéssel intézve
el egy bizonyitas hidnyat és bizony ez nem tette 6t konnyen elfogadhatdva azok szamara
sem, akik egyébként tényleg érdeklddtek volna munkai irant. Tisztelték, de lehetdleg
tavolrol, és nem vették a faradtsagot, hogy mélyebben elemezzék munkait. Sajnos
YOUNG személye sem tette egyszeriien megoldhatova ezt a helyzetet, hiszen 6 maga mar
régen egy Ujfajta feladattal foglalkozott, amikor hallgatéi vagy akar a szélesebb miiszaki
kozvélemény még a régit sem tudta teljesen feldolgozni...

Nagy francia kortarsaitol eltéréen az 6 neve haldla utdn sokdig — teljesen érdem-
telentil — a mérnokok kozott csak egyetlen dologrol, a rugalmassagi modulusrol volt
ismert, pedig mechanikai munkéssaganak szinvonala méltd csodalatos életmiive tobbi
részéhez.

3. POISSON ES A POISSON-TENYEZO

POISSON ELETE. SIMEON-DENIS POISSON 1781. junius 21-én sziiletett Pithiviers-ben,
egy Parizstol mintegy 80 km-re délre talalhatd kisvarosban. Sziilei nagyon szegények
voltak, apja koran nyugdijazott, alacsony beosztasu katonatiszt. Tobb iddsebb testvére a
nehéz koriilmények miatt mar kisgyermek kordban meghalt, Poisson is csak édesanyja
emberfeletti kiizdelmének kdszonhette ¢letben maraddsat. Nem tudtik iskolaba jaratni,
egészen tizendt éves koraig éppen csak olvasni és irni tudott
otthon megtanulni. Anndl csodéalatraméltobb volt rendkiviil
gyors szellemi fejlodése az ezt kovetd években. 1796-ban —
szerencsés valtozasként az életében — Fontainebleau-ban
lako nagybatyja magahoz vette, és lehetdséget adott neki a
tanulasra.

Egészen lenyligozé intenzitassal kezdett matematikat
tanulni, igy két évvel késObb, 1798-ban sikerrel felvételizett

az Ecole Polytechnique mar akkor hires intézetébe. Olyan
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kivalo tanarok keze alatt tanult, mint PIERRE-SIMON MARQUIS DE LAPLACE” és JOSEPH
Louts LAGRANGE™® (aki akkor példaul a fiiggvénytant oktatta). Mindketten felfigyeltek a
hatalmas tempoban haladé didkra (1800-ban — minddssze két év alatt — mar sikerrel be
is fejezte tanulmanyait) €s javaslatukra az egyetem el0szor segédoktatoi, majd 1806-t61
rendes eldadodi allast ajanlott fel a Matematika Tanszéken (6 is fiiggvénytant oktatott,
éppen a — Napoleon utasitasara Grenoble-ba tavozo — JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER® -t
valtotta a katedran).

LAGRANGRE és LAPLACE is nagyon jo barati kapcsolatban voltak PoiSsONnal, a 32
évvel idOsebb LAPLACE szinte fiaként kezelte a tehetséges fiatalembert. PoissoNnak mar
elsd publikécioi olyan sikeresek voltak, hogy LAGRANGE javaslatara 1812-ben a Francia
Akadémia felvette tagjai kozé. 1808-ban a mérések szabvanyositasaval és a tengeri
navigacid kérdéseivel foglalkozd Bureau des Longitudes—ben kezdett el dolgozni
csillagaszként, 1809-ben pedig az Ecole Polytechnique-n a mechanika professzori
allasat is ellatta. 1815-t6l a Saint-Cyr-ben miikodd nagy francia katonai akadémia
rendszeres vizsgaztatdja lett, 1818-ban az angol Royal Society vette be tagjai kozé,
1820-ban pedig az Ecole Polytechnique valasztotta be igazgatdtanacsi tagjai kozé.
1832-ben megkapta a Royal Society rangos kitiintetését, a Copley Ermet (AIRY"® az
el6z6 évben, Gauss™ pedig néhany évre ra kapta meg ugyanezt a dijat).

Apjaval ellentétben, aki aktivan részt vett a francia forradalom eseményeiben, és
késobb is szenvedélyesen politizalt, POISSON sokkal inkabb visszahuzodoé alkat volt. Bar
minden forrds azt bizonyitja, hogy egész ¢letében megdrizte a sziileitdl kapott
koztarsasagi szellemet és ateista gondolkodast, de a forradalom bukésat kdvetden, majd
a csaszarsag illetve késObb a Bourbon-restauracio alatt tartdzkodott mindenféle politikai
megnyilvanuldstol. 1804-ben példdul mindent megtett, hogy fékezze az Ecole
Polytechnique didkjainak Napoleon ellenes szervezkedését, nem éppen azért, mert
kiilonosen lelkesedett volna Napoleonért, egyszeriien csak az intézetben folyd munka
nyugalmat akarta biztositani. A sors fintora, hogy Napodleon hivatalnokai késébb éppen
Ot zaklattdk a legtobbet ezért. Késébb — 1821-ben —, amikor a kiralytdl bardi cimet
kapott, nemhogy a cimet nem hasznalta soha, de még a kinevezés okmanyat sem vette
at. Az 1830-as forradalom utan Lajos Fiilop korméanya minden allasatol és cimétdl meg

331749 — 1827. Kivalé francia matematikus és csillagasz, hires a csillagaszatban alkalmazott matematikai
modszereirdl.

%1736 — 1813. Olasz-francia matematikus és csillagasz. Féleg analizissel és égi mechanikéval
foglalkozott, a X VIII. szazad egyik legnagyobb matematikusanak tartjak.

371768 — 1830. Francia matematikus és fizikus. A matematikai sorok illetve speciélis transzformaciok
tették hiressé nevét.

¥ 1801 — 1892. Kivalé angol csillagasz és fizikus. A fesziiltségfiiggvényekrdl irt munkai tették ismertté a
mérndkok kozatt.

¥ 1777-1855. Német matematikus és fizikus, a vilag legnagyobb tudésainak egyike.
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akarta fosztani, de baratja, FRANCOIS JEAN DOMINIQUE ARAGO™ kiralyi kegyelmet
eszkozolt ki szamadra, s6t, haléla el6tt néhany évvel tudomanyos életmiivére hivatkozva
megkapta a ,,Franciaorszag peerje” cimet is.

PoIsSsON 1840. aprilis 25-én halt meg Parizs kozelében, Sceaux-ban. Minddssze 59
éves volt. Nevét — orokkeé €16 tudoméanyos hagyatékan kiviil — egy réla elnevezett krater
is 6rzi a Holdon.

Egész ¢életének jellemzdje az a mondat, amit gyakran hangoztatott kollégai és tanit-
vanyai kozott:
Az élet csak két dologra jo: matematikat kutatni és matematikat tanitani...”

TUDOMANYOS MUNKASSAGANAK FONTOSABB ADATAL Nagyon fiatalon, még 19 éves
egyetemista kordban publikalta elsé dolgozatait. Az egyikre, egy véges
differenciaegyenlet integralszamitassal torténé megoldasara azonnal felfigyelt a
tudomanyos kozvélemény. ADRIEN-MARIE LEGENDRE' rdgton kozlésre javasolta munké-
jat, és ezzel megkezdddott PoissoN kozel 400 cikket kitevd publikacids tevékenysége.

A matematika ¢és a fizika szdmos teriiletén hasznaljdk ma is az altala
megfogalmazott egyenleteket illetve valtozokat. Gondoljunk csak a potencialelmélet
Poisson-egyenletére vagy ennek vektoralgebrai megfeleldjére, az dramlastan Poisson-
Boltzmann-egyenletére, a kilonboz6 fizikai feladatoknal gyakran hasznalt Poisson-
integralra, a Poisson-eloszldsra, stb.. Rengeteg olyan matematikai Otlete, elkezdett, de
sajnos sokszor be nem fejezett, kellden ki nem munkalt matematikai gondolata volt
egyébként, amelyek évekkel-évtizedekkel késébb masok publikacidinak eredményeként
valtak nemzetkozileg ismertté (tobbek kozott NAVIER-tO] teljesen fliggetleniil formalta
meg példaul a ma Navier-Stokes-egyenletekként ismert aramléstani alapdsszefiiggést...)

A szamunkra mechanikai szempontbol fontosabb publik4cioi sorat az 1814-ben a
Mémoires cimii kiadvanyban megjelent*, Mémoire sur le surfaces élastiques™ nyitotta
meg. BERNOULLI és LAGRANGE kordbbi munkaira épitve vizsgalta kiilonbozd alaka
membranok rezgéseit, és felirta a fizikai modellezéshez sziikséges differencial-
egyenleteket.

Tobb kisebb cikk mellett 1829 és 1831 a datuma a PoissoN altal publikalt talan

legfontosabb mechanikai munkaknak. Az elsé a ,,Mémoire sur [’équilibre et le

4395

mouvement des corps élastiques ", a masik pedig a ,,Mémoire sur les équations

%1786 — 1853. Katalan szarmazasu francia matematikus, fizikus, csillagasz. Idénként politikaval is

foglalkozott, foleg kollégai segitésére hasznalva kapcsolatait és befolyasat.

1752 — 1833. Matematikus, matematikai statisztikaval, szamelmélettel, algebraval és analizissel
foglalkozott.

Tobb kutatonal téves ennek a publikdcionak a datuma. A hibat az okozza, hogy a kiadvany az 1812-es
datumot viseli ugyan, de a hosszi nyomdai atfutdsi id6 (mar akkor is...) miatt csak 1814-ben jelent
meg.

“ Mémoirs of the Academy, Vol. 8. 1829. pp. 357-570.
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générales de I'équilibre et du mouvement des corps élastiques et des fluides** cimet
viseli. Ezekben a dolgozatokban45 kifejti azokat az alapelveket, amelyeket a mechanikai
rendszerek vizsgalatanal fontosnak tart, és felirja a vizsgalatukra javasolt matematikai
egyenleteket. Szerinte a vilagot szabalyos rendben elhelyezkedd atomok (molekulak)
épitik fel, és azok kozotti erfk szabjak meg az anyag €s igy a szerkezetek mechanikai
viselkedését. A vizsgalt test egy elemien kicsiny darabjara irt fel harom egyensulyi
egyenletet, és ezekhez harom peremfeltételt fogalmazott meg kiindulasi bazisként (ezek
nagyon hasonléak CLAUDE-LOUIS NAVIER*® és AUGUSTIN Lours CAUCHY"' egyenletei-
hez), majd bebizonyitotta, hogy ezek sziikséges és elégséges feltételei a test barmely
részén a nyugalmi egyensily meglétének. Felirta a testek belsejében keletkezd
elmozdulas-hullamokra vonatkozd egyenleteket is, €és egyszerlibb esetekre megadta
integralt valtozataikat, tovabba foglalkozott a hullamokban keletkez6 esetleges zavarok
hatasaival. Hivatkozva OsZTROGRADSZKI"® publikacidira, PoissoN ekkor fogalmazta
meg a huzott izotrop rudelem tengelyiranyt alakvaltozasanak a keresztiranyt alakval-
tozasokra gyakorolt hatasat, €s vezette be azt a paramétert, amit ma a mérnokok szerte a
vilagon Poisson-tényezoként ismernek.

Poisson egyszerli testek (példaul kiils6-belsé nyomassal terhelt korgytirtik) szilard-
sagtani vizsgalatat (fesziiltségek, alakvaltozasok szamitasa, rezgések elemzése, stb.) is
elvégezte ezekben a munkdiban. Egyenletesen terhelt vékony hajlitott lemezekre —
befogott peremfeltételekkel — felirta a biharmonikus fiiggvények differencidlegyenletét,
amit ma Kirchhoff-Love-modellként ismer a vilag. Kor alakil lemez esetére atirta a
feladatot polarkoordinatéas valtozatra, és megadta a feladat megoldasat is. Foglalkozott a
lemez szabad rezgéseinek modellezésével, és tobbféle esetre — példaul kor alaka
valtozatra — a megoldast is megadta.

1833-ban kiadott ,,Traité de Mecanique™ cimii kétkotetes — alapvetden tankonyvnek
szant — mivében a fentiek rendszerezett Osszefoglaldsa mellett nagyon sok egyéb
rezgéstani €és elmozdulds-szamitasi vizsgalatot is bemutat (rudakra, gerendakra,
kétdimenzids testekre). Kiilondsen sokat tett azért, hogy a mérnokdket megtanitsa a
trigonometrikus sorok hasznélatara kiilonb6zé mechanikai feladatok vizsgalatanal.

A mai kor tudomanytorténészei ugy latjdk, hogy PoissoN elsdsorban
matematikusként alkotott igazan jelentdset, mérndki munkéssagaban nem volt olyan
1éptékli 0jitd6 a mechanikdban, mint példaul a kortirs CAUCHY vagy NAVIER. A
mérndkok vildga azonban — elsdsorban a gyakorlati problémak kivalé megolddjaként —
mindig tisztelettel 6rzi emlékét.

“ Journal de I'Ecole Polytechnique, Vol. 20. 1831, pp. 1-174.

Megjegyezziik, hogy egyetemi eldadasaiban az itt leirtakat akkor mar tobb éve tanitotta.

*0 1785 — 1836. Kivalé francia mérndk és fizikus.

1789 — 1857. A legkivalébb matematikusok egyike. Nagyon sokat tett a mechanika alapfogalmainak
meghatarozasaért.

1801 — 1862. Orosz matematikus és fizikus. Sokat foglalkozott mechanikai kérdésekkel is.
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A POISSON-TENYEZO. Mint azt az el6z6 pontban mar leirtuk, POISSON eldszor 1829-
ben emlitette azt a paramétert, amit ma Poisson-tényezOként ismeriink. A dolog
érdekessége, hogy eldszor nem statikai, hanem rezgéstani példaban taldlkozunk vele,
csak utana jegyezte meg, hogy ez a paraméter statikai feladatoknal is hasznalhat6 (lasd
az idézett ml 456. oldaldn). Nem tartozott az altala til gyakran emlitett vagy vizsgalt
kérdések koze, ezt kovetden mar csak az 1833-as mechanika tankdnyvében fordul el6 az
egyik oldalon (II. kotet 369. oldal). Fontos tudnunk, hogy 6 nem anyagjellemzokeént,
hanem — kisebb részben néhany kisérletre, de féleg az atomok kozotti erdkre felirt
elméleti egyenleteire hivatkozva — 0,25 értékii, minden anyagra azonos konstanskeént
tartotta szdmon! A meghatdrozas azonban mar egyezett a ma is hasznalatos képlettel:
v=—¢/g.

A konstansnak feltételezett Poisson-tényezd természetesen azt jelentette, hogy a
homogén izotrop rugalmas testek viselkedését egyetlen anyagallandoval (praktikusan a
Young-féle rugalmassagi modulussal) lehet leirni. A XIX. szdzad elején ténylegesen ez
is volt a kozfelfogas a mechanikdban, NAVIER, CAUCHY"®, POISSON, GABRIEL LAME’ vagy
BENOIT PAULE EMILE CLAPEYRON’' ebben tokéletesen egyetértett. Megjegyezziik, hogy
abban is 0sszhang volt e tudosok kozott, hogy az altalanos anizotrop viselkedést 15
paraméterrel tartottdk jellemezhetonek.

A merev molekulaszerkezetre épitett anyagmodell-felfogast alapvetéen GEORGE
GREEN"® munkdassiga valtoztatta meg. Elete sok hasonlésigot mutat Poissonéval.
Szegény nottinghami molnar fiaként sziiletett, gyerekkordban neki sem volt alkalma
rendszeresen tanulni, csak lopva olvasott konyvekbdl képezte magat. Csak 1833-ban
(negyven évesen) jutott be a cambridge-i egyetemre, 1837-ben védte meg BSc cimét.
1839-ben végre Cambridge-ben kapott kutatoi allast, de két év milva mar meghalt.

1828-ban (ekkor még semmilyen hivatalos végzettsége sem volt!) publikalta elsd, és
talan legjelentésebb munkajat ,,An Essay on the Application of Mathematical Analysis
to the Theories of Electricity and Magnetism” cimen, ahol — a LAPLACE-nal
tulajdonképpen mar sok részletében megtalalhatd, de gyakorlati feladatokra nem tul
gyakran hasznalt — potencidlfogalmat helyezte eldtérbe, és ajanlotta mechanikai
feladatok vizsgalatdra. A rugalmas anyagok belsd fesziiltségeinek és alakvaltozasainak
sszekapcsolasara GREEN ajanlott elészor olyan potencialfiiggvényeket™, melyekbdl
parcialis derivalassal megteremthetdk a fesziiltség-alakvaltozds vagy pedig az

¥ Nagyon érdekes, hogy maga Cauchy Green-nél joval kordbban mar sajat levezetéseiben is eljutott a két

fiiggetlen anyagi paraméter sziikségességéig, de nem vizsgalta mélyebben ezt a kérdést, és az egyiket

csak konstansnak tekintette.

1795 — 1870. Francia matematikus. Hires a gorbevonalu koordinata-rendszerek fejlesztése terén elért

eredményeirdl.

1799 — 1864. Francia mérnok és fizikus, a termodinamika megalapitdinak egyike.

2 1793- 1841.

> A szilardsagtannal kapcsolatos részletek elsésorban az “On the Laws of the Reflexion and Refraction
of Light at the Common Surface of Two Noncrystallized Media” cim{i munkajaban talalhatok.
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alakvaltozas-fesziiltség kapcsolati egyenletek. Ezeket ma a mechanika hiperelasztikus,
vagy mas néven Green-féle modelleknek hivja. Bebizonyithato, hogy ezek a kapcsolati
modellek olyan szimmetrikus negyedrendil tenzorok segitségével adhatok meg, ahol az
anyagmodell altalanos esetben 21 darab konstanst tartalmaz.> Homogén izotrop
rugalmas anyag esetén e konstansok szdma kettore csokken, vagyis a Young-modulus
onmagaban még nem elegendo az anyag tulajdonsagainak leirasara!

A XIX. szazad kozepén két taborra valt szét az anyag mechanikai tulajdonsagaival
foglalkoz6 kutatok csapata: az egyikbe NAVIER, CAUCHY és POISSON kovetdi tartoztak,
akik az egy (illetve 15) allando mellett foglaltak 4llast, a masik csoportot pedig GREEN
elméleteét elfogadok alkottak a ket (illetve 21) paraméterrel. A kérdés megvalaszolasat az
a paradigmavaltas tette lehetdvé, ami akkoriban bontakozott ki a miiszaki tudomanyok
szinte valamennyi teriiletén. Az ipari forradalom hatdsara ezekben az években valt
igazan elfogadottd és hitelessé a nyomokban mar kordbban is 1étezd, de alapvetden
hattérbe szoritott laboratoriumi kisérletezés. Mig a korabbi szazadok dontdéen az
elméleti megkozelitési modot tartottak alapvetonek, a XIX. szazad kozepén az
egyetemeken, az ipari cégeknél illetve fiiggetlen vallalatoknal Iétrejovo, anyag-
vizsgalattal foglalkozd laboratdoriumok mar a mechanikai elméletek mindsitésébdl is
részt kértek.

GREEN elmélete az els§ gyakorlati bizonyitdst az osztrak W. WERTHEIM
kisérleteibdl kapta. WERTHEIM orvos volt, Bécsben sziiletett és ott szerzett orvosi diplo-
mat 1839-ben. 1840-ben Parizsba koltozott, ahol érdeklédése egyre inkabb a mérndki
tudomanyok ¢€s azon beliil is elsdsorban a laboratoriumi kisérletezés felé fordult. 1855-
t61 mér az Ecole Polytechnique laboratoriumaban dolgozott. 1861-ben 6ngyilkos lett.

A Poisson-tényez6vel kapcsolatos mérési eredményeit 1848-ban publikalt™
~Meémoire sur L’équilibre des corps solides homogénes™ 0sszefoglald cikkében kozli,
bar mar korabbi munkdiban is megjelentetett kisebb cikkeket anyagvizsgéalatokrol.
Fémekkel (acél, bronz) és kiilonbozé keramidkkal illetve faval végzett statikus és
dinamikus kisérleteket. Részletesen elemezte a homérséklet illetve a gyartasi
technologidk (példaul a tomorités) hatdsat ugyanannal az anyagnal mind a rugalmassagi
modulusra, mind a keresztiranyt alakvaltozasra. Tulajdonképpen 6 volt az elsé a
vilagon, aki anyagfiiggd paraméternek, anyagi valtozonak tekintette Poisson
paraméterét, bar az igazsaghoz hozzatartozik, hogy — talan a nagy francia tudosok irdnti
tiszteletb6l — ezt nyiltan nem irta le, hanem inkabb feltételes modot hasznalva keriilte
meg az allasfoglalast a kétféle elmélet kozott. ..

> Mai felfogasunkban: 21 impulzusvezetési fiiggvényt, amelyek nulladrendii kozelitései allandok.
> 1815 - 1861.
% Annales de Chimie et de Physique, Vol. 23, pp. 52-95, 1848.
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Néhany évvel késobb egy masik kivald kutatd, a német szdrmazisi ADOLPH-
THEODOR KUPFFER’’ végzett igen nagyszami kisérletet az anyagallandok vizsgalatara.
KUPFFER 1849-ben lett az orosz Mérésiigyi Hivatal igazgatdja, igy stabil anyagi hattérrel
rendelkezett munkéjahoz. Méréseit Eurdpaban a legkivalobbak kozott emlegették,
TODHUNTER példaul azt irja rola, hogy az egész XIX. szdzadban senki nem végzett
gondosabb ¢€s részletesebb anyagtani elemzéseket szilardsagtani paraméterek
meghatarozasara. Elsésorban geologiai anyagokat vizsgalt, de héhatasokkal kombinalt
statikus és dinamikus mérései mésféle anyagokra is kiterjedtek. 1860-ban Pétervarott
megjelentetett ,,Recherches expérimentales sur [’élasticité des métaux faites d
[’observatoire physique central de Russie” cimii O0sszefoglald konyvében KUPFFER
megerdsitette WERTHEIM méréseinek eredményeit, és egyértelmiien allast foglalt GREEN
két illetve 21 paraméteres modelljei mellett.

A XIX. szdzad masodik felében a Poisson-tényezd valodi anyagjellemzdoként vald
kezelése, vagyis a homogén rugalmas anyagok kétparaméteres allapotu jellemzése
mindenhol elfogadotta valt. Tovabbi kisérleteket végzett még példaul a német FRANZ
ERNST NEUMANN"®, vagy az O hires tanitvanya, GUSTAV ROBERT KIRCHHOFF. Ezek a
mérések mindenki szdmara egyértelmiien lezartak ezt a kérdést.

4. MILYEN ANYAGI PARAMETEREKET HASZNALJUNK?

Mai ismereteink birtokéban a valasz igen egyszerli. Nem célszer(, és a jovOben — a
kifejezetten egyszerli mechanikai feladatoktdl eltekintve — lehetdség szerint keriilendd
az E és a v hasznalata, mert félreértésekre ad alkalmat. A homogén rugalmas anyagok
kétparaméteres allapotu jellemzésére definicid szerint két tényleges anyagéallandonk
van, a fizikaban szokésos A és a u Lamé éllando, vagy (a mechanikdban szokasos
néven) G ¢és K nyirdsi rugalmassagi- és kompresszibilitasi (v. térfogati) modulus. Az
atszamitas az E-bdl és a v-bol:

e 9KG ’ v=3K_2G.
3K+G 6K +2G

A v POISSON-TENYEZO: [SZARKA, Z. - ASSZONYI, Cs.- FULOP, T. (2008)] tanulmanya-
nak 166-171. oldalan a kérdés egy bizonyos felvetése megtalalhat6d, és a 28-31. abrak
bemutatjak néhany egyszerlibb esetre vonatokozodan a v alakulasat.

Tekintslink egy olyan egytengelyli nyomokisérletet, amelynél a probatestre a o
tengelyiranyu terhelést

71799 — 1865. Mivel élete nagy részét Oroszorszdgban toltotte, orosz forrasok gyakran Adolf
Jakovlevics Kupfer-ként hivatkoznak ra.

%% 1798 — 1895. Kivalo német mérndk. Neumann egyébként sokat levelezett Kupfferrel.

%% 1827 — 1887. Német mérndk, egyike a mechanika legnagyobb alakjainak.
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do .
— =0 = a = constans

dt

egyenletes sebességgel vissziik fel, s mérjiikk az & tengelyiranyt- és &, keresztiranyt

fajlagos nyulast. Ezen feltételek mellett a (6) alatti
c+16 =2G(s—¢,) +2n(é-¢,) +0(E-&,)
o +1,6 =3K(e+2¢, )+3K, (£ +2¢, )+ 6,(¢ +2&,)

differencial-egyenletrendszer megolddsa [SZARKA, Z. - ASSZONYI, Cs.- FULOP, T. (2008)
(36) képlete] alapjan:

E—&y = Cdleat + Cdze_ﬂl + Adt+ Bd =X, (7)
e+2¢, =C,e" +Coze_5t + At +B, =y,
ahol
a a -B,f+A; —¢ Bja—A; +¢
A =—=, Bd:‘_(l_r’ Cqp =0, Cgy =~ =0,
2G 2G\ G p-—a p—a
a:—77+1/772—2G0 ﬂ:—n—w/n2—2G0
Z ’ Z ’
K -B A, —¢& B,y—A, +&
Ao:i BOZ—L V_To , C01: o/ T4, ‘90’ C02= o/ 0+80’
3K 3K o—y o—y

K —
:—th/Kf— KO, ~K, - K2 -3K6,
0, ’ 0, '

A (7)-b6l az ¢ =%(2x+ y), Er =%(y—x) Osszefliggések alapjan a deformaciok

/4

szamithatok, s a Poisson-tényezd — értelemszerii egyszeriisitd jelolésekkel — a kovetke-
z0:
Ae®" +BeP' —Ce?" —De®' + Hit+J

g
vi(t)=-£= : (8)
& 24e” +2BeP! +Ce’' + De® +Ft+G

Ez az 6sszefiiggés annyira bonyolult, hogy még kozelitésként, esetleg aszimptotikus

hatarértékként, sem tekinthetd allandonak. A tényleges anyagallandok értékétol, azok
egymashoz viszonyitott aranyatol fiiggden szdmos zérushelye, polushelye lehetséges:

Zérushely: Ae® 1+ BeP' —Ce” —De® + Ht+J =0, ahol a nevezd nem zérus
Polushely: 24e* +2BeP! + Ce’' + D! + Ft+G =0, és a szamlalo nem zérus
Ennél az - egyenletes terhelésnek (6 = a = constans) megfeleld — szituacional

. 3K, 7 —2nrt ) 3K -2G
—0)=v, =1 _ 2t T A e —): -1 _
v(t=0)=v, lim m (2) 6K c 427, vi(t=w)=v, lim v (t) K 12C

(€))

vagyis a v értéke a vy= v = v, kozott valtozik, aholv, a Hooke-térvénynek megfele-

16 értek.
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Jelen tanulmanyunkban az Osszes lehetséges esetet nem tilintetjiik fel, csupan a
szituaciora kivanunk ravillantani.

Vo Vo Vo >V \ / \

0o - 0o Lo 0o -

Voo Voo VA =V e
S T Y
t t t
0o » (O > 0o >
A A
V() K_ 70—\__
Voo Voo < Voo
} p VO :Voo t
< N
00—/ > 0 >

Az E LINEARIS RUGALMASSAGI MODULUS: Ha az E Young-féle rugalmassagi
modulust ugy értelmezziik, hogy egytengelyl fesziiltségallapot esetén a o tengelyiranyt
fesziiltség €s az ¢ tengelyiranyt fajlagos nyulds kozotti kapcsolat kifejezdje, akkor a
o = E¢ 0sszefliggésbol

E=£, vagy E=d—o-,vagy E=g.
£ de g
E(t): G(t) - ¢ ¢ “ ¢ St )
&(t) 24 +2BeP' +Ce”" +De’' +Ft+G

Ennél az - egyenletes terhelésnek (6 = a = constans) megfeleld - szitudcional

) 9K ,n . 9KG
E(t=0)=Ey =limE(t)=——"—, E(t=w)=E, =limE()=
(t=0)= £y 50 ) 3K, r+n7, (¢ =)= £ P ) 3K+G’
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vagyis az E érteke a Ey= E = E_ kozott valtozik, ahol

E, £ E. a Hooke-torvénynek megfeleld érték.
Az E, megfelel az Gn. dinamikai Young modulus-
nak [Ey=Ey,], E, pedig az Un. statikai Young
Ef——== = — modulusnak [ E,, = Ey, 1. A bal oldalt lathat6 4bra a
;  legegyszerlibb szituaciot mutatja.
0o >

Természetesen az elmondottak az itt hivatkozott
zsenialis tuddsaink — Poisson és Young — eredményeinek értékébdl semmit sem vonnak
le, mert egyikilk sem A&llitotta, hogy ezek a jellemzdk anyagallandok. Jelenlegi
vizsgalataink viszont aldtdmasztjdk a Poisson-tényez0 ¢és Young-modulus aszimptotikus
helyességét!
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Meérnokgeoldgia-Kézetmechanika 2008 Konferencia, Budapest

HENGERSZIMMETRIKUS DEFORMACIé
LABORATORIUMI PROBATESTEK MERETFUGGESE

Matolcsi Tamds
ELTE ALKALMAZOTT ANALIZIS TANSZEK, BUDAPEST
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A laboratériumi mérésekhez kialakitott probatestek méretviszonyai jelentdsen befolyd-
soljdk a kapott eredmények helyességét. Az eldadds megadja az un. egytengelyd nyomo-
kisérlet sordn a hengeres probatest pontjainak térbeli elmozduldsdt arra az esetre, ha a
nyomopofdk és a minta érintkezd pontjai nem mozdulnak el egqymdshoz képest.

1. BEVEZETES

A kérdést részben mér targyaltuk a [2] tanulmanyunkban, azonban a kozeli-
t6 megoldast nulladik kozelitésként adtuk meg. Jelen esetben az els6 és masodik
kozelitést targyaljuk.

2. ALAP-OSSZEFUGGESEK

Henger alaki testet a tengely irdnyaban Osszenyomunk 5. =p
ugy, hogy az alakvaltozas hengerszimmetrikus legyen. A hen-

ger aljat-tetejét a tengelyre merdleges siknak tételezziik fel.
Hengerkoordinatéakat alkalmazunk, az azimutszogtol min- - fe i 4 ..... > 20

den keresett fiiggvény mindegyik hengerkoordinatarendszer- R

beli komponense fliggetlen lesz. Az origét a henger kozép-

pontjaban vessziik fel; a henger magassaga 2L, sugara R.
Az elmozdulasvektor hengerkoordinatakban

u(z,r)
(z,7) = | v(z,7)
0
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alak. A test szimmetrikus a vizszintes felezosikjara, ezért a tengely iranyt u elmoz-
dulés z-nek paratlan fiiggvénye, a sugar iranyd v elmozdulds z-nek paros fligvénye:

u(—z,1) = —u(z,r), v(—z,1) =v(z,1). (1)

Emiatt a tovabbiakban elegendo csak a z > 0 értékeket venni figyelembe, azaz a
0 < z < L tartomanyra szoritkozni. Megjegyzendo, hogy a v fliggvény z-ben péros
volta maga utan vonja, hogy

ov
A deformacioétenzor
6Z %’}/ZT O
D(z,r) = %’yzr e 0],
0 0 €

a kis alakvaltozasokra érvényes Caucny-féle kozelitésben

T N T _
€ = € = 87“’ /er - 07‘ 82 ) Ecp_

R

A fesziiltségtenzor pedig

0, Ty O
F(z,r)= |71 o 0
0 0 o,

Abban a kozelitésben, amely szerint a fesziiltségtenzor és a deformacioétenzor kozott
a Hooke-féle linedris osszefiiggés all fenn,!

O-ZZQG €Z+M , UT:2G Er_i_m , (3)
m—2 m— 2
€, +€ +€
=2G E TP o = GV
Oy, (e<p—|— S ), T y

Egyensilyban a fesziiltségtenzor divergenciaja nulla:

do, 0T, N o — 0 0T, 00, T.

2 =0, =0.
or 0z r or 0z r
Ebbdl a tekintett — Cauvcuy-féle és Hooke-féle — kozelitésben
2m—182u J%u 19u m 0 (v v 0, (1)
m—20z2 Or2 ror m-—20z\0r r
0% m—10 [0Ov v m  0%*u
8z2+ m—20r <(97“ T)+m—28287’ (5)

Megjegyezziik, hogy — bér az itt ismertetett szamitasok nem tamaszkodnak a
szakirodalomra, — ennek az egyenletrendszernek a megoldasdhoz tobb rugalmas-
sagtani konyv ill. cikk is felhasznédlhaté (1d. pl. [3]).

L Az m POISSON-szadm nem tekintendd rugalmassdgtani alapallandénak, csak a két rugalmas
alapegyiitthaté egy olyan kombinaciéjanak, melyet az egytengelytd szitudcio specidlis ese-
tében célszerii bevezetni, a révidebb és dtlathatobb képletek céljabdol. A rugalmassagtani
alapegyiitthatékrol, a YOUNG-modulus és a POISSON-szam néven ismert két kombinaciéjuk
torténetérol, és a reoldgiai aspektusokrol 1d. [1].
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3. HATARFELTETELEK

3.1. ALAP-FELTETELEK
A henger vizszintes felez6sikjanak pontjai a tengely iranyaba, a henger tenge-
lyének pontjai pedig sugariranyba nem mozdulnak el:
u(0,7) =0, v(z,0) = 0. (6)
A test paldstja terheletlen:
o-(z,R) =0, Tor(2, R) = 0. (7)
A henger aljan-tetején kifejtett P nyomas allando:
o.(L,r)=P . (8)
A henger alja-teteje ,vizszintes” marad:
u(L,r) = —hL, (9)

ahol h az 6sszenyomddds ardanya (tehat hogy a henger eredeti hosszénak hanyadré-

szére lett Gsszenyomva).

3.2. EGYEB FELTETELEK

A hengert kiilonféleképpen nyomhatjuk 0ssze; az alabbi lehetdségeket tekintjiik :

i O ] I I
A
< DB L <D’> I ‘ ..... Do X
Y A \ Y
Terheletlen Surloddasmentes  Végtelen nagy surlo-
dllapot érintkezés dasu érintkezés

1) az aljan-tetején a sugariranyt elmozduldst semmi sem akadalyozza (nincs

surl6dés a nyomépofak és a test kozott):

o-(L,r) =0; (10)

2) az alja-teteje sugdrirdnyban nem mozdul el (a nyomoépofak és a test érintkezé
pontjai nem mozdulnak el egymdashoz képest, ,végtelen nagy” surlédés esete):

v(L,r) =0. (11)
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Megjegyezziik, hogy felvethet6 az a koztes, harmadik lehetdség is, amikor a nyo-
mopofak és a test kozott nemnulla véges surlodasi egytitthatoju surlodas 1ép fel. E
harmadik eset vizsgalataval itt nem foglalkozunk.

4. A KLASSZIKUS MEGOLDAS

Tegyiik fel, hogy az elmozdulasok

linedris fliggvények, azaz

u(z,r) = apz, v(z,r)=L0or. (12)

\J
\ B

Ekkor

2G

UZ(Z, 7") = m[(m — 1)0{0 + 260],
2G

or(z,1) = - 2[040 + mB),
2G

7o(27) = — [0 + mik),

Tor(z,7) = 0.

Léathato, hogy a (7) mésodik feltétele — sét anndl joval tobb — automatikusan teljesiil,
az elso feltétele szerint

ag = —mfo, (13)
amibol szintén joval tobb adodik:

or(z,1) = 0.
Az egyéb” hatarfeltételekbdl (11) nem teljesiilhet, (10) automatikusan teljesiil.

Természetesen az alja-teteje ,vizszintes” marad, igy
Qp = —h,

¢és az aljan-tetején a nyomds allando, ezért
2G
—_— -1 20y) = P.
m — 2 ((m )Oé() + 50) s
amibdl (13) felhasznalasaval
m

= G m 1)

Ha tehét (9)-et frjuk eld, azaz megadjuk h-t, a relativ Gsszenyomddast, akkor a
szitkséges P nyomds szamithat6; ha (8)-at irjuk eld, azaz megadjuk a nyomast,

akkor a keletkez6 h relativ 0sszenyomodas szamithato.

124



5. A KLASSZIKUS ESET VALTOZATAI

Most néhany altalanosabb feltevést vizsgalunk meg, amelyek végiil is visszaadjak
(12)-t.
5.1. ELSO MODOSITAS
Tegyiik fel, hogy a (12)-ben szereplé konstansok helyett az r fiiggvényei vannak:
u(z,r) = ap(r)z, v(z, 1) = bo(r)r =: V(r).

Ekkor (4) azt eredményezi, hogy aj + % = 0, aminek ao(r) = oy = const a nem-
szingularis megoldasa, tehat

u(z,r) = apz. (14)

Emiatt (5) pedig azt adja, hogy V' + % = 3, = const, aminek V(r) = for a nem-
szingularis megoldasa, tehat

v(z,1) = Lor. (15)

5.2. MASODIK MODOSITAS

Vegyiik az
u(z,r) = ao(r)z, v(z,r) =C(2)r
alaki elmozduldsokat. Ekkor (4) alapjan (ag + %6) z+42mC’(z) = 0, amibél aj + %

konstans, aminek nem-szingularis megoldasa szerint agy is konstans, tovabba ekkor
C" =0, azaz C linedris; végil (14) és (15) is ad6dik.

5.3. HARMADIK MODOSITAS

Tegytik fel, hogy a tengely iranyt elmozdulds nem fligg a sugartél, a sugar irdnyu
elmozdulds nem fiigg a magassagtol:

u(z,r) =U(2), v(z,r) =V(r).
A (4)-b8l U” = 0 adddik, amibdl (14) kovetkezik. Az (5)-bél pedig V' + ¥ = const

ad6dik, aminek nem-szingularis megoldésa (15).
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5.4. NYIRO EROK HIANYA

Most megmutatjuk, hogy a klasszikus eset egy kovetkezménye szintén maga utan
vonja az elmozdulasok linearitasat. Tegyiik fel, hogy nincs nyirderd a testben, ekkor

o o,

or 0z
Ezzel (5)-bél

ov v

E —+ ; = 20(2)

ad6dik valamely C(z) fiiggvénnyel; ennek nem-szingularis megolddsa

v(z,r) = C(2)r. (16)
Kovetkezésképpen % = —(C'(z)r, tehat valamely A(z) fiiggvénnyel u(z,7) = —

—%’ZW + A(z), amibél

ou _ C"(z)r*

0z 2

+ A(z). (17)

(16) és (4) egylitt azt eredményezik, hogy

0%u ,
azaz
ou 4

5o = ———=C() + H(»).

Ezt Osszevetve (17)-tel azt taldljuk, hogy C” konstans, jeloljiik ezt y-val; tovabba
valamely A konstanssal H(r) = —% + X és A'(z) = ——C(2) + A. Tehat

ou 4 yr?
9~ TmoCE -t

Ezekbdl, felhasznalva (3) képletét és a (7) elsé hatérfeltételt:

4 YR?
(m—m>0<2)—7+)\—0,

azaz C' konstans, jeloljik ezt (y-lal. Kévetkezésképpen v = 0, és igy % = mby =: ap.
Végiil, a (6) els6 feltétele, valamint (16) szerint (14) és (15) kovetkezik.
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6. ALTALANOS FORMULAK

6.1. SORFEJTESEK

Feltessziik, hogy az elmozduldsok analitikus fiiggvények, ezért — a (6) hatarfelté-
telek szerint —

u(z,r) = zz ap(r)zF = Zak(r)zkH, v(z,r) = rz br(r)z"  (18)

alaktak, ahol az egytitthatofliggvények is analitikusak.

Az (1) tulajdonsdgok miatt a sorfejtésekben a z paratlan hatvéanyu kitevéi nem
szerepelhetnek, azaz

ap = b, =0, ha k paratlan.

Ekkor — megallapodas szerint a formailag negativ hatvanyu tagok legyenek nullak —

gz kio;(k’ + Dagz", % = ,ﬁ; krb,zFt,
(32;; ki;o(lf + 1kapz* ", % = Zk — 1)rbp2"2,
% = ki;o a, ZF % = ;(bk + b)) 2F,
% - ,i ol A, % (% + %) g(zbk by 2
angr = g(k‘ + 1)aj, 2", % (8—,: + ;) = g% k(2by, + b)) 2

Ezek alapjan

o.(z,r) = m2—f2 ko_o [(m — 1)(k + D)ag(r) + 2b,(r) + rb.(r)] ¥,
ou(ear) = =2 S [ )an(r) + mbur) + (m = )t )]
oolzr) = 22 O_O [(k + ax(r) + mbg(r) + ()] 2,
Tor(2,7) = G2 ’:’0 [a, () 4 (k + 2)rbgya(r)] 2"
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6.2. ALAPFELTETELEK

A (7) hatarfeltétel szerint — a z* egyiitthat6janak nullanak kell lennie minden
k-ra —:

(k + D)ap(R) + mb(R) + (m — 1)RV,(R)) = 0, (19)

d)(R) + (k + 2)Rbjy2(R) = 0. (20)

6.3. REKURZIO

Az elmozdulasok parcidlis derivéltjaira fentebb kapott Osszefiiggéseket a (4) és
(5) egyenletekbe behelyettesitve

2m_—1 ;o (k+ Dkapz"' + 3 ay + i Ay EOO k(2b 4+ 1by)2" " =0
m—2 F oy m—2 F ’
k=0 k=0 k=0
- m—1 / I\ Kk 200: ok
];0 k‘ —1 Tka + 2m kg <2b +1rb ) + —_2 O<k' + 1)CLkZ =0.

Osszegylijtve az azonos hatvényokat, az egyiitthatéknak hatvanyonként nulldnak
kell lennie,

!/

2(m—1)(k+3)(k+2)agsz + (m—2) <a;; + %) +m(k+2) (2bgss + 7B, ) = 0, (21)

(m —2)(k+2)(k+ 1)rbgya + 2(m — 1)(2bg + rb,)" + m(k + 1)aj, = 0, (22)
ahol £k =0,24,....
Kovetkezmények :

1. (ag,br) meghatdrozza by o-t, (ag,bri2) meghatarozza ay,o-t, azaz végiil
(ax, by) meghatarozza (aji2, bpro)-t, tehat

(ag, bo) meghatdrozza az dsszes eqyiitthatdfiigguényt.

2. Ha ay, és by, konstans, akkor by, o és ag,o nulla.

6.3.1. VEGES SOROK

Megmutatjuk, hogy az elmozdulasokra felirt sorok pontosan akkor végesek, ha

az egylitthatofiiggvények polinomok.

Ha ap = {r"} és by = {r™} valamely n > 0, m > 0 esetén, akkor by o =
= {r" 2 rm72} és apo = {r"2,r™ 2}, ahol a kapcsos zdr6jel a benne foglaltak
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linearis kombinaciojat jeloli oly médon, hogy ha n — 2 < 0 illetve m — 2 < 0, akkor

a megfelel6 egyiitthato nulla.

Az indexek novekedésével a hatvanyok csokkennek. Kovetkezésképpen, ha az
egylitthatok polinomok (elég persze, hogy ha ag és by polinom, akkor mar mind az),
akkor a sorok végesek, azaz z-ben csak véges hatvanyok szerepelnek.

Viszont, ha a sorok végesek, azaz van olyan k, hogy axio = brio = 0, akkor
ay + % = 0, aminek nem-szingularis megoldasa csak az ap = const. Ekkor viszont
2by, + rb), = const, aminek szintén csak b, = const a nem-szinguldris megolddsa
(persze ay, és by barmelyike nulla is lehet). Ha pedig ay, és by, konstans, akkor a)_, +
+ %7‘2 = const, aminek nem-szinguldris megolddsa a;_o = {r?}. Ekkor viszont
20,9 + 1), = {r}, tehdt by_o = {r?*} (persze ay_5 és by_» barmelyike nulla is
lehet).

Az indexek csokkenésével a hatvanyok novekednek. Kovetkezésképpen: ha a so-
rok végesek, akkor az egytitthatofiiggvények polinomok.

6.3.2. EGY ALTALANOS ESET

Tekintsiik most az altalanos esetet a (9) és (11) feltételek mellett. Tehat a (19)
és (20) mellett még

> ar(r)Lf =—n, Y b(r)LF=0. (23)

Ezek a feltételek kizarjak, hogy a sorfejtés véges legyen: ugyanis ekkor ay, illetve by-k

kiilonb6z6 foku polinomok lennének, amelyek linedris kombinacidja nem lehet nulla.

Tekintsiink a henger felezosikja koriil egy kis szeletet: az elmozduldsok kis z-kre
— azaz z magasabb hatvanyait elhanyagolva — koritilbeliil olyanok, mint amilyeneket
az 5.1 pontban targyaltunk. Tehat e kis szelet korolbeliil a klasszikus mintéara visel-
kedik, ezért még egy fontos feltételezéssel élhetiink: a felezosikon a sugar irdnyu er6

mindeniitt nulla: ¢,.(0,7) = 0, amibdl
ag = —(mby + (m — 1)rby) = 0. (24)
Megjegyezziik, hogy (6) els6 egyenldsége és (2) miatt 7,,(0,7) = 0 (amit szintén
elvarunk a klasszikus eset alapjan) automatikusan teljestil.
A fenti egyenléség az el6z6ekkel egyiitt azt jelenti, hogy
by meghatdrozza az dsszes tobbi egyutthatofiggvényt.
Feladatunk tehat megtaldlni bp-t (amely az r fiiggvénye). Ehhez elegend6 meg-

taldlni az O0sszes derivaltjat egy adott helyen; ez a hely — a hatarfeltételek kovetkez-
tében — R lesz.
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Differencidlva 24-et

ag = —((2m — )by + (m — 1)rby) =0, (25)
ag = —((3m —2)by + (m — L)rby’) =0 (26)

adodik, és igy tovabb ag magasabb derivaltjaira. Ezek az (22) egyenléség k = 0
értékére igaz

2(m — 2)rby + 2(m — 1)(3by + rbgy) + mag =0

alakjabol azt adjak, hogy

bl
2by = (2m — 3)?0 + (m — 1)by, (27)
amibdl

b// b/

20y = (2m — 3) (70 - T—S) +(m = 1)by, (28)
b/// 2b// 2b/

o) = (2m — 3) (70 -t 75) + (m —1)rby, (29)
bo(4)  3by  6by 6y

2y = (2m — 3) (# - Tf) + (m— Dby, (30)

és igy tovabb by magasabb derivaltjaira.
A (21) k = 0 értékre
/!

12(m — 1)ag + (m — 2) (ag + %) + 2m(2by + 1by) = 0,

amibol az el6zdek felhaszndlasdval

b/
—6ay = ?0 + 3by + by, (31)
tovabba
/ bg 6 i (4)
_60/2 — 7 - ')"_2 + 4b0 + Tbo 5 (32)
b/// 2b// 2b/
~6ay = > — >+ 2 50" 4y, (33)

és igy tovabb ay derivaltjait is megadhatjuk a by derivaltjainak fiiggvényében.

Vezessuk be az

L — ak(R), ﬁk = bk(R), (34)
a = ax(R), B = bi(R), (35)
o = a/" (R), B = b (R) (36)
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jeloléseket. A mondottak szerint tehat feladatunk a ﬁ(()n) megtalaldsa minden n =
=0,1,2,... esetén.

Természetesen az imént levezetett fliggvény-egyenloségek igazak konkréten az R
helyen is:
37
38
39

o = —(mﬁg + (m — 1)Rﬁ6),
oy =—((2m —1)3) + (m — 1)RG;),

(37)
(38)
ag = —((3m = 2)3; + (m — RE), (39)
(40)

206, = (2m — 3)% + (m —1)3{, 40

/! /
B
2, = (2m =) (5~ 28 + om - 0y, (a1)
"1 2/6// 2/8/
28] = (2m — 3) (Eg - R;’ + R;) + (m—1)p3{, (42)
/
b0y = 20 4 355 4+ R, (43)
/ (,)/ ﬁ(/) 1" (4)
_6al2 - 7 - ﬁ + 460 + T/BO y (44)
" 2/8// 2/6/ 4
—6agy === = S0+ SR 55 (45)

6.3.3. ELSO LEPESEK

A (20) k = 0 esetére
aly = —2RB = (2m — 3)B, + (m — 1) R,

ami a (25) egyenldséggel azt eredményezi, hogy

By = 0. (46)
Kovetkezésképpen

ap = —m/f, (47)

ag = —(m — )R, (48)

26, = (m — 1)4. (49)

A (19) k = 2 esetére —6ay = m20y + (m — 1)2R); ezt Gszevetve a (43) és (46)

egyenloségekkel arra jutunk, hogy

R3y = —30, (50)
amibdl (43) azt adja, hogy
Qg = 0. (51)

Ezekkel tovabba
ol = —R3,  2RB,= —mpl.
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6.3.4. MASODIK LEPESEK
Ezek utdn a (21) és (22) a k = 2 értékre:

40(m = Dag+ (m = 2) (0 + 2) + 4m(2by + b)) = 0,
12(m — 2)rby + 2(m — 1)(38), + i) + 3ma, =
12(m — 2)(rb) + by) + 2(m — 1)(4b + rby') + 3may = 0.

Véve ezeket az R helyen,

40(m — 1)ay + (m — 2) (0/2’ + %) +4m(26s + RB}) = 0, (52)
12(m — 2)RBs + 2(m — 1)(365 + R3y) + 3mal, = 0, (53)
12(m — 2)(RB) + Ba) + 2(m — 1)(485 + RBY') + 3maly = 0. (54)

Tovabba a (19) és (20) a k = 2 értékre

S5ay +mpBy+ (m —1)RB;, =0, (55)
oy + 4RB, = 0. (56)

Az el6z6 eredményekkel (53) és (56) arra vezet, hogy

m—1 5 13m—2
Rfi= . RS =0
és igy
Raly, = _m=-1 i (57)
3m

Ezek ismeretében (52), (54) és (55) egyiitt azt adjdk, hogy

R3/8(()5) _ _4(17m - 4) 6’7 R2a/2/ _ 477;/ - 3 (,)/7 R2a4 _ _TI;O_ 1 (/)/’
m m m
-2 12m?2 + 4 10
RS@/L _ _WlLQ_m 6/' RSﬁW _ m +mm + (/)/.

6.3.5. TOVABBI LEPESEK

Ne feledjiik, a feladat megolddséhoz a By, 5, 5, ... mennyiségeket kell megta-
lalnunk, mert ezek meghatarozzak az 6sszes sziikséges tobbit.

Jol latszik az eddigekbdl, hogy tovabb lépve a k = 4,6, ... értékekre, az
ag=—mby, ay=—(m—1)RE), [By=0

Osszefiiggéseken tul minden szitkséges mennyiség kifejezheté [ tobbszoroseként:
minden
k=024,...; n=012,...; k4+n—22>0
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esetén létezik olyan /\,(C") és ,u,(gn) szam, hogy

RHn 2o = \Ug, R0 =

Tehat mér csak Go-t és G-t kell ismerniink. Ezeket a (23) hatérfeltételbdl nyerhetjiik:

i(ka’“ = —h, iﬁkﬂ“ =0
k=0 k=0

az elozoekkel az egyszeri
—mbBo+ B0 Y MLF=—=h,  Bo+ 05> Lk =0
k=1 k=1

linearis egyenletrendszerre vezet.

6.4. KOZELITO MEGOLDASOK

Elvileg meg van oldva a feladat, de gyakorlatilag a végtelen sok Ay és p mennyi-
séget kellene rekurzioval megallapitani. Kozelité megoldast ugy kapunk, hogy a vég-
telen sorokat végessel kozelitjiik.

6.4.1. ELSO KOZELITES

Els6 kozelitésben az elsé 1épésekkel kiszamitott mennyiségeket tekintjik, azaz
ugy vessziik, hogy

u(z,r) = z(ao(r) + 0,2(7')22), v(z,r) = T(bo(r) + bg(?")ZQ),
ahol az ag, as fiiggvényeket els6foki polinomokkal helyettesitjiik
ao(r) = ag + ag(r — R),

as(r) = as + a4(r — R)
alakban, a by, by fliggvényeket pedig méasodfoki polinomokkal:

/!

bo(r) = o+ A7 — R) + 2 = )

/!

ba(r) = B+ Bhlr — B) + 2 (r — R)™

Az els6 1épésekben a rekurzidval eljutottunk oda, hogy a fenti egytitthatok o
és [ kivételével ismertek, mint a 3 és () szamszorosai. Az ismeretleneket gy ha-
tarozzuk meg, hogy a hatarfeltétel véges sorral teljesiiljon:

ag + CLQLQ = —h, b() + b2L2 = 0. (58)

133



Megjegyzendd, hogy ennek teljesiiléséhez (3)-t is ismeretlennek (még ki nem szami-
tottnak) kell tekinteniink. Az egyiitthatokra ekkor

ap + apL? = —h, Bo + BL* =0

all fenn. (47), (51) és (49) figyelembevételével

—1
—mBy=—h, o+ L2

2
tehat
h . 2h
ﬁO_ma 60__m<m_1)L2?
igy
2hR hR
/
G="ho %= =D
Tovabba az ismeretlenekre
o)+ af L =0, B+ QLA =0, B+ BL2=0
kovetkezik, vagyis — emlékeztetiink, hogy ) = 0, —
rr2 / /o nr2 1"

adddik. Mindezekkel els6 kozelitésben a

Pizz

jeloléssel

2 2

u(z,r) = —hz {1—% <%—1) (1—%)}
v(z,r) :r% [1— mpil (}%—1)2] (1—2—2).

6.4.2. MASODIK KOZELITES

Maésodik kozelitésben a masodik 1épésekkel kiszamitott mennyiségeket tekintjiik,
azaz ugy vesszik, hogy

u(z,r) = 2(ag(r) + az(r)z® 4+ as(r)z?), wv(z,r) =7r(bo(r) + ba(r)z> + ba(r)z*),
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ahol az ag stb. fliggvényeket masodfoki polinomokkal helyettesitjiik

1

ao(r) = ag + ay(r — B) + 22 (r — R)?,

a2//

aalr) = s + allr — B) + S~ B,
a//

as(r) = aq + o)(r — R) + 74(10 — R)?

alakban, a by stb. fliggvényeket pedig haramadfoki polinomokkal:

/! "

bo(r) = By + By(r — R) + =-(r — R)* + =-(r — R)?,

2 6
by (7) :52+ﬁé(r_R)+72(7“—}%)2—1—?2@_3)3,
ba(r) :54+551(T_R)+?Z(T—R)2+%(T_R)3

Az eddigi szamitasainkban a rekurziéval eljutottunk oda, hogy a fenti egytitthatok o
és ) és (3], By kivételével ismertek, mint a 3 és [ szamszorosai. Az ismeretleneket

ugy hatarozzuk meg, hogy a hatarfeltétel véges sorral teljesiiljon:
2 4 _ 2 4 _
Qo + agL + CL4L = —h, b() —I— b2L + b4L = 0

Megjegyzendd, hogy ennek teljesiiléséhez (3)-t is ismeretlennek (még ki nem szami-
tottnak) kell tekinteniink. Az egyiitthatokra ekkor

g + apl? + oy L* = —h, Bo + B2L? + B4L* = 0,

vagyis a mar kiszamitott értékekkel

-1 —1 —1

30mR2— "0 2 12mR?
amibdl a 1 )
D= 6 g q-= 5m—2
1 - m(154+90mp2) L+ 30m2p2
jeloléssel
h y 2h
ﬁo_pm7 ﬁo—_qm(m—l)LZ
Kovetkezésképpen
b , 2hR " 2h
g = — Oy = ———= Ay =Q¢—————
0 p ) 0 qu27 0 qm(m—]_)L2’
, 2h y 2h(4m — 3) 2h
Ny = ———— Oy = — oy =(————=
2= I3 2R 2= "33 (m — 1)R2LY 4= T30 R
6h h h
"o o, s S
0 _qm(m—l)RL27 52 quQa 52 q(m_l)RLQa
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s h(3m*+2) w Ah(6m® 4 2m +5) 5= 2h
4T Ty e R

2 = T e 2 = T (i — DRSL?

Tovabba az ismeretlenekre a kovetkezoket kapjuk:

4Lt = ~(ap+ 5L, fLt = —(af+ oL,
L' =+ B, BIL =~ LD, S = (G + AL,

Végiil a kozelitéo megoldas:
p—1 2p2<7“ ) p <T )2 z
1 —_— =1 (= -1 1—— |-
—i—q( q m \R m(m — 1)\ R LA
1 r dm — 3 r 2\ 22 22
o (o) o) 3 05
2m? \R 3m2(m —1) \R L? L?

u(z,r) =—hz
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A PORTEVIN — LE CHATELIER HATAS DINAMIKAI
INTERPRETACIOJA

Béda Peter

MTA-BME GEPEK ES JARMUVEK DINAMIKAJA KUTATOCSOPORT, BUDAPEST
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A Portevin - Le Chatelier hatas legfontosabb jellemzoi alapjan, a targyalt egytengelyii
esetben, azonosithato a dinamikus bifurkdcio jelenséggel. Fontos megjegyezni, hogy jelen
vizsgadlatban megtartottuk a kontinuum hipotézist, és egydaltalan nem volt sziikség semmilyen
mikromechanikai modell alkalmazasara.

BEVEZETES

1920-as években publikalt dolgozataikban [PORTEVIN & LE CHATELIER, 1923] a
szerzOk leirtdk, hogy bizonyos aluminiumdtvozetek
gF S : 5 szakitovizsgalatanal egyes esetekben Ongerjesztett
: ' ' rezgés lépett fel, egyenletes htuzads mellett a
szakitodiagramként az /. dbrahoz hasonlé nem sima

fliggvény adodott.

Azt is megfigyelték, hogy az emlitett oszcillacios
jelenség akkor 1épett fel, amikor a v =¢ alakvaltozasi
sebesség novekedése a fesziiltség csokkenését ered-
ményezte (az A és B pontok kozott a 2. dbran).

: : " i 1. abra: Tipikus szakitogorbe PLC hatds esetén
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A jelenség magyarazataval,
illetve kisérleti vizsgalatdval a
szakirodalom Kkiterjedten foglalko-
zik [KUBIN & ESTRIN, 1985], [RizzI
& HAHNER, 2004]. Egykristaly
esetén a mikrostruktirdkra alapo-

zott magyarazatot ad a diszlokaciok

mozgasara épilé “dynamic strain

ageing” elmélet [MCCORMICK, ‘ . .

1988], [FRESSENGEAS ET AL., 2005]. | | e
2. dbra. A 0 = G(é) gorbe a PLC hatas esetén

A PORTEVIN-LE CHATELIER hatdst (PLC) dinamikus anyagi instabilitasként fogjuk

crer

Ljapunov értelemben vett stabilitasat fogjuk tekinteni. Azt mondjuk tehat, hogy S°
allapotban az anyag stabil, ha annak tetszélegesen kis kornyezetében marad elegendéen
kicsiny perturbacié mellett. Nyilvanvalo tehat, hogy a kis perturbaciok megengedik a
vizsgalat lesziikitését a kis alakvaltozas esetére.

AZ ALAPEGYENLETEK

Miként a legtobb kontinuum mechanikai munkaban, az els6 1épés az alapegyenletek
felirasa. Ezeket a kis alakvaltozasok elméletének megfelelden irjuk fel:

¢, =v, (1)
kinematikai egyenlet, a
PV, =0 2)
Ou =0y

Cauchy-féle mozgasegyenletek, valamint a
Ok — K,l'kngzm +ka1mézm 3)

konstitutiv egyenlet. Az (1), (2), (3) egyenletekben a szokasos jeloléseket alkalmaztuk:

Ej - alakvaltozasi tenzor, v, - alakvaltozasi sebesség,

. I3 1 2 7 o) oz J
o, - fesziltsegtenzor, K ijim» Kpgm = 3Z anyagtol fiiggd allando,
v, - sebességmezo, i, j,k,l,m,... - indexek, értékiik 1,2,3.
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A konstitutiv egyenlet allandoi a

1 , 2 1
Kjl'klm = E(Kjklm + Kjkml) €S Kjklm = E(ijlm + ijml ) 4)

alakban is felirhatok. igy a (4) képletekben szereplé K, , L, konstansok felhasz-

Jklm > ™ jkim

nalasaval a sebességmezon két differencidloperator definidlhato, ezek a

62
v =K, ——V
k" k ikl k>
J I Bx o,
A o2

v, =L, ———v, .
Ve ki k
’ 7 ox,,0x,

K
)

Legyen a vizsgalt S° allapot a

oL &L (6)
értékekkel adott. Tetszdleges kis perturbaciok alkalmazasaval
o) = a,? + Aoy,
g =ep + ey, (7N
Ve = V/(c) + vy,
Az (1), (2), (3) és (5) képletekbdl a
p¥, = K, v, +L,v, (8)
operatoregyenlet kovetkezik. Ha a (7)-nek megfelelden beirjuk a perturbaciokat a
p(\'i? + A, ): Ky (v,? +Av, )+ Ly (v,? +Av, )
adodik. Mivel (6) kielégiti az (1), (2), (3) egyenleteket,
p¥? =K, vp +L,v
trividlisan fennall. Igy a perturbaciokra a
pAV; = K j Avy + Ly Ay 9)
egyenlet adodik. Vezessiik be az

[yl Yo Vs V4 Vs yﬁ]:[Avl Avy, Avy  Av, A, A‘}3]

1y valtozokbol alkotott vektort. Ezzel e (9) egyenlet alakja

Yi = Virzs

. 1 (- ~ (10)
V= ;(Kij’k + ijyk+3)
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egy dinamikai rendszert definidl a homogén peremfeltételnek megfeleld perturbalod
sebességmezon. A (10) karakterisztikus egyenlete

j'yk = Vis3»

1 (x . (11)
/ijm: ;(Kjkyk + ijyk43)

Mivel (11) egy parcialis differencidlegyenlet-rendszer, amelyet homogén perem-
feltételek mellett kell megoldani, az analitikus vizsgélat altalanos esetben nem
folytathaté le. Két alapvetd egyszerlsitési lehetdség adddik. Megtehetd specidlis
perturbaciok alkalmazasaval (11) algebrai egyenletekké alakitasa, illetve korlatozhato a
vizsgalat egytengelyli esetre.

A STABILITASI FELTETELEK

Az egytengelyl esetben egy /, méretli kontinuumot vizsgalunk. Ekkor a (11) egyen-
let igy alakul
V=V
_ K, 0’ Mo L, 82y4

2 b

p o p o

Ay 4

illetve y, -et az els6bdl a masodik egyenletbe helyettesitve

lzy _K1111 azyl _ALllll azyl
|

=0. 12
p o p ox} (2

A (10) differencialegyenlethez tartozé homogén peremfeltétel
7(0)=y,(0)= yl(lo): y4(lo)= 0.
Ennek megfelelden a sajatfliggvények az
Vi (xl ): Cexp(iax) (13)
alakban kereshetoek. Ha (13)-at a (12)-be behelyettesitjiik, akkor a

AZ _1_/1L1111 a2+K1111 a2 :0 (14)
p p

egyenletet kapjuk a A sajatértékekre. A peremfeltételekbdl

0= A(t)cos(0) + B(t)sin(0),
0= A(t)cos(ozl0 )+ B(t)sin(alo)
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adadik, ebbdl pedig az
a, =— (15)

kovetkezik. Ljapunov indirekt modszere szerint az S° allapot stabilitasa a (14) egyenlet
A megoldasainak valos részétdl fliigg. A (14) és a (15) képletekbdl A kifejezhetd

. —ba; ++b’a;} —4daa] (16)

k12 s
2

ahol az
— Kllll és b= Lllll (17)
p p

a

egyszerisito jeloléseket alkalmaztuk.

A dinamikai rendszerek elméletébdl adodé stabilitasi esetek a kovetkezok: az S°

allapot
- stabil, ha minden sajatértékre Rel ;< 0,
- instabil, ha létezik legalabb egy olyan A, sajatérték, amelyre Rek, >0,

- a stabilitas hatardn van, ha 1étezik legalabb egy /. kritikus
sajatérték, amelyre Rek. =0,

tovabba minden mas ( Jj# c) sajatértékre Rei; <0.

A STABILITASVESZTES TiPUSAI

A stabilitasi hatar, és ennek megfelelden a stabilitasvesztés, két tipusa kiilonithetd
el. Az egyik esetben (SB — statikus bifurkécio) a stabilitasi hataron mind a valos, mind a
képzetes rész nulla:

(SB): Re/ =0, ImA_=0.

A masik lehetéség (DB — dinamikus bifurkacid) az, amikor a kritikus sajatérték
képzetes része nem nulla:

(DB): Re4, =0, Im4,#0.

Vizsgaljuk meg, hogy a targyalt egytengelyli esetben melyek az egyes
stabilitdsvesztési tipusok feltételei. A (16) egyenletbdl az SB sziikséges feltétele

—ba; £+/b’a; —4aa; =0 (18)
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vagyis (17) felhasznalaséaval
Ky, =0,

ami a klasszikus lokalizacios feltétellel azonos.

A DB sziikséges feltétele pedig az
Ly, =0.

Vizsgaljuk most meg a (18) baloldalan all6 gyok alatti
b’a; —4aa; (19)

kifejezést. Hogyha a (15) és a (17) képleteket behelyettesitjiik (19)-be a k=1 elsod
kritikus sajatértékhez tartozo6 esetben

2,2 (=) —ak, [Z) 2o
1111 IT - mllT — Vo

1(zY
K1111:4_(IT) Lfm (20)

azaz

adodik.

A (20) gorbét, a stabil tartomanyt, illetve a stabilitasi hatarokat a 3. abrdn rajzoltuk
meg.

AL 1111 Stabil

Nincs rezgés

0100y.1f1q SYUDIS

Rezgés
fellép Ko
-

)

-

Dinamikus bifurkdcio

3. dbra. Stabilitasi térkep

Itt jol latszik, hogy Ongerjesztett rezgés mellett fellépd instabil viselkedés az L,,,, <0
esetben varhatd. Amikor L,,,, >0, lehetséges rezgés, de ez csillapodo tranziens jellegii.

A két eset kozotti atmenet pedig éppen az L,,,, = 0 dinamikus bifurkacios feltétel.
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PELDA EGY KONKRET ANYAGTORVENY ESETERE

A szakirodalomban publikalt kisérletekkel 6sszhangban a PORTEVIN - LE CHATELIER
hatds rugalmas allapotban nem jelentkezhet. Ennek illusztralasara [VAN, 2008]
gondolatmenetének felhasznalasaval megvizsgaljuk az egytengelyii

o+10 =2Ge+2ne +0& 21

tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-féle anyagtorvény esetét. Ekkor a (14) karakterisz-
tikus egyenlet alakja

Pt +(p + k)8 +2k*nA +2Gk> = 0.
A dinamikus bifurkécio felléptének sziikséges feltétele, hogy A képzetes szam
legyen,
A=iw. (22)

Helyettesitsiik be (22)-t a karakterisztikus egyenletbe, ¢és vegyiik az adodé komplex
kifejezés valos- és képzetes részét

—0?(p+0k? )+ 26k =0, (23)
illetve
—100° +2nk*w =0. (24)
A (23)-bol
2
k2 = Lz’ (25)
2G-0w
illetve (24)-b6l @ = 0 mellett
o’ =252, (26)
p

Beirva (26)-ot (25)-be k* kifejezhetd

2 pP Gt
== —-1]. 2
k 9(77 ] @7)

[VAN 2008] alapjan fontos viszont, hogy mindegyik &llandé a termodinamika
masodik fotétele miatt nem negativ, és

QZT,
G

tehat a (27) képletbél adodo egyik eset k° < 0. Ez nyilvanvaldan nem lehetséges, mivel
a k hullamszam valds szam. A masik lehetOség a
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eset, ami szintén problematikus, mert ekkor k& =0, azaz nincs oszcillacid. Azt kaptuk
tehat, hogy dinamikus bifurkdcié nem jon 1étre a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-f¢éle
anyagtorvény mellett, azaz nem lehetséges a rugalmas tartomanyban nem-csillapodd
rezges.
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