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ELOSZO

A MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT ezt a kotetet az elmult négy év
kutatasi eredményei egy részének tematikus dsszefoglalasara és alkalmazas bemutatasa-
ra szanta. Ennek megfelelden a kotet két részre tagolodik.

Az elso rész két tanulmanya Osszefoglalja az izotrop kozegek kontinuummechanikai
alapegyenleteit, ramutatva a deformacidtenzor szerepére, az anyagtdrvény (konstiticios
Osszefiiggés) termodinamikai értelmezésére, az egzisztencia- €s unicitastételekre. Be-
mutatja a mechanikai valtozok kikiiszobolésének modszereit, — kdzkeletli elnevezéssel —
megoldasi modjait (valdjaban az alapegyenletek egyetlen valtozora feloldott alakjat).
Majd vizsgalja az egyenstly esetét, s ebben az esetben alkalmazhatd modszereket.

A masodik rész két tanulmanya bemutatja az alkalmazas csupan egyetlen példajat:
foldalatti folyosok mechanikai tervezésének menetén keresztiil. Ezeknek a cikkeknek az
igazi elénye nem abban rejlik, hogy az adott probléma megoldasait megadjak — az elso
részben targyalt elvi Osszefiiggések segitségével, — hanem a szdmos mas esetekben is

alkalmazhat¢ Gtleteket sugallnak (anyagtorvény egyszertsitése, technologiai 1d6 kezelé-
se, kezdeti feltételek megtaldldsa, magasabbrendii egyenletek egyszerti megoldasa, stb.).

Eddigi szokasunknak megfeleléen, a meg nem oldott esetekre is rairdnyitjuk a fi-
gyelmet, hogy minden mechanikaval foglalkozé szakember lassa, hogy milyen utat tet-
tiink meg, s ha szerencséje és kitartdsa van, akkor szolgaltassa a még hidnyz6 megolda-
sokat.

Néhany korabbi eredménylinket, mar kozzétett munkank néhany gondolatat is beépi-
tettiik cikkeinkbe, példaul

a 7™ EUROMECH Solid Mechanics Conference (ESMC), Lisszabon, 2009. szeptember
7-11 kozotti konferencian ASSZONYI CSABA, VAN PETER és FULOP TAMAS altal Objectivity
and Continuum Mechanics cimmel, FULOP TAMAS és VAN PETER altal Finite Strain
Tensors: Which one to use? cimmel tartott eldadasok egy-egy gondolatat,



valamint

az ,,JSRM Symposium EUROCK 2009” Dubrovnik, 2009. oktober 29-31 kozotti konfe-
rencian FULOP TAMAS és BEDA GYULA altal Analytical Investigation of the Rheological
Dynamics of Tunnels cimmel tartott teljes eldadast is, bovitett formaban, hogy magyar
nyelven is hozzaférhetd legyen.

Budapest, 2009. november 16.

A Szerzok
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RUGALMASSAGTANI ES REOLOGIAI LINEARIS FELADATOK

Fiilop Tamds
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A linedris kozelitésben tekintett rugalmassdgtani (azaz HoOOKE-modellt alkalmazo) és reo-
l6giai (KELVIN-modellt, POYNTING-THOMSON-modellt, ... tartalmazo) kontinuummechanikai fel-
adatok tdrgyaldsdhoz segédkezik jelen irds. Tobbek kozott dttekintést ad a vonatkozo kinematikai
szempontokrol (ekdzben bebizonyitja példdul, hogy az U=V és € = %(u oV +Vou) formuldk
dltaldnosan osszeférhetetlenek egymdssal), foglalkozik a dinamikai egyenletrendszer megolddsd-

val, és vizsgdlja az egyensiilyi/kvdzistatikus kozelitést a megoldds egyértelmiisége szempontjdabol.

1. A DEFORMACIOTENZOR FIZIKAI SZEREPE, KINEMATIKAI
ESZREVETELEK

A deformaécidtenzor a kontinuum kinematikdjahoz kapcsoléd6 mennyiség, de szerepe
nem az, hogy a kdzeg mozgisanak matematikai leirasat (,,konyvelését”) nyujtsa. Erre a
célra nem is alkalmas, ugyanis érzéketlen egy tetszdleges helyfiiggetlen haladé mozgasra
€s egy tetszleges merevtestszerl forgdsra. Méasra haszndljuk: arra, hogy a kdzeget jellem-
z6 konstitdcios relacio (,,anyagtorvény™), példaul egy rugalmasséagtani' linearis konstitu-
cids Osszefliggés geometriai jellegii valtozdja legyen. Tehat példaul azt kivanjuk megadni
altala, hogy az anyag egy helyi geometriai allapotadhoz — alakjahoz, deformaltsagahoz
(tdgultsdgahoz és torzultsdgdhoz) — milyen belsé er6k (fesziiltségek) tartoznak. Ha en-
gedjiik, hogy egy szilard kozeg teljesen relaxaljon, szabadon kirugja magat, akkor felvesz
egy bizonyos alakot, amiben fesziiltségmentes, minimalis rugalmas energidju, egyensu-
lyi allapotban van. Ez az § idedlis, természetes alak-elrendez6dése, kitiintetett geometriai
allapota. Ha ehhez a geometriai elrendezéshez képest mas alak-eloszlasra kényszeritjiik,

ahhoz erb6kre-fesziiltségekre van sziikség, illetve ilyenek ébrednek benne.

'E sz6 alatt ez az iras azt fogja érteni: reolégiamentes, azaz ahol fesziiltség és deformdlodas kozott
direkt, id6késés nélkiili kapcsolat van. Linearis keretben a HOOKE-modellt jelenti.
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A tankonyvek altalaban egy ¢, referencia-iddpillanattél mért elmozdulasokbol, azaz
az akkortdl bekovekezett viltozdsokbol szarmaztatjdk a deforméacidtenzort. Ez azonban
csak akkor lehet megfeleld a kivant fizikai szerep szempontjabol, ha ty-kor a kozeg a
maga természetes, idedlisan tagulatlan-torzitatlan, teljesen relaxalt, ,,békénhagyott”, ha-
tdsmentes allapotdban van. Ez a val6sagban néha teljesiil, néha nem. Példaul egy fém
vagy kézet mintadarab laboratériumi egytengelyl terheléskisérletének kezdetén teljesiil-
het (bar preciz emberek mar itt is ramutathatnak a 1égkori nyomas nemnulla voltara és
az ebbdl fakado kicsi Osszenyomddottsagra). Egy alagitnyitds vagy mas hasonld mély-
épitési feladat sordn azonban nem: a talaj vagy kdzet az Onstly és a kiilonb6z6 foldtani
okok/viszonyok miatt sosincs, és talan sosem volt fesztelen, szabad, relaxalt allapotban,
talan egyetlen kdzegpontban sem.

A deformici6 tehat altaldnosan nem egy vdltozdst, hanem egy dllapotot kell jel-
lemezzen. Egy geometriai allapotot, hogy a kozeg helyileg mennyire van kitdgulva-
0sszenyomodva és eltorzulva egy bizonyos idedlis, legbékénhagyottabb allapotbeli alak-
hoz képest. Egy kezdeti pillanatban egy valamilyen — nulla vagy nemnulla deforméaltsagu
— éallapotbdl indulunk, a kdozeg mozgéasa pedig ennek az dllapotnak a véltozasat szabja
meg. A deforméci6 (szubsztancialis) id6derivaltja a kozegmozgas helyfiiggésébdl, azaz a
sebességmezd térderivaltjabol hatarozddik meg, és ehhez a differencidlegyenlethez kez-
deti feltételként tehetjiik hozza a kezdeti — nulla vagy nemnulla — értékét.

Megjegyzendd, hogy a rugalmassagtanban az idobeliség sokszor nem latszik expli-
cit modon, de valojaban olyankor is jelen van. Mar maguk az ,,elmozdulas”, ,,alakvalto-
zas” kifejezések is jelzik, hogy valtozasokrol, folyamatokrol beszéliink, valtozasok pedig
sziikségszerlien mindig id6ben zajlanak. Amikor példaul egy egyik végén vizszintesen
befogott rid silyerd hatdsara torténd lehajlasat tekintjiik, vilagos, hogy egy folyamatrél
van sz, ahol a rudat vizszintes nyugv6 allapotb6l inditjuk, mely aztan (példaul lengések
és rezgések utan, csillapitasok hatasara aszimptotikusan) egy statikus egyensuilyi végalla-
potba fejlodik. A végallapot torténetesen fliggetlen attol, hogy a folyamat milyen konkrét
id6beli lefolyéssal zajlott le. Ennek ellenére kétségtelen, hogy egy valamilyen id6beli fo-
lyamat soran jutott at a rud a kezdeti allapotbdl a végéllapotba, és a végallapothoz rendelt
elmozdulas a kezdeti allapottél mért elmozdulast, odébbmozdulast, helyvéltoztatast je-
lenti. Ugyanigy egy idobeli folyamat zajlik minden olyan esetben, amikor ,,rdadjuk” egy

testre a terhelést, vagy egy talajbdl kivett fiirémag ,,felszabadul” a terhelés aldl.

Az elmozdulés is az id6beliség révén értelmezendd: mint az id6beli valtozasok egy-
fajta felosszegzettje. Onmagéban u(t) elmozdulds, mint valami 4llapotjelzé nem 1étezik.
Csak egy kivalasztott ¢y kezdeti idGponthoz viszonyitott u,, (¢) 1étezik, mely az

t
(1) Uy, (t) = / v(t')dt
to

odébbmozdulasként értelmezhetd (itt rogzitettiink egy kozegpontot, ennek sebességét in-
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tegraljuk id&ben).

Konkrét rugalmassagtani és reologiai probléméak megoldasdhoz praktikus valasztani
egy kezdeti ¢, id6pontot, a kozegpontokat az akkor elfoglalt r helyvektorukkal jellemez-
ni, és ezt az r anyagi helyvaltozoét hasznélni a lokalis (inercidlis) '™ helyvaltozé helyett.
Altalaban nem tételezhetjiik fel, hogy eme to-kor a kozeg nulla deformaltsagi allapotban
van — egy masik szempontbdl hasznos ez a 1épés. Igy ugyanis az anyag altal kitoltott
tartomany hatiranak barmely pontjat minden iddpillanatban ugyanazzal a helyvaltozo-
értékkel jellemezziik, mely a peremfeltételek kirovasakor elony0ds technikai tulajdonséag.
Pl. egy egytengely(i nyomas hatasara fokozatosan kihasasod6 henger paléstjat egy allando
hengerpalastként, a kezdeti hengerpalésttal irhatjuk le. Ha lokalis/inercialis valtozokban
dolgoznank, azokban nézve a kozeg hatara id6fiiggéen vandorolna, a vandorlast folya-
matosan kovetni kéne, mely gyakorlati-szdmolastechnikai szempontbdl felettébb kényel-
metlen volna. Ne feledjiik azonban, hogy az anyagi helyvaltoz6 hasznalatatl peremfel-
tételeink még nem feltétleniil valnak az id6 valtozo6tol fiiggetlenné : ha a terhelés valtozik
kozegiink hataran, akkor a peremfeltételek elkeriilhetetleniil id6fiiggbek (tehat mindig,
amikor raadunk vagy lecsokkentiink terhelést). Reoldgiai viselkedésii anyagokndl ez az
id6fiiggés reoldgiai folyamatokat indukal, melyeket nyomon kell kovetniink.

Kezdeti , id6pont és r anyagi helyvaltoz6 hasznalata esetén, ha az r-el jellemzett
kozegpont a t pillanatban a x, (t,r) inercidlis helyen jir, akkor elmozduldsa [ld. (1)]
természetesen az

(2) Uso (£,1) = Xy, (E,1) — T
moédon is szamithatd. Ez az elmozdulds azonban éltalaban nem a ¢-kori deformaltsaggal

mint pillanatnyi fizikai-geometriai dllapottal kapcsolatos, hanem csupan a ¢, és ¢ kozott
lezajlott kinematikai vdltozdssal.

Térjiink most vissza a deformacidra. Ez a mennyiség — a mar emlitett fizikai szere-
pének megfeleléen — az anyag deformaltsagat, azaz a pillanatnyi helyi geometriai viszo-
nyoknak az idedlisan ellazult 4llapothoz tartozé alakviszonyoktdl valo eltérését hivatott
mérni. A kozeg mozgasa a deformicio valtozdsi gyorsasagat szabja meg, maga a de-
formaci6 meghatarozasahoz pedig sziikséges egy kezdeti érték ismerete is. Ezeknek a
jellegzetességeknek a véges (azaz nem feltétleniil végteleniil kicsi, ,,infiniteziméalis™) de-
formaciokra (deformaltsagokra) vonatkoz6 kovetkezményeivel korabban [FULOP (2008)]
foglalkozott. Jelen céljainkra, azaz a linedris problémakhoz viszont elegendd lesz a kis
deformaltsagok és elfordulasok esetén alkalmazhaté CaucHY-deformécidtenzor. Ennek
definial6 differencidlegyenlete

3) €= (voV)®,

ahol a feliilpont a szubsztancidlis idoderivéltat jeloli, mely anyagi helyvaltoz6 hasznalata

esetén egyszerlien a parcialis id6derivalt, o a diadikus/tenzorszorzat jele, V az r anyagi
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helyvaltozoban vett térderivalt, mely kontextustdl fiiggden hat balra (%) illetve jobbra
(6) [kérdéses esetekben a kontextust zérojelezés fogja egyértelmiisiteni], végiil S a ten-
zorok szimmetrikus részét jeloli [az antiszimmetrikus részt pedig 4, tovabba T a transz-
ponalas jele; tobbindexes tenzornal pl. 213 jeloli az elsé és harmadik ,,indexben” vett

antiszimmetrizéltat, mely indexesen pl. %(C’ijk — Crji) 1.

A (3) egyenlet kozvetleniil felintegralhat6: a ftz id6integraljat képezve az eredmény

/ttv(t’,r)dt’ oV)S = (uto(t,r) oV)S

0

4) e(t,r) —e(to,r) = (

(hiszen a térderivalas és az idGintegralas fiiggetlen, felcseréld miiveletek), azaz

S

(5) e(t,r) = e(to.1) + (U (t.1) 0 V)
Ez tehat a CaucHy-deformécidtenzor hagyomanyos,
(6) (uto © V)S

alaku bevezetésének? azon altalanositisa, amely tetsz6leges kezdéfeltételekhez alkalmas,
és amely valoban a deformaltsdgot méri (nem annak egy megvaltozasat). Az (5)-ben sze-
repld e(to,r) kezdeti érték nem teljesen tetszGleges, ugyanis az €(t,r) deformaltsagten-
zornak teljesitenie kell a tankényvekbdl is ismert alaki?

(7) VxexV=0

kompatibilitési feltételt.*

A (7) feltételhez kotddd kovetkezményekhez érdemes felidézni azt a hasonl6 hely-
zetet, hogy egy drvénymentes a(t,r) vektormezdhoz, azaz melyre V x a = 0,7 létezik

— nem egyértelmdi médon — egy U(t,r) skalar fiiggvény (in. potencidl), amelynek

7z

gradienseként eldallithat6: a = VU. Ez a potencial a vektormez&bdl vonalintegréllal
szamithato ki:

(8) U(t,r):U*(t)+/ a(t,r’)ydr’,

2 A t( index nem folosleges precizkedésbél van (6)-ban kifrva, hanem mert 1ényeges szempontra hivja
fol a figyelmet.

3 ahol a bal oldal konvenciénk szerint V x & x V -ként értendd, a sorrend a tenzoriélis sorrendet
tikrozi.

4Ez a feltétel a deformaltsagtenzor véges deformdltsagokra is érvényes kiterjesztésének [FULOP
(2009)] tulajdonséagaibdl vezethetd le a kis deforméaltsdgok hataresetében, itt nem részletezendd mo-
don.

3 A tértartomany, melynek minden pontjiban kir6juk ezt, legyen egyszeresen 0sszefiiggd, bizonyos
bonyodalmak elkeriilése végett.
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ahol az r, segéd-pontot és az integrilds utjat tetszélegesen valaszthatjuk, és ezek rogzitése
utan a potencial az U, (t) tetsz6leges id6fiiggs fiiggvény erejéig hatarozatlan.

A (7) képlet egy szimmetrikus tenzormezdre fogalmaz meg hasonld tulajdonséagot.
Ezzel a feltétellel matematikailag az ekvivalens, hogy 1étezik — nem egyértelmé modon
—egyu
CaucHy-féle deformécidtenzorhoz tartozik), amelybdl € az

CAUCHY (¢ t) vektor értéki fiiggvény (nevezhetjikk CAUCHY-potencidlnak, mert a

9) € — (uCAUCHY o V)S

modon eldallithatd. Ez a vektorpotencidl-fajta e-bdl vonalintegrallal szamithat6 ki, az
ugynevezett CEsARO-formuldval — melynek levezetését 1d. pl. [BEDA-KOZAK (1987),
27.0.]-on:

(10)
UCAVCIY (¢ 1) = u, () + Q.(t)(r—r.) +/ [e(t,r") +2(e 0 V)M (t,1') (r — )] dr,

ahol az r,, segéd-pontot és az integralas utjat tetszélegesen valaszthatjuk, és ezek rogzitése
utan a CAUCHY-potencidl a tetszSleges U, () vektorfiiggvény és €2, (¢) antiszimmetrikus
tenzorfiiggvény erejéig, azaz tetszbleges 1dofiiggésti merevtestszerii haladas plusz forgas
erejéig hatarozatlan.

Egy CaucHy-potencidl tehat a deformaci6é egy matematikai segédmennyisége (ha-
sonldan, ahogy egy o - V = 0 tulajdonsiggal rendelkezd fesziiltséghez tn. fesziiltség-
fiiggvények rendelhetéek hozz4®). Fizikai jelentéssel azonban altalaban nem rendelke-
zik. Ranézésre (9) olyan, mint a CAUCHY-deforméciotenzor hagyomanyos (6) bevezetése
(amely tehat nem kielégitS, mert nem torddik az dltaldban nemnulla (%, r) kezdeti felté-
tellel, és ehhez kapcsoloddan a deformécidtenzor fizikai, deformaltsagmérd feladataval).
Az U, és UCAYHY kozti kapesolat azonban két okbdl sem trividlis: az ltaldban nem-
nulla e(tp,r) miatt sem, és az u.(t), 2. (¢) hatarozatlansagok miatt sem. Ezért nézziik
most meg, egy ismert £(t,r) deformaciomez&bdl hogyan és mennyire hatarozhaté meg a
Uy, (£, 1) elmozdulds.

Kiindul6pontként azt allapithatjuk meg, (4) és (9) dsszevetésével, hogy Uy, (t,r) az
(11) €, (t,1) =€(t,r) —e(toy,r)

szimmetrikus tenzormezd egy CAUCHY-potencidlja kell legyen. Kovetkezésképp eldall a
CEsARO-formula révén

(12)
Ugo (,1) = Uggu(t) + Qi (t) (r — I‘*) + / [éto (t,1") 4 2(&;, 0 V) 2 (L, 1) (r _ I")} dr’

% Eme anal6gia miatt uCAUCHY et alakvaltozasi fiiggvénynek is hivjak.
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alakban, ahol az r, segéd-pontot és az integralas utjat mi valaszthatjuk meg — igy az
integralt ki tudjuk szamitani —, viszont Uy, (t) és €. (t) altalunk ismeretlen. A kozeg
elmozdulasa tehat egy merevtest-elmozdulas erejéig hatarozatlan. Egyértelmii meghata-
rozasahoz kell még valami tobbletinformacié a hatarozatlansagok rogzitésére.” A gyakor-
latban egyes peremfeltételek (pl. befogott rid: a perem egy része rogzitve van), vagy az
elrendezés bizonyos eltolasi, forgatasi €s/vagy tiikrozési szimmetriai szoktak ilyen egy-
értelmsitd tobbletismeretek lenni. Amikor viszont ilyen segitség nem all rendelkezésre,
akkor csak az (1) képlettel szamithato ki az elmozdulés. Elorevetitve az alabb kovetkezd
dinamikai aspektusokat, ez azt fogja rank roni, hogy ilyenkor a dinamikai mozgasegyen-
letet kell megoldanunk, akkor is, ha egyéb szempontokbdl annak mechanikai egyenstilyi
(,,kvazistatikus™) kozelitése is elegendd lenne, ugyanis az egyensulyi egyenletrendszer

ilyenkor nem hatdrozza meg egyértelmiien a sebességmezot.

Jegyezziik meg tehat: ha barhol, barmikor egy
(13) e=(UoV)

formulaval taldlkozunk, ajanlatos gyanakodni: ha ebben U valéban elmozdulasként (azaz
u,, értelemben) van értve, akkor ez a képlet csak nulla kezdeti deformécidju (deformaltsé-
gu) esetekben lehet érvényes. Nemnulla kezdeti deformacio esetén pedig ez az U csak egy
CaucHY-potencidl lehet, akkor viszont nem elmozdulast ir le, mert az elmozdulas nem
€, hanem &,, egy CAUCHY-potencialjadhoz kapcsoldodik, és még attdl is eltérhet egy me-
revtestmozgas erejéig. Ha €(t,r) helyett annak egy CAUCHY-potencidljat [UCAYeHY (¢, r)]
ismerjiik, abbol dgy kaphatunk elmozdulast [Uy, (¢,r)], hogy képezziik az UCAUHY (¢, 1) —
— uCAUCHY (1, 1) kiilonbséget, mert az épp &;,(t,r) egy CAUCHY-potencidlja, hiszen (12)
alakd, ugyanis

USAYEY (L, 1) — U (fg, 1) = U, () + Qu(8) (r — 1) +
+ /rr [e(t,r") +2(e o V)M (t,r") (r —r')] dr’ —
—uL(to) — () (1 —1.) -
(14) — /r [e(to, 1) +2(e 0 V) 3 (to,1") (r —1')] dr' =
() = U (f0)] + [ (6) — 2. 1) +
+ /rr (64, (8, 1") + 2(&4, 0 V)3 (t,1) (r —1)] dr'.

Ez a kiilonbség azonban egy merevtest-elmozdulés erejéig még eltérhet uy, (¢, r) -tdl, ezért
ezt a hatarozatlansdgot valahogyan még rogziteniink kell. Ha vannak ehhez felhasznalhat6

TEzek a hatdrozatlansigok egyébként fizikailag is érthetSek: a deformdlédés pontosan a merevtest-
szerli mozgastol vald eltérés. Ezért a deformacid ismerete pontosan egy merevtestmozgasnyi hata-
rozatlansag erejéig kell tuddsitson a kdzeg mozgasarol.
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peremfeltételek, szimmetridk vagy egyéb tobblet-tudasunk, akkor ezt meg tudjuk tenni, ha

nincs, nem.

Szbgezziik le azt is, hogy az € deformacié egy UCAVHY CaucHY-potencidljara 4ltala-
ban

(15) UCAUCHY # V.

S6t, még €;, egy CAUCHY-potencialjanak idéderivaltja is altalaban eltér v-t6l: kiillonbsé-
giik egy valamilyen merevtestmozgashoz tartoz6 sebességmezd. Ezért ha egy (13) formu-
la nemnulla kezdeti deformécié mellett van hasznélva, akkor a benne szerepld U-ra (mely
ilyenkor nem elmozduléds, hanem CAUCHY-potencidl,) altaldban

(16) u#£v.
Ugyanigy, U°*U°HY £ v, és nemnulla kezdeti deforméci6 esetén U # V.

Tomor osszegzésként, mint dltaldnos szildrdtestmechanikai képletek, U =V és € =
= (Uo V) dsszeférhetetlenck egymdssal, és az € = (Uo V) -ben szerepld U dltaldban

nem elmozdulds.

2. KONSTITUCIOS OSSZEFUGGESEINK

A tovabbiakban a kovetkezd, homogén és izotrop kozeget feltételezd, linearis, rugal-

massagtani illetve reologiai konstiticids Osszefiiggéseket (,,anyagtorvényt”) fogjuk tekin-

teni:
(17) Slod=E%€,
(18) S'ot = E'e’,

ahol ¢ és ® jeloli a tenzorok deviatorikus ill. gombi részét (I az egységtenzor), azaz
(19)
d S s 1

O'S:§tra', oc'=0c'l, o°=0c-0 e =3

tovabba

N

tre, e =¢&'l, €e‘=e—¢€°

20)  SY=14TY+ TSR+ + T8,  E=US+ U, +---+ UL,
Q) S =1+T50,+ T30} + -+ T30, ES=U§+ U0y + -+ + ULOY

ahol T, 13, U A Us skalar dllandok. Lefedjiik tehét az dsszes olyan reoldgiai modellt,
amelyben véges rendig fordulnak el6 idéderivaltak. Példaul a tehetetlenségi POYNTING-
THOMSON-modell [Id. [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007)], [VAN-ASSzONYI (2008)]] ese-
tében a derivalt operatorok rendjei s¢ = s* = 1, e = e® = 2, maguk a konstiticios dssze-
fiiggések pedig

22) o'+ T6" = Use' + Ufe! + Uge!, o+ Tye' = Use® + Uré’* + Usé’,
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vagy, hagyomanyos jelolésben,

23) o'+ 76 =2Ge + 2’ + 9E°, o' +190° = 3Ke* + 3K ,€° + 0"

Erdemes levezetni (17)—(18) két, gyakran hasznosnak bizonyulé kivetkezményét. A
levezetés soran alkalmazott trilkkk pedig maga is sokszor célszerlinek bizonyul az ilyen
reoldgiai differencidloperatorokkal valé munka soran.

Tehat, hattassuk S°-t (17)-re:
(24) S38%ad = S EE,
S9-t pedig (18)-ra:
(25) SisSat =SYES e

Vegyiik észre, hogy S°S¢ = $%5$°, illetve hogy altalanosabban is, barmely két, alland6
egyiitthatokkal rendelkezd differencidloperator felcserélhetd. Ezért a kapott két egyenletet

Osszeadva azt talaljuk, hogy

(26) SiSto =S Ele! + SIES €.

Hasonldan, £° -t hattatva (17)-re, E°-t pedig (18)-ra, 6sszeadds utan kapjuk, hogy
(27) 5804 + ElSt ot = EVE €.

Rugalmassigtani esetben (amikor tehat mind a négy differencidloperdtor nulladrendd,
azaz egyszerlien konstansok) e két alak, (26) és (27) barmelyikébdl az eredeti (17) de-
viatorikus és (18) gdmbi konstiticids Osszefiiggések visszakaphatdak. Reologiai esetben
azonban (26) és (27) csak kovetkezmények, nem éllithatd vissza bel6liik az eredeti devia-
torikus és gombi Osszefiiggés. Differencidloperatorokkal ugyanis nem lehet osztani, mert

nincs egyértelm inverziik.®

A reoldgiai esetben a fenti levezetés soran szaporodik a differencidlegyenletek rendje,
példaul tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell esetén a masodrendii (17)-tel és (18)-
cal szemben (26) harmadrendd, (27) pedig negyedrendii. Ezért legyiink résen: ha akadnak
— példaul valamilyen specialis szimmetria vagy mas feltétel miatt — o-ra vagy e-ra
(vagy legalabb egy koordinatarendszer szerinti komponenseik némelyikére) valamilyen
specialis, alacsonyabbrendii derivaltas Osszefiiggések, akkor inkdbb azokat haszniljuk,
ne ezeket az altalanosan érvényes (26) és (27) kovetkezményeket. A gyakorlatban nem
mindegy, hogy példiul egy negyedfoku vagy csak egy mésodfoku algebrai egyenletet

8 A legegyszer{ibb példa: % f ismeretében f nem hatirozodik meg egyértelmien: egy additiv kons-
tansnyi hatarozatlansag van.
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kell-e megoldanunk, egy differencidlegyenlet karakterisztikus egyenleteként. Reoldgiai
levezetésekben a derivaltak rendje konnyen szaporodik, konny folosleges tobblet derivalt
rendeket 0sszeszedni, melyek hatdsa a végeredménybdl majd kiesik, de sokkal nehezebb
lesz eljutni ahhoz a vagyott végeredményhez.

E szakasz zar4dsaként vezessiink be jelolést az § d g8 gl operatorok harom bizo-
nyos kombinécidjéra:
(28)
1/ cdqgs sd 1 des sd 1/ cdqgs d
Dy =3 (S'E =S, Di=;28"E +SEY), D= (S"E +25°E7).

Ezek a kovetkezd szakaszokban (és jelen kotet 3. cikkében [FULOP-BEDA (2009)] is)
hasznosnak fognak majd bizonyulni. Egy alkalmazisuk pedig mar most is jelentkezik:
D, segitségével (26) és (27) az alabbi formaba irhatd:

(29) S9S%0 =S Ele + Dytrel,
(30) ESYo — Dotro|l = EYEse.

3. DINAMIKA : EGZISZTENCIA, UNICITAS

A mechanikai mozgésegyenlet, melyet tekinteni fogunk, a
(31) pV=0 -V +f

egyenlet, melyben a kozeg p sliris€gét hely- és id6fiiggetlen konstansnak tekintjiik, és
mely szerint a kozeg V gyorsulasat tehat a belsd erdket jellemzd o fesziiltségtenzor di-
vergenciaja és egy f(¢,r) térfogati erdsiirliség-mezd szabja meg.” A sfir(iséget kis defor-
malodasok esetén azért vehetjiik dllandonak, mert ilyenkor az anyag térfogata (egy-egy
kis elemi kozegdarabka térfogata) is csak kicsit tér el a nulla deformaltsagu allapotbelitdl.
Szintén a kis alakvaltoz4sok teszik lehetdvé, hogy a helyesebb, r'™" szerint vett o - V1
inercialis divergencia helyett az anyagi I szerinti o - V -t alkalmazzuk: a kétfajta diver-
gencia kozott a x;, oV szorzo a kapcsolat'®, és ez a szorzé kis alakvéltozasok esetén
koriilbelill az | egységtenzor. Ugyanezzel a x;, o V szorzoval szdmitandok &t az inerci-
alis vektorok az anyagi helyvéltoz6 szerinti irdnyviszonyokba, melyre példaul akkor van
sziikség, amikor peremfeltételeink is vannak, melyeket at szeretnénk szdmitani az anyagi
valtozo szerinti megfogalmazasba. Kis alakvéltozasok esetén tehat ezzel az attéréssel sem
kell bajlodni.
9 A térfogati erd fiigghetne a sebességtdl is, de ettSl a lehetSségtdl itt el fogunk tekinteni, noha a
sebességgel ardnyos esetekben (pl. magneses mezGben mozgas) linedris egyenletrendszer keretén
beliil maradnink, mely az itt tekintett mddszerekkel szintén targyalhatnink.

Omert az r'"™ — r valtozohelyettesités miatt egy Osszetett fiiggvény derivéltjaként szamithaté egyik
a mésikbol

1
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Osszetéve a kinematikai, a konstiticids és a dinamikai egyenleteinket, a teljes egyen-
letrendszer a kovetkezd tehat:

(32) €= (VoV),
(33) V=0 V+f,
(34) Slod= £,
(35) S'ot=E°€".

Olykor hasznos lehet az az észrevétel, hogy ha f konstans, vagy éltalanosabban, olyan

fiiggvény, mely
(36) f(t,r) =f.(t) + . (t)(r —r.)
alakd (itt I, antiszimmetrikus tenzor értékii fiiggvény!'!), akkor bevezetve a
(37) w(t,r) =v(t,r) — % {/tf*(t’)dt’ + /tl‘*(t’)dt’ (r—r.)
. e

fiiggvényt — egy tetszdleges segéd-t. felhasznalasidval —, az altalanosabb egyenletrend-
szer a (32)—(35) alakra egyszertisddik, amelyben azonban Vv helyén mindenhol ez az 1j

ismeretlen, w all.!?

Egy masik, idénként esetleg hasznosnak bizonyul6 észrevétel az, hogy majdnem min-
den'® f(¢,r) térfogati er dsszeolvaszthat6 o-val, abban az értelemben, hogy felirhat6 egy

szimmetrikus tenzor divergencidjaként:

(38) f=o'-V.

Ilyen o a potencialelmélet alapjan levezethets, de direkt médon is ellendrizhets
1 r—r 1°

39 fr)y=— [ |f(t,r')o ———| d*r

39 o'tr) =5 [ i =)

(legalabbis ha a kozeg kitoltotte tartomany az egész tér inerciarendszeriinkben — ha nem,
akkor bizonyos finomit4sok sziikségesek). A tobbi lehetséges o' is (39) alkalmas kiegé-
szitettjeként adhaté meg. Egy ilyen o' révén (33) jobb oldala felirhat6 egy ,.eltolt” fe-
sziiltség, o + o' divergenciajaként.

' ezért létezik hozzd egy . (t) id6fiiggs axilvektor, hogy T\ () (r —r.) =~.(t) x (r —r,), tehat
aT',-os tag egy helyfiiggetlen orvényer6sségili erémezét ir le. Orvényessége miatt ez egy nempoten-
cialos ergjarulék lenne, mely az r.-t6l mért tadvolsadg novekedésével novekszik. Egy elektromosan
toltott kozegre hat ilyen elektromos erd, ha homogén, de idében véltozé B magneses mez&ben van:
e valtoz6 magneses mezd egy orvényes elektromos mezdvel jar egyiitt. Ilyenkor azonban fellép egy
v x B-vel jellemzett mésik térfogati er$ is — ez szerencsére V-ben linedris, igy a probléma egyen-
letrendszere lineéris marad.

12 Az id&integralas azért lett benne bevezetve, hogy a mozgasegyenletben az idderivélasnak ellen-
dolgozzon, a specialis helyfiiggés pedig azért, mert pontosan ilyen esetekben teljesiil (W o V)S =
=(vo V)S . Igen, ez épp a CAUCHY-potencidlbeli hatdrozatlansiggal kapcsolatos.

13 példaul minden kellSen reguldris, és a végtelen felé megfelelGen lecsengé — mellézve a matematikai
feltételek pontos megfogalmazasat.
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Ha az er6mezd nem cseng le (azaz tart nulldhoz) megfelelGen a végtelen felé, ak-

kor a (39)-beli integral nem véges. o'

azonban olyankor is 1étezhet, és példaul bizonyos
szimmetridk fennalldsa esetén szintén egyszerien megadhatd. Ilyen eset az, ha az erd-
mez6 fiiggetlen egy DESCARTES-koordindtarendszer szerinti x koordinétitdl, és = irdnyd
komponense nulla (x-beli eltolasi €s tiikrozési szimmetria). Illyenkor a kétdimenzids po-
tencidlelméletbdl levezethetd

1S

1 fy. —T
f _ I Yz Yz 2./
(40) o'(t,y,z) = ;/ [f(tafyz) T dory.

formuldval dolgozhatunk'* (az 1, jeldlés az r vektor z irdnyra merSleges, azaz yz sikbeli
vetiiletét jeloli).

Ha pedig az erdmezd csak z irdnyu és z-fiiggd (,,magassagfiiggd, fiiggbleges ers”),

azaz

(41) f(t7z) :fz(taz)ez

(ahol e, az z irdnyu egységvektor), akkor egy tetszbleges z, segéd-érték felhasznalasaval
bevezetve a

(42) ol(t,2) = / fo(t,2)d2’
fiiggvényt, a
(43) o'(t,z) =0o'(t,2)]

képlettel dolgozhatunk. Homogén nehézségi erd, azaz f. = pg esetén példaul o'(z) =

= pgz| alegegyszeriibb vélasztas (2. = 0 esete).

Figyeljiink azonban oda arra, hogy ez a fesziiltséggel val6 6sszeolvasztis, a fesziiltség
eltolasa csak a dinamikai mozgasegyenlet szempontjabdl torténik, a konstiticids Ossze-
fiiggések tovabbra is az eredeti o-ra vonatkoznak. Ha tudjuk, és érdemes, akkor a defor-
maciodt is eltolhatjuk gy, hogy az eltolt fesziiltséggel elégitsék ki a konstiticios Ossze-
fiiggéseket. Ekkor célszert lehet v-t is eltolni, hogy (32) eltolt analogonjat kapjuk. Az
eltolt v viszont (33) bal oldalan valtozast okoz, tehat nem biztos, hogy sikeriil az egész
egyenletrendszeriinket ,.eltolni”. Az egyensulyi kozelités (a pV tag elhagyésa, részletesen
a 9. szakasz kezdi majd targyalni) esetén ez a vesz€ly nem all fonn.

Mind a beolvasztés, mind a (37)-féle eltolasoknal szem el6tt kell tartanunk azt is,
hogy ezek eltoljak a kezdeti feltételeket €s a peremfeltételeket is, amely befolyasolhatja
(rossz esetben: akadalyozhatja) feladatunk gyakorlati megoldhatosagat.

“ha f az zy sikban viselkedik kell6en regulérisan és végtelen felé lecsengGen.
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Mindamellett nem sziikséges erdltetniink a térfogati erd ,.eltiintetését”. A tovabbiak-
ban kovetkezd levezetések expliciten meg fogjak tartani a térfogati erd jelentette inhomo-
gén tagot.

Fontos atlatnunk, hogy targyalasunk szamos kozelitést tartalmaz. Kozelitiink egy-
részt a fizikai oldalon. Ugyanis homogén €és izotrop kdzegben gondolkodunk, melyet li-
nedris, csak véges rendi idéderivéltakig elmend, térderivéltakat nem tartalmaz6 konsti-
ticids Osszefiiggésekkel jellemziink, melyekben az idéderivaltak szubsztancidlisak (no-
ha egy egyiittforg6-egyiittmozg6 iddderivalt-tipus esetleg fizikailag helytallobb lenne, 1d.
[VAN (2008a)], [VAN (2008b)]). Elhanyagoljuk az esetleges képlékenyedést, karosodast,
tonkremenetelt, és a termodinamikai aspektusokat is. Kozelitiink emellett a matematikai
oldalon is, ahogy kis alakvéltozast feltételezve allando striiséggel, CAucHY-féle kozeli-
t6 deformaltsagtenzorral, anyagi helyvaltoz6 szerinti fesziiltségdivergenciaval, és a pe-
remeken 4tszamitatlan irdnyviszonyokkal dolgozunk. Legyiink tudatiban annak, hogy a
kiilonboz6 kozelitéseink okozta hibak felosszegzddhetnek, felgytilhetnek, mely targya-
lasmodunk alkalmazhatésagat is veszélyeztetheti. Minden egyes kozelités egyre erdsebb
alazatra int benniinket eljardsunkkal kapcsolatban.

A (32)—(35) egyenletrendszer ligyében matematikai szempontbdl az els6é kérdés az,
hogy egyenletrendszeriink konzisztens-e. Mas szdval, 1étezik-e megoldasa, akar egyetlen
nemtrividlis (az azonosan nullatdl eltérd) megoldas. (Ha tobb is 1étezik, akkor azok koziil
fog majd vélasztani kell6 mennyiségii kezdeti feltétel és, ha van, peremfeltétel.) Ez a kér-
dés ebben az irasban nyitott marad, megvalaszolasa tovabbi kutatast fog majd igényelni.
[BEDA GYULA szébeli kozlése szerint példaul a PoissoN-zardjelek egyfajta altalanosita-
sa, a MAYER-zardjelek alkalmazasa lehet egy lehetdség a valasz megadasahoz.] Itt most
csak annak végiggondolasa kovetkezik, hogy hogyan lehetne ezt az egyenletrendszert egy
numerikus, idében expliciten Iépteté sémaval megoldani, milyen kezdeti feltételekbdl, és

hogy a séma felallitdsa sordn talalkozunk-e barmi lehetséges inkonzisztencidval.

A (34) és (35) egyenletek arra utalnak, hogy o és o* fiiggetlen valtozokként kezelen-
dék, nem a o = 0 + o° kombinaciéjuk formajaban. Ugyanigy legyenek kiilon véaltozok
g4 és e°. Bz azt is kovetkezményiil vonja, hogy a (32) egyenlet is szétszedend az

(44) &= [(vovy] g

(45) &= [vovP| =(v-v)i

fiiggetlen részekre. A (33) egyenletet is irjuk fel szétszedett alakban:
(46) pN=0"V+ao' Vi

Kovetkezd 1épésként, megéllapithatjuk, hogy od-t a (34)—(35) és (44)—(46) egyenletek ko-
ziil egyediil (34) képes meghatarozni/léptetni. A tovabbiakban a tehetetlenségi POYNTING-
THoMsON-modell péld4jan dolgozzunk [Id. (22)], amelyre s¢ = s° =1 és e = ¢ = 2.
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Torekedjiink tovabba arra, hogy minél kevesebb valtozot kelljen 1€ptetni, inkabb meg-
hatdrozodjanak mas valtozok pillanatnyi értékeibdl. JO esetben olyan minimalis szamu
valtozokat talalhatunk, amelyek fliggetlenek, és kijelolik az egész folyamatot, mert a tob-
bi mennyiség ezek fliggvényeként all el6. Ekkor az ilyen valtozokat szabadséagi fokoknak
nevezhetjiik.

Torekvésiinknek megfeleléen — ahhoz hasonldan, ahogy a tomegpont-mechanika-
ban a sebességek helyett a kanonikus impulzusokkal, mint fiiggetlen fazistér-valtozokkal
dolgoznak, — ¢ szerepét egy fiiggetlen ‘o valtozéval jatsszuk el. Majd csak a meg-

d

old4sok mentén kell kapcsolat legyen o és o kozott, olyankor viszont feltétleniil : a

6% =109 kapcsolat. Ugyanigy vezetjiik be a %9 valtozét & szerepére, '€ -t pedig -

ére, és az egységes jelolés kedvéért irjuk -t is Yo?-nek, -t pedig “e?-nek, vagyis

definici6 szerint
47) 05t — g, 0gd — gd.

Anal6g mennyiségeket vezetiink be o° és €° nulladik és magasabb derivaltjaihoz is,
tovabba v-re és lv-re is sziikségiink lesz (V illetve derivaltja szerepében).

E viltozokkal megfogalmazva teht azt az iménti észrevételt, hogy -t csakis (34)
képes léptetni, azt irhatjuk, hogy o (34)-nek megfelelGen a

(48) ot = L (U 068 + UF et + U3 %6 — o)
1

modon hatarozédik meg, od -t pedig

(49) (OO'd). 1o,d

1épteti.

Tovabbmenve, ha (44) teljesiil, akkor az iddderivaltja is, melybs] e meghatirozo-
dasa allithato fel, a

(50) et = [(vo V)] ’
modon. Magabdl (44)-bdl pedig a
51) lgd — [(Ov o V)S} !

meghatarozddas szarmaztathatd. Vegyiik észre, hogy itt egy mésik uton is eljarhatnank:
hogy €Y nem meghatérozodik, hanem 1éptetddik az

(52) (1€d) — 25d
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szerint. Ez tehit egy lehetséges forrasa inkonzisztencianak: ha a kétféle eljaras nem vol-
na ekvivalens. Egyelore haladjunk tovabb az (51) utjan, és végiil ellendrizziik, hogy a

megoldasok mentén (52) is teljesiil-e.

¢ biztosan nem meghatarozodik (mert nincs mibdl), ezért Iéptetni kell, mely

(53) (0€d> _ 1gd
szerint tehetd meg.

A gombi tenzorok (az ® felsdé indexi mennyiségek) esetén ugyanilyen médon va-
lasszuk meg, hogy mi hatdrozédjon meg és mi 1éptetddjon, és melyik hogyan. Végiil,

(46)-ot hasznaljuk fel 'v meghatdrozddasara:

(54) 1v:%(0ad-v+%—5-v+f);
Ov pedig Iéptetendd,
(55) (o) = v

szerint, hiszen meghatarozni semmi nem tudja. Ezen a ponton visszatérhetiink az (51)
és (52) kozotti dilemmara: (55) szerencsére biztositja, hogy e két egyenlet ekvivalens
[mert (55) fenndllasa esetén barmelyikiik kovetkezik a méasikbdl], tehat megoldasok ese-
tén mindkettd teljestil.

Osszefoglalva és értelmezve sémankat, a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell
esetén a kozeg éllapotat egy pillanatban egyértelmiien kijelolik a %o, %9, %o*, %,
Ov szabadsdgi fokok (azaz: fiiggetlen mennyiségek, melyek teljes jellemzést nyujtanak).
A tobbi felmeriil6 mennyiség ezek fiiggvényeként el6all [1d. (48), (51), (50) és (54)]. A
szabadsagi fokokat 1éptetd egyenletekhez [1d. (49), (53) és (55)] pedig kezdeti feltételként
e szabadsagi fokok egy kezddpillanatban vett értékei mellékelend6k. Inkonzisztencidra

pedig nem bukkantunk.

Még tomorebben: dgy tlinik, a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-féle konstitici-
Os Osszefiiggésti kozeg allapotat a pillanatnyi o, € és v adja meg, ezeket elsdrendi
differencialegyenlet-rendszer id6fejleszti. Mas reolgiai modellek esetén hasonlé analizis
folytathat6 le. Hangsulyozand6 azonban, hogy az itt bemutatott vizsgélat nem tekintendd
szigoru bizonyitasnak, csak egy szisztematikus tajékozodasnak, és egy leendd bizonyités-
hoz felhasznalhat6 hozzévaloknak.

Ha ezek utan egy konkrét feladathoz peremfeltételek is tartoznak, akkor az a kérdés is
felvetddik, hogy 1étezik-e a peremfeltételeket is kielégité megoldas. Ennek megvalaszo-
lasa szintén nem egyszert, €s a bizonyitds mddja a peremfeltételek tipusatol is fiigghet

— erre a kérdésre a jelen irds szintén nem ad szigoru valaszt. Azt a heurisztikus fizikai
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érzetet mindenesetre érdemes megemliteni, hogy ha a peremfeltétel az adott elrendezés
rugalmassagtani probléméja (5S¢ = $* =1, £¢ = Ud, E° =U) esetén létez6 megol-
déasra vezetett, akkor reoldgiai konstitucids Osszefiiggések esetén is arra vezethet, hiszen
az altalanosodas itt csak 1d6 irdnyd, térbeli szempontbdl nem valtozik a rendszer.

Hogy a peremfeltételeket is kielégitd megoldas milyen kezdeti feltételek esetén egy-
értelmf, azt is egyelGre csak valdsziniisithetjiik : hogy olyanokkal, melyek a fenti értelem-
ben szabadsagi foknak tekinthet6 mennyiségek kezdeti értékét tartalmazzak. Tehetetlen-
ségi POYNTING-THOMSON-modellre példaul tehét az a varakozas, hogy o, € és v kezdeti
értékei egyértelmiire rogzitik a megoldast. Szigoru allitast azonban itt is csak tovabbi ku-

tatasok tudnak adni.

4. DINAMIKA : AZ ISMERETLENEK KIKUSZOBOLESENEK MODSZEREI

Maguk a megoldasok konkrét megkereséséhez vezetd tton egy lehetdség az, ha alta-
lanositjuk a rugalmassagtani esetbdl ismert megkozelitéseket. Ennek megfeleléen o-t, e-t
€s V-t (vagy V helyett valami elmozdulas-féleséget — ezt bdvebben 1d. alabb) tekintjiik ha-
rom ismeretlen fliggvénynek, ebbdl kett6t kifejeziink a harmadikkal, és eme harmadikra
egy differencidlegyenlet adodik. Ezt a kapott differencidlegyenletet redukélt egyenletnek
hivhatjuk.

Mieldtt ezeknek a kikiiszobolds redukalasoknak a részleteibe belemennénk, érdemes
tudnunk, hogy reoldgiai esetekben ez az egyismeretlenes differencidlegyenlet kellemet-
leniil magas rendl lesz — példaul tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-esetben id6ben
negyedrendii egyenlet adodik (a hdrom ismeretlen barmelyikére is vezettiik vissza a prob-
1émat). Ezt a helyzetet pedig jelentdsen tovabb stlyosbitja, hogy ez az egyetlen egyenlet
még csaloka siker: egy koordinatarendszerben szemlélve, ez egy szimmetrikus tenzor hat
(vagy egy vektor harom) komponensére vonatkozé csatolt differencidlegyenlet-rendszer.
Ebben egyes komponenseket ki kell még kiiszobolniink masok rovasara — egyrészt az
érdemi tovabbhaladashoz, masrészt mert a peremfeltételek gyakran egyetlen ilyen kom-

ponensre jelentenek feltételt.!

Mire egy egyetlen komponensre vonatkoz6 differencial-
egyenlethez ériink, igencsak sokadrendli id6derivéltas egyenlet fog el6ttiink allni, mely-
nek megoldasa technikailag drdmaian nehéz lehet. Mint az a 18. oldalon mér elhangzott,
reoldgiai esetben a derivaltak rendje igen gyorsan szokott szaporodni levezetéseink soran.
Ezért ha csak tehetjiik, ne ezeket az dltalanos, alabb kovetkezd egyenleteket hasznaljuk,
hanem az adott probléma geometriai szimmetridibol kovetkezd dsszes specidlis, egyszeri
egyenletet és tulajdonsagot ragadjuk meg, azokbdl szdrmaztassunk egyedi, alacsonyabb-
rendi differencidlegyenleteket. Jelen kotet tovabbi tanulmanyaiban latni fogunk példakat

ilyen, a szimmetridknak koszonhetd specialis egyenletekre.

15 pgld4ul egy henger alakii test terheletlen paldstjan a radilis fesziiltségkomponens, .. nulla.
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Elorejelzésként keriiljon itt megemlitésre az is, hogy a kikiiszobolésekkel kapott dif-
ferencidlegyenlet megoldésa is, €s a megoldas peremfeltételekhez illesztése is tovabbi
sulyos technikai nehézségekbe iitkozhet. Ezekrdl a késdbbiekben, a 37. oldalon lesz sz6
majd részletesebben.

Mindezen figyelmeztetések utan irjuk azért {6l ezeket az altalanos, egyetlen ismeret-

len tenzor- ill. vektorfiiggvényre visszavezetett egyenleteket.

El6szor kiiszoboljiik ki v-t a (32)—-(35) egyenletrendszerbdl : (32) idéderivaltjaba (33)-
at helyettesitve kapjuk, hogy
(56) pE = [(U'V+f)OV]S

Innen két irdnyba haladhatunk tovabb. Az egyik az, amikor ezzel az egyenlettel &-t és

idéderivaltjait kiiszoboljiik ki (29) méasodik iddderivaltjabol, melynek eredménye

(57)
pSiS 6 =S EY (0-V)o V] +Dyl(a-V)- V]I + [5Szd (fo V)’ + D (f-V)I

egy pusztan o-ra vonatkoz6 differencidlegyenlet. Ez az ut tehat ,,fesziiltségmddszernek™
is nevezhetd (ismeretes rd a ,,BELTRAMI-mOdszer”, és a pongyolabb ,,erémddszer” elne-
vezés is), az (57)-et pedig ,,dinamikai fesziiltségegyenletnek hivhatjuk. A masik irdny
az, amikor (56)-ra S 465 _sel hatunk, és a jobb oldalon (29)-et helyettesitjiik be: ez a ,,de-
formaciomddszer”, ugyanis az eredmény, a ,,dinamikai deformécidegyenlet” csakis e-t

tartalmazza (hivjak ,,alakvaltozasi mdédszernek” és ,,HUsZAR-mOdszernek™ is):

(38)  pSUSTEé=S"E(e- V) o V] + Dy[(tre) (Vo V)] + 598" (fo V).

Ezek utan lassuk azt az utat, amikor V-re szarmaztatunk egy egyenletet (,,sebesség-
médszer”, ,,dinamikai sebességegyenlet”): (33) id6derivaltjara hatunk S°S°-sel, S4S°6
helyére (29) id6derivaltjat helyettesitjiik be, majd (32)-t alkalmazzuk :'¢

pSiSH = [SEYe + Dytrel] - VSIS =
(59) =[S E AV D (v V) V] 550 =
= Dy (V- V)V — SSEV x (¥ x V) + 5°5°F,

A rugalmassagtanban népszer( eljaras még az ,,elmozdulasmédszer” (,,LAME-mdd-
szer”, vagy a pontatlanabb elnevezés: ,,mozgasmoédszer”), amikor is egy € = (Uo V)’
16 Felhaszndlasra keriill a V x (V xt) = Vo (V-t) — At azonossdg is, ahol t vektormezd,

vagy tetszbleges magasabb rend{i tenzormez8. Mellesleg, ennek az azonossagnak az ikertestvére
a (txV)xV=( -V)oV—At képlet.
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képletet vesznek (32) helyett, emellett egy U = v képlet alapjan (33)-ban V-t U-val he-
lyettesitik. Ezek utdn hasonl6 kikiiszobold 1épéseket tesznek, mint az elébb latott sebes-
ségmoddszernél. Az eredmény ugyanolyan alaku lesz, mint (59), csak benne Vv helyén ez
a bizonyos U 4ll. Mint azonban az az 1. szakaszban (ld. 17. 0.) nyomatékosan hangsu-
lyozésra keriilt, U =V és € = (Uo V)> nem hasznélhatéak egyszerre altalanos érvényi
képletként. Ezenkiviil az € = (Uo V)5 -ben szerepl6 U altalaban nem elmozdulas. Ezek

miatt a hagyomanyos elmozduldsmdédszer hibas, tobb szempontbdl is.

Vizsgaljuk meg, kialakithat6-e az elmozduldasmddszernek olyan mddositisa, amely
mentes ezektSl a problémaktdl. Két eset van: az € = (U o V)3 -ben szerepeltetett U vagy
egy Uy, elmozdulés, vagy egy US*U"Y CaucHY-potencidl. Az utébbi eset gyorsan elintéz-
hetS: a 17. oldalon lattuk, hogy UCAVCHY £ v, és azt is, hogy még csak meg sem tudjuk

UCAUCHY (jCAUCHY _

mondani, hogy vV — mennyi, ezért nem tudunk (33)-ban v-rdl attérni U ra.

(Az egyensulyi kozelitésben tekintett dinamikai egyenletrendszer esetén lehetové valik az
UCAUCHY _ra redukalés: 1d. 49. o.)

Térjlink at az eldbbi esetre: probaljuk meg U-t mint egy Uy, -t, azaz mint valoban egy
elmozdulést értelmezni. (1)-bdl kovetkezik, hogy v = u,,, és v = U,,. Hassunk (33)-ra
5495 sel, S50 helyére helyettesitsiik be (29)-et, és alkalmazzuk (5)-6t. Az eredmény
az (59) dinamikai sebességegyenlet analogonja, csak Vv helyett U, -ra vonatkozva, és egy
tovabbi inhomogén taggal kibdviilve :

. 1
pSeS Uy, = Dy (Uy, - V)V — §~SSde X (V X Ug) +
(60) +85M + (Usel + Usel,) - V,
ahol &,,(r) = &(ty,r) a deformaci6 kezdeti feltétele.

Lathatjuk tehat, hogy a ,,dinamikai elmozdulasegyenlet” tartalmaz egy nemtrivialis
inhomogén tagot. Hogy ez a tag mikor nulla, az els6é ranézésre nem nyilvanvald. A gya-
korlatban val6szintileg leggyakrabban el6adddé ilyen eset olyankor fordulhat el6, amikor
to-kor € elsd, masodik, ..., kellden magas rendig minden idéderivaltja nulla. Ekkor

61)  (USed +Uses,) (r) = (S Eed + SYE €) (to,r) = (S5 o) (to,r)
[v.0. (26)]. Ha o kell6en magas rendig vett idéderivaltjai is mind nullék ¢,-kor, akkor
(62) (848°a) (to,r) = o (to,r1).

Ezért ilyenkor

(63) (Uses + Use;,) -V =04, - V,

ahol o (r) = o(to,r) a deformacié kezdeti feltétele. Ezért leszirhetjiik, hogy ha a
kezdeti feltételre fennall még o, -V =0 is (pl. f =0 és egyensiilybdl indul a rendszer),

akkor a (60) dinamikai elmozdulasegyenlet extra inhomogén tagja nulla.
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Hangsulyozando, hogy a kezdeti deformaciot tartalmazé inhomogén tag nemcsak re-
ologiai konstiticids Osszefliggések esetén 1ép fel, hanem a rugalmassagtani, azaz HOOKE-

esetben is.

5. MATEMATIKA : FUGGVENYRENDSZER SZERINTI KIFEJTES

Az (57), (58), (59), (60) jellegli egyenletek analitikus megoldasahoz a talin leggyak-
rabban, legaltalanosabban alkalmazhat6 lehetdség a megoldas egy fliggvényrendszer sze-
rinti kifejtése. Ezen beliil is a legismertebbek az olyan fiiggvényrendszerek, melyek négy-
zetesen integralhat6 értelemben allitjak eld a megoldast, azaz a fiiggvénysorozat négyze-
tesen integralhatd értelemben tart a megoldashoz: az egyre hosszabb véges részletossze-
geknek a megoldastol vett eltérése négyzetének integralja nullahoz tart.!” Ezen beliil is
a leggyakoribb €s legpraktikusabb lehetdség — mely peremfeltételes problémakhoz kii-
16nosen illeszkedik, — az, amikor egy Onadjungalt differencidloperator (melynek defi-
nici6jat 1d. alabb) teljes ortogonélis sajatfiiggvényrendszere szerint fejtiink ki, a négy-
zetesen integralhat6 fiiggvények L? HILBERT-terében. A szinusz- és koszinuszfiiggvé-
nyek szerinti klasszikus FOURIER-Kifejtés példaul egy intervallumon vett —d*/dz? ope-
rator sajatfiiggvényei szerint fejt ki, az e’** sikhullamok pedig a (—o00,00) egyenesen
ugyanennek az operatornak a sajatfiiggvényrendszere. Utdbbi esetben nem megszamlal-
hatéan végtelen sok normélhatd sajatfiiggvény, hanem folytonosan végtelen sok, csak
disztribicié-értelemben normalhat sajatfiiggvény 1ép fel, de ezek NEUMANN és kovetdi
funkcionalanalizisbeli eredményeinek [REED-SIMON (1975)] koszonhetéen szintén mate-
matikai problémaktdl mentesen alkalmazhatéak, a megszamlalhat6an végtelen sok sajat-
fiiggvény esetével kozos keretben. Sok operatornal keveredik is e két lehetdség: a sajat-
értékek egy része egy megszamlalhato sorozat, a tobbi viszont egy intervallumot fut foly-
tonosan. Ilyen 1ép fel példaul a Coulomb-vonzoéerSben torténd kvantummechanikai moz-
gést (1d. pl. hidrogénatom) leir6 HAMILTON-operatoranal (energiaoperatorandl): a negativ
energia-sajatértékek megszamlalhat6an sokan vannak, és a hozzatartoz6 sajatfiiggvények
kotott allapotokat fejeznek ki, a pozitiv sajatértékek pedig folytonosan sokan vannak,
szoraséllapotot kifejez6 sajatfiiggvényekkel (annak megfelelden, hogy szdraskisérletben
tetszOleges energidju elektront kiildhetiink rd egy protonra).

Amint azt az e’** sikhullimok esete is sejteti, technikai okokbol akkor is érdemes
kimenni a valds fiiggvények korébdl a komplex fiiggvényekébe, ha a kifejtendd fliggvé-
nyeink mind val6sak. Ez semmi tartalmi gondot nem fog okozni, minden, aminek fizikai

jelentése folytan valdsnak kell lennie, valds lesz.

Feliiletes ranézés alapjan sokan szérszalhasogatdsnak vélik, de tartalmi fontossaggal

17Ez gyengébb elsallitas, mint a minden pontban teljesiilé konvergencia (és még gyengébb, mint az
egyenletes konvergencia), viszont erdsebb, mint a disztribicié-értelemben vett konvergalas.
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bir, hogy az 6nadjungélt differencialoperatorok!'® nincsenek értelmezve az dsszes négyze-
tesen integralhat6 fiiggvényen. Ennek egyik oka az az (6nadjungéltsaghoz sziikségszerii)
kovetelmény, hogy ne vezessenek ki az L? térbdl. A masik ok az, hogy ha kozonséges
fiiggvényderivalasként értelmezziik 6ket a derivalhatdakra (méasodrendii differencidlope-
rator esetén kétszer derivalhatdakra stb.) szoritkozva, akkor tdl sziik lesz az operator ér-
telmezési tartomanya ahhoz, hogy dnadjungalt lehessen. Csak un. szimmetrikus operator
lesz ezen a szlikebb értelmezési tartoméinyon, a szimmetrikus és onadjungélt operator
kozti megkiilonboztetés pedig fontos, mert csak utobbiaknak van teljes sajatfiiggvény-
rendszeriik. Ha viszont disztribucidderivalasként értelmezziik differencidloperatorunkat,
akkor minden négyzetesen integralhat6 fiiggvényre képes hatni, az viszont til b6 értelme-

zési tartoméany lesz az 6nadjungaltsaghoz.'

Ezeken tulmenden, térbeli peremek esetén peremfeltételek is korlatozzak az értelme-
z¢€si tartomanyt. Egy differencidloperatorhoz meghatarozhaté — értsd: konkrétan kisza-
molhaté —, hogy mely peremfeltételek esetén kapunk olyan értelmezési tartoméanyt, amin
operatorunk onadjungélt. A peremfeltételek kovetelménye miatt allhat el6 az a meghok-
kentd eset, hogy egy négyzetesen integralhat6 fiiggvény hidba derivalhato (és derivaltja
is hidba L?-beli): ha fiiggvényiink a peremfeltételnek nem tesz eleget, akkor 6nadjungalt

differencidloperatorunk mégsincs rajta értelmezve, mégsem hat rajta derivalasként.

Az értelmezési tartoméany L2-nél szlikebb volta a sajatfiiggvények szerinti kifejtést
nem befolyasolja. Egy tetszbleges L>-beli fiiggvény kifejthetd egy 6nadjungalt operator
sajatfiiggvényei szerint, azaz megadhat6 a sajatfiiggvények alkalmas linedrkombinacio-
jaként. Amikor ellenben hattatni is kivanjuk operatorunkat a kifejtett fliggvényre, akkor
szerepet jatszik az értelmezési tartomany : csak az ezen beliili fiiggvényekre hattathat6 az
operator, ezekre pedig a fliggvény kifejtésében tagonként hat. Vagyis, ha @1, s, ... az L

1,20

operator normalt sajatfiiggvényei A1, Ao, ... sajatértékekkel,” és v a kifejtendd fiiggvény,

akkor vannak olyan ¢y, ca, ... egyiitthatok, melyekkel

(64) V= cntpn.
n=1
Ha 1) benne van L értelmezési tartomanyaban, akkor ezen feliil teljesiil az is, hogy
(65) L = Z Lcypn, = chLgon = ch/\ngon.
n=1 n=1 n=1

8Egy L differencidloperator ©nadjungalt egy L% térben, ha S5 (r) (Lpy)(r)d™r =
= [(Ly1)*(r)y(r)d™r  barmely 1, ¢, L?-beli fiiggvényekre L értelmezési tartomanya-
bol. Itt * a komplex konjugélast jeloli.

19 A kozonséges fiiggvény-értelemben vett derivalhaté fiiggvények enyhe éltalanositdsa, az tn. abszo-
Iut folytonos fiiggvények lesznek a célunknak pont megfelelek. Ezek pontosan azok a fiiggvények,
amelyek el6allnak valamely fiiggvény hatérozatlan integraljaként. Derivaltjukon pedig épp ezt a
,.valamely fiiggvényt” értjiik (mely egyértelmii eleme L2-nek).

20 Ha vannak folytonos eloszlast sajatértékek is, azokra az itt kovetkezs 6sszegek integralként frandok.
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Az ilyen esetekben tehit £ tagonként hattathatd. Egyébként ) pontosan akkor van benne
L értelmezési tartomdnyédban, ha a

(66) > lendnl®
n=1

Osszeg véges.

Amikor egy differencidloperatornak tobb onadjungélt értelmezési tartomanya van
(mert tobb peremfeltétel is ilyet szolgaltat), akkor mindegyikhez kiilon-kiilon teljes or-
togonalis sajatfiiggvényrendszer tartozik. A sajatértékek szintén kiilonbozoek lesznek.

Egy egyszer(i példa, amely az eddig elhangzottakat jol illusztralja, az £ = —d?/dz?
operator a [0, 00) félegyenesen.?! Kiszamolhat6, hogy ekkor a
de

(67) P(0) +0(0)=0

peremfeltételek nyujtanak onadjungélt értelmezési tartomanyokat, ahol ¢ tetszéleges va-
16s, hossz dimenzidju paraméter (az ¢ = oo eset is meg van engedve, mely alatt a %‘f (0)=
= 0 peremfeltétel értendd). Adott ¢ esetén a (67) peremfeltétellel kijelolt értelmezési tar-

tomanyu 6nadjungalt operator sajatfiiggvényei a tetszdleges pozitiv k-hoz tartoz6

1 —ikx L =ikl ks
(68) S0’“@):\/?(6 ’ _1+;kzek ) A= K,

csak disztribucié-értelemben (DIRAC-deltara) normalhat6 fiiggvények (bejovo sikhullam
plusz az origérdl visszavert sikhullam, adott fazisugrassal). ¢ > 0 esetén ezeken kiviil
l1étezik egyetlen diszkrét sajatértékii, normalhat6 sajatfiiggvény,

2 1
(69) o_(z) = \/;e /e, A=—p

¢ < 0 esetén nincs ilyen sajatfiiggvény [durvan szélva azért, mert olyankor a (69)-ben
szerepld fliggvény nem exponencidlisan csokken az origotdl tavolodva, hanem exponen-

cidlisan nd, igy nem négyzetesen integralhatd].

Egy tetszbleges [0, o) -n négyzetesen integralhaté ¢ fiiggvény elballitasa egy ¢ > 0-
hez tartozd sajatfliggvényrendszerrel

70) (@) = c_p_(z) + / " k) on(x)dk

alaku, egy ¢ < 0 rendszerrel pedig

an la) = / " ek)on(a)dk.

2 Erré6l a példardl is, és altaldban az 6nadjungalt operdtorok matematikai tulajdonsagairdl és fizikai
alkalmazasardl részletesebben olvashatunk példaul [FULOP (2006)] és [FULOP (2007)] irasaiban.
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7 2

Mint az mér elhangzott, az L?-beli el84llitas azt jelenti, hogy az egyre tobb tagi véges
linearkombinacidkkal val6 kozelités [(71)-szer(i integralok esetén az integral felsd haté-
raval a végtelen felé tartas] hibdja L?-értelemben nullahoz tart. Ez sajnos nem garantélja,
hogy minden z helyen nulldhoz tart a hiba, csak azt, hogy nullmérték{i halmazt alkot-
nak az olyan z-ek, ahol nem. Igy példaul ha van perem, a peremen altaldban nincsenek
a fiiggvények helyesen eldallitva: az el6éllitas talan konvergal, de 4ltalaban nem a kivént
értékhez. Nézziink erre egy példat: tekintsiik a —d?/dz? operatort ezittal a [0, 7| interval-
lumon. Onadjungélt értelmezési tartomanyhoz az intervallum mindkét szélén peremfelté-
telre van sziikség. Sok (folytonosan sok) ilyen onadjungalt lehetdség adodik, valasszuk

most ezek koziil az egyszer(

(72) ©(0) =0, p(m) =0

(73) on(z) = \/Zsinnx (n=1,2,...); A\, = n?

ortonormalt fiiggvényrendszer. Fejtsiik ki ezen a fiigg-

vényrendszeren a

(74) () = sin(z + 7/4)

fiiggvényt: egy olyan fiiggvényt, ami nem tesz eleget

a (72) peremfeltételeknek (hogy legyen egy kis izga-

lom, illetve néhany nagy tanulsag — lasd alabb), de egy

nagyon Ol viselkedd, és konkrét szamol4sokhoz is na- 1
gyon praktikus példa. Az itt mellékelt dbra az els6 ha- )
rom sajatfiiggvényt mutatja (pontozott, szaggatott €s pont-szaggatott vonal), tovabba a
kifejtendd fiiggvényt (folytonos vonal). A kifejtés a kovetkezd:

(75) b@) = capals),  on= / pnl2)0(2)d,
n=1
(76) 01:\/;, cs=cs=cyr=...=0, C”:_\/Tr(ig—l) (n=2,4,6,...).

A kovetkezd abran az l4thatd, hogy hogyan kozelitik meg az egyre hosszabb véges részlet-
Osszegek a kifejtett fiiggvényt. (Folytonos vonal: a kifejtendd fiiggvény. Pontozott, szag-
gatott €s pont-szaggatott vonal: a kifejtés az els6 10, 30 ill. 50 tagig.) A konvergencia a
peremeknél a leglassabb. Ez érthetd is, mert a peremen minden véges kozelités nulla érté-
ket kell folvegyen, hiszen ott az 6sszes sajatfiiggvény értéke nulla, a peremfeltétel miatt.

Ugye ne feledjiik el, hogy olyan kifejtésiink van, mely csak L?-értelemben tart a kifejtett
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fiiggvényhez, igy csak majdnem minden-

[
1

hol kell nulldhoz tartania az eltérésnek.
Altalaban is, minden olyan esetben, ami-
kor a kifejtendd fiiggvény nem tesz eleget
a sajatfiiggvények peremfeltételeinek, ak-

o
|“”|||‘|"|.|||

kor a peremeken nem lesz helyesen el6al-

o

litva a fliggvény, csak a tartoméany belse-
jében. A kifejtés a peremeken is altalaban

konvergal valahova (példankban példaul a  -°

nullakbol allé sorozat konvergél a nulla-

hoz), de sajnos nem a kifejtendd fiiggvény

T ey

ott felvett értékéhez.

Nemtrividlis az a kérdés sem, hogy egy kifejtést szabad-e tagonként derivalni. Mint
az az elobb mar emlitésre keriilt, £ akkor hathat tagonként, ha a kifejtett fiiggvény benne
van L értelmezési tartominyaban (azaz amikor a (66) 6sszeg véges). Az iménti példaban
(74) nincs benne a —d?/dz? operatornak a (72) peremfeltételekhez tartozd értelmezési
tartomanyaban, mert nem tesz eleget e peremfeltételeknek — és a (66) Osszegrdl is jol
lathatd, hogy végtelen:

(77) ilannF 1 Z 3 n' =00,
n=0

n=24,.

— tehét ez az onadjungalt operator nem tud ra hatni.

A d/dx derivélas sem hattathat6 tagonként. Bizonyithat6 ugyanis, hogy az

> do, T 2 —2n 2
(78) ch:{;:‘g 1- \/>cosa:+ Z fn2—1) n-\/;cosm:
n=1 n=24. . .

Osszeg kivezet az L? fliggvénytérbdl, nem

N
o

konvergél benne. Ez az eredmény szemlé-

letesen is latszik: itt az 4bran megfigyel-

5]

hetd, hogy a (78) fiiggvényosszeg egyre *
magasabb rendd tagjai egyre patologiku-

i
o

sabb viselkedést hoznak be, kiilonosen a

peremeknél. (Folytonos vonal: a kifejtend6

ol

fiiggvény derivaltja. Pontozott, szaggatott és
pont-szaggatott vonal: a kifejtés elso 10, 30

o

ill. 50 tagjanak derivaltja.) Ez a példa is mu-

tatja, hogy altaldban is pontos matematikai

g
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odafigyelést igényel, hogy egy kifejtésre szabad-e valamilyen derivalassal tagonként hat-
tatni. Amikor pedig az deriil ki, hogy nem, akkor nem szabad formalis manipulacidkba
bocsatkozva ezt mégis ,,valamilyen értelemben” feltételezni, mert az eredmény értelmet-
len lesz. Ehelyett koriil kell nézni a matematika eszkoztaraban, hogy ilyen esetekben ho-
gyan lehetséges kiszamolni, amiket ki szeretnénk.

Megjegyzendd, hogy létezik olyan eset, hogy egy térderivald operatorral bederivalha-
tunk tagonként a masik szerinti kifejtésbe : akkor, ha a két operator felcserélhetd. Ilyenkor
a két operatornak létezik kozos sajatfiiggvényrendszere, és ha ezen fejtettiink ki, akkor
van lehetdségiink az egyikkal tagonként hattatni a masik szerinti kifejtésre. Az opera-
torok felcserélhet6sége azonban értelmezési tartomanyuk figyelembe vételével értendd,
ugymond kompatibilisnak kell lennie a két értelmezési tartomanynak is. Peremfeltételek
esetén, azaz tobb Onadjungalt értelmezési tartomany létezése esetén ezt kiillonosen nehéz
biztositani [a (78)-nal latott példaban is tulajdonképpen ezen vérzik el a dolog].

6. MATEMATIKA : EGYENLETMEGOLDAS KIFEJTESSEL

7

Az el6z6 szakaszban targyalt kifejtés azért érdekes szdmunkra, mert az (57), (58),
(59), (60) jellegli egyenletek megoldasdhoz nyujt lehetdséget, legalabbis bizonyos esetek-
ben.

Tekintsiink egy
(79) T =TrLY+x

inhomogén linearis differencialegyenletet, ahol 7 és 75 a 0, idéderival6 operator vala-
milyen polinomjai, £ valamilyen térderival6 operator, ¢ (t,r) az ismeretlen fiiggvény,
x(t,r) pedig egy adott fiiggvény.?* Ennek az L-nek Iétezzen olyan értelmezési tartomé-
nya a térvaltozéban négyzetesen integralhato fiiggvényeken beliil, amelyen 6 6nadjungélt.
Ha peremfeltételek is fennallnak v)-re, akkor azt is kirdjuk, hogy e peremfeltételek legye-

nek id6fiiggetlenek, és tartozzon hozzijuk L egy onadjungalt értelmezé€si tartomanya.

Legyenek @1, o, . .. az L operator normalt sajatfiiggvényei A1, o, . . . sajatértékekkel

ezen az 6nadjungalt értelmezési tartominyon.?

A térvaltozdban négyzetesen integralhat6 (€s kelléen sokszor derivilhatd ill. abszoltit

22y = 0 esetén egy ilyen alakd egyenlet a szétvalaszthaté valtoz6jd differencidlegyenletek egy spe-

cialis esete. Szétvalaszthat6 valtozdju egy egyenlet, ha 1éteznek szorzat alaki megoldésai, ahol az
egyik tényez6 csak az egyik, a masik a masik valtoz6 fiiggvénye (tobb valtozd esetén pedig ha
minden tényezd csak egyetlen valtozo fiiggvénye). x # 0 esetén inhomogén szétvdlaszthato vdlto-
zojuinak nevezhetjiik egyenletiinket.

23 Ha vannak folytonos eloszlast sajatértékek is, azokra az itt kvetkezd 6sszegek integralként frandok.
Mint az mar elhangzott, az ilyen integralokra ugyanolyan/anal6ég szamolasi szabalyok és tulajdon-
sagok teljesiilnek, mint a diszkrét sajatértékekhez tartozé osszegekre.
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folytonos) (¢,r) megoldasok kifejthetok e sajatfiiggvényrendszer szerint:

B (D)= clt)enln) alt) = [ enr)ute .

Az olyan megoldisokra, melyek minden ¢ pillanatban benne is vannak a szobanforgd
onadjungalt értelmezési tartomanyban, (80)-on feliil

(81) (LY)(E,1) = ch(t) (Lgn)(r) = ch(t)An@n(r)

isigaz. Ha 71 és Tyt is négyzetesen integralhatbak a térvaltozéban, akkor

[e.e]

(82) (Tv)(t,1) = D (Trca)(t)gnlr),

n=1
oo

(83) (ToL)(t,1) =Y (Taca)(t) Anpn(r)

n=1

is teljesiil. Hogyha pedig x is négyzetesen integralhato a térvaltozoban, akkor a

B ) =S b)), bu(t) = [ en(endr

kifejtéssel a (79) egyenlet az

(85) Z(Tlcn n Z TQ Cn ngpn +Zb
n=1 n=1

moédon is irhat6. Mivel pedig a {p,}52, teljes és linearisan fiiggetlen rendszer szerinti
kifejtés egyértelm(i L>-ben, ezért tagonként teljesiil, hogy

(86) Tl Cp — )\nTQ cpy, + bn

Ezeket a kozonséges differencidlegyenleteket (melyek szerencsére mind ugyanolyan ti-
pusdak) kell tehat csak megoldanunk, illesztve a 1 (to,r), (0;1)(to,r), ...kezdeti felté-
telekhez — ezeket kifejtve ugyanis a {p, }>2; fiiggvényrendszeren, az egyiitthaték épp
cn(to), ¢nlto), ... lesznek.

Ha peremfeltételek is vannak, akkor az ahhoz illeszkedd sajatfiiggvények szerinti ki-

fejtés biztositja, hogy a megoldas is eleget tesz nekik.

Mint lathatd, szamos feltételezéssel éltiink az egyenletre és a megoldasra. Sajnos,
ha ezeket nem tessziik meg, akkor valamely 1épéseket nem tudjuk megtenni.?* Ezek oka

24 legal4bbis az L2-beli kifejtések keretében. Mis értelemben vett kifejtések esetleg tobbet is megen-
gednek, de ha talalunk is er6sebb tulajdonsagokkal rendelkez6 kifejtést, szamitsunk ra, hogy annak
alkalmazhat6saga erdsebb feltételekhez fog kotddni.
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az el6zd szakasz alapjan érthetd, talan csak a peremfeltételek idofiiggetlensége igényel
magyardzatot. Ha ugyanis a peremfeltételek 1dofiiggdek, akkor — hogy a sajatfiiggvé-
nyek szerinti kifejtés a peremen is konvergédljon, — a hozzajuk tartoz6 sajatfiiggvények
is id6fiiggbek kell legyenek [a (67)-nél mutatott példdban: ha L egy id6fiiggd L(t), az
a (68)—(69) sajatfiiggvényekben id6fiiggést okoz]. Ekkor viszont 75 a sajatfiiggvényeket
is derivalja, ami tonkreteszi a jobb oldal {y,}>2; szerint kifejtett alakjat.

7. DINAMIKA : A REDUKALT EGYENLETEK SZETVALASZTHATOSAGA

Az (57), (58), (§9), (60) redukalt egyenletek mindegyike inhomogén szétvalaszthato
véltozéjd, ha SYE®S és SSE? aranyos egymissal. [A Dy, D1, D, operatorok ugyanis
mindny4jan e kettd bizonyos linedrkombinacioéi — 1d. (28).] Amikor ez nem all fenn,
az (59) sebességegyenletbdl akkor is szétvalaszthato valtozdjuakat nyerhetiink. Mieldtt
azonban erre ratérnénk, idézziik fel a korabbi otletet, hogy konkrét szimmetridk vagy
egyéb specidlis viszonyok teljesiilése esetén eme altalanosan fennalld redukalt egyenle-
tek mellett egyszer(ibb specialis egyenleteket is le tudhatunk vezetni, és akkor elegend6
azok megoldéasara koncentrilni. Emellett az altalanos fesziiltségegyenlet €s deformécio-
egyenlet deviatorikus és gombi része is bizonyos specidlis feladatok esetén kellemesen
egyszer lehet.

Lassuk tehat, hogy az éltalanos szinten mit lehet tenni az (59) sebességegyenlettel.

Egy V(t,r) sebességmez8hoz hozzarendelhets a

1 r—r’
(rot=0) = . / 3p _
(87) Ve = o [ ) =
— _i (V-V)(t,l’/) 3/
o A= stk

mez6.2> A jobb felsé sarokba frt (=0)

jelolés arra utal, hogy ez a vektormezd rotacidmen-
tes. Ez a mésodik, (88) alakbdl ol latszik, hiszen egy gradiens roticidja nulla. Belathato

[az elsO, (87) alakbol], hogy

(89) NCSUNE vANRVIR vl
Ezért a
(90) V(diVZO) —V— V(rot:O)

vektormez$ pedig divergenciamentes. Ez tehat a v vektormezd rotdcidmentes és diver-
genciamentes részre vald felbontdsa. Ez a felbontés hatarozatlan, legalabbis egy helyfiig-
getlen (de tetszbleges idofiiggésii) vektor erejéig. Egy divergenciamentes vektormezdbdl

23 1tt fel kell tenniink v bizonyos kelléen reguléris viselkedését, és divergencidjanak végtelen felé vald
lecsengését.
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egy rotacidmentesbe atcsoportositani ugyanis olyan vektormezd&t lehet, amely divergen-
ciamentes €s rotaciomentes is egyszerre. Egy rotaciomentes vektormezé VU alaku (1d.
14. oldal?*®). Mivel emellett divergenciamentes is, ez (VU) -V =0 -t jelenti, azaz AU =
= 0-t. Ennek tetszGleges a(t)-vel megoldésa az

91) Ut,r)=al(t)-r

figgvény. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy elrendezésiink olyan, hogy valéban
pontosan (91) alakdak a lehetséges megoldasok. Ekkor VU = a az atcsoportosithatd

vektormezd, mely egy tetszOleges 1dofiiggésii, helyfiiggetlen vektor.

Maga Vv felbontasanal nem is lesz fontos az egyértelmiség, a (87) és (90) definicidkkal
fogunk tovabb dolgozni. E mennyiségekkel (59) utolsé sora a

92)  pSUSTU= Dy (V0. V)V - DSUENY x (V x V) 4 5950

alakba irhatd. Itt a jobb oldalon az els6 tag rotacidja nulla, a masodik tagnak pedig a
divergencidja nulla. Ezért ha vessziik a bal és a jobb oldal felbontisat roticid- és diver-

genciamentes részre, akkor a

(93) deSS V(rot:()) =D, (V(rot:0) . V) vV + SdSSf(mt:O) +b
és
(94) deSSV(diVZO) = _%szdv % (v % V(diV:O)) +5d55f(diV:0) . b

komponenseket kapjuk, ahol b(t) egy tetsz6leges id6fiiggs, helyfiiggetlen vektor, mely a
felbontds nem-egyértelmiisége miatt 1ép fel, =9 g5 fAV=0) pedig f felbontdsa a (87)
és (90) képletekben latott modon. A (93) és (94) egyenletek pedig mér (inhomogén) szét-
vélaszthatd valtozojuak.

Mivel a pSS°¢ = b differencidlegyenletnek létezik c(t) megoldasa, ezért a (93)

rot=0) div=0)

egyenletet a V( — C ismeretlenre, (94)-et pedig V! + c-re irva at, a b jelentette

inhomogén tag el is tiintethetd.

Erdekes kérdés, hogy a vektormezdk divergenciamentes és roticiémentes részre va-
16 felbontasa hogyan 4ltaldnosithaté tenzormezdkre, egyik tenzori ,.indexiikben” (tenzori
komponensiikben), illetve egyszerre tobb ,,indexiik” szerint is. Egy ilyen felbontés hasz-
nos eszkozt és latismodot adhatna képleteinkhez (gondoljunk példaul a mozgasegyenlet-

ben szereplé o - V kifejezésre, vagy a V x € x V = 0 tulajdonségra).
8. DINAMIKA : AZ EGYENLETEK MEGOLDASA

Kovetkezzenek most észrevételek, javaslatok az egyenletek — akar a redukaltak, akar

26 mint ott is, most is tegyiik fel, hogy a tértartomany, amit r befut, egyszeresen 6sszefiiggs

36



az esetleges specidlis egyszerlibbek — megoldasdhoz. Ezek a korabbi szakaszokban em-

litettek kovetkezményei, ezért az itt irtak indoklasai, magyarazatai fentebb talalhatdak.

e Olyan redukalt (vagy mas) egyenletre torekedjiink, amely (inhomogén) szétvalaszt-
hat6 valtozdji. Ha peremfeltételek is vannak, akkor arra a valtozéra elimindljunk-
redukéljunk, amire a peremfeltételek meg vannak adva, mert a tobbi varhatéan a meg-
oldas valamilyen térderivaltjaként adédna, de a kifejtés varhatéan nem lesz tagonként
derivalhat6 (€s plane nem varhat6, hogy a remélt értékhez konvergal a peremen). Csak
ha két térderival6 operator felcserélhetd, akkor derivalhatunk be tagonként az egyik
szerinti kifejtésben a masikkal (és csak akkor, ha a két operator k6zos sajatfiiggvény-

rendszerén fejtettiink ki).

e A minket érdekl6 megoldas sajnos nem feltétleniil négyzetesen integralhat6. Erre gya-
nakodhatunk példaul, ha a kezdeti feltétel, vagy a vart nagy idejli aszimptotikus vég-
eredmény?’ nem négyzetesen integralhaté. Fizikailag a négyzetek — mozgasi ill. ru-

2 tre?), ezért hogyha fizikailag meg

galmas — energidkhoz kotddnek (pl. V2, tro
tudjuk mondani, véges vagy végtelen energidk varhatoak a rendszerben, az is segit
annak megtippelésében, hogy fenn fog-e allni négyzetes integrdlhat6sag. Ha nem, ak-
kor abban reménykedhetiink, hogy legalabb a valtozasok véges energidjiak lesznek.
Ilyenkor vonjuk le a keresett mennyiségbdl a kezdeti feltételbeli értékét, vagy a vart
nagy idejli aszimptotikus végeredményt. Ha e kett6 kiillonbsége nem négyzetesen in-

tegralhatd, akkor baj van.

Példaul egy hengerszimmetriaju feladatban a henger tengelye iranyu eltolasokra inva-
riancia van, ezért ha a valaminek a tengelyre merdleges sikbeli integralja nemnulla,
akkor a tengely irdnyu integralastol végtelen lesz a térintegralja. Ilyenkor viszont ab-
ban reménykedhetiink, hogy a szimmetriatengelyre meréleges sikban négyzetes integ-
ralhatésag van, és hogy ez a fajta kétdimenzids négyzetes integralhatosag elég lesz a

megoldashoz.

e Ha a peremfeltétel id6fiiggd, vonjunk le a keresett ismeretlen fiiggvénybdl egy olyan
kivalasztott segéd-fiiggvényt, ami ugyanilyen peremfeltételli, hogy a kiilonbségre az
idofiiggetleniil nulla peremfeltétel teljesiiljon. Ezt a levonast az esetleges mas levo-
nassal 0sszhangban tegyiik: a négyzetes integralhatosag is biztositva legyen. Arra is

tigyeljiink, hogy az egyenlet szétvalaszthatd valtozoju maradjon.

A sok nehézség felvazolasa utan lassunk egy konkrét esetet, ahol mindezek nem 1ép-
nek fel. Tekintsiink egy végtelen kozeget, egy tetszGleges idbfiiggetlen f térfogati er6me-

z0ben, és egyelore egy tetszdleges (17)—(18) reologiaval. Az egyszerliség kedvéért nem

27 A reoldgiai konstitticios dsszefiiggések csillapitisokat szoktak lefrni, igy a rendszer sok esetben egy
statikus egyensilyi, rugalmassagtani allapothoz tart.
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magukat (93)-at és (94)-et, hanem egy-egy egyszerlibb kovetkezményiiket oldjuk meg
most. Képezziik (93) divergencidjat:

c 2z

(96) pSIS™ (V x v =) = 25 A (V x v @),

E két szarmaztatott egyenlet egy-egy hullamegyenlet, csak reologiai csillapitasokkal tar-
kitva (a rugalmassagtani longitudinélis ill. transzverzalis hullamok reolégiai altalanosita-
sai).

Mindkét hullamegyenlet négyzetesen integralhaté megoldasait megkaphatjuk a —A

térderivalo operator (térbeli DIRAC-deltara) normalt

(97) o) = ——— e N =k =

sajatfiiggvényrendszere szerinti kifejtésben. A (86) egyenlet a

(98) pS98Se = k2 Dycy
illetve
(99) pSiS o = kLS Ede,

alakot 6lti. Mindkett6 dlland6 egyiitthatés homogén linearis differencidlegyenlet 1évén,
(100) a(t) = e 't

alakban kereshetjiik a megoldasaikat.?® A (100) alakot behelyettesitve (98)-ba ill. (99)-be,
mivel sajnos w-t nem tudjuk expliciten kifejezni K fiiggvényeként [mely w(k) fiiggvényt
diszperzi6s relacidnak hivjak], ezért fejezziik ki k?-et w fliiggvényeként:

(101)
302 [ T ] [ TH(—ic) |
2[ S T (i) [ ool Ud(—iw)] + [l Ta(—iwpp] [0, Up(—iw)e

illetve

k* =

s S . i sd .
200 S0 Tl | [SL ] gpur sty miivy

a2y &= [Z;i:OT;(—jw)m] [z;"ong(—iw)n] e U (—iw)e

8 Jegaldbbis a nem-elfajulakat: a reologiai egyiitthatok olyan specidlis egyiittalldsai esetén, amikor
a karakterisztikus egyenletnek vannak tobszords gyokei, olyankor te'“?, t2e'“?, ... megoldasok is
lesznek.
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Vegyiik észre, hogy utdbbi, a transzverzalis esetben a csak a torzulési konstiticios relacio,
(17) jatszik szerepet, a gombi, (18) nem.

A (101) és (102) osszefiiggések meglehetsen bonyolultak. Vegyiik elészor a rugal-
massagtan esetét: (S¢ = S§° =1, E* = U¢, E® = U}). Ekkor

3pw? 208 + U
103 k= =4/ —2—"k
(103) wivoy YT T

iletve
2pw? Ud
104 k2 = = =442k
(104) i w n

diszperzios relacidkra egyszeriisodik a helyzet. Ilyenkor a jelsebesség nagysaga, w/k,? és
a dw/dk csoportsebesség nagysiga ugyanaz a k-fiiggetlen alland6, mind a longitudinalis
(103), mind a transzverzalis (104) esetben.

Ha reoldgiai esetekre tériink at, akkor (101) és (102) megoldésai w-ra altalaban komp-
lexek. Ilyenkor a csoportsebességet nem is értelmezhetjiik a szokasos dw/dK kifejezéssel.
Ezért ismételjiik at a csoportsebesség értelmezését, de olyan mdédon, hogy az komplex w
esetére is miikodjon. Tekintsiik egy olyan ¢ megoldas

—iw 1 ikr g3k ikr—w(k)t] 43
W(t,r) Z/Vke (k)2 e d*k e d’k =
(2m)3 \/
_ 1 Imw(K)t gilkr —Rew(k)t] 43
= Y€ d k
\/(27r>3/

kifejtését, amelyben ~x valds és egy Ko koré koncentralddik (példaul egy Ky maximumu

(105)

GAuUss-gorbe profild fiiggvény). Ekkor az integralban természetesen K, e kornyezete do-
minal. Emellett az integrandus egy K-fiiggd fazisi komplex szam, és a stacionarius fazis
modszere értelmében egy ilyen integralban az olyan Kk vidéke ad csak jelentSs jarulékot,
ahol a fazis k-fiiggése éppen ,,leall”, azaz ahol a fazis K szerinti derivaltja nulla. Ezért
Y(t,r) olyan t és r értékekre jelentds, ahol ez a két dominal6 kornyezet ugyanaz, tehat

ahol a fazis K szerinti derivaltja épp k = K -ban nulla:

B dRew

106 ko)t =0
(106) ak (ko)
Igy t-kor ¢» maximuma a
dRew
1 Kk
(107) i (kolt
helyen van, mely maximumbhely az id6 fiiggvényében vandorol, a
dRew
108 k
(108) ik (ko)

29 A jelsebességnek mint vektornak wk /k? tekinthetd.
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sebességgel. A csoportsebesség, azaz egy hullamcsomag (avagy ,,csoport”) tetejének van-

dorlési sebessége tehat a (108) kifejezés, mely komplex w esetén is értelmezve lett tehat.>”

Ezek utan tekintsiink masodik példaként egy POYNTING-THOMSON-modellt, és az at-
léthatéség kedvéért csak a transzverzalis egyenletet vizsgaljuk. Ekkor az S =1+T 40,
= Ug + U{9;, konstitdcids operatorokkal van dolgunk, (102) pedig

2pw? [1+ TP (—iw)] ~ 2pw? 14 TP (—iw)
U + Uf (—iw) U 1+ Hh(—iw)

(109) k? =

lesz. Ez a képlet kis w [a reoldgiai idGskéalakhoz képest kicsi, azaz |w| < Tld ] esetén

) Ud
a rugalmassagtani (104)-re vezet, a lassu folyamatok tehat reolégiamentesen zajlanak.

Ezzel ellentétben, a |[Rew| > Tld Uy gyors folyamatok esetén

7Ud
Uo 12— 2 1+ T (—iw) ~ (Rew + iTmw)? TdRew—l—i(l +lemw) _

2p 1+ gh(—iw) ThRew +i(1+ i Imw)

T4 i 1 U 1
110 =1 (R 211+ — |21 — 0 O ——11.
(1 o (Ree) e (e gy Ui’)+ ((Rewv)}
0

A bal oldal valos, ezért a jobb oldal képzetes része is nulla kell legyen. Ha feltételez-

d
ziik, hogy |Imw| < |Rew|, akkor ez 2Imw + &5 — % nulla mivoltat® jelenti. Innen
1 1
d
Imw — 1 <% - T%) azaz Imw egy bizonyos véges értékhez tart. Ez azt mutatja, hogy

|Imw| < |Rew]| feltevésiink konzisztens volt. Erre tamaszkodva (110) azt mutatja, hogy

41 k? egyre pontosabban (Rew)? -tel lesz egyenld. Eszerint a (108) csoportsebesség

d
Ud/U“
nagysaga Rew — oo sordn a

Ui/us |Us

111
(111) 7\ 2

értékhez tart. Mivel termodinamikai megfontolasokbdl
[VAN-AsszONYI (2006)], [ASSZONYI-VAN-SZARKA 7
(2007)] U{/US > T{, ezért az aszimptotikusan nagy | /

frekvenciaja hullimok csoportsebessége nagyobb, mint

az aszimptotikusan kisfrekvencidsoké. A (109) egyen-
letet numerikusan is megoldhatjuk, melynek eredmé- fr

nye egyezik a kis- és nagyfrekvencids szamitasi ered-

ményiinkkel, e két széls6séges jelenségtartomany ko- e
zott pedig a csoportsebesség nagysaganak nemtrivialis
30 Altalanosabban, ha ~x nem valés, de abszolit értéke tovabbra is egy Kg koré koncentralddik, és e
hullamszadm-kornyezetben ¢ komplex fazisa k-nak jo kozelitéssel linearis fiiggvénye, az csak annyi

véltozast okoz, hogy a hullamcsomag teteje ¢ = 0-kor r = O helyett egy valamilyen r helyen jér.
31 helyesebben: nullahoz tartdsit Rew — oo sordn
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alakulasara hivja fol a figyelmet. Az itt mellékelt abran lathat6 a szamitott csoportsebes-
1Uf
20
tén késziilt]. A longitudinalis csoportsebesség fiiggvénygorbéje a magasabbfoku polino-

ség /U /2p egységekben, Rew fiiggvényében (lU]—i egységekben) [az dbra T = ese-
0

mok miatt jéval cirkalmasabb menetd, tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell esetén

pedig mar a transzverzilis fiiggvénymenet is joval bonyolultabb.

Mindamellett tartsuk szem el6tt, hogy a csoportsebesség egy viszonylag hozzavetd-
leges, kozelitd mennyiség, csak koriilbeliili tajékoztatast ad a folyamatok sebességérol.
Amikor pedig peremfeltételekkel hatarolt tartomanyt foglal el kozegiink, ott a peremek
miatt masak lesznek a sajatfiiggvények, ezért a hullamterjedés is. Egy laboratériumi pro-
batestre bocsatott ultrahangos terjedésisebesség-mérésnél pedig a jel bebocsitisa idofiig-
gben gerjesztett peremfeltételt jelent, a detektalas pedig nem egy hullimcsomag tetejének
érkezését figyeli, hanem inkéabb az érkezett jel felfutasat, ezért ott jelentdsen mas szami-
tasokra van sziikség a mért sebességérték anyagi paramétereitdl valo fiiggésének megil-

lapitasahoz.

9. EGYENSULYI KOZELITES : EGZISZTENCIA, UNICITAS

A (32)—(35) egyenletrendszer egyensulyi kozelitése alatt az értendd, amikor (33) bal

oldalat nullanak vessziik :

(112) €= (voV),
(113) 0=0-V+f,
(114) Slod=E%€,
(115) S*o* =E"€’.

Ezzel a hullamokat és mas gyors jelenségeket elveszitjiik : olyan tranzienseket, amik le-
csengenek, am addig nagy valtozdsokat — igy képlékenyedést vagy tonkremenetelt —
is okozhatnak. A gyors Osszeugrasok/kitdgulasok lefolyasat sem tudjuk nyomon kovet-
ni. Ezek a gyors véltozéasok elfuté jellegliek (hullamszerien odébbhaladnak a kozegben),
mig a reoldgiaiak helybenmaraddak.>?

Az egyensulyi kozelitést hivjak kvazistatikusnak is, de a ,,statika” kifejezés alatt nem-
csak az erdk egyensulyat szokds érteni, hanem beleértik a sebességek nulla voltét is.*?
Ezért a ,,kvazistatikus™ szdval az a probléma, hogy nem vildgos beldle, hogy mi benne a

32 legalabbis eme lokdlis konstitticios relaci6ju reoldgiai modelleink esetén. Ha a konstitdcids dssze-
fiiggések példaul a deformécid gradiensét is tartalmazzak [VAN (2004)], [ VAN (2009)], akkor egyen-
sulyi kozelitésben is kaphatunk vandorl6 valtozasokat.

33 Ebb6l az is latszik, hogy a statikussig egy vonatkoztatisi rendszerhez kit6dd fogalom: egy kozeg-
folyamat akkor statikus, ha létezik inerciarendszer, amelyhez képest nyugvé a kozeg mozgasa, és
ezt a nyugvo mozgast az erdk (és a forgatdnyomatékok) egyensilya tartésan fenn is tartja.
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kvazi, és mi benne a statikus. A mechanikai egyensily all-e fenn tovabbra is, és a sebesség
inercidlis volta nem? Vagy forditva? Vagy mindkett6 csak egy kicsit sériil ? Raadasul az
egyensulyi kozelités kivitelezéséhez nem kell a sebességre semmit sem mondani, akdrmi-
lyen v(¢,r) mellett kiréhatd (csak a gyorsuldsoknak kell elég kicsinek lenni ahhoz, hogy
a pV tagot eldobhassuk).

Megjegyzendd, hogy egyenstly alatt itt mechanikai egyensily van értve: az er6k
egyensulya (mely mellett a forgatonyomatékok egyenstlya a fesziiltségtenzor szimmetri-
4ja alapjan mar teljesiil). A termodinamikai aspektusok itt el vannak hanyagolva.

Fontos kérdés, hogy mihez képest legyen a pv tag annyira kicsi, hogy eldobhassuk.
A biztonsagos valasz az, hogy o - V -hoz és f-hez képest egyarant kicsinek kell lennie.
Amikor térfogati er6 nincs, akkor nehezebb helyzetben vagyunk. Azt mégsem mondhat-
juk, hogy o - V-hoz képest, hiszen ha pv-t eldobtuk, akkor a o -V = 0 egyenletet
oldjuk meg, és ha ennek megoldasat jo kozelitésnek tartjuk, akkor eszerint o - V valo-
ban ,,meglehetésen” nulla. S6t, pont annyira nemnulla, amennyire pv nemnulla (hiszen a

pv = o -V egyenlet szerint egyenlok).

Mar az is pikéns kérdés, hogy mi a matematikai feltétele annak, hogy egy térfogati
er6 elhanyagolhatd. Erre egy elsé vélasz az lehet, hogy az f térfogati er6hoz tobbnyire
rendelhetS egy o ,effektiv fesziiltségtenzor” (1d. 3. szakasz), és ez kell elhanyagolhat6
legyen a kozeg peremén hat nyomasokhoz képest. Sajnos, o definiciéja nem egyértelmii
adott f esetén. Emellett ha egy fiiggvény joval kisebb egy masiknél, a derivéltja (igy pl.

a divergenciéja) nem lesz sziikségképpen joval kisebb a mésik derivaltjanal.>*

Ezért egy
kevésbé praktikus valasszal kellhet beérniink : meg kell oldani a feladatot f nélkiil, és ha a

kapott o - V joval nagyobbnak bizonyul f-nél, akkor jogosan hagyjuk el.

A pv tag elhagyasa is talan akkor teheté meg, ha a nélkiile megoldott probléméabol
kiszamolhaté pv valdban joval kisebb a kialakulé o - V -nél. Természetesen j6 volna
ennél hasznosabb kritériumot is feldllitani, de ez egyel6re nyitott kérdés, mely megbizhat6

vélaszt igényel.

Megjegyezhetd, hogy gyors, periodikus zavarok lassu valtozasokat (drift-et) is okoz-
hatnak. Az ilyenek kozelit6 targyaldsidhoz az un. adiabatikus kozelités és a FLOQUET-
modszer is alkalmazhatd, melyek valamilyen értelemben kidtlagolnak a gyors valtoza-
sokra. Erdemes volna feltirni, hogy ezek a modszerek hozzasegithetnek-e az egyensilyi
kozelités jobb megértéséhez.

A (112)—(115) egyenletrendszerben nincs mar olyan egyenlet, mely V-t meghatéroz-

na/id6fejlesztené. e(t,r) ismeretében (32)-bdl kell rekonstrualnunk az 1. szakaszban 14-

s 2

tott mdédon, a (10) CEsArRO-formulét €-ra alkalmazva, és a fellépd hatdrozatlansdgokat

34Példa: A1 (2 +sinkix) és Ax(2 + sinkor), ahol Ay < Ao, de ky > ko tgy, hogy Ajk; > Asks.
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valamilyen tobblet-informécié segitségével (peremfeltételek, szimmetridk) rogziteni.

A (112)—(115) egyenletrendszer megoldasanak 1étezését (egzisztencidjat) jelen iras
nem vizsgélja. Ez vélhet6leg annak 6tvozésekent lenne kivitelezhetd, ahogyan a rugal-
massigtani egzisztencia bizonyithat6, és ahogy az alabb kovetkezd unicitds vizsgilhatd
reoldgiai esetekben. A megoldas egyértelmiiségének (unicitdsanak) bizonyitisara viszont
sor keriil itt. A kiillonb6z6 reoldgiai modellek kiilonbozSképpen tlinnek viselkedni unicitas
szempontjabol, ezért a kiillonb6z6 modellek egyesével lesznek sorra véve.

Az unicitasbizonyitidsok prototipusa a rugalmassagtani eset lesz, tekintsiik tehat el6-

szoreztaz S'=S%=1, E' = U, E® = U} esctet, azaz a
(116) o' =Ule", o' =Use*
konstitdcios Osszefiiggéseket.®

Tételezziik fel el6szor, hogy kozegiink egy olyan tartoményt tolt ki, melynek alakja
€s pereme olyan, hogy ra a Gauss-tétel (vektormezd divergencidjanak térfogati integral-
ja egyezik a vektormezd feliileti integraljaval) alkalmazhat6. Tegyiik fol tovabba, hogy
o1, €1, V; 1s megoldéasa a (112)—(115) egyenletrendszernek €s valamilyen kir6tt perem-
feltételeknek, és o3, €9, V5 szintén megoldasa ugyanennek a feladatnak. Tekintsiik €, egy
U$AUCHY CaucHY-potencialjat — ez lehet egy to-t6l mért (Uy, ), elmozdulas is, de lehet
barmely més lehetséges CAUCHY-potencidl is. Ugyanigy vegyiink egy uS*V“" Cauchy-

potencialt €2-hdz. Ezek utan vezessiik be a

(117)
— _ _ CAUCHY __ ,,CAUCHY CAUCHY
o,=09—01, E, =€y — €y, V, =Vy —Vy, u, = U, — Uy
jeloléseket.

Eme el6késziiletek utan vegyiik a kovetkezd levezetést:

(O_AugAUCHY) .V = (UA X V) ugAUCHY + o, (ugAUCHY o V) —
(118) — 0, (UMY oV =0, e, = (0 + o) (el €)=
=ol:el+o e =Ulel el +USE, : €5,
ahol az A : B jelolés trAB -t jelenti, és kihasznaltuk tobbek kozott (113)-at, o, szim-
metrikussagat, és hogy egy deviatorikus és egy gombi tenzor szorzatdnak nyoma nulla.
Ha U§ és U nemnegativak — ami dsszhangban van fizikai tapasztalatainkkal —, akkor
egy pozitiv definit*® kifejezés alakult ki levezetésiink soran.

33 De nem egy, egyes konyvekben el6forduld fél-fizikai, fél-matematikai, fizikailag helytelen, mate-
matikailag pedig nem kielégitd érvelgetéssel fogjuk targyalni, hanem egy tisztin matematikai gon-
dolatmenet révén, [MATOLCSI (2009)] felhasznalasaval.

6 ez alatt azt értjiilk: nemnegativ értékeket felvevd kifejezés. A csakis pozitiv kifejezéseket szigortian

pozitiv definitnek fogjuk hivni.

3
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Tegyiik fel ezutdn még, hogy feladatunkhoz olyan peremfeltételek vannak adva, ame-

CAUCHY
UA

lyek biztositjak, hogy a peremen o, normadlis irdnyd komponense nulla legyen.

Ilyenek a gyakorlatban el6forduld peremfeltételek, egyszert példaként gondoljunk arra az
esetre, amikor a peremfeliileten hat¢ feliileti eréstiris€g, on egy megszabott — altalaban
1dofiiggd és helyfliggd — érték, ahol n a peremfeliilet normélvektorat jeloli. Ha tehéit o
és o, egyarant eleget tesz ennek a feltételnek, akkor o ,n nulla, melybdl

(119) no Ut =0

is kovetkezik. Ekkor (118) tértartomanyunkra vett integraljat véve, (o, uS*") -V tér-

1 A1+ 7z . C
integralja a Gauss-tétel miatt no UMY

peremre vett feliileti integraljaval egyenld,
mely (119) miatt nulla. Eszerint a (118) soran kapott pozitiv definit kifejezés térintegralja
nulla, amibdl az kovetkezik, hogy e kifejezés minden térpontban nulla (minden iddpil-
lanatban). Emiatt €4 és €% is mindenhol és mindenkor nulla. Igy 6sszegiik, €, is az,
masrészt a (116) Osszefiiggések alapjan o és o, igy o, is mindenhol és mindenkor
nulla. Eszerint 01 = 05 és €; = €5. V; és Vy viszonyardl nem tudunk bizonyitani sem-
mit, ami nem csoda, tekintve, hogy a (112)—-(115) egyenletrendszer sem hatirozza meg

V-t (tudjuk, a CEsArRO-formula jelentette hatirozatlansag. .. ).

Ha a tértartomanyunk valamilyen irdnyokban végtelen, akkor a megoldas egyértel-
miiségéhez peremfeltétel-szerliségként valamilyen aszimptotikus viselkedést kell kironi
ezekben az irdnyokban. Konkrétabban: olyan aszimptotikus viselkedésre van sziikség,
hogy ha egy korlatos tartoméanyra vett GAuss-tétellel indulunk, majd a tartomény hatarat
a kozeg végesben levd peremeihez illetve a végtelen felé tartatjuk, akkor a végtelen felé
tarto feliileti integral nullahoz kell tartson. Az egyértelmiiség tehat az olyan aszimptotikus
ugAUCHY

viselkedésti megoldasok kozott lesz bizonyithatd, melyek kiilonbségeire vett no

a feliilet végtelenbe tartasakor nullahoz tart.

Ugyan a rugalmassagtani eset targyaldsahoz nincs kozvetleniil sziikség ra, a reologiai
esetekhez mddszertanilag hasznos lesz a rugalmasséigtani unicitis egy masik bizonyitasa.
Ez annyiban tér el az el6z6tS1, hogy a (118) levezetésben latott 1épéseket (0' AUSAUC“Y) -V
helyett (o,Vv,) - V -ra hajtjuk végre. Az eredmény

(120) (o) -V=Ulel &S +USE, : € = (ngi el + %EZ : sSA),

mely egy pozitiv definit mennyiség idoderivaltja. A Gauss-tételes érveléssel, ha no V.
a peremen eltlinik (az esetleges végtelen iranyokba pedig nullahoz tart a feliileti integral-
ja), akkor eredményként (120) jobb oldaldnak pontonkénti (és mindenkori) nulla voltat
kapjuk. Ha a feladathoz ismerjiikk a o (o,r), €(to,r) kezdeti feltételeket, akkor az ezeket
kielégits o1, €1 és o2, €5 megoldasokra o, (to,r) és €, (to,r) nulla. Ezért ¢y-kor a (120)

jobb oldalan a zar6jelben all6 pozitiv definit mennyiség nulla. Ha pedig a nullardl indul,
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és nulla az id6derivaltja is, akkor késébb is mindig nulla. Innen ismét € , nulla volta, abbdl

pedig o, nulla volta kovetkezik.

Noha egyeldre oncélunak tiinik, a reoldgiai esetekhez értékes eljarasnak fog bizo-
nyulni a rugalmassagtani eset két eddigi bizonyitasanak egy kombinalasa is. Ennek soran
a tetsz6leges ., # nemnegativ egyiitthatokkal (118) és (120) egy otvozetét tekintjiik :

(o, (UM™Y + Bv,)] -V = a(Ug el el +USE ez>+

U Us \
(121 +o(Fet el + Lenie).

Ami itt mddszertanilag érdekes, az az, hogy a jobb oldal ezittal egy pozitiv definit
mennyiségnek (jeloljiikk roviden P-vel) és masik egy pozitiv definit mennyiség (rovid
jelolése: ) idéderivaltjanak az osszege. Egy ilyen P + Q térintegraljanak, rovid jelo-
léssel [(P+ Q) -nak a nullasaga®’ esetén a kovetkez&képpen érvelhetiink. P > 0, ezért
[P >0, ahonnan [Q = 0; [ Q < 0. Ha a kezdeti feltételek miatt Q t,-kor nulla, akkor
| Q is az, igy késébb [ Q < 0. Mivel viszont emellett () egy pozitiv definit mennyiség,
ezért Q >0, ésigy [Q >0 is fenndll. E kettS ugy teljesiilhet egyszerre, ha [Q =
= 0 minden ¢ > ty-kor. () pozitiv definit volta miatt ez () = 0-t jelent. Tovabba mivel
J @ minden ¢,-nél késdbbi pillanatban nulla, ezért az id6derivéltja is. Ezért [ (P + Q) =
= [P+ 0, [ Q = [ P nullaséga a pozitiv definit P nulla voltit vonja maga utan. Ezutan
ki kell értékelni, hogy P és () nullasidga mit jelent €,-ra és o ,-ra, az pedig a megoldas

egyértelmiiségére.

Most mér hozzafoghatunk az egyes reoldgiai modellek unicitdsdnak bizonyitdsahoz.
A KELVIN-KELVIN-modell esetén, mely alatt az értendd, hogy mind a deviatorikus, mind

a gombi konstiticios Osszefiiggés egy-egy KELVIN-modell:
(122) ol =Use' +U}E", o' =Use’ + U €

(melyekben az egyiitthatok nemnegativok), a fentiekkel analog 1épésekkel

Ud Us '
(123) (o ,uSM™Y) .V = (Ugs‘i €S+ USES si) + (716‘1 et 5 ey ei)

révén, ha a feladat peremfeltételei miatt no Vv, a peremeken eltiinik (ill. a végtelen felé
alkalmasan cseng le — ezt a tovabbiakban értsiik hozz4 a peremeken elttinéshez), akkor

€ to-kori kezdeti feltétele egyértelmiire rogziti az egyenletrendszer €, o megoldasat.

Kovetkezzen most a POYNTING-THOMSON-POYNTING-THOMSON-modell :
(124) od + T96% = Ude! + Udel, o' +Tio" = Use® + US€’,
melyet n [0, (@uSAYCHY 4 By, )] peremeken nulla volta ill. végtelen felé valé alkalmas elttinése

biztositana
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csupa nemnegativ egyiitthatéval. Itt az

(125)

(ss°o,v) -V = (U + i) el el v (Deded + e -edj+(d<—>5)
ATA - 1 1¥0 A FTA 2 A FA 2 A FA

levezetés szolgaltatja azt a kritériumot, hogy € €s € kezdeti értéke egyértelmiire rogziti a

4 %) jeldlés azt jelenti, hogy

megoldast, ha a peremeken § d¢sor AV, eltlinik; itt a (
az addigi kifejezés megismétlendd, benne minden ¢ jelet *-re cserélve és viszont (azaz
egy deviatorikus-gombi tiikrozést jelent a formuldban, hogy az 6sszeg deviatorikus-gombi

szempontbdl szimmetrikus legyen).

Alternativ eljarasként

(126)

(0. 242,) V= (U +T303) 64 - 6%+ (Dot ot + 61 60) 4 ()

is hasznalhato, ez o és o kezdeti értéke esetén biztosit egyértelmiiséget, ha a peremeken

o EYE*v, eltiinik.
A harmadik reoldgiai eset, mely itt bemutatisra keriil, a tehetetlenségi-POYNTING-
THOMSON-tehetetlenségi-POYNTING-THOMSON-modell :

(127) o'+ T =Ule! + UYe + US&Y, o+ Tic =Use® + US€" + Usé°,

nemnegativ egyiitthatokkal, s6t, itt a termodinamikai oldalrdl ismert [VAN—-ASSZONYI
(2006)], [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007)] U > TUY, U > T3U; egyenlStlenségek-
re is sziikség lesz (legaldbbis egy kicsit gyengébb valtozatukra). Az

($95°6, EYE ) -V = (U; _ T12U°) L4 Ly pusid: oy
(128) + [ Lo BT 0 TR LY |+
+ (1)

valasztas célszertinek bizonyul, ahol az LY = §%¢, rovidités lett alkalmazva. A kiérté-

7

kelés az el6z&eknél bonyolultabb, mert a szogletes zéardjelben levd kifejezés (plusz ¢ « ¢
parja, Osszegiiket jelolje ()) nem pozitiv definit. Mindenesetre induljunk el a 45. olda-
lon latott érveléshez hasonléan. A Gauss-tételbdl és a szogletes zardjelen kiviili pozitiv
definit P 6sszeg [ P > 0 térintegraljabél [Q = 9, [ Q < 0. Ha a kezdeti feltételek biz-
tositjdk, hogy to-kor @) = 0, és igy ekkor [ @ = 0, akkor késébbi id6kre [Q < 0. Q
maga nem pozitiv definit, de egy pozitiv definit R mennyiségnek és egy masik pozitiv S
mennyiség idéderivaltjdnak az dsszege, ahol

(129)
R Uspa, oy BHDU .
RS .

: Ld_|_(d<_>s)’ S:%Ld:Ld+(d<_)s)_

2
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Tehat most azt tudjuk, hogy [Q = [(R+S) < 0. A 45. oldalon latott érvelés most R-
re és S-re folytathaté le: R >0 = [ R > 0, ahonnan fS =9, [ S < 0. Ha a kezdeti
feltételek miatt S ¢y-kor nulla, akkor f S is az, igy kés6bb f S < 0. Emellett ugye S >
>0 = [S >0, melyekbdl [S =0 minden ¢ > ¢,-kor. Pozitiv definit S-sel ez S =0
esetén lehetséges. Tovabba mivel f S minden t > t-ra nulla, ezért az id6derivaltja is az.
Innen [(R+S)= [R+09,[S=[R<0 apozitiv definit R nullasigat vonja maga
utan. Ezzel () = 0-t bizonyitottuk barmely ¢ > t;-ra. Ez Q=0-t maga utan vonja, és ez
J(P+ Q) =0-b6l [ P = 0-re vezet, mely pedig a pozitiv definit P nullasagat biztositja.
S nulla volta L9 és L* mindenkori nullasdgat eredményezi. Ezért ha o¢ kezdetben nulla,
akkor a

(130) ol +Ti6d =LY =0

o4 -ra vonatkoz6 differencialegyenlet e kezdeti feltételhez tartozé egyértelmii megoldésa
a 0 = 0. Hasonl6an, oS, kezdeti nullaséga a kés6bbi mindenkori nullaségit vonja maga

utdn. E kettd egyiitt o, kezdeti nullasigat igényli.

Emellett, a (127)-beli deviatorikus konstitticids 0sszefiiggés alapjan
(131) Uded + U8t +Uded =od + T =L! =0

Ennek a €4 -ra vonatkoz6 differencidlegyenletnek az a megoldasa az azonosan nulla fiigg-
vény, amely €4 és els§ derivaltja nulla kezdeti feltételéhez tartozik. Az unicitas hasonlot
kovetel meg &5 -t6l és derivaltjatol. Osszegezve, e gondolatmenet o, € és € kezdeti értékét

igényli a megoldas egyértelmiiségéhez.

Az érvelés soran () és S kezdeti nullasdgat tételeztiik fel, meg kell nézniink, hogy ezek
jelentenek-e tobbletfeltételt az eddig talaltakhoz képest. S kezdeti nulla volta L9 és L*
kezdeti nullasagat igényli. Ezért o , is nulla kell legyen kezdetben, azaz a o-ra vonatkoz6
kezdeti feltétel is sziikséges az unicitdshoz. () kezdeti nulla volta R kezdeti nullasidgat
koveteli meg, amely L¢ és L* kezdeti nulla voltét réja még ki szamunkra. Emiatt &-ra is
kell ismerniink a kezdeti feltételt az unicitashoz. ()sszefoglalva, o, 0,0, € és g kezdeti
feltételei mér biztositjak a megoldas egyértelmiiségét. Eszrevehetjiik, hogy a konstiticios
Osszefiiggések és derivaltjuk miatt o kezdeti értékének ismerete kivalthaté €-éval, o-¢é
pedig €-éval. Ezért o, €, €, € és € kezdeti feltételei is unicitast biztositanak. Mindezekhez
a peremeken $S*6, EE°v, -nak kell eltiinnie.

MeglepSen magas rendig lett sziikség a kezdeti feltételek ismeretére a tehetetlensé-
2i-POYNTING-THOMSON-tehetetlenségi-POYNTING-THOMSON-modell esetén. Ez azonban
talan mégsem nagyon meglepd, mert ennél a modellnél mar a konstiticios relacidk is
meglehetdsen magas rendig tartalmaznak idéderivéltakat, a (113) egyenlet pedig Ossze-

csatolja a deviatorikus és a gombi 4gat, és az ilyen Osszecsatolodidsok emelni szoktik az
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idéderivéltak rendjét (ilyet mar tobbszor lattunk az eddigiekben). Ez a modell lathat6an
mar egy igencsak komplikalt reologiai eset, jelentésen bonyolult tulajdonsagokkal.

10. EGYENSULYI KOZELITES : REDUKALASI MODSZEREK

Heurisztikus varakozdsunknak megfeleléen, ha a dinamikai redukalt fesziiltség-,
deformacio-, sebesség- és elmozduléas-egyenletbdl [(57), (58), (59) ill. (60)] elhagyjuk
a p-val szorzott tagot, olyan egyenleteket kapunk, melyek mind val6ban levezethetdk az
egyensulyi kozelitésben:

(132) 0=S'EY[(c-V)o V] + Dy[(o-V) V]I + [yfd(fows + D (f- V) '}’
(133) 0=S"E%(e-V)o V]’ + Dy[(tre) (Vo V)] + 595 (fo V)°,
(134)  0=Dy(v- V)V~ (S E9V x (V xv) +5°5°F,

1 .
(135)  0=D;s (U, - V)V = S E'V x (V x Uy) + S5 F+ (Ufef, + Use, ) - V.
Az egyensulyi kozelités azonban ennél erésebb lehetdségeket is nyujt, melyeket stlyos
vétek volna nem kihaszndlni. Vegyiik sorra ezeket a lehet6ségeket az egyes mennyiségek
szerint. Ehhez hasznos lesz ismét tudatositani magunkban, hogy a (112) egyenlet helyett

az egyensilyi kozelitésben rendelkezésiinkre 4ll az er6sebb € = (UCAUC”Y o V)S egyenlet,
és a vele ekvivalens V x € x V = 0 tulajdonsag (v.0. 1. szakasz).

A fesziiltségre redukélas soran ez utdbbibol indulhatunk ki: egyrészt vegyiik a nyo-
mat:
(136) 0=tr(VxexV)=V.e-V—-Atre.
Hattatva erre EYE°-t, behelyettesitve (30)-at, és alkalmazva (113)-at, arra juthatunk,
hogy
(137) Dy Atro = —SYE*V -f.

Ebbdl a Atro -ra vonatkozo id6beli differencidlegyenletbdl meghatarozhaté Atro, ab-

bol pedig szerencsés esetben tro = 30° is.

sagokat [1d. 26. oldal] figyelembe véve
0=Vx(VxexV)xV=Vo(V-g-V)oV—
(138) —A[Vo(V-e)+(e-V)oV]+AAe.
Erre is hassunk £YE*-sel, és éljiink ismét (30)-cal és (113)-mal:
SYESA NG +Dy[(VoV)Atroe — 1 AAtro] = SYE[(Vo V) (V-f) —
(139) — A (Vof+foV)].
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Ide behelyettesithetjiik az imént meghatarozott Atro -t, és igy egy inhomogén biharmo-

nikus egyenletet kapunk o-ra.

Az id6derivaltak rendjének szaporodasa ardn egy bizonyos szempontbdl formasabb
kovetkezményt is eldallithatunk, (139)-re D,-vel hatva és (137)-et alkalmazva:

(140)
SYES Dy ANG — D (VoV)(V-A) =Dy A(V-Dl +Dy A(Vof+foV) =0.

Az ilyen, szorzat alakd egyenletek [dltalanosan: A (Bp + q) +r = 0, az ismeretlen fiigg-
vény p] megoldasanal ugy jarhatunk el, hogy el6szor megoldjuk a ,.kiils6” egyenletet
[As+r =0, az ismeretlen fiiggvény s], majd ennek s altalanos megoldasaval megold-
juk a ,,bels6” egyenletet [ Bp + q = s ].

Ilyen redukalt fesziiltségegyenletek kaphatdk tehat az egyensilyi kozelitésben.

Vegyiik észre, hogy a dinamikai fesziiltségegyenlet inspiralta (132) viszont nem mas,
mint (137) egy elbonyolitott kovetkezménye [nézziik csak meg (132)-ben az elsd és a har-
madik tag 0sszegét, illetve a masodik és a negyedik tag 0sszegét: mindketts (137), amire
hatottunk egy valamilyen térderival6 operatorral és egy valamilyen id6derivalé operator-
ral]. Az egyensulyi kozelités tehat értékes lehetdségeket hoz be.

Hasonl6 elbonyolitas az egyensilyi kozelités egyenletei szemszogébdl a (133) egyen-
let, mely szintén (137), rahatva egy folosleges térderival6 operétorral (majd azzal a sziik-
séges iddderivalo operatorral, ami (29) behelyettesitését lehetévé teszi). Nem szerepel
viszont benne az az informécio, hogy a deformaci6 CAuCHY-potencidlos. Ezt nehéz is
0sszekombindlni az el6z6ekkel, nehéz frappans, hasznos redukalt deformécidegyenletet
megadni az egyensilyi kozelitésben. Az imént latott fesziiltségegyenletekbdl a konstitu-
cids Osszefiiggések révén ugyan attérhetiink deformécidegyenletekre, de ennek soran nd

az iddderivaltak rendje, ami praktikus szempontokbdl feltétleniil keriilendd.

A (134)—(135) redukalt sebesség- és elmozdulasegyenlet ellenben nem rendelkezik
semmi értékcsokkenéssel, mindketten valoban az egyensulyi kozelitésben levezethetd leg-
effektivebb redukélt egyenletek. Nyilik azonban egy extra lehet6ség: az, hogy az elmoz-
duldsméddszerrel parhuzamosan most levezethetd a CAUCHY-potencidlra is egy redukalt
egyenlet. $95° -sel hattatva (113)-ra, behelyettesitve (29)-et, abba pedig (11)-et, azt kap-
juk ugyanis, hogy

(141) 0=D, (UM . V)V — %SSEdV x (V x uSAvemy) 4 §96°f,

Ennek elénye az elmozdulasegyenlettel szemben, hogy nincs benne a kezdeti feltétel-
CAUCHY

t6] fiiggd inhomogén tag. Hatranya, hogy u -ra nincs kezdeti feltétel és esetleges
peremfeltétel, hanem bel6le mint segédmennyiségbdl ki kell szamolni e-t és o-t, esetleg
Uy, -t vagy V-t is, és csak ezutan lehet a hatarozatlansagokat a kezdeti és peremfeltételekkel

rogziteni.
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E szakasz zarasaként érdemes megemliteni, hogy a tenzorok 36. oldalon emlitett eset-

leges felbontasa az egyensilyi kozelités egyenleteihez szintén hasznosnak bizonyulhatna.

11. EGYENSULYI KOZELITES : MEGOLDASI MODSZEREK

A redukélt egyenletek, és még a belbliik szarmaztatott bizonyos egyszertibb kovetkez-
mények is dltalaban olyan magas rendig tartalmazhatnak id6derivaltakat, mely a gyakorlat
szaméra kellemetleniil magas lehet. Péld4ul egy harmad- vagy negyedrendi differenci-
alegyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet harom ill. négy algebrai gyokére 1étezik
megolddképlet, de meglehet6sen komplikalt, 6todrendtdl kezdve pedig nem is 1étezik.
Ezért minden egyéb megkozelités értékes lehet reoldgiai feladatok megoldasahoz.

Egy ilyen lehetdségnek igérkezik az tin. VOLTERRA-elv (egy megfogalmazasat 1d.
[BEDA-KOZAK-VERHAS (1986), 208. 0.]), mely egy reologiai feladat megoldasat a meg-
felel6 rugalmassagtani feladat megoldasabdl szarmaztatja. Sajnos, egyrészt nehéz fellelni
olyan miivet, ahol ez az elv matematikai pontossdggal van kimondva, példaval illuszt-
ralva, vagy méginkabb: matematikailag bizonyitva. Emellett a jelen kotet 3. cikkében
[FULOP-BEDA (2009)] tekintett konkrét feladat (hengerszimmetrikus alagut nyitasa hid-
rosztatikus kornyezetben) megoldasa ellentmondani latszik a VOLTERRA-elvnek.?® Oriési
értékkel birna, ha sikeriilne pontosan kimondani ennek az elvnek egy olyan alakjat, ame-

lyet sikeriilne is matematikailag bizonyitani.

Akar a VOLTERRA-elv 4ltal inspirdlva, akar mashogy, hasznos lehet a megoldast vala-
milyen alakban megsejteni, példaul igy, hogy a rugalmassigtani megfelel6 megoldasban
a rugalmassagtani allandok helyére id6fiiggd ismeretlen fiiggvényeket tesziink (hiszen
a reoldgiai konstitticids 0sszefliggések ugyanis csak iddderivaltak szempontjabol kiilon-
boznek a rugalmassagtanitdl, térbeli viselkedés szempontjabdl nem), és az igy kapott
megoldas-jeldltre kirojuk a feladat alapegyenleteit. Ha ezek teljesiilnek, akkor a megoldas

egyértelmiiségét unicitastétellel bizonyithatjuk.

Amikor egy gyors id6beli valtozas leirasa elegendd kozelitdleg, akkor elegendd lehet
areologiai konstiticids Osszefiiggésekben csak a legmagasabb idoderivaltas tagokat tarta-
ni meg, és igy egy effektiv kozelitd egyszeriibb reologiai szituacidra redukalni a feladatot.
Ilyen médon jar el példaul [VAN-SzARKA (2006)] a gyors alagutnyitas jellemzésére. Jelen
kotet 4. tanulmanyaban [ASsSZONYI-SZARKA-BEDA (2009)] pedig részletesebben kifejtett
példat is lathatunk erre (a 3. cikkben [FULOP-BEDA (2009)] ellenben nem ezen a mo-
don, hanem pontos hatiratmenettel sikeriil eldallitani a gyors alagitnyitas esetét). Ezt a
reoldgia-egyszerisitd kozelitést kelld dvatossdggal kell végrehajtani, ugyanis a gyors fo-
lyamatok hidba zajlanak le rovid id6 alatt, az Osszefliggések miatt egyes mennyiségek

38 A deformaciékomponensekre adédé megolddsban csak a deviatorikus eredetli rész latszik a
VOLTERRA-elv altal elvart médon viselkedni, a gombi eredetd rész nem.
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id6derivéltja a végtelenhez tarthat, és ilyenkor e mennyiségek véges mértékiit képesek
valtozni eme rovid ido alatt is. Péld4ul egy alagut nyitdsa alatt mar lezajlhat véges mérté-

ki konvergencia (un. szelvénysziikiilés, azaz az alaguit szlikiilése, 0sszehtizodasa).

Zarszoként megemlitendd, hogy jelen kotet masodik dolgozata [ASSZONYI-BEDA—
SzZARKA (2009)] a kontinuummechanikai linearis feladatok itt nem targyalt aspektusaival
is foglalkozik.
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A cikk osszefoglalja a kontinuummechanika alapegyenleteinek egyes valtozokra feloldott
alakjat (un. megolddsi modszereit: Lamé-, Beltrami- stb. egyenleteket) reologiai anyagtorvény
mellett, mind a rugalmas, mind a képlékeny alakvaltozdsok esetére.

Megvizsgalja a specidlis esetként az egyensuly fennalldasat, valamint a reologiai megolda-
sok eldallitasanak egy egyszerii esetét.

1. FEIEZET
A KONTINUUMMECHANIKA ALAPEGYENLETEI

Foldalatti 1étesitményeknél, banyaszati, alagutépitési feladatoknal a mérnoki gya-
korlat legtobbszor a kontinuummechanika (folytonos kézegek mechanikéja) dsszefiig-
géseit — a feladat kezdeti és keriileti feltételeivel egyiittesen — hasznalja fel. Ezek a
kontinuummechanika un. alapegyenletei. A kontinuummechanika nagy alma olyan el-
méletek — matematikai modellek — felallitasa, hogy a fizikai probléma megfogalmaza-
sakor egyuttal matematikailag is értelmes legyen, rdadasul egyértelmii megoldésa l1étez-
zen. Elvarhat6 ez egy fizikai elmélett6l1? TRUESDELL ES NOLL szerint igen, abban az eset-
ben, ha modelliink elég pontosan képezi le a valosdgot [TRUESDEL-NOLL (1965)]. A va-
losagban adott kezdeti €s peremfeltételek esetén ugyanis mindig egyértelmiien torténni
fog valami. A legfontosabb ¢és tisztazatlan kérdés pedig az anyag viselkedése, az anyag
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modelljeit kell igazan jol ismerniink, hogy a fenti kovetelményt eséllyel teljesitd model-
lekig juthassunk. Az anyagtorvények természetesen sokfélék lehetnek, de altaldban is jo
lenne latnunk, milyen &ltalanossdgban vannak olyan feltételek, ahol az el6bbi nagyon
er6s kovetelményrendszer teljesiilhet. TRUESDELL és NOLL fontos felismerése, hogy
mindezen feltételek leglényegesebb részét az altalanos alapelvek: az objektivitas és a
masodik fotétel jelentik. Ma még nem tudjuk, elegenddek-e, azt azonban tudjuk, hogy
szamos esetben azok. Viszont az objektivitas kovetelményét még nem fogalmazta meg
elég jol a nemrelativisztikus kontinuummechanika [MATOLCSI-VAN (2006), MATOLCSI—
VAN (2007)]. Ha megadtunk egy jobb megfogalmazast, akkor annak kovetkezményei
felderitése, a példaul egy megfeleld, objektiv deformacié mérték megtaldlasa, annak
termodinamikai keretek kozé illesztése tobb 1épéses, tobboldalt vizsgélatot igényld fo-
lyamat [ASSZONYI-VAN (2006), FULOP (2008)]. Ebben az irasban a kontinuummechanika
feladatainak kiilonféle megoldasi modszereit tekintjiik at.

A kontinuummechanikaban a feladatmegoldés a kiilonb6z6 tenzormezdk (helytdl és
1d6tol fliggd, szakaszosan folytonos és differencidlhatéd tenzor értéki fliggvények) meg-
hatarozasat jelenti. Ez a mechanikai alapegyenletek megoldasat kivanja meg, véges sza-
mu szakadassal (diszkontinuitassal) rendelkezd, egyszeresen vagy tobbszordsen Ossze-
fiigg® tartomanyon, a kezdeti és keriileti feltételek mellett."

Egy kontinuummechanikai feladatot mérndki szempontb6l megoldottnak tekintiink,

ha ismerjiik az adott terhelési esetben a 6 fesziiltségtenzort:

o (r1) 7, z.(re)

or.t)=|7,(rt) o, () 7.0
zx r

r..(rt) t,(rt) o.(rz)

az € deformaciodtenzort:
g (re) Ly, (o) Ly ()
s(r,t)z 1 i (r,2) g, (r,t) %yyz (r,t)
% yzy (r’l) gz (r’t)

és u elmozdulasvektort

az r hely- ¢s ¢ id6koordinatak fliggvényében. A fesziiltségtenzor hat, a deformaciotenzor
szintén hat, s az elmozdulasvektor pedig harom, tehat 6sszesen tizendt skalar fliggvény
ismeretét kivanja meg. Meghatarozasukhoz a mechanika alapegyenletei allnak rendel-
kezésiinkre. Az € ¢és u helyes értelmezését az el6z6 cikk fejti ki [FULOP (2009a)], s igy

" A mechanikai alapegyenletek kozé tartozik a diszkontinuitasoknal érvényes geometriai- és mozgas-
egyenletek is [ AsszoNYI, Cs.- RICHTER, R. (1979)], [VAN—AsszonyI (2006)].
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talan nem okoz félreértést a 7 indexek elhagyasa (u, .€, =€).
A kontinuummechanika alapegyenletei a kovetkezok:

A MOZGASEGYENLET: amely az anyag tetszdleges zart tartomanyanak dinamikai
egyensulyat fejezi ki, s NEWTON axiomainak heurisztikus altalanositasaként nyerhetd, és
altalaban CAUCHY-egyenlet néven is ismert. Levezetni korrekten az impulzus mérleg-
egyenletének felirasaval, az impulzus megmaraddsanak figyelembe vételével lehet:

(D oV = p(? —f j , [vektoregyenlet — 3 skalaregyenlettel]
t

ahol p a tomegstriség, f a térfogati erdhatas, s a = dv/dt a gyorsuldsmez0, v a sebes-
ségmezo.

A GEOMETRIAI EGYENLET: amely a deformalt test pontjainak elmozdulasa (u) és egy
tetszOleges pont kdrnyezetének deformacidja (€) kozotti Osszefliggést adja meg, s azt
fejezi ki, hogy a deformécié a kdrnyezetet alkotdé pontok elmozdulasaibol kell, hogy
szarmazzon, pl. a jobb oldali polaris deformacio tenzorral:

(2a) €= \/ (I +Vo u)(I +uo V) -1 [tenzoregyenlet — 6 skalaregyenlettel]

Amennyiben a mechanikai feladatnidl az H=1+uoV mozgésgradiens szimmetrikus,
akkor a deformacio a

2) g=1(uoV+Vou)

Cauchy-féle deformacidtenzorral egyezik meg. Egyéb esetekben ez a tenzor csak a kis
deformaciok tartomanyan érvényes kozelités. Az u elmozdulasmez6 — ha a ¢ ,,kiindula-

si” deformalatlan allapothoz [u(to ) = 0] nullazzuk az elmozdulasmezo6t, s a deformacio-

mez6t [£(t,)= 01, — akkor

u(t)= L;’v(t,)dt,.

AZ ANYAGEGYENLET: amelyet a deformalt testben €bredd fesziiltségek és deforma-
cio (valamint derivaltjaik) kozotti osszefliggésként értelmeznek. Ez az anyag szerkeze-
tére vonatkozo felfogdsunkon alapul, és izotrop esetben, amikor a fesziiltségtenzor {6-
iranyai és a deforméciotenzor féiranyai egybeesnek:

3) 6 =2Ge+ (3[2 - 2@)&‘, ° 4+ ‘PG? 2 [tenzoregyenlet — 6 skalaregyenlettel]

Az anyagegyenlet — ilyen forméju, HOOKE-torvényre emlékeztetd felirdsa — magya-
razatot igényel, amelyet a késébbiekben tesziink meg.

* Rugalmas és képlékeny alakvaltozasnal egyarant érvényes anyagtorvény.
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Ez a 3 tenzor-, illetve 15 skalaregyenlet, a kezdeti és kertileti feltételek ismeretében
megoldhat6. A megoldashoz egyszeriibb esetekben tobbféle uton is eljuthatunk, bonyo-
lultabb feladatoknal viszont meg kell elégedniink a szigoru helyett kozelité megolda-
sokkal is.

A KOMPATIBILITASI EGYENLET. A (2) szerint az u vektorbdl Gradiens-képzéssel allit-
juk eld az € deformécidtenzort, s a szimmetrikus € 6 komponense nem filiggetlen egy-
mastol. (2) alapjan teljesiil a DE SAINT-VENANT-féle, Un. kompatibilitasi egyenlet:

VxexV=0.

A TOMEGMERLEG (TOMEG KONTINUITASI EGYENLET). A targyalasbol a tomegsiiriisé-
get ki szoktdk hagyni, ui. a p(r,?) slirliségeloszlas a v vektor ismeretében egyszeriien
meghatdrozhato

4) g—p+V(PV)=0’ illetve p+pVv=0
t

a tomegmérlegbdl.

KEZDETI ES PEREMFELTETELEK. A 6, € és u mezdfliggvényeknek ki kell elégitenie a
kezdeti és peremfeltételeket.

A kezdeti feltétel a vizsgalat kezdetének #, idépillanataban érvényes fesziiltség, de-
formacio, stb. megadasat jelenti:

6,=0(rt,), € =¢(rz) u,=ulrz) v,=vrz)

a feladat differencidlegyenletei altal megkivant rendig.

A peremfeltétel pedig a hatarol6 feliileteken miikodoé peremértékek figyelembe véte-
1ét jelenti. Legyen S — a hatarfeliilet, n — az S hatérfeliilet kifelé mutaté normalis egy-
ségvektora, és legyen

S < § az S feliilet azon része, ahol a peremen eldirt p erdstirliség,

S, < S, ahol a peremen eldirt d deforméciostirliség,
S, < §, ahol a peremen el8irt u elmozdulas,

S, < §, ahol a peremen eldirt V sebesség mitkodik.

Ekkor a kertileti feltételek a kovetkezok:

en =d, haS,cS,
u|Su:u, ha §,cS§,
v|g =V, haS, cS§
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A peremeken is teljesiilnie kell a kompatibilitasi feltételnek, sét tobbszordsen dssze-
fliggd tartomanyok esetén az Un. ,,nagybani” kompatibilitasi feltételnek is, vagyis n-
szeresen Osszfliggd tartomany esetén n-1 darab nagybani feltételnek [BEDA-KOZAK-
VERHAS (1986), 52. old.].

2. FEJEZET
AZ ANYAGTORVENYROL (KONSTITUCIOS OSSZEFUGGESROL)

A mechanikai anyagmodellek matematikai egyenletét haromféle formaban szokas

felirni:
[6=0(¢)] a © fesziiltségtenzorra feloldott forméban,
[e= 8(6)] az & deformacidtenzorra feloldott formaban,

[6¢ =67(£?),6° =6 °(¢°)] deviatorikus és gombi felbontasban’, amelyeket
torzulasi és térfogatvaltozasi egyenleteknek is neveziink.

Foglaljuk ezeket Ossze, el6szor a tisztan rugalmas alakvaltozas tartomanyan €rveé-
nyes formaban, majd a maradd deformaciok megjelenésével 1étrejovo képlékeny alak-
valtozds tartomanyan érvényes forméban.

Az anyagtorvény levezetését kivonatosan bemutatjuk — a Meérnékgeologia-Kozet-
mechanika Kiskénytar 3 (2006), 5 (2007) és 6 (2008) koteteiben kozolt tanulmanyok
alapjan — a Fliggelékben.

2.1.  ANYAGTORVENY A RUGALMAS ALAKVALTOZASI TARTOMANYBAN

2.1.1. A JELENLEGI HELYZET ELMELETILEG

Izotrop kontinuumok legaltaldnosabb homogén-linearis reoldgiai anyagmodellje, az

6=06" +06° és g=g“ +¢°. deviatorikus felbontasnak megfelelen, a kovetkezd:

2 n 2 n
(1+712+T28_2+_‘_+Tn8—J6d=(UO+U1§+U26—2+...+U 0 ]Sd,
t

ot ot ot" ot " ot"

2 n 2 n
1+rfi+r§a—2+...+r,‘;a— 6’ = US+U{’£+U§8—2+...+U,‘;8— €°,
ot ot ot" ot ot ot"

ahol 7,, 77

[ 4

U;,U5 az un. (cstsztatési, v. torzulasi, illetve térfogati) anyagallandok.

6=0"+6°, e=2' +£°, ¢° =tr(o)l, £° = tr(e)l. Az el6z6 cikkben FULOP az izotrop v. gdmbten—
zort ° helyett ° indexszel jeldli, a ,,szférikus” kifejezésre utalva.
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Ez a felirds azonban mindossze oncélu jatéknak tlinik, ugyanis ez idaig semmiféle
fizikai indoklas vagy igazolas nem tamasztotta ald, csupan a meglévé modellek egy
altalanositasa.

Az elmult években eldszor sikeriilt a kiilonb6z6 kontinuummechanikai anyag-
modellek kozott rendet vagni. A szabad spekulacio és a gyakorlati méréseket legjobban
megkozelitdé modellalkotasok végtelen lehetdségei koziili vélasztads helyett a termo-
dinamika masodik fotételébol — és az ehhez kapcsol6do entropiandvekedés elvébol —
sikeriilt szigoruan deduktive levezetni az egyetlen olyan anyagegyenletet, amelyet mar
anyagtorvénynek nevezhetiink.

Az anyagegyenlet [VAN—ASSZONYI (2008) 40. old.], amely a termodinamika masodik
fotételébol — a spontan entropiandvekedés pozitiv voltabol — kertilt levezetésre:

2
6+ Lol =268t 11 gl + i O gd +Ha—2§d,
) ot ot ot ot
2
¢’ +T0£6° =3Ke® + 4, O g0 +y0£§° +006—§°,
ot ot ot ot*

ahol az € tenzorok a
0 ~ 4 0
—E=(e+I)" ¢
ot ot
Osszefiiggés diadikus és gdmbi felbontdsabol szarmaznak.
Lathato, hogy az (5) egyenlet kétszer 5, azaz 10 anyagéllandot és két kiillonbozo de-
formaciot tartalmaz. Az (5) levezetésénél két egyszerlsito feltevéssel is éltiink:

— asima szubsztancialis id6derivalttal dolgoztunk az objektiv idéderivalt helyett,
— csupan egyetlen tenzorialis fizikai bels6 valtozot vettiink alapul.

Ennek ellenére eléggé bonyolult, s a gyakorlat szamara nehezen alkalmazhat6 osszefiig-
gést kaptunk.

Megengedhetének véltiik — mint harmadik egyszerisitd feltevést — a gyakorlati al-
kalmazasoknal a kétféle deformacié egyenlévé tételét: T~ ¢ sezaltal a 2n=A+u
és 3K, =4, + u, jelolések bevezetésével az un. tehetetlenségi standard testet kaptuk
eredményiil:
© 6’ +769=2Ge" +2n &% +0 &,

6° +7,6° =3Ke® +3K €£° +6,€°,
s a benne szerepld

G — csusztato rugalmassagi modulus [MPa], K - térfogatvaltozasi modulus [MPa],

n — viszkozitasi egyiitthatd [MPah], K, — térfogati viszkozitasi tényez6 [MPah],

7 — relaxacios id6 [h], 7, — térfogati relaxacios ido [h],

0 — torzulasi tehetetlenségi tényezé [MPah®], 6, — térfogati tehetetlenségi tényezd [MPah?].

‘e+D) A0
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anyagallandokra — az ONSAGER-féle vezetési tenzor pozitiv definit voltabol adéddan —

GZO,nZO,GZO,TZO,%—TZO, ill.

K
K>0,K,>20,6,>0,7, >0, KV

Ty 2 -7,20

termodinamikai feltételek (korlatozasok) allnak fenn.

A TEHETETLENSEGI STANDARD TEST IDOTENYEZOI. A reologiai folyamatra jellemzd
idoparaméterek [ ASSZONYI-FULOP—VAN—SZARKA—HORVATH (2008), 88.0.] a kovetkezok:

deformdaciok késési ideje: tiy =1/G, tawr = K,/K,
relaxdcios ido: ty =T, t,=17,,
idobeli eltolds: At=n/G-t=t,,—t,, A°=K/K-1,

tehetetlenségi ido: tg =0/2Gt, t, =0,/3Kt,

amelyek egymdashoz vald viszonyat (torzulasi allapotnal) az /. dbra mutatja. Ez azt je-

lenti, hogy ha az anyag tehetetlenségének ideje nagyobb, mint az iddeltolas (¢, > At),

akkor az anyag ,,alulcsillapitott”, ha kisebb (¢,, < At ), akkor ,,tulcsillapitott”.

teh

At At At At
“> <> t < > s t
OC OC‘ |
T T n
., tulesillapitott” G ,, tulesillapitott” G
4——O
O . alulcsillapitort” »fteh f,,alulcsillapz’tott” Lo
("t =A<t "= At >t

Q min __ Q ymin __
tteh =0 tteh =0

1. abra. Az idotényezok

A gyakorlat szempontjabol az egyszerlibb reoldgiai anyagmodellek alkalmazasanak
is lehet értelme, mert az anyag mechanikai tulajdonsagai mellett a mechanikai folyamat

jellege is meghatarozd. Tehat pl. a ¢ nagy 6 esetén is lehet nulla kozeli érték, amikor
a mechanikai folyamatban a gyorsulas kicsi vagy nulla. Ugyanez elmondhaté a 76

vagy né tagokra is, ha a sebesség kicsi vagy nulla.

A kovetkezo tablazat tartalmazza a rugalmas tartomanyban szokdsos egyszeriibb
anyagmodelleket, amelyek az altalanosbol az egyes anyagallandok zérussal torténd
egyenlove tételével allithatok eld:
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1. tablazat

ANYAGMO TORZULASI ALLAPOT ANYAG- TERFOGATVALTOZASI ALLAPOT
EGYENLETE ANYAGEGYENLETE
DELL
Hooke-
st o’ =2G¢ 6° =3Kg°
Kelvin- d d od 0 0 &0
test 6‘ =2GE" +2ne 6~ =3Ke" +3K &
Tehetetlenségi . .. . ..
o 8 | 67 =2Gg? + 2n° + 089 | 6° =3Ke® +3K &° +0,8°
elvin-test
Maxwell- . . ]
st ¢’ = 2ng? —16¢ 6° = 3K ,&° —7,T°
Tehetetlenségi d Y, . d g o s <o .
Maxwell-test | © = 2ng" —r6" +08" | 0° = 3K,&" —7,6" +0,¢
Klasszikus d _ d . 4 . d o o
Altalénos 6’ =2Ge? + g — 169 6° = 3Ke° +3K £° — 1 G°
standard test - n T - v To
Tehetetlenségi d d . 4 “d aed o o ‘o o .
standard test | @ = 2G€" +2ng" —76°+ 08" | 6" =3Ke" +3K.£" -7,6" +0.&

Ennek a felsorolasnak az értelmét az adja, hogy szamos esetben az anyagtorvény
akar jelentdsen is egyszerlisodhet, amelyet a kovetkezd, gyakorlati anyagtorvény cimi
szakaszban mutatunk meg.

A HOMOGEN LINEARIS ANYAGEGYENLETEK EGYSEGES ALAKJA. A (6) alatti anyag-
torvény differencidloperatorokkal felirva a

2
(1”3}:4 = 2G+2n£+98— e,
ot ot 6t2
(6a)

0 0 0?
(1+r —jc": 3K +3K —+0 — [g°,
° ot Yot 0 o

alaku lesz, amelynél bevezetve a

+2g+ii 1Ko o
(7) 2G=2G GO0 2Ga  sp._3p Ko 3Ko?

formalizmust, az anyagtorvény a HOOKE-testnél megszokott alakot olti:

(8) 6’ =2Ge?, ©° =3Ke°.

> Standard test: POYNTING-THOMSON-féle test, klasszikus formaja: nem reologiai térfogatvaltozas esetén
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A (8) alaku felirds csupéan a levezetéseket és az attekinthetdséget segité formaliz-

mus, mert altalanos értelemben a differencidloperatoroknak nem létezik szigortian vett

inverze, csupan egy integracios allandoval terhelt integralalakja. Ezért a konkrét alkal-

mazasok soran a (8)-ban a nevezdben 1¢évo kifejezéssel valo atszorzast mindig el kell

végezni.

A (6) és (8) Osszehasonlitasabol latszik, hogy joval egyszeriibb a (8) formulaval dol-

gozni, mint a részletesen kiirt (6a) differencidlegyenlettel. Persze annak ellenére, hogy

tisztaban vagyunk azzal, hogy végeredményben a munkat nem sporoljuk meg, csupan

attekinthetdbbé tessziik a levezetéseket. Ennek megfeleléen a leggyakrabban hasznalt

(2. tablazat) reologiai modellek esetén az anyagfiiggvények a kovetkezok:

2. tablazat
ANYAGMODELL 2G 3K
Hooke-test 2G 3K
0 K, 0
Kelvin-test 2G(1 + %5] 3K (1 + ?vaj
. 2 2
: K 0
Tell;etlet.lensegl 2G 1+1£ ia_z , 3K 1+ 2 ﬁ+_oa_ ‘
elvin-test Got 2G ot K ot 3K o
9 9
Maxwell-test 2n ot 5 3K, o ~
I+7— I+7, <
t
00 0, 82
Tehetetlenségi 2n 9 2n ot AK 0 3K, ot?
Maxwell-test ot 0 v o
l+7— ot
Lno
Klasszikus G ot
standard test 2G 0 3K
I+7—
ot
. 1+ 7 ° 1+ LS
standard test P P
I+7— I+7, —
ot ot
no 6 9 K, o 0, 0*
Tehetetlenségi “Ga 26 ot K ot 3K a2
standard test 2G P ’ 3K 5
1+7— 1+ .
or i
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ANYAGTORVENY FESZULTSEGRE, ILLETVE DEFORMACIORA FELOLDOTT ALAKJA. Az a-

nyagegyenlet (8) alatti formaja alapjan, az 6 = 2Ge?, 6° =3Ke° jelolésekkel pedig:

6 =2Ge+(BK-2Gf° =2Ge+ (3K -2G )L u(e)l =

) - I - T 0
= 2Ge+ (3K -2G)e,1 =2Ge +¥@1,
illetve
1 3K | 3K .)o°
(10)
] 11

1 13K -2G
=——0—| ————= Obl::'—Ts(f—"————th——éﬂ
2G 2G 3K 2G 3 6KG
formaban irhatd, ahol
(11)

0 =tr(g) =35, =e¢, +é, +¢&,,
S =tr(6) =30, =o, +to,+0,.

Az anyagegyenlet harom formdja (a (8), (9) és (10)) — a HOOKE-testet kivéve — nem
ekvivalens egymassal. Azt kell mondanunk, hogy a deviatorikus felbontas az anyagtor-
vény természetes alakja. Ez furcsa, hiszen a deviatorikus alak tiinik az F és D
tenzorokbol szarmaztatottnak. Pedig a torvény levezetése az entropia ndvekedésébdl is
csak az impulzusadram tenzori (deviatorikus) és skalar (gombi) felbontasaval torténik,
mivel a feltételeknek minden tenzori rangli d&ramra kiilon-kiilon kell teljesiilnie.

frjuk egymas mellé az anyagegyenlet kiilonbozd felirasanak kifejtett alakjat:

- deviatorikus alak:

2
(1+13]cd = 2G+2ni+ea— g/,

Ot ot ot
(6a)
d d o’
(1+r —j(SO: 3K +3K —+60 — [g°,
° ot Yot ° o
6’ +769 =2Ge? +2me? +0E9,
azaz

6° +7,6° =3Ke® +3K £° +6,€°,

- fesziiltségre feloldott alak:

2
(1+ng(l+foij62 2G+2n£+08— (1+‘[0g)8+
ot ot o or? ot
2 2
+ 3K+3Kvg+908— [1+r£j— 2G+2772+06— (1*'702} g°,
o ot’ ot o ort ot

6+(r+7,)6+77,6 = (3K -2G)e° +[(3K,, +3K7)-(2n+2G7, JE° +
+[(6, +3K,7)- (0 +2n7, )E® +[0,7 - 07, J€°,

(9a)

azaz
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- deformaciora feloldott alak:
no 0 o K, o0 6, & K, o0 0, & o) 1
I+ ——+—— [+ —+—=— =+ —+—>— | 1+7— | —OC —
Got 2G or? K ot 3K or* K ot 3K or* ot)2G

052( ajl n o 962( 8]1 o
I+ —|——-|1l+=—+——|1+7,— |=—=(0 ",
at 3K ot® ot )2G Got 2G ot ot )3K

(10a)

azaz

Q:
\_/
/ﬁ\
[\)

Q

_|_
Ql=
=<
ol S
i
oM
_|_

Lathatjuk, hogy a deviatorikus felbontas az egyszertibb, ui.

- a(6a) egyenletei fesziiltségallapotra elsorendig, deformacidallapotra pedig masodrendig
bezarolag tartalmaznak id6derivaltakat,

- a (9a) egyenlet fesziiltségallapotra masodrendig, deformacidallapotra pedig harmad-
rendig bezarolag tartalmaz iddderivaltakat,

- a (10a) egyenlet fesziiltségallapotra harmadrendig, deformacioallapotra pedig negyed-
rendig bezarolag tartalmaz iddderivaltakat.

AZ ANYAGTORVENY EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOTBAN. [ASSZONYI (2006)
93.0ld.] azt allitotta, hogy a POYNTING-THOMSON-féle, Un. standard modell egytengelyli
fesziiltségallapotban nem irhatd fel egyetlen skaladregyenlettel, hanem csak kettdvel,
mivel a o =0 tengelyiranyu fesziiltség nemcsak az ¢, tengelyiranya deformacio,
hanem az &, keresztirany deformdcionak is fliggvénye [o = f (gH,g f )]. Ennek meg-
felelden két egyenletbdl indult ki [SZARKA (2006) 138-142.0ld.] is, s igy adta meg a
megoldast az egytengelyli nyomokisérlet esetére.

[FULOP TAMAS (2009)] ramutatott, hogy az &, keresztiranyt fajlagos nyulas kikiiszo-
bolhetd az 0sszefiiggésbdl, igaz, annak aran (amire ugy latszik, nem akartunk gondolni),
hogy megjelennek magasabb iddderivaltak is.

Egytengelyli folyamatok esetén
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c 00 g 0 0
6=[0 0 0, €=[0 & O
0 0 0 0 0 &
20 O 0
6'=6-6°=10 -0 0|
0 0 -o
2oy -e.) 0O 0
d 0
e =g-g" =1 0 8\\—&) 0

A (6) anyagegyenlet ekkor a
ct+to =2Gg—e,) +2nlg-¢.) +olg -&.)

(12) . s e
o+1,0 =3Klg +2¢, +3KV(EH+25¢) +00(‘9H+2‘9i)’

alakot 0lti, illetve differencidloperatoros forméaban

13 ~
(13 o =3K(8H+28L.

[FULOP TAMAS (2009)] levezetése alapjan felirjuk az anyagegyenlet egytengelyli
alakjat kovetkezdkben.

ANYAGEGYENLET A TENGELYIRANYU DEFORMACIOVAL. Adjuk 6ssze a (13) elsd
egyenletének 6K -szorosat, a masodik egyenlet 2G -szeresével — mivel a /0t barmely
két polinomja felcserélhetd egymassal — ezért az 0sszegb6l az ¢, kiesik:

(14) o=29K o
G +3K
A (14) egyenlet behelyettesités és rendezés utan
(4)

(15) 0+36+8,6+9,6 = E¢g+ A+ 4,6+ L,€+ 4. €,
ahol

. 18GK P 3(6Kn + 6GK )

C 2G+6K’ ' 2G+6K

g . 2n+06K, +2G7, +6K7 5 3(2GO, + 67K, +3K0)
(16) ' 2G + 6K ’ ‘o 2G + 6K

g . 0+20,+27, +6K 7 1 3(2n6, + 3K ,0)

. 2G +6K ’ T 2G+6K
Or, +20,7 360,
9, =, A, =0
2G + 6K 2G +6K
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Ennek az Osszefliggésnek a jelentdsége abban van, hogy olyan egytengelyli mérési
eredményekbdl is meghatdrozhatjuk mind a 8 anyagallandot, amelynél a keresztiranyt
nyulast nem regisztraltdk. Ez a helyzet az 1960-t6] végzett egytengelyli reoldgiai mé-
rések t6bb mint haromnegyedénél.®

Eddig az irodalomban az alacsonyabbrendii reologiai modellek egytengelyli anyag-
egyenletei — hibdsan — a kovetkezd

HOOKE: o=F¢g,

KELVIN: o=Eec+ A¢,
MAXWELL: oc=A-90,
STANDARD: oc=FEc+ie—-90.

formaban szerepeltek [&:= ¢ ]. Azonban a (15) és (16) Osszefliggés alapjan lathatjuk,
hogy ezek az egyenletek a HOOKE-testet kivéve nem igazak.

Vegyiik példanak a KELVIN-testet [69 =2Gg? +2ng?, 6° =2Ge° +3K £°1,

amelynek egytengelyli allapotra vonatkoz6 anyagegyenlete a (16) alapjan a 7 =0,
0=0, r,=0, 6,=0 felhasznalasaval:

c+9% 6 =Ec+1é+15&,
ahol

T 2G+6K T T T 2G+6K° 2G+6K 7 2G+6K’

amely formailag a fehetetlenségi standard modell alakjat veszi fel, illetve a ,klasszi-

gk _2n+6K, . 18GK 3(6Kn+6GK ) . 180K,

kus”” KELVIN-test [6/ =2Gg? +2nE?, 6° = 2GE°] esetében:

c+9c =FEc+ ¢,
ahol

_ 9KG P 9Kn g-_1
3K+G’ 3K+G’ 3K+G’

amely formailag a standard modell alakjat veszi fel.
KOVETKEZMENYEK. FULOP ezen a felismerésének messzemend hatdsa van az anyag-
allandok meghatarozasara és az anyagtorvény kivalasztasara:

1. Az irodalomban legtobbszor egytengelyti kisérletekbdl hatdrozzak meg az anyag-
allandok értékét, s ez hibds eredményre vezet. Példankbol lattuk, ha az egytengelyii
kisérletbdl — a legjobb szorossag alapjan — a standard, vagy a tehetetlenségi standard

® Ha ASSZONYI-VAN-SZARKA 2007-ben ismerte volna ezt az dsszefiiggést, akkor KEECZEK sziléziai feke-
teszenekre vonatkozo 1969-es kisérleti adatainak felhasznalasanal nem kellett volna erdszakolt feltevéssel
élniiik (115. old.).

7 Amelynél a térfogatviltozas idétdl fiiggetlen, azaz K, =0,7, =0,6, =0.
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modell addodik, akkor a tényleges anyagmodell a ,klasszikus” KELVIN-, vagy a KEL-
VIN-test.

2. Az egytengelyli laborkisérletek tipusai altalaban

(a) egyenletes sebességii terhelés [0 = constans],

(b) egyenletes deformaciosebességii terhelés [ = constans],

majd a felterhelés utan kiegészitésként
(c) allando terhelés (kuszas vizsgalat) [o = constans],
(d) allando deformacié (relaxacids vizsgalat) [& = constans],

s ezek a kisérletek mar be is hatdroljak, hogy milyen végeredményt kapunk, vagyis,
hogy mely anyagdllandokat tudjuk meghatarozni. Ha a constans értéket A-val jelol-
jiik, akkor a (15) egyenlet alapjan a kaphaté legmagasabb rendii anyagtorvények, s a
meghatarozhaté anyagallandok a kovetkezok:

3. tablazat
FELTETEL A KIERTEKELES EGYENLETE ANYAGALLANDOK
@ |6=46=6=0 O +94=Ee+Aé+ L, E+ L&+ A, (2) G E, A Ay Ays Ao
O g opsor D0 |o+96+8,6+9,5 = e+ 9.9..9, E.A
© |0=AG=6=6=0 | 4oEeitciiiriiii e | EAd il
@ | podseios—d 0 o+96+8,6+3,5=EA E.9.9,.9,

Ahhoz, hogy mindegyik anyagallandot meg lehessen hatarozni, az kell, hogy mind a
o, mind az &€ mérési értékek a harmadik, illetve negyedik idoderivaltig bezarolag kii-
16nbozzenek zérustol. Ilyen mérések pl. a periodikus terhelési kisérletek.

3. Ezek a probléméak nem meriilnek fel akkor, ha a laboratériumi mérések soran nem-
csak a terhelésirdnyt, hanem a keresztiranyt fajlagos nytlasértékek is rogzitésre ke-
rilnek az 1d6 fiiggvényében. Ekkor ugyanis alacsonyabbrendii egyenletekkel dolgo-
zunk a kiértékelésnél. A (13) egyenlet alapjan — tehetetlenségi standard testnél — ezek
az Osszefliggések:

3 o+10 =2G(8”—8l) +277(6"H—6"l) +9(5||_5¢)’
(159 c+1,6 =9K(g +26.) +9K,(5,+25,) +36,(8 +2&.)

ha figyelembe vessziik, hogy o, = %G .

ANYAGEGYENLET A KERESZTIRANYU DEFORMACIOVAL. Az egytengelyli anyag-

egyenlet nemcsak az &-sal, hanem az ¢ —sel is kifejezhetd, bar ennek kiilondsebb gya-

korlati haszna nincs. Adjuk 0ssze a (13) elsé egyenletének -3K -szorosat a masodik

egyenlet 2G -szeresével, s ekkor
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18GK

17 O=—F7">=¢&,,
(7 2G-3K
(4)
(18) c+36+3G+ 3G =Ee + 2 + 2+ X5+ 2 e,
ahol
gk . _18GK o 18(kKn +GK,)
©2G-3K’ - 2G-3K
gk 207, +2-3K, -3Kt o 3(3K6+ 61K, +2G8,)
' 2G-3K ’ a 2G-3
(19) gh 0+, —0,-3K 7 T 3(2n6,+3K 0
« 2G-3K © T 2G-3K
‘9k o 970 _901 ﬂuk — 3990
v T 2G-3K’ © T 2G-3K

2.1.2. AZ ANYAGTORVENY ALKALMAZASA GYAKORLATILAG

A (6) tehetetlenségi standard anyagmodellt j6 szandékkal tudjuk ajanlani a gyakor-
lati szamitasok részére, mivel minden megkivant mechanikai szempontnak megfelel, s a
modell képes visszatiikrozni az anyag

- rugalmas alakvaltozasi képességét, [fesziiltség deformacio-fiiggését]
- belsé surlodasat (ktiszas és relaxacio), [fesziiltség deformacidsebesség-fiiggését]
- belsé tehetetlenségét. [fesziiltség deformaciogyorsulas-fliggését]

Ennek ellenére fel kell tenni a kérdést, hogy — bar elméletileg nem, de — a gyakorlati
alkalmazas szdmara ez a modell tovabb mar nem egyszerlisithet6? A valasz azonban
nem konnyli, mert minden tovabbi egyszeriisitésnél le kell mondanunk valamirdl! Tud-
juk, hogy mérndki létesitményeink tervezésénél a rugalmassagrol, a kiiszasrol és a re-
laxaciorél nem mondhatunk le, mivel ez a biztonsag €s a megbizhato tervezés rovasara
menne. Egyetlen lehetdségként az anyag belsd tehetetlenségének figyelmen kiviil ha-
gyasa kinalkozik. Kérdés azonban: ennek mi az ara? Ennek hatasa csak a tranziens je-
lenségeknél, a rezgésallapotoknal, és a rezonanciakatasztréfa szamitdsdnal van. Ha a
mechanikai feladatndl ilyen problémaval nem kell szembenézni, akkor — mint ahogy
mar egy izben korabban javasoltuk, — elégséges a standard modellel szamolni, amely
skaldris formaban irva:

o +rt0 =2Gg +2n ¢,
(20)
o, +1,0, =3Ke, +3K &,

ahol

— — ~4 — e _ —od —1 —1
2l) o0=0,-0,0,=0p, §=6,-6,0;=6;, 0, =520,, & =3>.&;.
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Ha azonban ezekkel a problémakkal szembe kell nézni, akkor a faradsagosabb utat
kell valasztanunk, ha nem akarjuk, hogy az altalunk tervezett miitargyakat katasztrofak-
kal kapcsolatosan emlegessék.

A formai azonossag miatt a kdvetkezékben mondanivalonkat csak a torzulasi egyen-
letre korlatozzuk, ui. a megallapitasok azonosak a térfogati egyenletre is.

Amig nem voltunk tisztdban a tényleges anyagtulajdonsadgokkal, addig a hagyo-
manyos méretezéseinknél jo adag szerencsére is szlikségiink volt.

Ma mar tudjuk ugyanis, hogy a tulméretezés foldalatti 1étesitményeknél nem a biz-
tonsag, hanem adott esetben a katasztrofa irdnyaba tett 1épés. Mivel a tilméretezett (vas-
tagabb, ridegebb) szerkezet — merevebb, igy a szerkezet merevségével aranyosnal job-
ban né a kdzetkdrnyezet biztositasra atadott terhelése [ASSZONYI, Cs. (1975)].

Ezért a tovabbiakban, ha feltessziik, hogy az anyagtorvénybdl a ¢, ill. 6 &, tag

kihagyha\t('),8 akkor konszolidalt terhelés—deformdcio esetére gondolunk.

Mlusztracioként vegyiik a hidrosztatikus primer mezdben kihajtott korszelvényti fo-
lyosonal a keriileti pontok sugariranya el-

elmozdulas aranya az id6é figgvényében , N ,
y geveny mozdulaséat [FULOP-BEDA (2009)]:

100%

Hooke :
test Hooke-test esetén:
jelentés pR( R jZ
eltérés u=—->I—1,
04
80% hatara standard / 2G\r

test // Standard test esetén:
; 2 G
- R( R n-Gr —,°'
Wi u= LR RY L n=Gr
60% 4 2G )

n

Tehetetlenségi standard test esetén:

o= 2PN )

2G\ r o

40% C

A 0 tehetetlenségi allando értékétdl fiig-
gben tobb megoldas is lehet aszerint, hogy a
0 értéke kisebb, mint a , kritikus™

Hkrit = 772/2G ’

20% -

0% O

at idé

akkor az anyag ,.alulcsillapitott”, vagy na-
2. abra gyobb, amikor ,talcsillapitott”. A 2. dbrdn
az r = R keriileti pont HOOKE-test szerinti — id6ben alland6 — elmozdulasahoz viszonyi-

tottunk. Lathatd, hogy az eltérés a ¢ = 0 iddpillanatban jelentds, mert a standard modell-

¥ Arrél nem is beszélve, hogy a tehetetlenségi 4llando értéke csak olyan mérésbél hatirozhatd meg, a-
melynél a deformacidogyorsulas megjelenik.
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nél azonnali elmozdulasok [u " #0] vannak, mig a tehetetlenségi standard mo-

dellnél nincsenek. A kezdeti eltérés utdin mindkét modellnél — tulcsillapitott esetben —
majdnem megegyezd lefutdst tapasztalunk, tehat adott feladatnal allast tudunk foglalni
arrdl, mikor engedheté mega €& =0 kozelités.

Azonban a tehetetlenségi tag - kiilon vizsgalat nélkiili - kizarasa (elhagyasa) adott
esetben nagyszerti lehetdségektdl foszt meg minket. Tavalyi konyviinkben [SZARKA—
ASSZONYI-FULOP, (2008)] ramutattunk, hogy az anyagnak van reologiai sajatfrekvencia-

ja [w, =+/2G/0 1,” amelyet példaul alagithajtasnal a jovesztéfej altal 1étrehozott frek-

vencia megkozelithet. Ebben az esetben energiatakarékos jovesztést produkalhatunk.

Gondolatban — az anyagegyenlet egyszersitése érdekében — sokféle esetet el lehet
képzelni, pl.

(a) Ha az iiregnyitas utan egyéb mechanikai hatasok nem érik a kdzetkdrnyezetet, ak-
kor a deformdciok a HOOKE-test szerinti értékhez konvergéalnak. Tehat, ha csak a
végallapotra vagyunk kivancsiak — az idobeli lefutds nem érdekel minket — akkor
elégséges a HOOKE-torvénnyel szamolnunk [ 2ne —76 + 60& = 0].

(b) Ha az iiregnyitas utani hirtelen valtozasok (tranziens jelenségek) — amelyek révid
id6n belill lejatszodnak (1d. 2. dbra ,,jelentds eltérés hatdsa”) — nem érdekesek sza-
munkra, akkor elég a standard testtel szamolni [0& = 0 ].

(c) Tovabba, ha a deformacidkat nem korlatozzuk — pl. biztositdszerkezet beépité-
sével, vagy barmiféle deformécio- v. mozgaskorlatozassal, — akkor a relaxacié nem
Iéphet fel [—70 + 0& =~ 0], s elégséges a KELVIN-modellel dolgozni.

Természetesen szamos egyéb, fel nem sorolt lehetdség is kindlkozik még.

Ha az altalanostdl eltérd, egyszeriibb anyagmodellel szeretnénk dolgozni, az anyag-
allandok értékét akkor is a teljes tehetetlenségi standard test esetére kell kiszamolni,
csupan a késObbiekben a konkrét méretezésnél az egyes tagokat elhanyagoljuk (az ezek-
hez tartoz6 anyagallandok értékét kozelitdleg zérusnak vessziik).

Az anyag, a mérnoki szerkezet, miitargy teherviselésének gerincét a rugalmas alak-

valtozas képessége [ %] adja:

(22) o =2Ge+2ne+0—-10.
—_ —_ — —— ——
100% a% ,Boo },00 5%

Ugyanis ha az altalanostdl eltérd, alacsonyabb rendii reoldgiai modellel kivanunk
dolgozni, akkor a mérési adatokat nem szabad az alacsonyabb rendii modell szerint

° Amely nem egyezik meg a szerkezetek méretviszonyaitol fiiggé rugalmassdgtani sajatfrekvenciakkal.

69



meghatdrozni, mert az hibas eredményt ad. Egy adott mérési adatsorhoz tartoz6 kozelitd
anyagegyenlet legyen példaul
120% o =1.500¢ + 7.500¢ +5.000¢ - 35 .

100% 100%] Ekkor a lehetséges kozelitések (a legkisebb

26| négyzetek minimuma alapjan) kovetkezok:

80% |
//—____ HOOKE: o =2474¢,

60% - ahelyes o =1.500¢ helyett,

40% N KELVIN: o =1.568¢ +7.420¢ ,
- ahelyes o =1.500¢ + 7.500¢ helyett,

) Standard: o=1502¢+8.174¢ -11150,

7 ahelyes o =1.500¢ +7.500¢ — 36 helyett.

| —T

-20%

a deforméacio névekedése i i i i
3. abra. Az egyes tagok részesedése a 100%-bol

Ez a kép csak azt mutatja meg, hogy milyen elvi hibakat kovethetiink el. Az anyag-
allandok értékét altaldban laboratériumi mérések utjan hatdrozzuk meg, a vett mintabol
kialakitott szabalyos probatesteken, azaz kapott értékeink a kdzettomegre vonatkozo
anyagallando-értékek, nem pedig a kdzettestre. Ezt kiilonb6z6

RQD, C, RMR, RCR,RSR, Q, GSI, RMi

empirikus indexekkel valo korrekcid révén szamitjak at a kozettestre vonatkozd — s a
tervezésnél figyelembe vett — értékekre. Ezek tobb 10%-os korrekciot is jelenthetnek,
tehat feltehetd a kérdés, van-e gyakorlati értelme annak, hogy a jelenleginél még pon-
tosabb anyagtorvény, illetve annak alland6i meghatarozasaval foglalkozzunk.

VEGKOVETKEZTETES. Gyakorlati feladataink soran minimalisan a (7) standard testtel
kell dolgoznunk, de lehetdség szerint a (6) tehetetlenségi standard testre is érdemes egy
kontroll-elemzést végezni, hogy nem sikkad-e el valami lényeges fizikai hatas? Ameny-

nyiben a reoldgiai allandok kozott fennall a 2GO < n? nagysagrendi relacio, akkor rezo-

nancia-hatassal nem kell szdmolnunk, ugyanis az anyag belsd strlodasa (gyors csillapita-
sa) meggatolja 1étrejottét [SZARKA—-ASSZONYI-FULOP, (2008)].

Ekkor a deformaciok késési ideje [7,,, :=1/G ], a relaxacios id6 [¢,,, =7 ] és a tehe-

tetlenségi 1d6 [ ¢,,, == 0/2G 7 ] kozott a

2

2
0 1(n Laey .
(23) < —[—j ,Zaz b, <——, illetve 1,0 >/t .1,

26t 7\ G Tt ;

nagysagrendi relacionak kell fennallnia.
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2.2. ANYAGTORVENY A RUGALMAS-KEPLEKENY ALAKVALTOZASOK
TARTOMANYABAN

ANYAGTORVENY DEVIATORIKUS FELBONTASBAN. A rugalmas ¢és képlékeny tarto-

manyban egyarant érvényes tehetetlenségi standard test egyenlete a kovetkezd [ASSZONYI-
VAN (2007), 45. old. (37)]:

d = d d nd | pud d _od .d
oy O 76! =26 w40k ~w{26-26, fe! -&4 )+ (26-2G,, )&}
6°+7,6° =3Ke® +3K €° +6.€°,

ahol G,; a képlékenységi modulus, s

0, ha wW?<w/, vagy AW? <0,
(25) Y= d P 4

I, ha W% =2W;, és AW® >0
a HEAVISIDE-féle egységugrasfiiggvény, amely a rugalmas tartoményt a képlékeny tar-
tomanytdl elvalasztod hatart jeldli ki, ahol a w9 térfogategységre jutd torzulasi defor-
méciés munka (a deviatorikus fesziiltségek és deformaciok munkaja). Ha W< értéke
atlépi a W/f hatért, akkor megjelennek a marad6 deformaciok.

A (24) jol mutatja, hogy az anyagegyenlet térfogatvaltozasi egyenlete rugalmas ¢és
képlékeny tartomanyban azonos alaku. Ez azt jelenti, hogy a térfogatvaltozas nem hoz
1étre képlékeny allapotot. A valdésagban ez igy nem feltétleniil igaz. Helyesebb talan azt
mondani, hogy altalanos fesziiltségallapot esetén az anyag tonkremenetele hamarabb be-
kovetkezik, mint hogy a térfogati képlékeny allapot (a maradé térfogati deformacio)
megjelenne.

Ha az indul allapotot a #, idéponthoz kétjiik (s ekkor feltessziik, hogy W “?=0), ak-

kor a #y — ¢, folyamat soran (ahol #r a folyashatar elerésének idépontja), a torzulasi
deforméciés munkaa 0 — w4 (t y ) = W,d értékkészletet futja be:
. tr
(26) wi=[wdt=[6"(r,t): £ (r.t)dt,
o 1o
¢s ennél az értéknél az adott deformacios ut esetében az 0sszetartozé fesziiltség ill. de-
formacio értékek a képlékenységi hatarnal: WJ‘? : {Gi ,ij- }
A kiilonbozo 0 = 6_‘;- , 0= 8_‘; terhelési-deformacids utakhoz mindig mas és mas —
az anyagtorvény altal meghatarozott — Gjl» ,87, értékek tartoznak.
Ennek megfeleléen az egyes munkaformak [ W (c,&)= W (Gd ,e4 )+ we (60 ,&° )] a

kovetkezok:
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a deformacios munka:

W, = t]det = [fc(r,t) : &(r, ¢)dt = {olt,)el, ).

a torzulasi deformacios munka:

oo ’l
Wi = thddt = ljfod(r,t) € (r,t)dt = {Gd (tf )’éd(tf)}’
0 0

a terfogati deformacios munka:

v g et = ol )il )
o 0

A (24) alatti anyagegyenlet az alabbi forméban is felirhato:
6! +76¢ = 2G-¥(26-2G , Je! + on—¥(26-2G,, ) ! + 68~
@) #2626,
6°+7,6° =3Ke’ +3K &° +0,&°,
azaz a rugalmas allapotnal bevezetett — a (7) jeloléssel analog mdédon —
(28) 6! =268 +¥(2G-2G, k! ¢ 6° =3k
formaban, illetve

~ Ya d PO d
o' ~2Ge" + wo 6 =2G(e—&" )+ 3Ke" + Yo'

(29a,b) = . o
6° = 3K’ 6 =2Ge+(2G - 3K k" + Yo'
alakban irhat6 fel, ahol
d ._ d
(30) 6l =(26-2G k¢,
és
0 K, o 6, 0°
2G,, +(26-2G, ) > Gy v 9, % O
Ot ¢
2
2G+2779+98—2
t ot , ha ¥ =0, 2
1+ra— K, §+ 6, o
~ t N
(3la) 2G = ] e 3K=3K K ot (391{ ot
2G,, +2n, —+0— I+7, —
g o ar? B t
ha ¥ =1,
0
I+7—
ot
illetve
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(32) 21, =2 -¥(2G-2G,, ).

Vagyis
a rugalmas tartomdanyban [¥ =0]: 6’ =2Ge? | 6° =3Ke°,
a képlékeny tartomdanyban [¥ = 1]: 6’ =2Gg? + Gji , 6° =3Kg°,

¢s mindkét tartoményon egyiittesen

(292) 6’ =2Gg? +\ch’, és 6° =3Ke°.

AZ ANYAGTORVENY FESZULTSEGRE, ILLETVE DEFORMACIORA FELOLDOTT ALAKJA.

Az 6 =6 +6° dsszefiiggés:

(29b) 6 =2Ge+(2G 3Kk + Vo'
amely
a rugalmas tartomanyban [V = 0]: 6 =2Ge+ (2@ -3K )80,

2
1+r£ (Hro2 G = 2G+2n2+08— 1+rog}<—:+
ot ot o ot* ot

2 2
+ 3K+3KV£+908— (1+r£}— 2G+2n2+98— [1+70£] g°,
or ot ot or  or* ot

a képlékeny tartomanyban [V = 1]: 6 =2Ge+ (2@ - 3[?)80 + Gdf,

o 0 0 0* 0
l+7— || 1+7,. — |6 =(2G -2CG -+ 2G+2n—+0— | 1+7. — €+
( T@tj[ To 82‘) ( pl)s_f [ 7781 812]( %o al‘]

2 2
+ 3K+3Kv3+906— (1+r§j— 2G+2n£+06— (1+r03] £ +6,
ot ot* ot o or? ot

A tehetetlenségi standard test ezen (konstitiicids) anyagegyenlete a fesziiltségre ma-

sodrendig, a deformacidra harmadrendig tartalmaz idéderivaltakat.
A (29b) g-ra torténd atrendezésével és €° = ﬁc‘) felhasznalasaval

1 3K-2G , 1
— (¢

(33) E=——0——"—"F7— -—VYo° ,
2G 3GK 2G 7

illetve

(34) 6GRe =3K6 - (3K -2G 6" - 3K¥e.
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Vagyis a

a rugalmas tartomanyban [V = 0]: 6GKe = 3Ko — (312' - 2@)60,
2 2 2

2G+2n2+08— 3K+3Kv2+008— €= 3K+3Kv2+906—(1+2'2j6

o ot’ ot ot* ot ot* ot
2 2
- 3K+3Kv£+908— 1+7£J— ZG+277£+96— 1+T°£j g,
ot ot’ ot ot or? ot
a képlékeny tartomanyban [¥ = 1]: 6GKe = 3K — (31? - 2@)60 - 31?6? ,
2 2 2
2G,, +277p,g+6?a— 3K+3KV2+4906— € = 3K+3KV2+008— (1+T£]G—
o or’ o or? o or? ot

0 0? 0 0 0° 0 4
—{3K+3K, —+60 — |1+7—|-|2G ., +2n., —+0— | 1+7. — |+€° —3K@G".
{ Y ot "aﬁj( 8tj ( P aﬂJ( °6tj} f

A tehetetlenségi standard test ezen anyagegyenlete a fesziiltségre harmadrendig, a
deforméciora pedig negyedrendig tartalmaz idéderivaltakat.

3. FEJEZET
AZ ALAPEGYENLETEK VISSZAVEZETESE EGYETLEN VALTOZORA

A kontinuummechanika alapegyenletei megolddsanak harom klasszikus utjat lehet
kiemelni:

1. A tizenét valtozot tartalmazo egyenletrendszert visszavezethetjlik harom differencial-
egyenletre, amelyben csak az elmozdulaskomponensek szerepelnek. Ezt szokas mozgds-
modszernek nevezni és alkalmazasa akkor célszeri, ha a keriileti és kezdeti feltételek
elmozdulaskomponensekkel adottak, vagy egyszeriien visszavezethetOk azokra.

2. Az alapegyenleteket visszavezethetjiik hat differencidlegyenletbdl allé rendszerre,
amelyben csak a deformacio-komponensek szerepelnek. Ezt az eljarast alakvaltozasi
modszernek nevezhetnénk, s alkalmazasukkal a kezdeti és keriileti feltételeket az €
tenzor elemeivel kell megadni.

3. Az alapegyenletekbdl kikiiszoboljiik az elmozdulas- és deformacié-komponenseket,
s hat egyenletbdl 4ll6 differencialegyenlet-rendszert oldunk meg, amelyekben csupéan a
fesziiltségek szerepelnek. Ez az Gigynevezett erdmodszer, amelyet akkor célszerli alkal-
mazni, ha a kertileti feltételek fesziiltségekkel (terhelésekkel) vannak megadva.

Ezekhez adodik még egy:
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4. Nem az u elmozdulést valasztjuk alapvaltozonak, hanem a v sebességet. Ezt nevez-

hetjlik sebességmodszernek.

Ezek szemléletes Osszefoglalasat adja az el6z6 cikk [FULOP (2009a)], rdmutatva al-
kalmazhat6sagi korlataira, s arra, hogy a kikiiszobolésekkel kapott differencialegyenlet
megolddsa és a megoldas peremfeltételekhez illesztése szdmos technikai nehézségbe
titkdzhet.

3.1. AZ ALAPEGYENLETEK AZ ELMOZDULASVEKTORRAL KIFEJEZVE

A kontinuummechanika - mar felsorolt - alapegyenletei:

6V =p(v-1), [mozgasegyenlet]
€= %(u oV+Vo u), [geometriai egyenlet]
6 =2Ge+ (3[? — 2@)8 ° + \PG?- . [anyagegyenlet]

Ezeknek az alapegyenleteknek az u elmozduldsmezdre megoldott formaja, amelyet szo-
kas ,,mozgasmodszer’-nek is nevezni, az Un. dltalanositott LAME-egyenlet.

Ezen € tenzort behelyettesitve az anyagtorvénybe, akkor az € deformdaciokat kikii-
szoboltik:

3K -2G

(35) 6=GuoV+Vou)+ Vu+ Vo4,

figyelembe véve, hogy £° = 1tre = L Vu, majd ezt a (35)-6t az impulzusmérlegbe behe-
lyettesitve

- K -2G

G(ro+Vou)+%Vu V =pu-pf,

a feladatot visszavezettiik egyetlen valtozé (u) meghatarozasara (figyelembe véve, hogy
d d
Y6V = ¥(26-2G,, iV =0).

A baloldalon kijel6lt miiveletek
[(u ° V)V = Div grad (u) =VVu=Au, (V ° u)V = V(Vu) = grad div (u)]

elvégzésével

31?—26;( 3K -2G

GuoVIV+(Vou)Vv + Vu)V = GAu + GV(Vu)+ V(Vu),

megkapjuk az dltalanositott LAME-egyenletet:
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(36) GAu + Mv(

Vu) = plii - f).

o ou
A Vu=divu = tr(D): e y TV Ou =1 ® fajlagos térfogatvaltozas bevezeté-
ox Oy Oz
sével:
(37) s+ %0 = L i),
3G G

A G -hez és K -hoz tartozé differencialoperatorok (36)-ba torténd behelyettesitésé-
vel megkapjuk a LAME-egyenlet kifejtett formajat. Az egyesitett Osszefiiggés helyett az
egyenletet kiilon-kiilon irjuk fel a (31a) differencidloperatorok segitségével, és a

(38) 2, =2n-2G-2G )
Osszefiiggéssel.

Ha az f térfogati erdstlirliség-mez6t allandonak tekintjiik, aminek megengedhetdségi
feltételeit az el6z6 cikk [FULOP (2006)], 19-21.0ldalon targyalja, akkor az dltalanositott
LAME-egyenlet:

- Tisztan rugalmas allapotban [\ = 0]:

0 0\o> o0 o°
G+n+Gr ) )—+|nrt, +—= |—5+—7,— [Au+
( (1+6Gv,)7, (’7 o 2)@# 2 °az3J

(3K -2G)+ (3K, +3K7 - 2n - 2Gr, )ﬁ+
1 ot
39) +§ 52 e ®=
+(3KVT+QO —2772'0 —9)81—24'(001'—0‘['0 )E
2 2
=p 1+(T+TO)§+T’[ 8_]6_

Py

° ot?

- tisztan képlékeny allapotban [V = 1]:

0 0\o> 6 o
[Gpl +(77pl +GplT0 )54_(771)1’[0 +5jat—2+§’[0 ¥]Au+

(K -2G,,)+ (3K, +3K ,r~2,,~2G 2, )2+

1 ot
0 3 o & |7
+ (3KVZ' + 00 — anlTO - 0)8_2 + (HOT - 02’0 )8_3
t t

0 > o’
=p|ll+lc+7, ) —+17, — |—U.
plI+e+r)- °at2jazz
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3.2. AZ ALAPEGYENLETEK A SEBESSEGVEKTORRAL KIFEJEZVE

Levezetéseinkben a kozelitd jelleget az u elmozdulasvektor képviseli, ugyanis a €

deformaciotenzor € = (u ° V) formdju felirasa miatt az eredmények, csak szimmetrikus

H =1+u0°V mozgasgradiens esetén jelentenek szigorti megoldast, mas esetekben csak
a kis deformaciokra vonatkozo kozelitések.

Ha nem az u-t, hanem a v sebességet valasztjuk alapvaltozonak, akkor az alapegyen-
letek helyett, azok id6 szerint derivalt formajat

6V=pVv
(41) £=1(voV+Voy)

6 = 2Gi+ (3R —2Gk° +6, | =260+ (3K - 2G)°
hasznaljuk ( f id6fiiggetlenségét feltételezve).

A levezetések formailag azonosak az el6z6 pontban kozoltekkel:
(42) GAv+(BR-GVO = p¥.

A megszokott u elmozdulasvektort nem a CESARO-formuldval allithatjuk eld, amely
klasszikus formajaban a € deformacidtenzorbdl szarmaztatja az u elmozdulasvektort
egyértékiien, ha VxgxV =0. Jelen esetben a v = u differencialegyenletbdl adott kez-
deti feltétel melletti integralassal allithato6 eld.

3.3. AZ ALAPEGYENLETEK A DEFORMACIOTENZORRAL KIFEJEZVE

A GAu+ (3[? - G)V@ = p(ii —f ) LAME-egyenletet szorozzuk meg jobbrdl diadiku-

san V -val, s ekkor

G(Au)oV + (3K = G(Vu)o V = piioV,
[ —
AD (Vev)®

mivel a térfogati erdstirliség (pl. gravitacios gyorsulds) intenzitasat — egy adott feladatnal
— a tér minden pontjaban azonosnak tekintjiik:

(43) L{foV+Vof)~0.
A

@AD+(3I?—@XV0V)®:piioV:g(ﬁoV+Voii):p'é

atalakitassal kapjuk, hogy
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(44) GAD + (3K -G)VoV)O=pE.
Ez kiirva

— tisztan rugalmas dallapotban [V = 0]:

2

0 0Yo* 6 0o
G+\n+Gr,)—+|nrt,+— |—5+—-7,— |[AE+
( (+Gz,)~ (77 o 2)@# > oaﬁJ

3K -G + (3K, +3Kr—77—G70)§+
(45) + ' (Vov)o =

2 3
+|3K,t—nt, +0, —Q]a—+(001—gro 0
2 ) ot? 2

t ot?

— tisztan képlékeny dllapotban [ = 1]:

d 0Ve*: o o
(Gpl +(77p, + szfo)—Jf(??pzTo +—J—+—ro _3JA8+

2
= p(1+(r+ro)§+rro a_};

ot 2)otr 2 o
3K -G, + (3K, +3Kt -1, -G 7, |
ot
(46) + ) , (Vov)e =
+(3K T-1n,7T,+06 _Qja_+(9 z‘—gr J@_
v ’7p1 0 o 2 6t2 o 2 0 6t3
0 0% ).,
=p|l+(t+7,)—+717, — |E,
Areteon)Gom )

3.4. AZ ALAPEGYENLETEK A FESZULTSEGTENZORRAL KIFEJEZVE

A 2GAg + (61? - ZGXV ° V)@ =2p & alaku egyenletbe, az € deformacid helyébe he-

lyettesitsiik az anyagtorvény deformaciora feloldott

@47 &= %cd —%00 —%cjﬁ, [6GK & = 3K6 - (3K - 2G)6° —3K0 ]
alakjat, valamint a © = %S Osszefiiggést, s ekkor az dltalanositott BELTRAMI-egyen-
letet kapjuk:

48)  3RAG—(6K —2G)AST+2G(6K — 2G )V o V)S = 6pK6 — 2p(6K — 2G )3T ,

amelynek kiirasa az el6z6 pontokban kozolteknek megfelelden torténik.
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4. FEJEZET

SPECIALIS ESETEK — AZ UN. STATIKAI EGYENSULY A STANDARD MODELL
ESETEBEN

Az alapegyenletek kozott a 6V = p(\"—f ) dinamikai egyenlet altalaban az ana-
litikus megoldas eldallitasanal problémat jelent, mert pl. idéfliggetlen anyagtorvény
esetén is behozza az 1dofliggést. Ennek eredményeként a mezdfiiggvények nem allitha-
tok eld egy tértdl és egy 1dotdl fiiggd kifejezés szorzataként, tehat az alapegyenletek
altal definialt parcialis differencidlegyenlet rendszer, nem vezethetd vissza r-tol és #-t6l
fliggd kozonséges differencidlegyenletek megolddsara. Helyesebben: egyes esetekben
visszavezethetd végtelen szdmu szorzat 6sszegére, de jelenleg nem mindig nem tudjuk a
benne 1¢év0 allandokat a kezdeti és kertileti feltételekbdl meghatarozni. Az el6z6 cikkben
FULOP TAMAS korbejarja a lehetséges eseteket.

Szamos esetben célszerlia 6V = p(\'f —f ) mozgasegyenlet helyett - a tehetetlenségi

és térfogati erdk elhagyasaval - a statikai egyenstly
(49) 6V=0

egyenletét alkalmazni, bar ekkor a deformécios hullamok terjedését, a tranziens jelensé-
gek vizsgalatanak lehetdségét kizarjuk a vizsgalati korbdl. Vagyis mechanikai egyen-
sulyt vesziink, ezért hivjak a (49)-et egyensulyi egyenletnek. FULOP ezen kotet 42. olda-
lan kifejti azokat a feltevéseket, amelyek teljesiilése esetén a pv =0 ¢és f= 0 kozelités

megengedhetd, cafolva bizonyos tévhiteket.

A (49) egyensulyi egyenlet mellett a 3. fejezetben levezetett 6sszefliggések a

(50) GAu+ (3K - GV(Vu)=0,

(51) GAv + (3K = GV(Vv) =0,

(52) GAE+ (3R -G)Vev)O =0,

(53) 3RAG - (6K —2GAST + 2G(6K —2G)V 2 V)S = 0

alakot 6ltik. Mivel az alapegyenletek kielégiiltek, igy a feladatok megoldasanal a kezde-
ti és kertileti feltételek figyelembe vételére van csupan sziikség.

A kovetkezokben — mivel megallapitottuk, hogy az esetek tilnyomo tobbségében
elegendd a standard modellt alapul venni, — a vizsgalatainkat erre a modellre egyszerii-
sitjiik.
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4.1. ALTALANOS (HAROMDIMENZIOS) ESETEK

4.1.1. AZELMOZDULASVEKTORRA VONATKOZO OSSZEFUGGESEK

Az (50) Osszefiiggés
G DivGradu + (3K - G)grad divu =0,

a G és K anyagfiiggvények (7) alatti differencialoperatoros dsszefiiggésével, — a kovet-
kezdkben mindig a standard testre vonatkoztatva —

a tisztan rugalmas tartomanyban [¥ = 0]:

(G + UQJ(I + roﬁj Au +
ot ot
+ (3K + 3Kvéj(1 + rgj— (G + néj(l + Togj V(Vu)=0,
ot ot Ot ot

a tisztan képlékeny tartomanyban [¥ = 1]:

0 0
(Gp, + 77"15)(1 + roaj Au +
0 0 0 0
+4|3K+3K — ||1+7— |-G, +n,— | 1+7.— V(Vu); =0.
{( Vatj( Tatj [ Pl np’azj( T°8J ( )}

Skalaris komponensegyenletei a kovetkezok:

(54)

(55)

2
o%u, auy+62uz _o.

+ (3[? -2G +
ox*  Ox0y Ox0z

2G + = 4
xr oy ezt

A(a% 0’u, 0u,

L r—2r— +(3I?—2@ SR a2 )
ox oy 0z dyox  oy? vz

6(82% azuy 0%u 0%u 0%u 0’u

(A2 2 2 - _ 2 o%u 2
26| 9t 01 O | (3 o) e T O |y
o? oyt ozt 0zox 0z0y  oz°

A O =Vu EGYENLET.'” Az (50) differencidlegyenletnek V -val balrdl torténd be-

szorzéasaval olyan Osszefliggéshez jutunk, amelyben csak ® szerepel:

GAUY + (3K - GIV(Vu)V = GA® + (3K — G )A® = 3RA0 ,
s igy
0

(56) 3KA® =0, illetve (SK +3K, —

JA®=O.

19 Kis alakvaltozasok esetén ,.fajlagos térfogatvaltozasra” vonatkozé egyenletnek is hivjak.
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Ezen t-re elsérendii, homogén differencidlegyenlet a A®(0)= A®, kezdeti feltételt
kielégité megoldasa:
K
-t

(57) A®=AB e v,

ha figyelembe vessziik, hogy a test magara hagyva, vagyis ijabb hatas nélkiil az anyag-
torvénybdl kdvetkezve a HOOKE-test szerinti értékhez tart.

AZ ELMOZDULASOK BIHARMONIKUS DIFFERENCIALEGYENLETE. Az (56)-bol még
egyszeri V képzéssel a

(58) 3KAAu =0, illetve (3K + 3Kv§jAAu =0

adodik.

4.1.2. A DEFORMACIOTENZORRA VONATKOZO OSSZEFUGGESEK

Az (52)
Gag+ (3K -G)V-V)O =0
egyenlet kiirva:
o> o> &
ox>  0Oxdy OxoOz
) o> o> 0
oxdy oy Ovoz
o> o> &

X

Ag ASvy A7

(5200 G|Aly,  As,  Aly |+(K-G

y 2

z

A%)/zx A%yzy Ag

Az elézdpontban kozoltekkel analog modon
(59) GAAE=0.

AZ ALAKVALTOZASI FUGGVENYEK. Az € deformacidtenzornak a szimmetriabol ko-
vetkezden 6 fliggetlen komponense van. Az € definicids egyenletébdl kovetkezik a

628x N 825‘y B azyxy i 87/):2 N 67xy B a}/yz _5 ang

ot oxr  oxdy  ox| oy Oz Ox oyoz
2 2 2

(60) VxexV =0 © ¢, +62‘92 :a 2 O 25 +6yyz e :2a %y
oz oy ovez oyl oz ox oy ox0z

2 2 2 0 0 2
682+66‘x aj/zx 8(7y2+87xz_ 7/’0’]:2682

ox> oz ozox | az\ ox oy ez oxdy
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az un. DE SAINT-VENANT-féle kompatibilitasi feltétel, amely 3 skalaregyenletet szolgal-
tat, igy marad 3 fiiggetlen paraméter.

Jeloljiik A4, A, és A,-mal a legalabb haromszor folytonosan differencialhatéd fligg-

vényt, az Un. alakvaltozasi fiiggvényt:

04, 104, 04,
Ex =— yxy ==t —|
ox 2\ ox oy
04 1({04; 04
(61) £, =2 Ve == e RSl 2 |
oy 2\ oy 0Oz
04 A A
g, =9, _1fo4 04
0z 2\ 0z ox

4.1.3. A FESZULTSEGTENZORRA VONATKOZO OSSZEFUGGESEK

Ertelemszerien:

(62) 3RAG — (6K — 2GAST +2G (6K —2G Vo V)S = 0

A FESZULTSEGFUGGVENYEK olyan fliggvények, amelyekbdl térszerti derivalas utjan
a 6V=0¢ 6 =6 egyensilyi egyenleteket kielégitd fesziiltségtenzorok el6allitha-
tok. Legyen az f szimmetrikus tenzor, az uUn. fesziiltségfiiggveny-tenzor, s ha
azV xf xV = ¢ eldallitast vessziik, akkor teljesiilnek az

6V=0 = (VxfxV)V=0 é o6=6" 2 VxfxV=(VxfxV)
egyensulyi egyenletek.

A © tenzor 6 fliggetlen komponenst tartalmaz, ezekre az egyenlet 3 Osszefliggést
ad, igy marad 3 ismeretlen fliggvény, s [V xfxV =0]-nak 3 fiiggetlen komponense

6
van, a tobbi nulla. Ez (?J =20 féleképp valaszthat6 ki, de kiesik az a 3 eset, amelyik-

nél az f matrixdnak egy sora nulla, tehat marad 17-féle fesziiltségfiiggvény.

A harom fiiggetlen komponenst *-gal jeldltiik, s az attekinthetdség érdekében a
szimmetria miatt jelentkez6 komponenseket pedig o-val. A 17 varians a kdvetkezo:

* ok %k ¥ % () * % () * () * () * * 0 0
o 0 Of,|le O =||,fle O Of,[|0 = O, |0 O =*||, [0 = x|,
o 0 Of [0 o O (O O %[ |[e O Of [[o o O] [0 o O
* 0 0] |0 = O] [0 = = |0 = O] (0 = O] [0 O =
O O |, o * =x|,|o * Of, o * =*|,[|O *= O, 0 =* x|,
0 o *[ O o Of |[o O O O o Of [[e O *|[ |[o o O
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=
*
*
*

=
*
*

* 0 0 0 0 =
* 0

0 , 10 %= O0f, [ O Of, I, o O x|,
0O 0 = o (O = o (O = o o % o o (

\_W__J

Maxwell— féle Morera— féle

fesz. fiiggvény fesz. fiiggvény

amelyek koziil altalaban csak a MAXWELL-féle és a MORERA-f¢le fesziiltségfiiggvényeket
szoktak alkalmazni.

Legyen ¢,,p, és ¢, legalabb haromszor folytonosan differencialhat6 fiiggvény

(az un. MAXWELL-f¢le fesziiltségfliggvény), s ezek segitségével

s 0o e, _ O
PN 2 o T ’
oy 0z Ox0y
0’p, 0’ 0’
(63) o, = (gl + (023 , T, =- ! ,
0z ox 0yoz
_0p, Oy . _
: ox> 8y2 ' = Oz0x

Legyen y,,w, és y, legalabb hadromszor folytonosan differencialhato fiigg-

vény (az in. MORERA-féle fesziiltségfiiggvény), s ezek segitségével

o :% . :_li +5‘//1+a‘//2_6‘//3

Y oyoz’ v 20z\ o oy oz )
2
0 0 0

(64) 5, :M, ‘,, __Lof oy ov, Vs |

0z0x 2 ox ox oy 0z
o =% . =_li+5‘//1_a‘//2_a‘//3'

: oxdy = 2 Oy ox oy 0z

4.2. SIKBELI (KETDIMENZIOS) ESETEK

A haromdimenziés feladat, amennyiben kétvaltozos feladatra redukalhatd, akkor
sikbeli esetrdl beszEliink. Jellegzetes formaja:

- asik alakvaltozasi (vagy deformécids), €s
- asik fesziiltségi allapot.

SIKBELI ALAKVALTOZASROL akkor beszéliink, ha létezik a térben egy olyan ng vek-
torral jellemezhetd irdny, amelyik irdnyban a test nem szenved deformaciot, azaz

d,=¢€n,=0,¢ un, =0,

vagyis a deformaciok parhuzamosak az no normalist sikkal, és az ng irdnyba esé elmoz-
dulas zérus értékli. Ekkor a test np normalisu sikjai egyforman deformalodnak, s ezek-
nek a parhuzamos sikoknak a tdvolsdga nem valtozik.
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Jelolje az egyszeriiség kedvéért ezt az irdnyt a z koordinatatengely [np = e, := K], s

ekkor d, = H 37w %V« &.|=0, valamint a deformécio- és fesziiltségtenzorok, illet-

z

ve az elmozdulasvektor matrixai:

£ 5V 0 o, 7, 0 u,
E=|57n & 0 |, 6=(7, o, Of, u=ju,.
0 0 &=0 0 0 o, 0

Az anyagtorvény z irdnyt komponensegyenletének (1d.(10) képlet) zérussa tételébol:

1 3K-2G

:Eaz Y ee (0X+ay+az):O.

&

z

a z iranyu fesziiltség a masik két normal fesziiltségbdl szdmithato:

3K -2G
66 O,=——=<\0,+t0,/,
(00) : 6K+2G( y)

vagyis a tehetetlenségi standard test esetén érvényes (7) operatorok behelyettesitésével:
(6K +2G)+ (6K + 277)§+ (26,+0)— o, =

ot ot
2

= {(3K - 2G)+ (3KV— 277)(% + (90_ 9)2_2} (O-x to, )

Mivel a o, és u. a szamitasbol kihagyhato, ténylegesen sikbeli esetrdl van szo.

SiK FESZULTSEGI ALLAPOT. Ekkor a térben 1étezik egy olyan ny vektorral jellemez-
hetd irany, amely irdnyban a testben a fesziiltségvektor zérus értékil, azaz
po =0n, =0,

vagyis a fesziiltségek nem Iépnek ki az ny [= e, = k], normalisu sikbol:

1
O, Ty 0 & Vo O u,

_ |l -
6=|7, O, 0 |, E=|37 PRV (8 u=u,
0 0 o0,=0 0 0 ¢, u,

Az anyagtdrvény z irdnyl komponensegyenletének zérussa tételébal:
~  3K-2G
o, =2Ge, +—(8x +e, +gz)= 0,
a z irdnyu deformacio:
3K -2G
(67) 5. =—T—2le, +s,),
3K +4G
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vagyis a tehetetlenségi standard test esetén érvényes (7) operatorok behelyettesitésével:
(3K -2G)+(3K 277)3 +(6,- e)ﬁ g, =
ot ot

2

= —[(31( +4G)+ (3K, + 477)% +(6,+ 20)2—2} (e, + g, ).
¢

Az u, elmozdulas, amely csak az x és y koordinata fliggvénye lehet, a CESARO-for-
mulaval szamithato.
Sikbeli esetben jelentdsen egyszerlisodik a megoldasok eldallitasa, mivel a fesziilt-

segi és az alakvaltozasi fiiggvények szadma haromrdl egyre csokken. Az egyensulyi
egyenletbdl kovetkezden

8gx N a’l'xy

ox o o o _OF _ _OF __ OF
0Ty, do, ~0 gt Y Y ooy’
ox oy

F=F (x, y,t), az un. AIRY-féle fesziiltségfiiggvény, s a kompatibilitasi egyenletbdl

o%c, 0%, 0%y, 0’4 0°4 624

+ = = = , €, = s Sy = 5
oy*  ox®  oxdy o R Y ox0y

X

A= A(x, y,t) , az alakvaltozasi fliggvény.

Hasonloan kétvaltozos feladat az egyszerli nyiras és a hajlitas is.

4.3 EGYVALTOZOS ESETEK

Szamos olyan mechanikai feladat van, amelyeknél a 6, € és u tenzormezd mind-
Ossze egyetlen valtozo fliggvénye. Az egytengelyli hizadson és nyomdason kiviil ilyen
feladat pl. a hidrosztatikus primer mezdben kihajtott korszelvényli vagat esete is (ld.
kovetkezd cikk [ FULOP—BEDA, 2009]). Ekkor ui. egyetlen valtozonak a radialis fesziilt-
séget tekinthetjiik, ui. a tangencidlis fesziiltség ennek negativja, s a deformaciok és a
sugarirdnyu elmozdulés ebbdl szamithatd, mint latszik e kotet kovetkezd két tanulma-
nyabol is. Ez utdbbi esetre mutatunk be egy elemzést.

A gyakorlat szempontjabdl felbecsiilhetetlen jelentdségii lenne, ha a klasszikus szi-
lardsagtanbol ismert feladatok ismert megoldasait minden kiilon elméleti levezetés nél-
kiil egyszertien atiiltethetnénk az altalanos reologiai kozegek megoldéasaira. Nem lenne
szlikség a nagyon bonyolult — szdmos esetben nem konvergens — reoldgiai végeselemes
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modszerekre, helyettiik elégséges lenne a nagyon egyszerli — HOOKE-torvény szerinti —
merevségi matrixszal dolgozni, s az idébeli valtozast az igy kapott megoldashoz csatol-
ni. ASSZONYI mar 1974-ben rédmutatott, hogy a klasszikus (nem reologiai térfogati
egyenlettel rendelkezd) POYNTING-THOMSON modell esetén a kezdeti fesziiltségi allapot
¢€s veégso alakvaltozasi allapot a HOOKE-torvény altal eldallithato. Ezt azonban elméleti-
leg nem bizonyitotta, csupan egy feladat kapcsan bemutatta ennek helytallosagat. Az
dltalanos POYNTING-THOMSON-f¢le un. standard test esetén mar ezt az elvet hasznalta
az altalanos megoldas eldallitasara [2007]. Azonban itt is meghatdrozta az altalanos
reologiai megoldast, s ez alapjan irta fel az egyszerii transzformaciot.

A kovetkezdkben a standard testre végezziik vizsgalatainkat.

A POYNTING-THOMSON-f¢le standard modell anyagegyenlete (deviatorikus alakban):

(1+r ﬁjcd :[2G+277 std,
ot ot

(63)
(1 +7, ﬁch’ = (31{ +3K, Q}cf’,
ot ot
ahol
c :Hazj”:cd +0° :HGU —0051']”"'”‘7051']' ., 0, =3UoC,
Szugijuzgd +g° :Hgl.j —805in+‘ 8051'] . &, :%trg,

Vagatnyitasnal ugy tekintjiik, hogy az lireg Iétesitése egyetlen pillanat alatt meg-
torténik, tehat a primér fesziiltségek a ¢ =—0 értéknél 1évd primér fesziiltségekrdl, a
t = +0 idépillanatra szekunder fesziiltségekre valtanak.''

A standard modellrdl tudjuk, hogy alland6 kiils6 hatasok esetén az id6 mulasaval az
un. HOOKE-torvényhez konvergal:

lime? = lim{2Ge? +2n&! -6 |=2Ge",

t—© t—©
lim6° = lim BKe*+ 3K ,&°—7,6° | = 3Ke®,
t— t—©

(ahol G ¢és K az un. statikus csusztato €s térfogati modulusok), tovabba azt, hogy végte-
len gyors véltozasnal az anyagtorvény pedig az Gn. dinamikus HOOKE-torvényhez tart:

lim ¢ = lim {2G&” + 2 —r(sd}zz—nsd,

E6“( - Eﬂd—ﬂﬁ 4
a at
: o : o =y¢] - O 3KV )
lim 6¢° = lim BKe"+3K €°-7,6° (=——¢&
9% o0 960 5o To
a ot

(ahol n/r =Gy, és K, /t, =K, az in. dinamikus modulusok).

! Erre vonatkozoan 1d. a kovetkezé cikkeket.
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A FELADAT MEGFOGALMAZASA. Mindezen el6zmények utan a megoldando feladatot
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a (68) anyagmodell esetén hogyan lehet az adott
reologiai feladatot egy rugalmassagtani — nem reologiai — megoldasbol, egy egyszerii
transzformacioval szarmaztatni. Mas szavakkal: keressiik a (68) differencidlegyenletek

o) =226 ). (o) ~20fe ),
(69)

megoldasat adott ,,0” kezdeti és ,,00” és végso értek mellett.

[MATOLCSI (2009)] gondolatmenetét felhasznalva bemutatjuk, hogy a
(70) o +16 =2Ge +2né, o(0)= 2—’73(0), o(0) = 2Ge(0)
T

egyvaltozos feladatot hogyan lehet megoldani a szokasostdl eltéréd modon.
Vezessiik be a

(0)=0", o(0)=c",£(0):=5°, g(00)=¢"

jeloléseket, tovabba az

= -2 —x0
. el amle ko)
& b=||—1 2G|, x(oo)zxOO
vektorokat. Ezekkel a jelolésekkel a (70) feladat
(72) ax = bx, ax’ =0, bx* =0 és bx" %0, ax” %0

modon irhato fel.

A MEGOLDAS. Keressiik a (70), illetve (72) differencialegyenlet megoldasat

(73) x = (@) .0
alakban, ahol ¢ egyeldre ismeretlen vektor. Ez a

megoldas mar kielégiti az x(O) =x" kezdeti feltételt. Az analizisb8l ismert exponencia-

lis fliggvény MACLAURIN-sorat felhasznalva,
) _ 11 (co b)t+;(c<>b) ;(COb)3t3+
A sor tagjait atalakitjuk:
(cob)’ =(cob)(cob)=co(be)b =(cb)(cob),
(cob)’ =(cob)*(cob)=(ch)(cob)(eob)=(cb)*(cob).
(cob)’ =(cob)’(cob)=(cb) (cob).... .
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Ezeket felhasznalva,

e L4 (cob)r+(eb)eob)® + (e (eob)'r 4=

_ I{(cb)f+%(cb)2ﬁ Lenpr +}ﬂ _

L4 [eler)r —1]°c°bb, cb = 0.

Ezt az eredményt behelyettesitve (73)-ba, a (72) differencidlegyenlet megoldasa:

(74) x=x"+ [e(ch)’ —1]%)(0 =x"+ [e(d’)t —I]M, cb #0.

cb

Az x(0)= x° kezdeti feltétel automatikusan teljesiil. Az x(c0) = x* feltétel teljesiilé-

sé¢hez alkalmas modon kell meghatarozni a ¢ vektort és a cb skalaris szorzatot. A (74)-
bdl

(75) x(w)-x”—M 5 e=(0-x*)D

- cb bx’

Az utdbbi egyenlbséget skalarisan szorozva a-val, és kihasznalva azt, hogy ax’ =0,

» (ac)bx’
—ax” = .
cb
Legyen ac = 1 (ezt megvalaszthatjuk igy). Ekkor
0
(76) =25 0.
ax

Es ennek negativnak kell lennie, mert a (75) csak igy teljesiilhet.

A (75) egyenlOséget felhasznalva (a (76)-ot behelyettesitve oda):

(77) e=(x0—x*) L _ (20 —x*) ] x*x

o0 o0

bx ax ax

A (74)-be cb és ¢ értékét behelyettesitve, a (72) feladat megoldésa (a végeredmény):

be

(78) x=x" —(x” —x)e ="

t

Figyelembe véve a (71) 0sszefiiggéseket, irhato, hogy

(79) b"‘izg"i =l%=90—i,
a-x no Te no

aszerint, hogy a feladat kezdeti feltételei deformécidval, vagy fesziiltséggel adottak—e.
A (79)-et az exponensben felhasznalva a megoldas

1Y G P
-~ -t

w ox o et

alakokban is felirhato.
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FUGGELEK
[ZOTROP KONTINUUMOK RUGALMAS-KEPLEKENY, REOLOGIAI
ANYAGTORVENYE A NEMEGYENSULYI TERMODINAMIKABAN

FELTEVESEK. Legyen s az anyagi rendszer fajlagos entropidja. Létezzen az anyagi
rendszernek egyensilyi allapota, amelyet jeloljink s/ ;=5 -sel, s ekkor matematikailag
1étezik az Gn. nemegyenstlyi entropia: 5" == As =s—73 , mely az egyensulytol valo

eltérést reprezentalja.

1. POSZTULATUM. Az entropia két részbdl épithetd fel: az egyenstlyban 1étez6 ent-
ropiabol, és az egyensulytol valo eltérés entropiajabol.'?
s=54+5"" =5+ As.
2. POSZTULATUM. Az entropia mechanikai egyensuly esetén az anyagtorvény csak az

e belsGenergia és az A = I+ ¢ alakvaltozasi tenzor fiiggvénye: 5" =5 (e, A)."

3. POSZTULATUM. Az egyensulytol vald eltérés egy & belsé dinamikai valtozoval

jellemezhetd, amely szimmetrikus masodrendii tenzor. "
4. POSZTULATUM. Az egyensulytol valo eltérést dinamikai mennyiségnek tekintjiik,
ezért az &, =+ vv kinetikus energidhoz hasonld forméaban irhat6 fel: As =—1&: g,

ennek megfelelden:

s=s(e,AE)=5(e,A)-1E:E.

AZ ENTROPIA MERLEGE. Mindezek alapjan a ps+V-j, =0, =20 entropiamérlegbdl

[VAN-AsszoNYI, 2006, 2007, 2008] — feltételezve az izotermikus allapotvaltozast és azt,

hogy az entropia fluxusa a szokdsos modon a héaramsiirtiség €s a homérséklet hanyado-

sa: j, =j,/T, —izotrop kontinuumra:

" Ez trividlis matematikai llités.

> Ez annak kovetkezménye, hogy az entropia csupan a termodinamikai mérlegekben szereplé extenziv
valtozok fliggvénye lehet.

'* Ez a legegyszeriibb feltételezés, ui. ennél alacsonyabb tenzori rangli mennyiséggel nem irhatd le a (ma-
sodrendii fesziiltségi, deformacio tenzorok altal kifeszitett) mechanikai allapottérben két pont kozotti
tavolsag.

' Bz a feltevés el is hagyhat6, explicit felirasa elengedhetd, s akkor az s = s(e, A,ﬁ) kifejezéssel dolgo-
zunk.
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Os os . os .
=p—eé+p—:A+p—:E=
)=p—é+p— Pt

os . os :
—e+p—:A—pE:§

=Pl agsEl= ety

z—?(V-jq—G:VOV)+p%:A—p§:§:

1 . S o5 . i
=——(V.j —6:AA )+ p— 1 A—pE:E=
T( iy ) PoA pE:&

illetve
(1) (c+pTA@j:vov—pTa:ézo
O0A
vezethetd le, amely utdbbi az entropia-produkcio ndvekedését irja le.

Ez az egyenl6tlenség minden tovabbi vizsgalddas kiindulopontja.

Jeloljiik megszokott médon ¢ indexszel a tenzorok deviatorikus és © indexszel a
gombi részét. A ¢ indexszel jelzett masodrendii tenzor tenzori ramot, a ° indexszel jel-
zett gdbmbtenzor pedig skalar aramot indukal. Mivel a kiilonb6zd tenzori rangli aramok
nem csatolodnak, ezaltal ésszeri feltételezniink, hogy a nemnegativitasi feltételnek kii-
16n-kiilon is teljesiilnie kell:

(Gd +pT(A§ij J:(VOV)d — pTEd :Ed >0,
@) )
(6" +pT(A§—Zj J:(VOV)O - pTE° 2’;" > 0.

Ez az Osszefiiggés a kontinuumok mechanikai anyagtérvénye termodinamikai meg-
hatarozasanak alapja.

A 6, az impulzus konduktiv aramstiriiségének két része: a 6 ? tenzori rangu aram
adja a transzverzdlis, és a 6 ° skalaris aram pedig a longitudindlis aramokat.

Az (2) egyenlet a termodinamikai erdék [J = J9 + J°] és termodinamikai aramok

[X =X+ X°] jelolésének, ill. fogalmanak bevezetésével

X934 +X4:3¢ >0,
X :J,+X::J:, 20, =
o [0} o o
X J,+X, 3, =0.

formaban is felirhatok, ahol
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&
Ji =6’ +pT(A—], X4

oA (AA_l)d’ Ji=8¢, X{=-pre?,

Os -\ o . o

jsc°+pT(A6—ZJ, X5 (AAI) Jp =8, X;=-plge.

Az anyagtorvényt — mint az entropiat — két kiilonbozd esetre szétbontva célszerii
vizsgalni:

- egyensuly esetére, és az

- egyensulyon tulira.

A nemdisszipativ esetet — az (1), ill. (2) egyenl6tlenségeknél — az egyenldség fennal-
lasa jellemzi. Egyensulyi anyagcesaladot akkor kapunk, ha az entropia nem fiigg a dina-
mikai valtozotol [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 36-41. o.], azaz

J4=0,J%=0J{=0 J2=0, X{=0, X=0, X; =0, X2=0.

[ZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE EGYENSULYI ESETBEN ennek megfeleléen
a kovetkezo6:

a5 \? 5 \°
3 6! =—pT|A—| , ©6°=—pT| A= .
3) p( aAj p( aAj

Ez az ésszefiigges, mivel eddig semmiféle megkotést nem tettiink, rugalmas és kép-
lékeny allapotban egyarant érvényes, tetszéleges alakvaltozdsok esetén.

Az anyagtOorvényt altalaban nem az A alakvaltozassal, hanem a € deformacioval
szokas felirni [A = I + €], hogy a deformalatlan allapotot ne az I identitassal, hanem a 0
nulla allapottal jellemezziik.

Az Un. torzulasi és Un. térfogatvaltozasi rész kiilon targyaldsa érdekében térjiink 4t a
fesziiltségeknél és deformaciokndl a mar megszokott deviatoros és gdmbi felbontésra:
€=g? +g° =E+E , 6=67+6°=T+T,
(0] (0]

go =E, =lugl=1¢1, 6°=T,=1u(o)=10,I.

A o, A tenzorok szimmetrikus voltabol kovetkezoen, valamint a G, A, Aa tenzorok

Os 05

féiranyainak egyez0ségébdl kovetkezéen: A — = — A, - s ezért irhatd
oA A
A6—S:(E+501+I)8—S=Ea—s+a—s(l+go)1= AS) LfaE)
oA oA  OE os, oA ), oA ),
(Aﬁj :a—sE—ltr(ﬁEjl, (AEJ =ltr[§EjI+ﬁ(l+eo )L
oA ), OE 3 \GE oA), 3 \OE de,
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Izotrop kontinuumok anyagtorvénye egyensulyi allapotban deviatoros formaban:

4)

T = —pT{

1
= —pTi—
o}

OE

OE

B %tr(a—sE)I},

os

o

tr(ﬁEjl + ﬁ(1 +é, )1}.
OE

Eddig nem tettiink kiilonbséget a rugalmas és a képlékeny alakvaltozas kozott. A

kiilonbség csak az € deforméaciotenzor E deviatoros részénél [E = E + WE] van,

ugyanis a gémbi részben [&, = £ és &' = 0] nincs.

Ha megnézziik a kiilonbozdé deformaciok kozotti dsszefliggéseket, akkor a (4) e-

0 f—o—

I e T >

Magyarazat a fesziiltségek és defor-
mdaciok kézotti 6sszefiiggések feltara-

sahoz

gyenlet pontosithat6. Vegyiik figyelembe azt
[ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 69-80. old.], hogy
a (4) osszefiiggés linearis 0sszefiiggéssel is leirha-
t6. Ezt mutatja a torzulési allapotra vonatkozoan a
mellékelt dbra.

A képlékenységi hatart az un. képlékenységi
feltétel jeloli ki, ahol a W torzulasi deforméacios
munka egy kiiszobértéket elér. Feltételezziik,
hogy a térfogatvaltozasi allapotban nincs képlé-
keny allapot, nincs képlékenységi hatar.'® A térfo-
gatvaltozasi allapotban viszont jelentkezik egy un.
0sszenyomhatosagi hatar, amely utan a térfogati
deformaciok mar nem valtoznak. Az 1. abra alap-
jan a deviatoros fesziiltség- és deformacio-

definiciok, valamint geometriai 6sszefliggéseik a kdvetkezok:

®)

E=E“ +E”, Q)
T=T"+T"”, ahol T=T¢, T" =0, (i)
E=E’ + AE, ahol AE = AE¥ +E*', (iii)
T =T/ +AT, ahol T-T/ =AT, .
arctga =2G, arctgf =2G,,, iv)
v)
B = L1 AEY =L (r-1/),
2G 2G (vi)
Epl — 1 (T_Tf) B
2G,, (vii)
2G
E” =|1-—2 [E-E/). (viii)
)

'® Helyesebben ami ott jelentkezik (pl. egytengelyti kisérletnél) az a torzulas miatt bekdvetkezd képlékeny

viselkedés megjelenése.
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Tehat linearis esetben az egyensulyi anyagtorvény:
(6) T=2GE“,
mind a rugalmas, mind a képlékeny tartomanyon.

Ebbdl kovetkezik, hogy a (4) alatti 6sszefiiggés helyesen a kovetkezo:

T = —pT a_SlEel —ltr(ilEdJI )
OE° 3 \OE°

(7)
1 (65 o5

T = —pTd—tr] —E I+—(1+& )\

0 p{3 Fer 0>}

€

(az &, -nal az “ indexet azért nem tiintettiik fel, merte” =0, s igye, =% + &/ = &).

Tehat a (6) Osszefiiggés mind a rugalmas, mind a képlékeny tartomanyon leirja az
anyag mechanikai viselkedését.

Ha figyelembe vessziik az [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007), 69-80. old.] kozolteket,
miszerint az anyagegyenlet egyensiily esetén a HOOKE-torvénnyel is leirhato,'” akkor

T = —pT o Eel—ltr( o Ee’)I , T =2GEY,

aEel 3 el

® 1 (& 5
T =—pT —tr( SIE"”)I+—S(1+50)I . TS = 3KE,.

3 \OE° o€,

Innen kovetkezik, hogy a két rugalmassagi alland6 termodinamikai definicidja:

261 =- T{ asl —1tr( 551 Eelj(Ed)l},
JOE“ 3 \OE°

1
3K =—pT ltr[ﬁEeljiJrﬁ ol
3 \oE“ e, Og, €

)

o o

Az anyagtorvényben — ha mind a rugalmas, mind a képlékeny tartomanybeli visel-
kedést le akarjuk irni, — akkor nem az E* elasztikus deforméciokat szoktuk feltiintetni,
hanem az E-t.

Bevezetve a képlékenységi hatar jeloléséhez a ¥ = ‘I’(Wd,Wd) HEAVISIDE-féle
egységugras-fiiggvényt

] 0, ha Wd<W_;l, vagy AWY <0,
L oha wlew), & AW 20,

7 Vagyis a CAYLEY-HAMILTON tételb6] kovetkez3en a legaltalanosabb forma a kvadratikus alak, azonban a
masodrendli tag az eddig megismert anyagoknal szazalékosan joforman ki sem fejezhetd eltérést jelent
csupan, igy elhanyagolhaté.
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amely
,»07-val fejezi ki, ha a torzulasi deformécidos munka még nem Iépte til a W;I képlé-

kenységi hatart kijelolo értéket, tehat az anyag még rugalmas allapotban van, vagy
pedig ha a deformaciés munka csokken, mert a ,,tehermentesiilés” rugalmas uton
torténik, és

— ,,17-gyel, ha mar megjelentek a plasztikus (vagyis maradd) deformaciok, mindaddig,
mig a munka értéke novekszik, tehat a plasztikus deformaciok is nének.

Ennek megfelelden a kiindul6 sszefiiggés
EY =E-WYE” és E =E, [ill.s" =¢,],

amelyet ha behelyettesitjiilk a (7) alatti jobboldali kifejezésbe — felhasznalva az dabra
alatti (5viii) 6sszefiiggést, — akkor

T =2GE” = 2GE-W2GE” = 2GE-¥(2G-2G,, JE-E/ )

T.” =3KE,.

(10)

Az ,egyensulyi allapotban 1év6 kdzeg” gyakorlatban alkalmazott anyagtorvénye a

00 T“ = 2GE-¥(26-2G,, JE-E, )
o =3Ke,,

sa ¥ =0 érték adja a tisztan rugalmas viselkedést:
T =2GE,
W =1 érték adja a tisztan képlékeny viselkedést:

T — 2GE  + ZGpI(E_Ef ), vagy T = 2G6,E+ (2G — 2Gpl)Ef'

[ZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE NEMEGYENSULYI ESETBEN. Eddig az
egyensuly allapotat vizsgaltuk, most 1épjlink tovabb, a nemegyensulyi esetre. Ehhez
vissza kell térniink a

o

(T"‘PT(AaALJ:(V‘)V)d - pIg, ~'gd 20,
) -
[To +PT(A5—ZU (voV),  pT, &, 20

Osszefliggéshez. Mivel

(11) 6 =06 +6"" azaz T=T +T"" illetve T, =T + T,

nemegyensulyi esetben a szigoru egyenldtlenség all fenn:
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T :(veV), - pTt, 1§, >0,

(12) :
T(;wneq Z(VOV)O _pTgo :go > 0.

Az anyagtorvényt legtobbszor az un. térfogatvaltozasi és torzulasi alakban alkalmaz-
zuk, a tenzorokat deviatoros és gombi részre bontva: egy masodrendil tenzorra és egy
nulladrendli tenzorra. Vagyis a mechanikai kdlcsonhatdsok termodinamikédjaban két
kiilonboz6 tenzori rangu termodinamikai erd €és termodinamikai aram jelenik meg. A
kiilonbozd tenzori rendli &ramok izotrop anyagokban nem csatoldodnak, ezért ha nem

noneq és a

bontjuk kiilon, akkor kihagyunk egy Iényeges egyszerlisitési lehetdséget. Az 6
& felbontdsa magatol értetédé. Az voV = AA ™' -nél azonban bonyolultabb a helyzet. A
fesziiltségtenzor szimmetrikus volta miatt a kétpontos szorzatban csupan a sebesség-
gradiens szimmetrikus része szolgaltat nullatol eltérd eredményt. Ezért az (V ° V)S
szimmetrikus tenzort véve, 0j jelolést célszerli bevezetni:

(VOV)S =(V0V)j +(VOV)i :=§=ﬁ

+
=N
Il
=
+
™
o

ahol

A (12) egyenl6tlenség megoldasa — mint mar lattuk [ ASSZONYI et al. (2006), (2007)], —
a LAGRANGE-féle kozépértéktétel felhasznalasaval torténhet, a

(13) (T”.mq]:Ld( E J (Ué"’"“’]:LO( & j
&, -pTE, £ -pT¢,

illetve kiirva

(13a) [T’_loneqj:L E :(Ln lej E
Sa “=pre, ) \Lu Ln)\-pre,)
(13b) [o-gonqu:L( 30 J:(ln ZIZJ( 30 j
So - pT¢, Ly In \ - pTE,

egyenletek megoldasa révén, ahol L egy negyedrendl — pozitiv definit szimmetrikus —
impulzusvezetési tenzor matrixa, valamint L; és L, annak deviatorikus és gdmbi
(izotrop) felbontésa. Fizikai jelentdsége van annak is, ha nemcsak szimmetrikus vezetési
tenzorokat engediink meg.18

A fenti L, és L, matrixok feltiintetett komponensei izotrop anyagokban skaldrok (a
megfeleld reprezenticios tételek értelmében). Ekkor az egyenletrendszer megoldésa a

.. &, valtozok kikiiszobolésével:

'8 Bzt [ASSZONYI-FULOP-V AN-SZARKA-HORVATH (2008) 55-56.0ld] bemutatja részletesebben.
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none —1 mrnone -1 = -1 =
T 7 - L22T 1= L11L22E + (L12L21L22 - Lll ’

noneq -1 - noneq __ -1= -1 ~
o, " —Lyo, =lylpé, + (112121122 —l

(14)

illetve a
= —Léé, 0 = LnLEé’ 2u = L12L21L£é -L,
0 = _12_21’ 0, = 11112_21’ 2u, = 11212112_21 =1y,

NN

jelolések bevezetésével

~

T 4 ¢ Frores 9 4 2u E,
(15)

- noneq __

noneq ~ ~
o) " +1,0] 0,, +2u,8,,

alakban allithato elo.

A (10) egyensulyi anyagtorvény

T = 2GE-¥(26-2G,, JE-E,} ol =3Ks,,
illetve idOszerinti derivaltja
T = 2GE-¥(26G-2G, &, 6% =3Ks,,

(15)-be torténd behelyettesitésével a

T-2GE+%(2G-2G, E-E, )+r (T-2GE+¥(2G-2G,, k) =0 E+2u E,

o, -3Ke, +7,(6, —3Ké,)= 0., +2uF,

Osszefiiggést kapjuk.
Ennek megfelelden az izotrop kontinuumok anyagtérvénye a kovetkezo:
T+rT  =20E+267E-¥(26-26, JE-E,)-
(16) ~ (262G, FE+2u E+0 E,

Gy +To0 =3Key +3KToé, + 215, +0,2,.
Ha megengedhetd — a gyakorlati alkalmazasoknal — a kétféle deformacié egyenldvé
tétele: E~E,'" akkor a 2n=A+pu és 3K, =4, + u, jelolések bevezetésével az un.
tehetetlenségi standard testet kaptuk eredménytil:

T +7T =2GE +2n E +6E , 6’/ +76=2Ge" +2n & +0 &9,
(17) ) ) . azaz
T, +7,T, =3KE, +3K E, +6.E_, 6° +7,6° =3Ke® +3K €£° +6,€°.

19 ]NEzE ‘::>(D-i-I)7l ~1
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HIDROSZTATIKUS KORNYEZETBEN NYITOTT
HENGERSZIMMETRIKUS ALAGUT KORULI REOLOGIAI
IDOFUGGES

Fiilop Tamds
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Béda Gyula

BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM,
MUSZAKI MECHANIKAI TANSZEK, BUDAPEST
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Meghatdrozzuk a fesziiltség, deformdcio, sebesség és elmozdulds reologia-vezérelte iddfiig-
gését egy hidrosztatikus kornyezetben megnyitott, hosszi, henger alaki alagut koriil, tetszéleges
véges rendil iddderivdltakat tartalmazo reologiai kbzegmodellek esetére, linedris és egyensiilyi

kozelitésben.

1. BEVEZETES

Az alagutak 1d6fiiggd jelenségeinek egyik forrasa a kornyezd talaj és kdzet reoldgi-
ai viselkedése. Ezeket a reologiai effektusokat tanulményozzuk egy analitikus szamolas
révén.

Természetesen ahhoz, hogy analitikus megoldast kaphassunk, egy olyan modellt
tekintiink, amely szdmos egyszerisitést és kozelitést fejez ki a valdsadgos alagut-
szitudciokhoz képest. Ennek ellenére azt véarhatjuk, hogy az eredmény egy hasznos ko-
zelitést nydjt a reolégiai jelenségek leirdsara egy alagit koril. Igy példaul informaciot
nyerhetiink a relevans karakterisztikus reoldgiai (kuszasi, relaxacios stb.) idéskalak anya-

gi paraméterektdl valo fliggésérol.

Munkank két szempontbdl dltalanositja a hengeres alagut koriili reolégiai viselke-
désrdl szolo eddigi tanulméanyokat [ASSZONYI-RICHTER (1979)], [CRISTESCU (1993)],
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[LADANYI (1993)], [PANET (1993)], [VAN-SZARKA (2006)]. Egyrészt, szamitasunk tet-
sz0leges, véges iddderivaltakat tartalmazé reologiai modellekre érvényes. Az eredmé-
nyeket két esetre részletezziik (POYNTING-THOMSON-modell €s tehetetlenségi POYNTING-
THoMSsON-modell). Masrészt, a gyors alagitnyitis okozta kezdeti feltételeket nem feltéte-
lezziik, és nem is a konstitticios Osszefiiggések legmagasabb rendi derivéltjaibol szarmaz-
tatjuk (e modszerrdl lasd részletesen jelen kotet negyedik cikkét [ASSZONYI-SZARKA—
BEDA (2009), 135. 0.]), hanem levezetjiik. A lassu alagitnyitaskor érvényes megoldast is
bemutatjuk, azaz amikor az alagitnyitds nem gyors a reoldgiai id6skaldkhoz képest.

Az esetleg fellépd képlékenyedés leirdsatol eltekintiink. Megjegyzendd viszont, hogy
amit sokan/sokszor képlékenyedésnek vélnek, az gyakran egyszerlien a kézeg mozgd-
sa. A statikus elrendezésekhez szokott szemnek természetesen minden mozgas szokatlan
lehet, de ilyenkor nem sziikséges egybdl képlékeny atalakuldsra gondolni. Ha példaul
egy mélyépitési munka soran atrendezddtek a talajban a fesziiltségviszonyok, akkor a
kiegyenlitetlenné valt er6k gyorsuldsokat hoznak 1étre, a kozeg mozgésba jon. A kozeg
reoldgiai belsd surlddasa ezen a gyorsuldson csillapitani fog valamennyit, de valamilyen
sebességli mozgasok sokdig — példaul évtizedekig — fennmaradnak. A kozeg mozgésa
kozben fenntarthatja rugalmas allapotat, egyszertien csak odébbhelyezddik valamennyit,
mely vandorlas kozben bizonyos mértékl rugalmas alakvaltozas bekovetkezik, de mas,
példaul képlékenyedés vagy tonkremenetel nem feltétleniil. (Jelen irds a tonkremenetel

lehetdségével sem foglalkozik.)

Az analitikus targyalhat6sag érdekében a kontinuummechanika lineéris kozelitésé-
ben dolgozunk (lasd jelen kotet [FULOP (20092)] és [ASSZONYI-BEDA-SZARKA (2009)]
tanulményait), és azon beliil is az egyensulyi (,.kvazistatikus™) kozelitésben. A szdmolha-
tésdg érdekében tett eme engedményeink miatt nem tudjuk leirni a leggyorsabb, tranziens
(dm szerencsére hullamszerten elfutd) jelenségeket, és a pontossagbdl is veszitiink, de
valésziniileg benne maradunk a mélyépitési feladatoknal megfigyelhetd fobb id6skalak
és valtozasok szokdsos mérettartomanyéaban. frasunk végén 6sszegezziik azokat a nehéz-
ségeket is, melyek akkor 1épnek fel, amikor az egyensulyi kozelités helyett a gyorsulast

is figyelembe véve kivanjuk a szamitast elvégezni.

2. A MODELL

Egy végtelen, hairomdimenzids kozeget tekintiink, melynek minden egyes anyagi

pontjat egy t, pillanatban felvett r helyvektoraval jellemez-
zik [egy szokdsos inerciarendszerbdl szemlélve [MATOLCSI m
(1993)]]. Egy hengerkoordinata-rendszert valasztva, az (r, p, 2) .

koordinatakkal jellemezziik ezeket az anyagi helyvektorokat. A

megnyitand6 alagit az » < R tartomdny.
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Formalizmusunk a jelen kotet els6é cikkében [FULOP (2009a)] talalhatoval egyezik,
melynek itt tomoren csak azt a kivonatat adjuk meg, mely a jelen szamol4dsokhoz koz-
vetleniil sziikséges. A hidrom alapvet6 mennyiségiink a o fesziiltségtenzor, az € defor-
macidtenzor és a vV sebességvektor, mindegyikiik a (¢,r) id6- és térvéltozdkban tekintve
(Lagrange-leiras). Feltételezziik, hogy a kdzeg homogén és izotrop, tovabba hogy rugal-
mas és reologiai tulajdonsigait a

(1) 5d0_d — std, SSO'S — ZSES,

konstiticios dsszefiiggések jellemzik, ahol ¢ és ® jel6li a tenzorok deviatorikus ill. gombi
részét (I az egységtenzor):

(2)

S 1 S S d S S 1 S S d S
o' =to, o’=0l, o°=0-0’ g = e, e=¢cl, e'=e—¢€,
és
B)  SY=14T9+ T8 + -+ T30, Ed = U+ U0, + -+ ULOS,
@) S=1+T0,+T50} + -+ T50¢, ES=US+ U0, + -+ ULOE .

Lefedjiik tehat az 0sszes olyan reoldgiai modellt, amelyben véges rendig fordulnak el6
id6derivaltak. Péld4ul a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell esetére [ASSZONYI-
VAN-SZARKA (2007)], [VAN-ASSZONYI (2008)], [VAN (2008)] s¢ =s° =1, ed = ¢’ = 2,
maguk a konstitucios Osszefliggések pedig

S) o'+ T =Ule® + Ul + USe", o+ Ti6° = Use® + USe® + UsE®,
vagy, az egyiitthatok hagyomanyos jelolésében,
6) o+ 7169 =2Ge" + 2ne + ve, o0° + 1796° = 3Ke® + 3K,&° + 0,&°

(a feluilpont itt és a tovabbiakban 0;-t jelenti).

A ty kezdeti id6pontban és annak egy kornyezetében, egészen egy t; > ¢, pillanatig,
a kozeget staciondrius egyensulyban 1évonek tételezziik fel, egy

7 o(t,r) =& = —pl

lland6 hidrosztatikus fesziiltségtenzorral!, a hozz4 tartozé deforméaciétenzorral [v.6.

(D]:
(8) e(t,r)=&=—2|

IE feltételezés alapjat 1d. alabb.
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és nulla sebességmezdvel:
9) v(t,r)=v=0.

Szokédsos — de egyéltalan nem sziikséges — bevezetni az

_ Do
10 u(t,r) = ——:
mennyiséget is, mely vektormezére teljesil € = (U o V)5, ahol o a diadi-

kus/tenzorszorzatot jeldli, a V operacid balra is hathat (mindig a kontextusnak megfe-

leléen), és S

jelenti egy tenzor szimmetrikus részét. Ezt az U-t elmozdulasnak szokés
nevezni, mely egy megtévesztd elnevezés, mivel ez a mennyiség nem tartozik semmilyen
mozgashoz és nem fejez ki semmiféle valtozést (a kozeg egész multjat stacionariusnak
tekintjiik). Ez csupan a deforméciotenzor egyfajta vektorpotencialja, €s nincs semmilyen
fizikai szerepe vagy jelentése. (Err6l a CAUCHY-potencidlnak nevezhetd matematikai se-
gédmennyiségrol, és meghatarozatlansagénak fokardl 1d. [FULop (2009a)], jelen kotet-
ben.) Elmozdulasrol egyelore nem beszélhetiink, hiszen kézegiink tartésan egy nyugalmi
allapotban van. Majd csak a folyamatok elinduldsa utan lesz értelme beszélni a kezdeti

elrendezéshez képest bekovetkezett elmozdulasokrdl (amiket ki is fogunk szamolni).

A (7)—(9) hidrosztatikai feltételezés azon a varakozason alapszik, hogy az alagut nyi-
tasa okozta valtozasok csak egy pl. » < 10R kornyezetben lesznek majd jelentSsek, me-
lyen beliil példaul az onsilybol fakadé helyfiiggés elhanyagolhaté. Ha az életbeli szitu-
acidban a hidrosztatikus nyomas 6nsulybdl szarmazik, akkor feltételezésiink annak felel
meg, hogy az alagut az R sugaranal joval mélyebben talalhaté a felszin alatt. Megjegyez-
ziik, hogy jelen kotet [ASSZONYI-SZARKA-BEDA (2009)] tanulmanya foglalkozik azzal
az esettel, amikor a leendd alagut kornyezetében a fesziiltség nem hidrosztatikus, hanem
egy tetszOleges (de tovéabbra is helyfiiggetlen) fesziiltségtenzor.

Az alagutnyitast modelliinkben ugy fogalmazzuk meg, hogy az alagut » = R fe-
liletére hat6 feliileti erd normalirdnyd (sugérirdnyd) komponense, mely komponens
hengerkoordinata-rendszeriinkben nem mas, mint a fesziiltségtenzor métrixanak o, ele-
me, t1 és egy anndl kés6bbi ¢, kozott —pg -rol nullara valtozik. Ennek a valtozasnak a
részleteit nem konkretizaljuk. Csak annyit koveteliink meg, hogy az id6 fiiggvényében
elegend6en siman torténjen (az Osszes sziikséges iddderivalt 1étezzen €s folytonos le-
gyen). Ez azt a feltételezést is magéban foglalja, hogy minden szébanforgd mennyiségiink
ugras és torés nélkiil valtozik meg mind ¢;-kor, mind ¢,-kor (mind kézben barmikor, de a
két sz€Is6 idopontbeli viselkedés fizikailag kiillonosen jelentds, mert azt tételezi fel, hogy
a nyitast a legkisebb ,,z0kkenés” nélkiil, teljesen sima atmenettel tudjuk inditani és befe-
jezni?). Kiilonosen az a hatéreset fog benniinket érdekelni, amikor, a nyit4s id6profiljanak

2Hogy ez mennyire realisztikus, az természetesen kérdés. A valtozasok reoldgiai lekovetéséhez azon-
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alakjat megtartva, ¢, -et fokozatosan ¢, -hoz tarttatjuk, igy modellezve egy gyors/hirtelen

nyitdst — a jelenlevd reoldgiai id6skalakhoz viszonyitva sokkal gyorsabbat.

A nyitas a hengerszimmetria meg6rzésével torténjen, azaz

(11) O—TT(thagpaz) = _p(t)?
ahol

Do ha t <t
(12) p(t) = 0 ha t > o,

kozben sima.
Szamitasaink kényelmesebbé tételéhez célszerl lesz bevezetniink a
0 ha t S tl,

(13) qt) =po—p(t) =< po hat>ty,
kozben sima

) jelolést is. Az r — oo térszerli végtelenben (mely egy va-
16di alaguitra nem feltétleniil kell tobbet jelentsen, mint r ~

po
X ~ 10R,) azt tessziik fel, hogy a hidrosztatikus fesziiltség
‘ -t

PN . valtozatlan marad. Ezt a feltételez€st mint igymond aszimp-
0 1 2

totikus peremfeltételt fogjuk felhasznalni.

A deformiciodtenzor fizikai szerepe nem az, hogy egy kezdeti £y-t6l mért valtozast
fejezzen ki, hanem azt a kiilonbséget kell kifejezze, hogy a pillanatnyi helyi geometriai
viszonyok mennyire térnek el attol, ami egy terheletlen, teljesen relaxalt, idealis allapot-
ban allna fenn. A deformaci6 valtozasi gyorsasagat a sebességmezb—kozelebbrdl, annak
gradiense—szabja meg, és e mellé a deformacidsebességet megszabd egyenlet mellé egy
kezdeti feltételt kell biztositani, mely a tp-kori kezdeti deformaciot adja meg. Mi itt a

CaucHyY-féle deforaciotenzort hasznéljuk, melynek valtozasi gyorsasaga egyszeriien
(14) e=(voV),

a kezdeti feltételiink pedig

(15) g(to,r) = €.

Ami a mozgasegyenletet (lendiiletmérleget) illeti, a

(16) c- V=0

ban sziikség van erre a feltételezésre. Belefér viszont ebbe az éltalunk hasznélt keretbe, hogy o (vagy
valahanyadik idéderivaltja) ¢1-t6] kezdve elészor siméan, de nagyon gyorsan valtozik egy jelentSset,
azutan sokaig csak ,,szeliden” véltozik, majd to kornyékén megint egy ,,vadabb” valtozassal zar.
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egyensilyi kozelitést tekintjiik. Fizikailag helyesebb volna a pv = o -V egyenletet al-
kalmazni, akkor azonban sulyos nehézségek akadilyozzak a sikeres analitikus targyalast.
Ezeket a nehézségeket a KOVETKEZTETESEK szakaszban nevezziik meg. Ezért jelen mun-
kaban a (16) egyenlet mellett maradunk, elhagyva ezaltal a reol6giailag csillapitott rugal-
mas hullamok leirasat, és a gyors alagitnyitis okozta jelenségek egy részét is.

3. ANALIZIS

Mig jelen kotet [FULOP (2009a)] dolgozata az altalanos elrendezésekre vezet le, illet-
ve mutat be egyenleteket és megoldasi modszereket, itt, €pp ellentétesen, arra kivanunk
példat mutatni, hogy hogyan lehet egy konkrét feladat specidlis tulajdonsigait hatéko-
nyan felhasznalni ahhoz, hogy minél alacsonyabb rendd differencidlegyenleteket kelljen

megoldani.

Az (1), (14), (16) egyenletrendszeriink, a &, €, V kezdeti feltételek [1d. (7)—(9)] és az
r=R-nél és r — oco-nél kirétt peremfeltételek — azaz (11) ill.

(17) lim o(t,r,¢,z) = —pol

r—00

— mind eleget tesznek a hengerszimmetridnak. Ezért a kontinuum egész folyamata is ren-

delkezni fog a hengerszimmetridval. Ez, hengerkoordinatakban a kovetkezoket jelenti:

o (t,7) 0 0
(18) o(t,r)= 0 Tpu(t,T) 0 ,
0 0 0..(t,T)
err(t,1) 0 0
(19) e(t,r) = 0 en(tr) 0 ,
0 0 €, (t,T)
v(t,7)
(20) v(t,r) = 0 )
0

és kovetkezésképp

(21) o-V= 0 :
0
v, 0 0
(22) (VoVy=1[ 0 wv/r 0|,
0 0 0

ahol a vessz6t a 0, derivélas jelolésére vezettiik be.

104



A tovébbiakhoz hasznos bevezetni a kovetkezd mennyiségeket :>

(23) o=0—a0, E=€—E, V=v—-V=y,

t
(24) O(tﬂ"):/ v(t,r)dt.
to

Ezek a mennyiségek mérik a kezdeti allapothoz képesti valtozasokat. Igy példaul O valé-
ban elmozdulds, mely az anyagi pontok helyeinek valtozasat fejezi ki kezdeti helyilikhoz
képest.

Kovetkezményként az is igaz — (14) id6integralasa révén —, hogy

/

0
(25) E=(0oVyP=[ 0 du/r
0 0

o O O

(Figyeljiik meg, hogy az elmozdulas a deforméaciétenzor vdltozdsdval kapcsolatos.) To-

vabba, (1)-bdl kovetkezben

(26) Sied=zded,
(27) Sto’=E'¢e’.

Emellett (21)-et (16)-ba helyettesitve
(28) O’ + (G — Gyp) /T =0,

mely az egyenstilyi mozgasegyenlet egyetlen nemtrividlis komponense, & -pal kifejezve.
A o -ra felirt peremfeltételeket szintén forditsuk le & nyelvére:

(29) o (t, R) = q(t), lim &,,.(t,r) =0.

T—00

Mivel ezek a peremfeltételek kizardlag &, -t tartalmazzak, mostantdl kezdve az lesz a
célunk, hogy az dsszes tobbi mennyiséget eliminaljuk az egyenleteinkbdl.

(26)-bol azt kapjuk, hogy
(30) 5d (&rr - ‘35030) =z¢ (érr - ésmp)?
melyet felhasznélva, ha S -t hattatjuk (28)-ra, kapjuk, hogy

(31) S, + E (6 —2u,) /T = 0.
3 A feliilvonassal jelolt kezdeti mennyiségekre ismeretes a ,,primer mez&”, az ezektdl vald (kalappal

jelolt) eltérésekre pedig a ,,kiegészitd mennyiség” elnevezés. Az alagitnyitas utan fennallé mennyi-
ségeket pedig ,,szekunder” jelz&vel szokas illetni.
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Ezenkiviil, ha S°-t hattatjuk (26)-ra, S d_t pedig (27)-re, akkor a kovetkezd lesz az

egyik ill. mésik eredmény :
(32) 555(1 a,d — Ss.zdéd’ SdSS a_s — Sd‘zs éS.

Eszrevéve, hogy S°5¢ = $%S°, és hogy altalanosabban is, barmely két allandé egyiittha-

tokkal rendelkez6 differencidloperator felcserélhetd, e két egyenletet 6sszeadva

(33) $’$te =SElet +5'Eve

Ennek a tenzoregyenletnek a ( ). komponensére azt talaljuk, hogy

(34) §°8%5, = S SUE (2 — Bpp) + 3 SUE (B +2py).
Kovetkezd 1épésként, (25)-r61 leolvashatjuk, hogy

(35) Err = (rEpp)',

ami egy roppant specidlis tulajdonsag, mely hengerszimmetridnk ajandéka. Ezzel (31)-bdl
az

(36) 8% = —E(repy) —Eppl/r = —E*2,,
egyenletre juthatunk, (34)-bdl pedig az

(37) S°896,r = D1épy + Daréy,

Osszefliggésre, ahol bevezetésre keriiltek a

(38) D)= (25°E° + 5 EY), p= 5 (ST 4 25°EY)
hasznos jelolések. Hattatva £99, -t (37)-re, adoédik

(39) LU5° 8%, = (D1 + Do) %y, + DyE're,,”,

ahol ismét kihasznéltuk, hogy mindezek a differencidloperitorok felcserélhet6ek egymas-
sal. Itt ‘Zdéw’ helyébe —S$ 45, -t helyettesithetiink [v.0. (36)], amelynek eredménye:

(40) E5559%,," = —(D1 + D1)S%,," — DoS%r6,.",

€s ez volt a célunk: egy olyan egyenlet, mely kizarélag &, -t tartalmazza. Ez a (40)
egyenlet a kovetkezd egyszer( alakra rendezhetd at:

(41) S4Dy(36,, +r6,,") =0,
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Tekintsiik ezt az egyenletet mint egy id6beli differencidlegyenletet, mely a 35, +
+ro,,” fuggvényre vonatkozik. Definici6jabol kifolydlag &,..(t,r) minden ¢ < t; id6-
pillanatban nulla [Id. (23)]. Ezért azokban az id6kben 35,," 4+ rd,,” szintén nulla, és tet-
sz6leges rendii id6derivaltjai, & (36,4 +16,,") -k szintén nulldk. Igy mindazon ty-kori
kezdeti feltételek nulldk, melyek ahhoz sziikségesek, hogy egyértelmiien rogzitsék (41)
egy megoldasat — azaz az Ssszes, S*D, rendjénél alacsonyabb rendii idéderivalt. Ebbdl
kovetkezbleg az egész megoldas mint az id6 fiiggvénye azonosan nulla kell legyen (hi-
szen az azonosan nulla megoldas egy ilyen megoldas, és ez a megoldas egyértelmii). Azt
kaptuk tehét, hogy

(42) 36, +716,," = 0.

Ennek az egyenletnek, mint differencidlegyenletnek az r valtozoban, az altalanos megol-

dasa

43) Gty = 2D L gy

r2

Az A(t), B(t) ismeretlen fiiggvények a (29) peremfeltételekkel allapithatok meg: egyi-
kiik, az r — oo viselkedés B(t) = 0-t koveteli meg, masikuk, az r = R-nél el&irt id6-
fliggés pedig ezek utdn arra vezet, hogy A(t) = ¢(t)R?, vagyis végeredményben

(44) Grr(t,r) = q(t) —.
(44)-bdl elindulva meghatirozhatjuk az dsszes tobbi ismeretlen mennyiséget. E16szor

is, (28) lehetdvé teszi, hogy megkapjuk o, -t:

N . . N R2 R
(45) Opp = Orr + TO_T?", = _Q(t)ﬁ = —Oypp.

Kovetkezd 1€pésként, ahhoz hasonléan, ahogy (33)-at kaptuk (26)—(27)-bdl, levezethetjiik
azt is, hogy

(46) E5546° + E95°6° = E°Ee,
melynek ( )., komponense
1,.. A N 1. A A
(47) B8 5200 = Grr — Gpp) + ENS 5 (Grp + Gy +622) =0,

hiszen (25) alapjén £.. = 0. (45)-bdl lesziirve, hogy &, + 0,, = 0-t, (47) arra egysze-
risodik, hogy

(48) D16,. = 0.

Ez ismét egy id6beli differencialegyenlet. Hasonl6an 36,," + r&,,” -hoz, 7., -nek szintén

,hulla multja van” (azaz a ¢; elotti id6kben azonosan nulla értéket vesz fol). Emiatt a
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36, + ro,,” kifejezéshez hasznélthoz hasonl6 érveléssel mutathatjuk meg, hogy (48)

teljes megoldédsa nulla:

(49) 0..=0.

Ennélfogva kideriil, hogy 6° =0, & = ¢®. Ez (27)-et
(50) Ee =0

-ra egyszer(siti. Minthogy €&°-nek szintén nulla multja van, ezért szintén minden id6re
nulla kell legyen:

>
|
>

(51) =0, = E&,+E&,=0
Tovabba, (26) az

(52) Sle=r'e
egyenletre egyszeriisodik, melynek ( )., komponense azt adja, hogy

R2

r2’

(53) EE,, = (59
Ennek kovetkezményeként, ha a(t) -vel jeloljik az
(54) Ela=5%
ama megoldasat, melynek nulla multja van, akkor

R2

(55) &rr = a(t)
Miel6tt meghataroznank a(t) -t, vonjuk le el6bb a

A . RQ A . R2
(56) Epp = —a(t) o U, = —a(t)T
kovetkeztetéseket is: £, -t (51)-bdl talaljuk, i, -t pedig £, -bol s (25)-bdl.

Most kiszamoljuk a-t, azaz megkeressiik az (54) egyenlet nulla multd megoldésat.
Legyen n egy rovidités a kovetkez8kben sokszor eléforduld ed-re, mely ugyebar nem
mas, mint £%ben a legmagasabb id6derivalas rendje [Id. (3)]. Legyenek tovabba fi,
for ... fn az EYf =0 n-edrendi differencidlegyenletnek n darab linearisan fiiggetlen

megoldasa, melyeknek ennélfogva nemnulla a Wronski-determinansuk :
(57) det{d] fi =3t () # 0.

Két matematikai segéderedménynek fogjuk hasznat venni a kdvetkezdkben. Az egyik,

hogy ha ¢ egy olyan (elegendGen sima) fiiggvény, melyre ¢(¢) = 0 minden ¢ < t; -re,

108



akkor az E%f = ¢ egyenlet ama egyértelmii f megolddsa, amely minden ¢ < ¢, -re
nulla, az

n AR D)
(58) f(t) —% Zfi(t)(—l)nﬁ/ g9(t) det{{(‘?jj;k}}kj Onk;f((t)) dt

fiiggvény (emlékezziink r4, hogy ty < t1). Ezt a képletet az allandok varidlasanak mod-

szerével kaphatjuk meg, de kozvetleniil is ellendrizhetjiik. A masik segéderedmény az,
hogy ha ¢(t) egy allandé g, értéket vesz fol minden ¢ > ¢, -re, akkor az Eif =g
egyenletnek az f(to) =0, (9,f)(t2) =0, ..., (9" 2f)(t2) = 0 feltételeknek eleget tevs
barmely megolddsa* az

_w N~ SO
0= 0 2 G )

Ud det{a]fk 1..n k¢z(t2)+

(59) + (=10 ) (t2) det{] fi By eai(t)

alakba irhat6 (minden t > ¢, id6re). Ez a képlet szintén kozvetlen modon ellendrizhetd.

Egy éltalanos id6profild alagitnyitds esetén [1d. (13)] (58)-at hasznalhatjuk, ahol f =
=a, g=5%G. Egy gyors nyitis esetén viszont az integralas elkeriilhetd. Induljunk ugyan-
is ki altalanos ¢-bdl [1d. (13)], majd tartsuk ¢, -et fokozatosan t5-hoz, és ennek meg-
felelen hizzuk 0ssze g-ot ugy, hogy az alakjit megtartjuk. Ekkor a (58)-beli integral
hatarértéke parcialis integralassal és integral-kozépértéktétellel meghatarozhat6. Hogy el-
kertiljiik a kiad6dé rekurziv képletek hosszadalmas és tilontul technikai ismertetését, az

eredményt itt csak az s9 < 1 esetre kozoljiik, amikor is

(60) a(ty) — 0, (0ra)(ty) — 0, (01 2a)(ty) — 0,
tovabba

Td
61) (08 'a )(tg)—>m

Lathat6, hogy a gyors hatdresetben az (n — 1)-edik derivalt ugrik, mig az alacsonyabb
derivaltak (beleértve a nulladikat is) folytonosak maradnak. Igy tehat levezethettiik, hogy
milyen kezdeti feltételeket generdl egy altalanos gyors alagutnyitds a folyamat hatralevé
részére, azaz a t > to idOkre. Az e kezdeti feltételekhez tartoz6 megoldas a t > ¢, idGkre,

(59) alapjén,
~on . Po - fZ< )( )Z
a(t) - U(c)l _'_; det{ajfk}] =0,..n— 1( ) Udd t{ajfk k 1,.‘.n k;éz(t2)+
an‘ j j=0,..n—2
(62) +(=1) ﬁpodet{affk}k:f,...n,k#(t2) -

4 Vegyiik észre, hogy ezek a feltételek nem hatdrozzak meg f-et egyértelmtire, mert a (9" ' f)(t2)
érték nem lett elbirva.
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Megjegyzendd, hogy [ASSZONYI — SZARKA — BEDA (2009)] (jelen kotetben) arra mu-
tat részletesen kifejtett példat, amikor a gyors nyitds okozta véltozasok nem az itt al-
kalmazott médon, hanem a konstiticios Osszefiiggések legmagasabb rendii id6derivaltas
tagjaibol kiindulva, bizonyos ésszerii feltételezéseket téve, altalainosabban hatarozhatok

meg.
4. PELDAK

A részletes megoldast két esetre, a POYNTING-THOMSON- és a tehetetlenségi POYN-
TING-THOMSON-modell esetére mutatjuk be, mindkett6t a gyors nyitis hataresetében te-
kintve.

A POYNTING-THOMSON-modell esetén (54) a kovetkezd:

(63) (US+ U0 a= (1+T10,)q.

Vildgos médon, n=ed =1, f1(t) = e~ U6/UDt egy megoldédsa a homogén probléménak,

€s (62) alapjan

—(Ug/uNHt (1 7d
d(t):p—% - (UdlUd<t : p—%-1+(—1)—ﬂpo-1 =
UO e—(Us/U)t2 UO Ul
(64) = p_% { _ U{j_—jdme(Ug/Uf)(ttg)}
Us US

minden ¢ > ¢, -re (megjegyezziik, hogy a nulla dimenzids determinansok értéke a trivialis
1 szam). A teljes végeredményt a hagyoményos jelolésekkel adva meg [1d. (6),a 0 = 6y =
= 0 értékekkel]:

R? 2
(65) Orr = —P0 1= F ) U‘P‘P = —Do 1 + 7"_2 ) 02z = —Po,
Po | Po N—7G _cyy,)] R
66 S - — —,
66) 3K+2G{ e ] &
Po Do N—7G _cqy 4| R? Po
67 =% " on |1 N = zz — T S
( ) Epp 3K 2G { n } 72 £ 3K
~ Po n_TG —Q(t—t ) R
68 - g (t=t2) | 27
CONMAE [ e } ‘

Vegyiik észre, hogy itt a valédi fizikai elmozdulés, w, keriilt feltiintetésre. Nem adjuk
hozz4 a semmi fizikai, redlis jelentést nem hordoz6 u, ,al-elmozdulast”. Egy alagut
un. konvergencidja (sztkiilése az id6 fiiggvényében) ,-bol hatarozhaté meg, az alagut
falan vett pontok u,-jeinek kiilonbségeként. Ami viszont a fesziiltséget és a deforméci-

6t illeti, az itt felirt o = 0 + 6 és € = € + € Osszegek az igazi fizikai mennyiségek.
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Példaul ha le tudjuk egy alagut koriil in sifru mérni a fesziiltséget, az (kell6en sikeres
modszertannal kivitelezett mérési mddszer esetén) ezt az Ossz-fesziiltséget kell adja. Egy
egységnyi anyag térfogata pedig, viszonyitva a terheletlen térfogatdhoz, szintén ebbdl az
0ssz-deformaciobdl szamithato ki.

A tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell esetén
(69) fut)=e 1D s(t — 1), oty =e 107Dt — )

egy lehetséges valasztas, ahol

([ sin(\/26_(2) ¢
<22 (91 ) ha 2G6 > 2,
R R VE-(3)
(70) s(t)y=1¢ t ha 2G0 = n?,
sinh(/(1)*-26 ¢
( ("2) — ) ha 2G < 2,
\ \/(2) e

)%) ha 2G0 > n?,
(71) ci)=1 1 ha 2G6 = 12,
cosh ( (1)° - QQGE) ha 2G6 < n?.

Ami a megoldast illeti, o €s €., ugyanazok, mint a POYNTING-THOMSON-modellnél, vi-
szont

— QTG B 77 —ﬂ(t—tg) R2
(72) Eppr = 3_K + @{1 + |:T8(t tg) C(t tg):| e ¢ 7’_27

27G — ) 2
(T3 po=—57 &{1 + {Ms(t —ty) —c(t - tg)} e—e<t—t2>}i

3K 2G 0 r2’
o P 2G ] e L
(74) U, = QG{l + { 7 s(t—ty) —c(t t2>:| e o ot

2799

A POYNTING-THOMSON-modell esetén tehit egyetlen exponencialisan ,,ernyeds” id6-
fiiggés szerint tart az elrendezés a statikus rugalmassigtani végallapothoz. A tehetetlensé-
gi POYNTING-THOMSON-modellnél pedig a kritikus 7%/2G értéknél kisebb 6 tehetetlensé-

gi egyiitthat6 esetén® két exponencilis ,,ernyedés” van jelen, a kritikusnal nagyobb érték
esetén viszont egy exponencidlisan csokkend amplitido6ju oszcillalas figyelhetd meg.
> Azaz egy alagiit koriil in situ mért sfirtiség relativ eltérése a terheletlen 4llapot siirliségtél ennek az

0ssz-deformacidnak a nyomaval fejezhetd ki.
®Ez az tin. alultehetetlen vagy tilcsillapitott eset.
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5. KOVETKEZTETESEK

27 2

Tetszbleges reologiai modell esetén a kovetkezd altalanos tulajdonsagokat figyelhet-
jik meg. Egyrészt, az alagitnyitds nem okoz gombi — térfogati — valtozasokat, csak
deviatorikusakat. Ez valdszintileg a feladat geometriai szimmetridjanak és a jelen kotet

els6 tanulménya (137) egyenletének 6sszjatékaként magyarazhato.

Ennek kovetkezménye masodik megfigyelésiink, mely szerint csak a deviatorikus re-
oldgia jut szerephez, a gdombi nem. Ez egy kellemes eredmény, mert igy a reoldgia fi-
gyelembe vételéhez a teljes reoldgiai modell anyagi paramétereinek csak a fele jatszik
szerepet. Erdekes adalék ehhez az, hogy egy gémb alakd iireg nyitdsakor szintén nincse-
nek térfogati valtozasok és igy szintén nem jatszik szerepet a térfogati reoldgia [FULOP
(2009b)].

Harmadik megéllapitdsunk az, hogy a folyamat fesziiltségvezérelt. A peremfeltéte-
lek és az egyensilyi mérlegegyenlet minden pillanatban egyértelm{ien meghatarozzak a
fesziiltséget, a reoldgia pedig ennek a helyzetnek engedelmeskedik. Ez a harmadik tulaj-
donsag valoszintileg szintén nem fiiggetlen az itt tekintett specidlis geometriatol, mert a
rugalmassagtani statikaban is ismeretesek olyan elrendezések, ahol a fesziiltségmez0 fiigg
a PoissoN-hanyadostol, amely pedig reoldgiai szituacidkban id6fiiggést kap.

Negyedjére, ha a gyors alagiitnyitas hataresetét akarjuk hasznalni, a £ -ben rejlé reo-
16giai id6skéaldk azok, melyekhez képest a nyitadsnak gyorsnak kell lennie. Amikor ez nem
teljesiil, akkor pedig az (58) integrandusaban szerepld determinansos szorzok szamotte-
véen véltoznak a nyitds alatt, és ekkor az altalanos (58) képletet sziikséges hasznalni.

Végiil megemlitenénk tapasztalatainkat azzal kapcsolatban, amikor a pv =0 -V
dinamikai mozgéasegyenlettel probalunk dolgozni. Négy probléma meriil fel, amikor a
felmeriil6 parcialis differencidlegyenlet-rendszert a valtozok szétvalasztasaval probaljuk
megoldani. Koziiliik kettd, a sziikséges négyzetes integralhat6sag biztositdsa, illetve a
peremfeltételek id6fiiggd volta kezelhetd. A két masik nehézség azonban alapvetd aka-
dalyt jelent. Nevezetesen, amikor egyenleteinket egyediil o, -re vezetjiik vissza (hiszen
a peremfeltételek ennek a mennyiségnek a nyelvén vannak megadva), a valtozok szétva-
lasztasa nem miikodik. Ha viszont mindent egyediil w, -re vezetiink vissza, akkor nem
tudjuk kirdni a peremfeltételeket. Ugyanis ha egy megoldast egy végtelen fiiggvényrend-
szer bazisan fejtiink ki, az négyzetesen integrilhat6 értelemben eldallitja a megoldast, de
pontonként nem — és igy példaul az alagiit » = R hatdran nem. (Mindezekrdl a nehéz-
ségekrdl részletesen ir jelen kotet els6 cikke.) A pv = o - V egyenlet kezelése tehat egy

kiilonlegesen kifinomult eljarast igényel.
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cre

vizsgalja. A feladat megoldasanak jelentosége nem csak az alagut- vagy vagathajtas szem-
pontjabol van, hanem mert a primer fesziiltségmezd in situ mérésekkel torténd meg-

hatarozdasahoz is megadja az alapvetd osszefiiggeseket.

Az elbéadas azt is illusztrdlja, hogy egy kontinuummechanikai feladat tisztan rugalmas-

sagtani megoldasabol hogyan dllithato elo a reologiai megoldas.

1. FEJEZET
ALTALANOS MEGFONTOLASOK

Korszelvényli foldalatti folyosok (alagutak, vagatok, stb.) vizsgalata kulcs-
fontossagu, annak ellenére, hogy ez a legegyszeriibb zartszelvény, ui. ennek megoldasa
ismeretében a feladat altalanosabb esetben is megoldhato.

A feladat legéltalanosabb megfogalmazasa a kovetkezo:

crer

tett, tetszéleges tengelyiranyu és tetszéleges zart szelvényii folyoso koriil kiala-
(D kulo mechanikai mezd matematikai meghatarozasa, dltalanos anizotrop
kontinuumnak tekintheto (diszkontinuitasokkal szabdalt) reologiai kézet-

>

kontinuumban.’
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Ez a megkdzelitésiink természetesen altalanossaga ellenére korlatozza a lehetséges
anyagmodelleket. Igy eltekint a kézettomeg karosodasatol és tonkrementelétdl is. Ezek-
nek a hatasoknak a figyelembe vétele az itt megadott anyagmodellek altalanositasat
igénylik. A tonkrementelt termodinamikai elméletiinkh6z hasonléan egy belsd valtozos
termodinamikai keretek kozott lehet modellezi [VAN (2001), VAN—VASARHELYI, (2001)].
Természetesen a viszonyok nem egyszeriiek, hiszen a kdzettest maga is felfoghat6 karo-
sodott kézetnek [VAN-VASARHELYI, 2001], illetve reoldgiai anyagmodellek koézvetleniil
is kapcsolatba hozhatoak a karosodassal. (1asd pl. [VASARHELYI et al. (2000)]).

Az egyenes tengelyll, korszelvényli vagat koriili mechanikai mez0 meghatarozasa-

nak problémadjat két kiilonb6z6 részre lehet osztani, amelyek kiilon-kiilon vizsgéalhatok:
A A

A

| I 3

i g I I_ ....... — e — — .| I h_R I
B ! . — |
i i | | i v i
i e : ' X ! i X |
| / \ Q » Z - o YOTTUIIORRIRIIN P »Zz

: Y\ ...... p I /., AAAAAAAAAAAAAAAAAA > X I | | | I
| R B | ]

i [ | ' ' ! |
] R 3 | I | |
I | . R

(al) (a2) (b)
1. abra

(a) a vagattengelyre merdleges keresztmetszetben, sikalakvaltozasi allapot feltétele-
zésével, és
(b) a vagattengely sikjaban (/. abra).
Ebben a tanulmanyunkban vizsgélatainkat az /. dbra (a) esetére korlatozzuk, s a
konkrét megoldas helyett csupan felvillantjuk a (b) eset néhany sajatossagat.

Az irodalomban az (1) feladat megoldasara mar eddig is szamtalan analitikai rész-
megoldas sziiletett. Ezek mindegyikének sajatja, hogy

1. Az iireg kiterjedését a vizsgalt szelvényt6l mindkét iranyban végtelennek tekin-
tik, hogy a feladatot sikbeli esetre (Un. sitkalakvaltozasi allapotra) vezessék vissza. Emi-
att azonban kénytelenek figyelmen kiviil hagyni az iiregnyitas sordn a homlok (vajvég)
elérehaladdsanak hatasat a mechanikai mezdre.

2. Feltételezik, hogy az iireg kozvetlen kérnyezetének fesziiltség-, alakvaltozas- és
mozgasmezejének vizsgalatanal megengedhetd, hogy a primér — liregnyitas elotti — al-
lapotot homogén fesziiltségeloszlasunak tartsak. Ez azt jelenti, hogy a primér fesziiltsé-
gek értékét az iireg szelvényének kozéppontjaban uralkodd primér fesziiltségértékkel
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veszik egyezOnek. Ezért altalaban a kiilszint nem veszik figyelembe, azaz a végtelen
félteret teljes térrel helyettesitik.

3. A végtelen félteret kitoltd kdzettomeget homogénnek, izotropnak tekintik.

4. A megoldas matematikai meghatdrozasanal az impulzusmérleg altalanos dina-
mikai [0,0; = pv; — pg;] Osszefiiggése helyett az onstly nélkili [ pg; =0] statikai

egyensuly esetére [0,0;; =0] korlatozzak a vizsgalatokat.

Ezeket a feltevéseket els6 kozelitésben - kiindulasként - mi is elfogadjuk.

"o

FULOP TAMAS ES BEDA GYULA el6z0 tanulmanyaban a feladatot hidrosztatikus primer
mezoben kihajtott vagat esetére oldotta meg, tetszéleges homogén linearis reologiai
anyagtorvény ¢€s tetszoleges liregnyitasi id6 karakterisztika esetére.

Tekintettel arra, hogy a homogén és hidrosztatikus primér mezorél a homogén, alta-
igényel, s a megoldas tovabbra is zart alakban marad [AsszoNY1 (1973)], ezért a kovet-
kezdkben ezt az esetet targyaljuk.

Az altalunk vizsgalt feladat tehat a kovetkezo:

(2) ben létesitett, tetszéleges tengelyiranyu korszelvényii folyoso koriil kialakulo
mechanikai mezé matematikai meghatarozasa dltalanos homogén linedris

>

izotrop kontinuumban.’

A probléma (2) szerinti megfogalmazdsa nagyon specidlisnak és korlatozottnak tii-
nik az (1)-hez képest, azonban ez csak latszat.

Tanulményunkban az alapul vett feltételek a megoldas egyszerisitését €s zart a-
lakban' torténé meghatérozasat szolgaljak. Azonban

- a homogén primér mezorol az Onsuilyosra, illetve a geologiai €s tektoni-
kai er6hatdsok eredményeként kialakult altalanosra valo attérés zart alaka meg-
oldast mar nem tesz lehetvé, s valamilyen alkalmas kozelité modszer (pl. véges
elemek (FEM) vagy véges differencidk moddszere (FDM)) alkalmazasat kivanja
meg,

- a kor szelvényrol adott mas zart szelvényre torténd attérés alkalmas
transzformacioval mindig megoldhat6. Ezt azonban csak az ellipszis szelvénynél
alkalmazzak, mert a tobbi esetben végtelen sorokkal kell dolgozni, ezért inkabb
a FEM-mel dolgoznak.

[ASSZONYI-BEDA-SZARKA (2009)] e kotetbeli el6z6 cikkébdl latszik, hogy abban az
esetben ha a feladatot a linedrisan rugalmas — nem reologiai — anyag feltételezésével

1 . cier . ’ . P
Ami az analitikai elemzést teszi lehetové.
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oldjuk meg, akkor az altalanos reoldgiai kozegre torténd attérés szintén megoldhatd
alkalmas operator-transzformacioval [AsszoNYI (2007)], s ez a zart alakil megoldast a

o =26g"| , |e? =2G",
¢° =3Kg° ¢° =3Ke°,
atmenet alapjan allitja eld, ahol, mint mar lattuk
no 60 & K, 0 6,0
I+ —+—— I+ —+ >
~ Got 2G or? - K ot 3K o
3K :=3K

(3) 2G =2G ,
0 0
I+7— I+7,—
dt dt

Nem fogjuk targyalni a kdvetkezOkben az anizotrop kdzegben torténd alagutépités

esetét, bar nem lenne akadalya, mert nem kivanjuk a mér amugy is bonyolult &ssze-
fiiggéseket még bonyolultabbd tenni. Az izotropiardl anizotropiara torténd attérés
ugyanis a két skalaris operatorfiiggvény helyett tobb vezetési fliggvény bevezetését teszi
sziikségessé (altalanos esetben az L negyedrendii impulzus-vezetési tenzor 21 fiiggetlen
skalar, transzverzalisan izotrop esetben 5 skalar, ortotrop esetben: 9 skalar, stb. kompo-
nenssel, vezetési fliggvénnyel jellemezhetd).

Ez azt jelenti, hogy altalanos — nem izotrop — esetben az anyagtorvény az
6/ =L, ¢° =1°¢°
osszefiiggéssel irhato le, ahol LY és L° negyedrendii tenzorok az L tenzor deviatorikus
¢s gdmbi felbontésa, és
- izotrop anyagok esetén az anyagtorvényben az LY és L° negyedrendii tenzorok
LY =2G és L[° =3K skalar fiiggvényekkel helyettesithetdk, viszont
- anizotrop esetekben mar a két L? és L° tenzorral kell dolgozni, amelyeknek

egylittesen ¢és Osszesen valasztott modelltipustdl fiiggden 5, 9,...,21 fliggetlen
skalar komponense (vezetési fliggvénye, anyagoperatora) van.

A VAJVEGHATAS. Mivel cikkiinknek nem targya, ezért a folyoso tengelyiranyaban
most nem végziink vizsgalatokat (/.b. dbra), s nem elemezzilk a homlok eléreha-
ladasanak hatasat a mechanikai mezdre.

Az egyszeriliség kedvéért szimmetrikus hidrosztatikai primér mezdében kihajtott va-
gatot modelleztiink, végeselemes” programmal, a legegyszeriibb linedrisan rugalmas a-
nyagtulajdonsaggal . Ebbdl csupédn egyetlen osszefliggést mutatunk be (2. abra) illuszt-
racioként. A rendszerben az egyetlen tdvolsag dimenzioji paraméter az R sugar, igy a
tavolsagjellegli hatasok a vajvég kornyezetében nem fiiggenek a rugalmassdgtani
egylitthatok nagysagatol (valoszintileg ardnyuktdl sem, mert a két szélen sem).

> A szamitisokat Naszranovics Ferenc doktorandusz végezte a Budapesti Miiszaki és Gazdasag-
tudomanyi Egyetem, Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszékén.
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Ugy érezziik, hogy a zavard hatas gyorsan lecseng, igy a homloktol 2-3 R sugarnyi
tavolsagon tulra, illetve a szelvény-konturtol vett 2-3 R-en til mar nem terjed.

A A Ebben a rész-
r r "R AR 6R QR 10R ben elmondottak
indokoljak 0Osszes-
séglikben a feladat
(2) alattira torténd
R szukitését.

A kovetkezOk-
ben — mielott hoz-

4R

zafognank a fel-
T adat megoldaséhoz

— elobb még atte-
kintjik a primér

— mezOt €s az lireg-
u, radialis elmozdulds » nyitds 1iddkarakte-
: , ™ risztikajat.
2. dbra
2. FEJEZET
A PRIMER ALLAPOT

Az iiregnyitas eldtt a foldkéregben uralkodd fesziiltségmez6t (az Gn. dsfesziiltségi
allapotot) nevezziik [67" = 6? (r)] primer fesziiltségadllapotnak, az liregnyitas ha-
tasara megvaltozott fesziiltségallapotot pedig [ 624" .= G(r,t)] szekunder fesziiltség-
mezének. A kettd kozotti kiilonbséget kiegészitd fesziiltségmezének [ 6"44* = 6(r,¢)

:6(r,t)—0"’ (r)] hivjuk. Ha a vagat (vagy folyoso) keriiletén biztositoszerkezetet épi-

tiink be, akkor a biztositas hatdsara kialakuld fesziiltségallapot pedig az un. tercier fe-

tercier

sziiltségmezo [ © = Gt(r,t)], amely mar magaba foglalja az el6zOket is. A tercier és

primer allapotok kiilonbségét 67" .= 6(r,¢) iiregnyitdsi fesziiltségmezének nevez-

= &(r,t) biztositasi fesziiltség-

ziik, a tercier és szekunder kiilonbségét pedig o?=osisi .

mezonek:
Gp(r),
6(r,1)=6"(r)+o(r,z)

6'(r,1) = 67 () + 6(r,1) = 6(r. 1)+ 6(r. ).
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A primer éllapot az iiregnyitasi feladatnal, mint kertileti feltétel jelentkezik. A pri-
mer fesziiltségallapotot az idotdl fiiggetlennek tekintjiik, ui. mar évmilliok alltak rendel-
kezésre a sziikséges relaxaciok lejatszodasara. Ha nem jelentkeznek foldrengések az
iiregnyitds kozelében és iddszakaban, akkor nincs indok a primér fesziiltségek iddbeli
valtozasanak feltételezésére. Tehat

pi(r) () 1.(r) )
@ 6" (e)=6"()=]1,.(r) p,0) £.00)] 6’ =(6"), = 11, =1,1,

t.(r) 2,0) p.(r)

vagyis a fesziiltségek csupan a hely fliggvényei.

~ o~

A PRIMER ALLAPOT FELFOGASAI. Az irodalomban a legkorabbi modszer a zavartalan
telepiilésti foldkéreg Onsulyos allapotabol indult ki. Anyagi Onstlyos, izotrop féltér
egyensulyi allapotat kifejezé differencidlegyenletbdl (impulzusmérlegbdl, vagy mas
néven impulzus-megmaradasi tételbdl) kovetkezik, hogy ha szintes irdnyban valtozat-
lansagot tételeziink fel, akkor a féltér fliggdleges normalisu feliiletelemeinek primér
fesziiltségallapotat a

primer

o,  =pgy
onsuly hatdrozza meg, ahol y a kiilszintdl szamitott mélység, pg pedig a takarorétegek
atlagos térfogatstlya. Ez kifejezésre juttatja, hogy szintes irdnyu valtozatlansag esetén

egy y mélységben elképzelt szintes feliiletelem a folotte elhelyezkedd kdzetoszlop on-
stlyaval terhelt.

Teljesen ,,szabalyos” esetben, ha a foldkéreg anyagi pontjai vizszintes iranyban
mozgast nem szenvedtek, tehat a mai primér mezod kialakuldsa sordn az anyagi pontok
csak fiiggdlegesen mozogtak, a kdzetek igy tomorddtek, akkor

=¢ =¢_=0.

vizsz int es x z

Mivel az anyagviselkedés aszimptotikus alakja a HOOKE-t6rvény, vagyis a foldkéreg
kialakulasatol mar eltelt annyi id0, hogy a deformaciok lejatszodjanak, az anyagi féltér
szintes normalisu feliiletelemeinek primér fesziiltsége:

primer __ primer __ ,O g _ 14
o, =0, - y=pg Y
m—1 v-1
ahol m a POISSON-szam, s v ennek reciproka a POISSON-tényez0.

Ekkor a fiiggdleges irany és minden vizszintes irdny féirany. Konszolidalt esetben —
mikor nincsenek tranziens valtozasok — az m értéke a 2 ... o (ill. v értéke a 0 ... 0,5)
értéktartomdnyban valtozhat, igy a fofesziiltségek mind nyomofesziiltségek, tovabba a
fliggbleges fofesziiltség a nagyobb:
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pgy 2 .
m—1 0.9 /
0,8 /
0,7
0,6 /
0,5
0,4 /
0,3
’ /
/
0.1 //
00O
0 0,1 0,2 0,3 04 05
A v Poisson-tényez6

K, oldalinyomas tényezd&je

A
o
N

2. abra 3. abra
A 2. dbra ezt a szituaciot MOHR-korokkel dbrazolja. Ennek megfelelden a TERZAGHI
¢s RICHART 4altal bevezetett ,,0ldalnyomasi tényezd™:
o primer 1

Yz _ _
KO - primer - - ’
o m—-1 1-v

amelynek valtozasa a 3. abrdn lathato.

A 4. abra a kiilonb6z6 — valtozé slirliségli — anyagrétegek esetén mutatja be — ezen
feltételezésnél — a primer fofesziiltségek valtozasat.

X
L / z o, o, =0,

!'-. A B : g > g >

3o | |

! yl | ﬁzaz(h)zzfyipi

. o hg

Sy T

[ !

] %) P21y v,
L f_A— __________________ \ \ Z{cyipi 1—

Z{cyipi

v

o.(h)=tv.pig =hpg, o.(h)=0,(h)=2iyp, g—ivg =0.(h)— ahol h=Xfy,,

4. abra
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Ebben az 6sszefliggésben — mivel a nyugalmi foldnyomas egy konszolidalt allapot,
s az gyakorlatilag (évmillidok) # — oo id0 alatt alakult ki, az itt szereplé m a ,,statikai”
POISSON-szam (vagyis az m(t) fliggvény értéke ¢ — oo esetén).

Ezen idealizalt allapot feltételei 6sszefoglalva:

e gzintes iranyokban valtozatlansadg (anyagban, fesziiltségben, geometridban),
e geoldgiai és tektonikai hatdsok hidnya,

e kizardlag fiiggdleges mozgasok a primér allapot kialakuldsa soran.

A foldkéreg ezen idealizalt allapotanak feltételei koziil altalaban egyik sem all fenn.
Uledékek keletkezése sordn pl. a vizmozgisok fSiranyai szerint fajsuly-, és anyag-
mindség valtozassal kell szamolnunk. Ez a valtozas modositja a szintes sikokon jelent-
kez6 Onsulyeloszlast, megsziinteti a vizszintes sik fofesziiltségi jellegét. Lehetdveé tesz a
tomorodés soran szintes iranytl mozgasokat, s igy a szintes sikban is fellépnek helyi ro-
vidiilések, illetve megnyulasok, tehat €, i./0s % 0.

A foldkéreg fesziiltségallapotat a legintenzivebben a geologiai eréhatasok zavartak
meg. Ezek hatdsai szemmel lathaté rétegdeformacidokban, anyagi tonkremenetelben,
vetddésekben stb. jelennek meg.

§e1 Ezért éltalaban a primér mezd a tér adott pontja-
lemezheté (5. dbra),
amelynek fOirdnyai (ej, A i
e, e3) altalaban sem a €] k
vizszintessel, sem a flig-
gblegessel nem esnek
egybe.

fgy a primer fe-

sziiltségallapotot csak in

5. abra situ mérésekkel tudjuk
meghatarozni (Id. Asz- e
SZONYI és RICHTER). EbbOl — az izotropia feltételezésével — 6. dbra
a primer féiranyok eldallithatok:
Px txy txz Dy 0 0
G primér = ¢ , Gprimér =10 0
<X,y,z> X py Yz <1,2,3> p2
tzx tzy P, 0 0 D3

ASSZONYI és RICHTER [1964] annak idején bevezette a k kvazi-Poisson szdm fogalmat,
hogy a feliras a konvencionalis felfogasra emlékeztessen:
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P 0 0
k —1
Gprimér — 0 V4 0 ,
<1,2,3> k2 -1
0 0 P

s ezeknek a k; kvazi-Poisson szdmoknak az értéke mar nem a 2 ... o értéktartomanyban
valtozhat, hanem tetszdleges lehet:
—0<k; <+00.

Mi a kovetkezdkben a primer fesziiltségallapotot a teljesen altalanos

pe(r) 1,(r) £.(r)
) 6’ =|t,.(r) p,(r) 1.(r)

() 1, (r) p.(r)

fesziiltségtenzorral fogjuk jellemezni, s az x, y €és z egymasra merdleges iranyokat a 1¢-
tesitendd alagtthoz kotjiik oly modon, hogy a z tengely az alagut tengelyével esik egy-
be, az x és y pedig a tengelyre merdleges sikban — az alagut szelvényében helyezkedik
el.

PRIMER ALAKVALTOZASI MEZO. Mivel a végtelen félteret kitolto kdzetanyagot — elsd
kozelitésben — izotropnak tekintjlik, és a standard modellel leirhatonak vessziik, ezért
mindaddig, amig az iiregnyitdssal a nyugalmi allapotot meg nem zavarjuk, a HOOKE-
torvény érvényes ra, azaz a primer deformaciomezo:

ef(r) Lro(r) LyL(r) | oy
I L e e O =
37h(r) Srh(e)  l(r)
La p(p+p,+p.) by e
2G ey rE G G
_ Ly Py _ Ly _
N G 2G ﬂ( x+py+pz) G -
= ‘2 s _
G G "G ﬂ(px+py+pz)
Iy ‘..
apx—ﬁ(py+pz) Ey =
Ly ‘.
= c ap,~b(p,+p.) = :
tZX Z‘Z
" G ap.~b(p,+p,)
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G+3K 3K -2G
oO=——, Pf=———

hol ,
ane 9GK 18GK

Ez a kép azt mutatja, hogy mikézben a primér fesziiltségmezo kialakult, az anyagi
tér — az elmult id6szak sordn — milyen deformaltsagi allapotba kertilt. Mérni nem tud-
juk, ezért gyakorlatilag eltekintiink téle.

PRIMER ELMOZDULASMEZ(. Formalisan a deformaciémezd integralasaval felirhato.
Ertelme azonban nincs, mert iiregnyitis hatisara a primer fesziiltségekhez tartozo el-
mozdulasok — mivel mar lejatszodtak, — ezért mar nem jelentkeznek.

3. FEJEZET
AZ UREGNYITAS IDOTARTAMANAK HATASA

Az eddigi analitikai vizsgalatoknal az alagut 1étesitésének idOtartamaval nem tudtak
mit kezdeni. Ennek szdmos oka van:

- Mindaddig, mig a kérdést szigortian a rugalmassagtan statikai feladataként ke-
zelték, tehat nem vették figyelembe, hogy minden anyag ,,reolégiai”, nem is je-
lentkezett problémakeént, ui. a fesziiltségvaltozas €és a hatasara kialakuld defor-
malodas egyidejli volt. Ekkor az id6tartamnak nem lehetett szerepe. Addig is
gyanus lehetett a dolog, mert a banyaszok és alaghtépitok tudtdk, hogy milyen
fontos, hogy milyen gyors a kihajtas, milyen gyorsan keriil be az ideiglenes,
majd végleges biztositds, mert a deformaciok és mozgasok id6ben eltolva jelent-
keznek, és ezen emberek sorsa, a 1étesitmény épsége mulik. Azonban a ,,nem-
reoldgiai” szamitasok errdl semmit sem tudtak mondani, csupan a gyakorlati ta-
pasztalatokat — méretezések nélkiil — beépitették a technoldgiai utasitasokba.

- Amikor megjelentek a korszerii reoldgiai alapokon nyugvo vizsgalatok, akkor
azért tekintettek el az liregnyitas id6tartaménak figyelembe vételétdl, mivel nem
hitték, hogy kezelni tudjak a kérdést, ugyanis az iireg feliilete keriileti feltétel-
ként szerepel, s az 1d6tdl fiiggd keriileti feltételt a kontinuummechanikdban még
eddig nem kezelték. Emiatt minden szerzd ugy tekintette, hogy az liregnyitas
,veégtelen” gyorsan, ,.egyik pillanatrol a masikra” megtorténik, s a reologiai
vizsgalatok mar csak ezutan kezdddtek. Az iddbeli fejlodés egy részét elhagytak,
s az 1d6 ¢ = 0 kezdetét az liregnyitas elkésziiltének ,,idOpontjara” tették.

A korrekt megoldas megkeresését FULOP TAMAS vetette fel és ez a [FULOP-BEDA
(2009)] tanulmanyban keriilt lekozlésre. Ennek fontosabb gondolatait a kovetkezékben
Osszefoglaljuk, s igy az is megallapithato lesz, hogy a kiillonbozd egyszertisitd felte-
vések mikor, milyen reologiai idéskalak esetén engedhetdk meg.
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Vizsgalatainknal az alagutnyitast ugy fogalmazzuk meg (7. dbra), hogy a szelvény
kontarjan ébredd

o, (1)
G(r,t)n| ¢ = o3 (t)|:=p, fesziltségvektor
7, (0)

- az liregnyitas kezd6 iddpontjat jellemzd ¢, iddpillanatban még az eredeti primér

fesziiltségvektorral egyezik meg, majd

- egy késobbi ¢, idOpontra pedig értéke nulldra csokken. Ennek a valtozasnak a
részleteit nem sziikséges konkretizalni. Csak annyit kdveteliink meg, hogy a valtozés az
id6 figgvényében elegendden siman torténjen, vagyis az Osszes szikséges idoderivalt
l1étezzen és folytonos legyen.

Kiilondsen az a mar emlitett hatareset érdekel benniinket, amikor a nyitas idéprofil-
janak alakjat megtartva a ¢ —et fokozatosan AL
t,-hoz tartatjuk, igy megvalositva a ,,végtelen A=)
gyors” liregnyitast.

Jeldlje a z tengelyti, adott zart gorbével jel-

lemzett szelvény S feliiletének normalisat: n, s

ekkor a keriileti feltétel az alabbiak szerint © -
irhato fel:
8. dbra
a, (¢) Py o) (1) P,
6(r,t)n|s =3 ()], = 0'”(r)n‘s =6’n=|t,,|=p” =const, > |3 (¢)] = A(t)|t,.|-
7,:(t) e 7. (t) L
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ahol

®)) ﬂ,(t)= sima, ha ¢ <t<t,,
0, ha ¢, <t <+oo,

a [#, ;] intervallumon pedig olyan csokkend ¢és elég sima fliggvény, amelynek deri-

valtja a t; és t, helyen nulla.

Az A =A(t) fiiggvény valtozasa a ¢, id6pontban vizszintes érintével indul az

A =1 értéktdl, és a ¢, idopillanatban vizszintes érintdvel csatlakozik a4 =0 értékhez

(8. abra).
A primer fesziiltségallapothoz tartozo primer deformacioallapot:
£
Sp(r)n‘s =g’n= %;/,fsm =d! = %G”n—%&(ﬁp% .

A kezdeti feltétel ugy is megfogalmazhato, hogy a keriileten a pn| ¢ radialis fesziilt-

ségvektor a t,<t <t, idészakban a

o (¢) Pa
Puls = | 2o (1) = 20)] £, = 2007
75 (¢) e

Osszefiiggésnek megfelelden p?” -rél 0-ra csokken.
A radialis deformaciovektor azonban mar nem irhat6 fel egyszeriien, mivel abban

nemcsak a A= l(t) liregnyitasi idéhatas, hanem az anyagtorvény altal megtestesitett

reologiai hatds is jelentkezik. Tehat a

£, (t) £
d, [ =|475.0)] = 20| 72| = M)z
37:(t) 17y
Osszefliggés mar nem 4ll fenn, hanem ehhez jarul még a reoldgiai
d, (1)
a,, :2; n— 3f:[2L<G wlon=|d, (
¢ .0

Osszefiiggésbol adodo idofiigges is:
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amely mar nehezen kezelhetd és bonyolult is.

Emiatt reologiai feladatnal altalaban, ha a kertileti feltétel pl. terhelésekkel adott, az
nem irhatd at deformacidkra vagy elmozduldsokra, mint azt a klasszikus rugalmassagtan
statikai feladatainal megszoktuk.

A mar hivatkozott [FULOP-BEDA (2009)] tanulmény hidrosztatikus esetre megalla-
pitotta, hogy az iiregnyitas folyamata ,,fesziiltségvezérelt”. A kertiileti feltételek fesziilt-
ségekkel adottak, s a hatarfeltételek és a statikai egyensulyi egyenlet [6V = 0 ] minden
iddpillanatban egyértelmiilen meghatarozzak a fesziiltséget, és a reologia — az idében
valtozé deformécidé — mindig ennek engedelmeskedik.

Eddig a ,,végtelen gyors” szekunder allapotra vonatkozo, a ¢ >¢, id6tartamra ka-
pott megoldasban a primér fesziiltségmezé komponensei mindig szerepeltek. Most vi-

szont megjelenik egy A = Z(z‘) fiiggvény, amely modosithatja az eredményt.

A hidrosztatikus primer mezdben kihajtott vagat esetére a levezetést részletesen FU-
LOP-BEDA cikke kozolte.

2 A
1= - o -
A= A)
0-< 0o
9. dbra

Benniinket a tovabbiakban a mechanikai mezd eloszlasa a ¢, <t <oo idOtartamra
érdekel csupan, ui. csak a fizikai korrektség kivanta meg a ¢ < ¢, levezetést, hiszen gya-
korlatilag csupén a ,,végtelen gyors” lregnyitast [¢, < ¢,] vehetjiik alapul, amelyet a
9. abra jobboldali része tiintet fel. Valojaban ez valosul meg farélyukak furdsanal, rob-
bantasos jovesztésnél, vagy amikor a konturtol kiindulva végezziik a gépi jovesztést.
Amikor a kontur hosszabb 1idé multan nyeri el végleges alakjat, akkor matematikailag
nem kezelhetd a feladat, mert Gjabb valtozok bevezetését kivannd meg, pl. az iireg ki-
alakitdsanal hogyan valtozik az iireg sugara. Ezért a megoldasoknal — bar felirjuk az
Osszes lehetséges kezdeti feltételt — a mezdfiiggvényeket mégis a ,,végtelen gyors” eset-
re részletezziik.

127



4. FEJEZET
A MECHANIKAI ALAPEGYENLETEK

JELOLESEK. Tételezziik fel, hogy a homogén, izotrop kdzettdmegre a végtelenben a
DESCARTES-féle koordinatarendszer tengelyeivel rendre megegyezd iranyt, p,, Yy Pz

intenzitas megoszldo normal, és

Ly 1, I, cs0sztato terhelés hat:

Xy’ “xz?
Py txy txz
(4) 65x,y,z> = tyx py tyz ’
tzx tzy P

Ebbe a kdzegbe a z tengellyel

parhuzamos tengelyli, R sugara
korszelvényli vagatot (alagutat)
nyitunk. A tengelyre merdleges
metszet, az x és y irdnyu terhelé-
sekkel a /0. abrdn lathato.

A kor alaku vagatnyitas miatt
célszeri henger-koordinata-rend-

10. dbra xy szert hasznalni. Jeldlje a DEs-

CARTES-féle  koordinatarendszer
tengelyiranya egységvektorat rendre i, j, k, a henger-koordinatarendszer r,¢, ill. z

iranya egységvektorait pedig e,,e,, ill. e . Ismert, hogy az x,y,z DESCARTES-féle

¢ bl
koordinatak €s az r,¢,z hengerkoordinatak kozott az

2 2
X =rCosQ r=4x"+y° 20
y=rsing = (p:aurctgZ
X

z=z z=2z

Osszefiiggések allnak fenn. Ennek kovetkeztében az i, j, k és e,..e ,, e bazisvektorok

¢]’
e, =cos@-i+sing-j i=cosp-e, —sing-e,
e, =—sing-i+cose-j = j=sing-e, +cosp-e,
e, =k k=e,
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modon fejezhetdk ki egymassal. Hasznos lehet szdmunkra a

oe,. - de, =—sing-i+cosp-j=e,,
dp do
Oe de
—¢:—¢:—cos¢-i—sin¢-j:—er
dp dp

Osszefliggések ismerete is.

A mechanikai alapismeretek felirasanal a hagyomanyos jelolési modokat és el-
nevezéseket igyeksziink kovetni. Zomében a kovetkezdkben felsorolt egyenleteket
hasznaljuk.

KONTINUUMMECHANIKAI ALAPEGYENLETEK. A mechanikai feladatok megoldasanak
meghatarozasakor rendelkezésiinkre allo alapegyenletek a kovetkezok:

EGYENSULYI EGYENLETEK: 6V =0. Mivel a primer allapot egyensulyi allapot, a
szekunder allapotnak egyensulyinak kell lennie, igy a kiegészito fesziiltségmezonek is

annak kell lennie, vagyis az 6V = 0 és 67V = 0 egyenletekbdl kovetkezéen: 6V = 0.

Ennek komponensegyenletei hengerkoordinatakban:

0o ot 7 e

r +l re + aTrz 4+ i — 0’
or r op 0z r
o7 foley or, T,

o L19% %% a0 0,
or r o0 oz r

r 0T, 5 T
0t 1% 00, | T = 0,
or r oQp 0z r

GEOMETRIAI EGYENLETEK: € = %[ﬁ oV+Vo ﬁ], amelynek komponensegyenletei

hengerkoordinatakban:

gr:aﬁr’ ?r¢:%+l%_ﬁ_¢’
or or rop r

g 1% 4 g Lo, Oy

 rop r “ rop oz

_ Ou, ~ ou, Ou,

gz = ? yzr = +—-
0z oz oOr

Az egyensulyi €és a geometriai egyenletek (a végtelen hosszlinak tekintett vagat mi-

att), az ¢, =0 sik alakvaltozasi allapot feltételezésével, vagyis a z koordinatatol vald

fliggetlenség révén egyszeriisodik:
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0, 1% (0% _ [, O g e 100, H
or r 0 r "o Yo rop r
0t, oo T, ou n
o (199 L ,Tw =0, g - 1% 4 5 :lauz,
or il r ? rop r ” r op
~ a" ~ ~
arrz '|'l TWZ '|'7:i = 0. 52 =0, yzr:auz'
or r o0 r or
ANYAGEGYENLETEK: amelynek alkalmazott formai
deviatorikus alakban:
6’ =2Ge? és 6° =3Kg°,
fesziiltségre feloldott alakban:
6=20G]g+2K 20 go | g0 =1tr(e),
2G
deformaciora feloldott alakban:
1 3K-2G _o| o
=—|0— — o , 0O =§tr(6),
2G 3K
ahol
a HOOKE-test esetén: 2G =2G , 3K =3K ,
_ 2G+277é _ 3K+3KVé
a standard test esetén: 2G = —aat, 3K = ot
I+7— l+7, —
ot 16}
2 2
2G+277§+6?62 3[(+3Kv§+9082
a tehetetlenségi standard testnél: 2G = ! p ot , 3K = ! p ot
I+7— I+7,—
ot ot
Ezek skalaris komponensegyenletei a kovetkezok:
G, =2G| &, +M(§r +é, +§Z) , &, :LN o, —3K_~2G(“r +o, +6Z) ,
6G 2G| 9K
A 3K-2G,. N\ . 1]. 3K-2G.. _ _
G¢=2G|:€¢+T(8r+gw+gz):|, 8w=ﬁ_ (0_ 91,5 ( r+6(0 GZ):|’
G.=2G| ¢, 42526 (é, +&, +§Z) , £, _ L . —3K_~2G(“r +6, +6Z) ,
6G 2G| 9K
- = = = S S 1
Trw_Gj/r(u’ T(ﬂz_G)/qaz’ TZV_G;/ZV’ 7rg0_E re? 7¢Z_E @z Vzr Erzr’

illetve a standard modell deviatorikus felbontasban:
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6, 6. )+ Z, o

6, -6, )+6,-6,)=26(, -2,)+ 2nlé, - 2,)
(6.-6,)+26. -6,)=26(. - &,)+2n(E. - 4,)

Trp + 70y = GTry 117,14

Ty +TT,, =GF . +117,. G, +1,0, =3Ke, +3K &,,
T, +77, =GJ., +17.,,

ahol
S ~ -
o, :g( - +G(p +GZ), &, :E(Sr +8¢ +82>.
A fiiggvény f6l6tti pont (pl. o, ) a fliggvény ¢ 1d6 szerinti derivaltjat jeldli.

A késObbiekben felhasznaljuk a kovetkezd nabla- és LAPLACE-differencidloperato-
rok hengerkoordinatas alakjat:

0 1 0 0
V=—e. +——e,+_—¢
or r o 0z

2 2 2
vwopa-9 Lo 1 o o7
or? ror 2 8(02 oz

- (nabla operator),

(LAPLACE - operator).

Sikbeli feladat esetén

_ot 1o 1@

A + +L—
or? ror 2 6(02 ’
¢s ekkor
0,200 1% 1o 108 2 ot
ot rad 42 8(02 por 4 8(p4 r? 6r28(02

_= +— (biharmonikus operator).

cre

Py txy txz

p —
Y <X,y,z> tyx py tyz
tzx ZLzy p:

ahol p,,p,,p, amar emlitett tengelyiranyu terhelesek, ,,.7,,,¢,, pedig a csisz-

tato fesziiltségek. Ezek a fesziiltségek a kozeg minden egyes pontjaban érvényesek, te-
hat adott allandok. Ugyanez a tenzor henger-koordinatarendszerben

131



PP — —
Y '_0.<x,(p,z>_ t(pr pgo tgaz -

Z‘zr tzrp P,
p p p
er6<x,y,z>er ero.<x,y,z>e(p er6<x,y,z>ez

— p p p
- e(p6<x,y,z>er e(06<x,y,z>eg0 e(06<x,y,z>ez

p p p
e.C e, €0 e, €0 e

<xy,z>€r <xy,2>€p <x,,z>€z
ahol példaul

Py Ly L cosQ

pr=e,0'5x,y’z>er=||cos¢) sing 0|| t, D, tL.||sing|=

t,. t., p.l O

zX zy

= pxcosz(p + pysinz(p +2¢,,sinpcosy =

= %(Px + py)+%(px -P, )c052g0+txysin2(0.

Hasonld modon irhat6 fel a tobbi fesziiltségkomponens. Osszefoglalva:

p,=p,cos’p+ D, sin’ @ + 2t sinpcosp, t,,= (px -P, )singocosgo +1,, (cos2go —sin’ @ )
P, =P, sin’ @+ D, cos’p — 2t sinpcose, t, =t _cosg—t_sing,

pz = pz’ tzr = tyzSin(D _tszOS(D'

Az egyszeriibb attekinthetdség érdekében vezessiik be az

a =+-(p.+p,)

2
(q)) : +l( Py )cosZ(p +1,,81n2¢,
(©) :

2
(p) : —5( x—py)sinZ(p +1,,c082¢,

d(p) = 1,,CO8¢Q —t,.sing,
e(q) = 1,8InQ +t,.cos¢

S

o
—_ =

jeloléseket. A késObbiekben hasznositjuk még a

o) s (), &(zm —ap(p), ) _ o), 4O _ ) dA0)_ )

do do de do " do

Osszefiiggéseket. Ezekkel a jelolésekkel a hengerkoordindta rendszerbeli primer
fesziiltségtenzor:

a+blp) clp) o)
% 6’ =| clg) a-blp) dlp)].
elp) dle) p.
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Ez a tenzor tehat a kozeg vagatnyitds el6tti fesziiltségallapotat jellemzi. Az itt sze-
repld primer fesziiltségekre rakddnak (szuperponalddnak) ra a nyitds kovetkeztében

fellépd, un. kiegészitd fesziiltségek. Ezek tenzorat F jeloli:

)

o, re Tz
0 = T(or G(D Tgpz )
zr zgp o,

s ennek megfelelden a kozeg vagatnyitds utdni szekunder fesziiltség allapotat leird

tenzor
at+blp)+e, clp)+z, elp)+r,
(8) 6=6"+6=| clp)+7,, a-blp)+s, dlp)+7,
do)+t,  dlp)+7,  p.+o.

Hasonloképpen felirhatnank a primer alakvaltozasok tenzorat és a primer elmozdu-
lasok vektorat is, hengerkoordindtdkat hasznélva. Azonban a vagatnyitds eldtti alakval-
tozasok ill. elmozdulasok, amelyek az 6sid6k folyamén lejatszodtak, érdektelenek sza-

munkra, semmi jelentdségiik nincs.

Axiomaként elfogadhatjuk azt, hogy a primer alakvaltozasok és elmozdulasok nem
befolyasoljak a nyitas utani alakvaltozasokat ill. elmozduldsokat. Ezért tekinthetjiik ugy,
mintha azok mindegyike nulla lenne. Mindezt az is indokolja, hogy csak a meglévd,
régen stabilizalodott allapottdl eltérd, a vagatnyitas kovetkeztében fellépd elmozdula-
sokra ill. alakvaltozdsokra van sziikségilink. Fogalmazhatunk ugy is, hogy a vagatnyitas
miatt fellépd zavarok ismeretére vagyunk kivancsiak. Ellenkezd esetben nem kelléen
tisztazott elvi problémak is felléphetnek.

Megjegyezziik, hogy hasonlo elvet elfogadhatnank a fesziiltségeknél is. Ott azonban
a primer fesziiltségek, pontosabban mondva a kezdeti terhelések ismerete elengedhetet-
len a feladat megoldéasahoz.

5. FEJEZET
KERULETI ES KEZDETI FELTETELEK

A mechanikai alapegyenleteket tekintve lathato, hogy a fesziiltségek, alakvaltozasok
¢s elmozduldsok meghatarozasa differencidlegyenletek megoldasan keresztiil torténhet.
Ehhez bizonyos keriileti és kezdeti feltételek ismerete sziikséges.

5.1. A KERULETI FELTETELEK

A keriileti feltételek egyrészt abbdl adodnak, hogy
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(a) vagatnyitas utan a vagat pereme (» = R) terheletlen lesz, masrészt abbol, hogy
(b) a végtelenben (r = o0 -nél) a primer fesziiltségi allapot uralkodik.
Ez kovetkezik abbol, hogy a vagatnyitas soran a peremen, csupan egy véges hosszasagu
gorbén, megvaltoztatva a terhelést (a fesziiltséget), annak hatasa a végtelenben mar nem

érzékelhetd. Ezeket a fizikai feltételeket kell ,,leforditani” az aktualis feladat nyelvére,
azaz matematikailag hasznosithatd osszefiiggésekre, egyenletekre.

(a.1 eset) Legyen a vagat peremének normalis egységvektora n. Ez a normélvektor
megegyezik az e, egységvektorral. Mivel a vagatnyitds utan a szekunder fesziiltségi

allapot érvényes, ezért annak feltétele, hogy a perem terheletlen, az ()‘|r= LN=0,azaza

keriileten ébred6 normalis iranyu fesziiltségek zérusértékiiek:

) o

R=0, Tpelp =0,

Ez nem mas, mint az 6|r= p tenzor matrixanak elsé oszlopvektora (a tenzor elsé vek-

torkoordinataja).
a+b(p)+a, 0 o, —a +b(qp
9a) o|_n=[6"+6)_m=| clp)+z, | =|0|.ille|_mn=|7,| =] -co)
e(go) + frz r=R O frz r=R - C((D)

(a.2 eset) Ha az iireg kontlrjara falazat, biztositds keriil beépitésre, akkor e feltétel

helyett az
—pn? _ b
(10) 6,_,n=p" = o, R =

_ ~b —
R_Gr’ Tr;oR_Tr(D’ z-rz

sszefliggést kell alapul venniink, ahol p” a keriiletre hat6 biztositasi ,,er6”, amelyet a
biztositéas karakterisztikdjanak neveznek.

Amennyiben az liregnyitds idOkarakterisztikdjatol eltekintiink — pl. a reoldgiai
idokhoz képest az tliregnyitas gyors (helyesebben az iireg feliiletének elszakitasa a kor-
nyezettdl gyors), — akkor ebben az esetben a kertileti feltételek még idofiiggetlennek is
tekinthetdk.

A peremfeltételek masik (b) csoportja kimondja, hogy a végtelen tdvolban a primer
allapot uralkodik:

limo =67, azaz lime =0.
r—>0 r—®©

Jelen feladat kertileti feltételei terhelésekkel adottak, tehat azok fesziiltségi perem-
feltételek.

Az elmondottak a kiegészitd fesziiltségekre vonatkozéan — figyelembe véve az

6 =67 +6 Osszefliggést, — a kdvetezdek:
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p- — p — = — —
(11) 6 _,n=-6"n, = 0., =P Trply = lro> Tpolp =1rzs

~ _ b P _ b -~ _ b = b
(12) Gran_p -o'n, = UrR_Gr — P Tr(pR_Trgo_trq)J TrzR z-rz_trz’
(13)  limo =0, 6] ,,=0, =0 . =t, =1, =t =0.

5.2. A KEZDETI FELTETELEK

A mechanikai alapegyenletek megoldasahoz kezdeti feltételeket is meg kell adni,
mivel a mechanikai mezdfiiggvények a ¢ id6tdl is fliggenek, vagyis

6‘r(r,g0,t), ...,§¢(r,gp,t),..., ﬁz(r,go,t) stb.

alakuak. Attol fliggden, hogy a mechanikai alapegyenletek — az anyagtorvény reoldgiai
formajabol kovetkezéen — iddbeli valtozora vonatkozdan hanyadrendt differencial-
egyenletet eredményeznek, annak megfelelden kell megadni a ¢ = 0 id6pillanatban érvé-
nyes mezofiiggvényeket (elsérendil), azok elsd idéderivaltjat (méasodrendii), masodik
iddéderivaltjat (harmadrendii egyenleteknél) és igy tovabb.

,»Végtelen gyors” vagatnyitas esetére a kezdeti feltételek meghatarozasanak egyik
lehetséges modja a kovetkezo:

A standard modell anyagegyenlete kiirva az id6derivaltakkal:

TORZULASI EGYENLET

TERFOGATVALTOZASI EGYENLET

6’ +767 =2Ge? +2ng?

6°+7,6° =3Ke’ +3K &°

formaju. Ha az egyenleteket integraljuk a ¢, €s #, tliregnyitasiidéhatarok kozott:

%) t . t 12.
[6dt+1[6%dt =2G [€%dt +2n € dt

h h i I

5] o, 1§) o,
J6°dt+7, [6°dt =3K [€°dt+ 3K, [€°dt,

i1 i h I

€s t,-t minden hataron tal kozelitjiik a #,-hez, akkor

t 1 ) b
[6%dt+t[6%dt =2G [e'dt+2n & dt

4l 4} 4l 4}

=0 =0
illetve
A6’ =2nAg? ,

ty tr . iy l‘2.
[6°dt+7,[6°dt =3K [E dt + 3K, [€°dt,
4l 4 ! h

=0 =0

7,AG6° =3KAE°,

s ekkor #,(=t;) idépontot tekintjiik az liregnyitas idopontjanak, vagyis a ,,0” idépontnak,

igy az elsd kezdeti feltétel:

r6(0)=2n£7(0),
azaz

7,6°(0)=3Ke°(0),
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dO:L
£/(0) 2776

“(0)

(14)

2n

3K, 2n

3K, 2n

8(0)=£d(0)+s°(0):icd(0)+r—°c°(0)=ic(0)+£ % _L}so(o).

Innen jol lathatd, hogy a gyors nyitas esetén az anyagtérvény forméja

és c°=—2"g

. 3K

az un. ,,dinamikai” HOOKE-torvénnyel egyezik meg a ¢ = 0 idOpillanatban.

A ,,magasabbrendii” kezdeti feltételhez vegylik alapul az anyagegyenlet id0 szerinti

derivaltjat:

TORZULASI EGYENLET

TERFOGATVALTOZASI EGYENLET

6¢ +76? =2G&7 +2mE”,
s az el6z6hoz hasonldan eljarva:

[20 12-- t2- tz--
[6%dt+7[6%dt =2G [€%dt + 2 [€dt

—_— N — N — [
=Ac? =0 =Ae? =A&?
illetve

6?(0)=2Ge?(0)+ 278 (0) =

=2G-6"(0)+ 27" (0),
2n

é%o):%ﬂo)—%sd(o):

_ L[l _ ﬂ)cd o),

o

s a ,,masodik” kezdeti feltétel:

. -Gt
&4(0)="1 ¢’ (0),
0= o0

(15)

n
Hasonloképpen eljarva:

6¢ +76¢ =2GE? + 2",
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6°+7,6° =3Ke® +3K €°,

t2 . t2u- t2- t2--
[6°dt+7,[6°dt =3K [£°dt + 3K, [€°dt

h h h h

6°(0)=3Ke°(0)+3K,£°(0) =

= 3K 3’]'; 6°(0)+3K,£°(0),

é(o):é"(o)+é°(0):%(l—ﬁ}cd(o){ 1V(1_’Zvo]_ﬂ1_%ﬂ<;°(o).

‘ 6° +7,6° = 3KE° + 3K §°,



TORZULASI EGYENLET TERFOGATVALTOZASI EGYENLET

t2-- t2--- t2-- t2--- tz-- t2--- t2-- t2---
[6%dt+7[69dr =2G[€%dt+2n[€%t | [6°dt+1,[6°dt =3K [€°dt+ 3K, [€°dt,

ul h ul 4l 4l 4 I q

=0 =0 —asd —Agd =0 =0 =Ag° =Ag°
0 =2G£4(0)+ 208" (0), 0 =3K£°(0)+3K,£°(0),
. G. G Gt . K . K Kt
£0)=-—=£%(0)=———|1-—6“(0), | €°(0)=——¢°(0)=-— 1-—=16°(0),
=7 0= (150 | 20 0= K14 0

a ,harmadik” kezdeti feltétel:

. G G 0 K KO (o]

Sd (0) = —277—2(1 —Tchd (O), & (0) - — 3K2 {1 - [{T JG (O),
(16) ' '

. . G-G*r KK, -K’t, G-G’r)_,

£0)-5(0)+i(0) -0 al0)-| K100l

¢s igy tovabb... Ezek a deformacidkra vonatkozo kezdeti feltételek.

A fesziiltségekre vonatkozo kezdeti feltételek joval egyszeriibben adédnak. Ugyanis
a fesziiltségek értéke értelemszertien kovetkezik a (14)-bdl:

6/ (0)=T5'(0), 6°(0)=Krgo(0),

T T,

(14a)
5(0)= 21 £(0) + (3’{ _27’7]80(0).

4 o

A magasabbrendii id6derivaltak egyszeriien
(14b) 6°(0)=0, 67(0)=0,... és 6°(0)=0, 6°(0)=0, ...
értékiiek, mivel a A = A(t) fliggvényt gy vélasztottuk (8. dbra), hogy az idéderival-

tak tetszOleges rendig zérusértékiiek legyenek.

6. FEJEZET
HIDROSZTATIKUS PRIMER MEZOBEN KIHAJTOTT VAGAT

Azonban miel6tt a teljes feladat megoldasahoz hozzafognank, emlitést tesziink az

» 0 0 100
(17) F’ =0 p of, DP=£K010
00 p 00 1

hidrosztatikus primer mezdében kihajtott végtelen hosszi korszelvényil folyoso esetérdl.
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A kiegészitd fesziiltségekkel és deformaciokkal célszerli dolgozni, ugyanis a sze-
kunder mezdk a primer- és a kiegészité mezdk 0sszegeként eldallithatok. A kiegészitd
mezofiiggvények a kovetkezok:

&, 0 0 g0 0 i, =i
6=[0 &, 0| g=|0 &, of u=| 0
0 0 ¢ 0 0 0 0

Mivel ebben az esetben a primer mezd jellegzetességébdl, az egyensulyi és geomet-
riai egyenletbdl kovetkezOen a mezdfliggvények csak az r valtozotol fiiggnek, ezért
elegendd csupan a o, értékét meghatarozni, ui.

A . _Ou

o, 6 =— g:

u
o.,& =— —, & =—&

7o r ’ ’
? or 7y

igy probléma egy egyvaltozos feladatra vezethetd vissza.

Reologiai anyagtorvények esetére az irodalomban szamos megoldas ismeretes, a
hatvanas évektdl napjainkig. A legutobbi, ¢és egyuttal a legteljesebb és legkorrektebb
elméleti kifejtést FULOP és BEDA kozolte, jelen kotetben is megjelend cikkében. Ez a
tanulmany nem keriilhet6 meg, de lehetdvé teszi, hogy a fizikailag és matematikailag
tiszta, de meglehetdsen bonyolult levezetés ismeretében, a végeredményt egyszeriien
allitsuk eld.

A HOOKE-FELE ANYAGMODELL esetén a kdzismert matematikai megoldas:

2 2
_ R _ R _ L
O-r:_p(7j > G(p:+p(7j > O-z:O’Tr(p: (pz:TerO’
2 2
~ p (R ~ p (R ~ - - ~
18) & =—|=1, & =+ =, .=0,%,=7,.=7., =0,
(18) : 2G(rj ¢ ZG(rj Tro =Yz =7
i —+PR(R) i, =i, =0.
2G\ r ¢

A POYNTING-THOMSON-FELE STANDARD MODELL esetén a megoldas formalisan a
2G> 2G cserével, a

differencidloperator standard modellnél érvényes formajaval és alkalmazasaval adhato

meg. Vegylik az ¢, Osszefiiggést, s elvégezve a behelyettesitést majd az atszorzasokat:
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2
Figyelembe véve, hogy &% = L(Ej az
2G\r

ne. +Ge, =Gg ok

elsérendii differencidlegyenletet kapjuk. Ennek altaldnos megoldasa
G

——t
g, =Ce " +ghooke,

ahol C integracids allando, amelyet a kezdeti feltételbdl hatarozhatunk meg.

KEZDETI FELTETEL: Mivel az &, értéke a ¢ = 0 id6pillanatban csak 0 és &/7°% kozé
eshet, ezért célravezetd az
(19) £,(0)= k- g ook

valasztas, ahol 0<k<1.

Ennek megfelelden a megoldas ¢, (0) kezdeti feltétel esetén:

G
-—t

g (rt)=ef*1-(1-k)e " | azaz & =&/ a,(t),

G
ahol o, (t)=1-(1-k)e ”t, sigy a(0)=k.

MEGIEGYZESEK. Ha k = 0, akkor &, a 0 értékrdl indul:

G
-t

g :g,Hooke l—e 7

r r

Ha k =1, akkor nincs id6ébeli valtozas, rogton a HOOKE-szerinti megoldas adodik.

Kiilon jelentdésége van az un. ,,végtelen gyors” vagatnyitdsnak, ekkor ugyanis a
t =0 iddpillanatban a ,,dinamikai” HOOKE-torvénynek megfeleld &, értékrdl indul a

fliggvény, vagyis a 2G statikai modulus helyett, a 27/7 dinamikai modulus érvényesiil:

0, =25,(0). & ,(0)= -o(0)= ke =k -o(0) & k=Gr/r.
T 2n 2G
sigy
(20) 5, = g/mie1 - 1= G
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Altaldban

-t
l-e ", ha k=0,
_ ——t
a,(t)= -1 GTe T, ha k=ﬂ,
n n
1, ha k=1.

»Végtelen gyors” vagatnyitds esetére a

_ RY _ RY
O-r:_p_ ) G(p:p7 >

r
p (R ? n—-Gr ! p (R ? n—-Gr !
(21) 5,,2——(—j 1- e ”(p:—(—] 1- g
2G\ r n 2G\ r n
o
Z _ﬁ@l_n—fhe‘n’
"o2G\ r n ’

Osszefiiggéseket kapjuk, amelyek pontosan megegyeznek a FULOP-BEDA 99. oldalon
kezd6dé cikkében 1évo képletekkel.

A POYNTING-THOMSON-FELE TEHETETLENSEGI STANDARD MODELL esetén a diffe-

rencialoperator
o2

érvényes formajaval, a
Oc. +2ne, +2Ge, = 2Gg ook

masodrendii differencialegyenletet kapjuk, amelynek altalanos megoldasa [ha A, # 4, ]

- At Ayt~
g, =Ce" +C,e™? +gloke

illetve 4, = A, esetén:
g, =(C, + Cyt)e " +gHooke,

ahol C; és C, integracios allandok, amelyeket a kezdeti feltételekbdl hatarozhatunk

meg. A A, és 4, az 0A* + 214 +2G = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei:

2 2
PR (zj JG 0 (ﬁj 26
0 0 0 0 0 0
Mivel az egyenlet 8,25, 2G egyiitthatoi pozitivak, ezért A, és A, gyokok negati-
vak. Komplex gyokok esetén a gyokok valos része negativ. E miatt minden esetben
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Hooke

limeg, =¢,

[—>0

A diszkriminans 1% —2G0 értékét a konkrét anyagallando-értékek hatarozzak meg.
[ASSZONYI-FULOP—V AN—SZARKA—HORVATH (2008)] alatti vizsgalatokbdl tudjuk, hogy

n* —2G# >0 esetben az anyagot ,,tulcsillapitott”-nak nevezziik, mikor is a zavarok
gyorsan eliilnek,

n* —2G0O <0 esetben pedig ,.alulcsillapitott”-nak, mikor is a zavarok lassan csilla-
podnak (az anyagi tehetetlenség nagy),

n® —2GO =0 eset valasztja el egymastol a két anyagitulajdonsag-tartomanyt, s ezt
akar ,,k6zombos” jelzdvel is illethetnénk.

Ha az 0sszes lehetOséget, — amikor a diszkriminans pozitiv, negativ, vagy zérus —
egyetlen egyenletbe akarjuk dsszefoglalni, akkor azonos 4talakitasokat figyelembe vé-

ve,
_ _ A+
£, zngOOkeJ{(Clchz)Chl] 222f+(C1_C2)Sh/11—2/12t}3 2 t, ha n* >2G@,
iﬁ-lzt
g =&l ¢(Cc,+Cy)+(C,-Cyle 2, ha n? = 2G40,

Yy

> 2t+(C, - C, kin ha n? <2G@,

’

ﬂ, —ﬂ, ll+ﬂ,2t
g, =gtk +{(C1 +C, )cos e t}e 2

r r

vagyis a [SZARKA—ASSZONYI-FULOP (2009) 189. old.] alapjan:

(22) g, =g [s-s(t)+C-clt)]e ¢,

%

ahol S és C integracids allandok, amelyek értékét — az el6z6hoz hasonloan — a kezdeti

feltételekbdl hatarozzuk meg, s az s(t) és c(t) fiiggvények form4ja a diszkriminans el6-

jelétdl fiiggden:

2
sin m_(nj t G n 2
0 0 cos ——(—j t ha n* < 2G0,
> 0 0
M_(ﬂ]
0 0
23)  s(t)=41, c(t)=11, ha ? =2G0,
2
sh (nj —Et
0 0 5
’ n 2G 2
2 ch,|| =+ | ——1, ha >2G0.
(’7} _2G [ej 0 7
0 0
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_ Ayt Jat - " .
Az &, =Cre™" +Ce™" +&/"% sszefiiggés

r r

(24) g, = Cyc,(t)+ Cycy(t)+ & Fook
formaban is felirhato, ahol
e’ e’ ha n? > 20,
(25) ¢ (t)=13e*, A=4 =4, c,(t)=1te* A =2 =4,, ha n* =20,
_n 2 n 2
e etcos 26 _ EJ , e ‘9tsin E—(zj , ha n* <26.
0 0 0 0

KEZDETI FELTETELEK: Az el6z6kh6z hasonldan, mivel az &, értéke a ¢ =0 iddpilla-

natban csak 0 és &/°* kozé eshet [0 < &, < &M%, ezért célravezetd az

£,(0)=k - &k, [0<k<1]
valasztds. Viszont a ¢ = 0 id6pontbeli derivaltat célszeri
£,(0)=1-gMok, [/ tetsz6leges szam]

formaban felirni.

,»Veégtelen gyors” iiregnyitas esetén a tehetetlenségi standard testnél &, (()) =0, va-

lamint &, (0) = gar (0)= 18"k =1 %0, 0), = 1= 26t . Ezt felhasznalva, az 6sz-
szefliggések:
RY RY
ol et
r r
2 n
~ p (R 2Gt—n@ )t
g =—L 2 e =" () —clt)|e ¢ L,
, 2G(rj{ 26521t }
(26)

i, - %g){l {ZGﬁT—nS@_c@}Z’},

A mar ismert 0sszefliggéseket azért vezettiik le ismételten, hogy lathatd legyen egy
sokkal egyszeriibb 1t, az anyagallando-differencialoperatorok hasznalataval.
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7. FEIEZET

ALTALANOS ORIENTACIOJU PRIMER MEZOBEN KIHAJTOTT VAGAT
HOOKE-MODELL ESETEN

A MEGOLDAS ELVI VAZLATA. Az altaldnos reoldgiai eset megoldasat tobb 1épésben
allitjuk eld. Eldszor megoldjuk a feladatot a HOOKE-modell szerint, vagyis a mezdfiigg-
vényeket az 1d6tol fiiggetlennek tekintve, s ennek ismeretében keressiik meg a reoldgiai

megoldast.

cre

ciojaként épitjik fel:

P trgo trz P trgo 0 0 0 trz

primér _ _
(4] =ty Py lp||=|lyr P, O |+ [0 0 ¢,
tZV thD pZ I 0 0 pZ | tZV tZ(p 0

a keresztmetszet g tengelyre fektetett
sikjaban sikban

Ezaltal az altalanos feladatot egy kétvaltozos és egy egyvaltozos feladat megoldasara
egyszerUsitettiik. Ezt azért tehetjiik meg, mert a primer mez6 felbontdsanak megfeleld-

en, az egyensulyi egyenlet is

oo la% N c -0, 0
o T Trz al" r 6(0 r ’
T ot oo T
6 =fr o, 7. @ ov=0,= [T 10 0 _g
or or r o r
Tzr Tz(p UZ aT}‘Z laf(pz +£ _ O
or r o r

o 7. 0 36r 157“0 +0'r—0'¢ o
G(l) =t O-(p O , = G(I)V — 0, = 87’ r 6(0 r '
o 07,, 100, Trp
0 0 o +— +2 =0
z or r op r
0 0 =, 5 5
T
s®=lo o 7| = 6¥W=0, o %= 1% T _,
o or r o0 r
T, T, O

3 Megjegyzendd, a szeparalds a megszokott G = 6? +6° deviatorikus és gombi felbontasnak megfele-

16en nem lehetséges, mivel az egyenstlyi egyenlet kizarja, ugyanis a (Gd +0° )V =0 egyenletbdl nem a

67V =0 és 6°V =0 kovetkezik, hanema 67V = —-6°V .

143



mikozben a kezdeti feltételek is szeparalodnak:

o|,n= (c(‘)‘ +6(2)‘ }1 = c(l)‘ n+ 6(2)‘ nc c(l)‘ n=0, ¢ n=o.
R R R R R R
Vagyis a feladat tekinthetd ugy, mintha két kiillonb6zo terhelés hatna a kozegre, s a

két terhelésre a feladatot kiilon-kiilon megoldjuk, majd a megoldasokat dsszegezziik.

Fogalmazhatunk ugy is, hogy megoldjuk a feladatot sikalakvaltozdsi mezdben, illet-
ve torzuldsi mezdben kihajtott vagat esetére, majd alkalmazzuk a szuperpozicié elvét. A
két megoldas ,,0sszege” megadja a kiegészito fesziiltségeket, a kiegészitd deforméciokat
¢s a kiegészité elmozduldsokat. Ez utobbi kettd ,kiegészitd” elnevezésének, mint lattuk
nincs semmi értelme, mert iiregnyitds utdn nem jelentkeznek a primer deformdaciok és
elmozdulésok, ezért gyakorlatilag zérusnak is tekinthetnénk dket. Az elnevezéssel arra
kivantunk utalni, hogy a kiegészitd fesziiltségekhez rendelt deforméciokrdl és elmoz-
duldsokrol van szo.

7.1. SIKALAKVALTOZASI MEZOBEN KIHAJTOTT VAGAT

Ekkor az egyensulyi és geometriai egyenletek — a z koordinatatdl valo fiiggetlenség
kovetkeztében — a kovetkezok:

5 or 5 —C . ou, _ ou, u R
06 1%, 9.6, Ly %:l_m“_r, £ =0,
or r Op ’ or rop r
8Tr(p +180'(p +2T'_¢7 =0 77 :%4_1%_&_(0.
or r o0p r Yoo rop

A feladatot az Gn. eromoddszerrel (BELTRAMI-egyenlet), vagyis csak a fesziiltségekre
visszavezetve oldjuk meg. Ekkor a fesziiltségtenzor skalar koordindtdinak meghataro-
z4sa az

F=F(rp)

fesziiltségfliggvény felhasznalasaval torténhet, a

~ 1(@1: 182FJ _ PF
o, =— +— , 0, =—"7

a r E r agpz 6r2 '
(27)
. o(1eF)_1aF 15
" or\rop) r*0p rorop

képletek alapjan. Az F fiiggvény meghatarozasa érdekében vegylik figyelembe, hogy
c,.+0,= 0°F +18—F+i52F =
TP ar ror r?og?
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Ugyanakkor ismert, hogy (&, + 6¢) harmonikus fiiggvény, vagyis
A6, +6,)=0, = AAF)=0 = AAF =0,
tehat az F kielégiti

_0'F 20°F 10°F 10F

AAF — —_
ot rord o P or

(28)

1o'F 2 o'F 2 O°F 4 0°F _

+ +— -— +
rt op*  r? or*oe® 1 orop®  rt 0p®

biharmonikus differencidlegyenletet.

Szemiigyre véve ezt a differencidlegyenletet, lathat6, hogy abban a ¢ szerinti deri-

valtak masodrendben ¢s negyedrendben fordulnak elé. Ez azt sugallja, hogy az F' fiigg-

vényt célszerl lenne
F(r.p)= F(r)+ Fy(r.0)

alakban megvalasztani gy, hogy F,-nek a ¢ szerinti masodik és negyedik derivaltja

legfeljebb csak allando szorzoban kiilonbozzek F, -tdl. Ekkor ugyanis a (28) egyenlet

bal oldalanak egyik része csak r-tdl fligg, masik része pedig g(r)- b((o) alaku. Ez meg-

konnyitheti a differencidlegyenlet megoldasat.

Ennek megfeleléen a (28) differencidlegyenlet megoldasat

F(r,p) = f(r)+g(r)b(p)

, 1 .
alakban keressiik, ahol b(gp) = E(px -p, )cos2gp +1,,8in2¢.

Ebben az esetben

d*b(e d*b(e
d(D(z ) = _4b(¢))’ (4 ) = 16b((0)’
¢s az fés g fiiggvényekre a kovetkezo két kifejezés adodik:
o'f 208°fF 10*f 10of
=t — =
ot rort rrort o

AAf(r)

4 3 2 A2 3
or r or re or > or

4 3 2
AAg@)bE(a_gga_g_za_ggg]b,

Ezek utan felhasznalva a AA operator linearitasat, vagyis azt, hogy
AAF = AA(f + gb) = AAf + AAgh,

a (28) alatti AAF =0 differencialegyenlet alakja:
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4 3 2 4 3 2
d’f 2df 1df 1df (dg 2d¢g 9dg 9d | _,
ar* o dr® r? ar* P dr art  rdr’ P dar* P adr

Ez az egyenlet minden ¢ esetén fennall, tehat ¢ —re nézve azonossag. Minden ¢ —
re csak ugy teljesiilhet, ha

df 2d°f 1d*f 1df
29 +— -— +———=0
) art  rdr’ ot art Pdr
4 3 2
d'g 2d°g 9dg 9df _

art v dr® ¥ dr* P dr

9

(30) 0.

Végeredményben két negyedrendii, kozonséges, EULER-féle differencialegyenletet
kaptunk.

A (29) differencialegyenlet partikularis megoldésait f = r* alakban keressiik. Ezt
a feltételezett megoldast a (29)-be helyettesitve, a A> (/1—2)2 =0 karakterisztikus e-
gyenletet kapjuk, amelynek gyokei: 4, =0, 4, =0, 4, =2, 1, =2. Tehat a differencial-

egyenlet alaprendszere f, =1, f, =Inr, f; = r?, f, = r’Inr, igy az altalinos megoldas:

f(r)= Alnr + BrInr + Cr* + D .

A (30) egyenlet esetében hasonlé moédon eljarva: A* —44° —44* +164=0, =
4 =0,4=021=22=-"24=4, = g =Lg,=r",g,=r",g,=r", az dltala-

nos megoldas:
2 H 4
g(r):Er +26G+—+Jr,
r
Ennek megfeleléen a AAF =0 benniinket érdeklé megoldasa:

3D F(r,go) = Alnr + Brllnr + Cr* + D +(Er2 +2G +£2+Jr4jb((p),
r

ahol 4, B, ..., JtetszOleges allandok.

Az F (r,go) fesziiltségfliggvény ismeretében a fesziiltségek (27) képletekkel szamit-
hatok:

2
5 :l(ﬁFﬂa F]=iz+B(1+21nr)+2C—(2E+§+6—Hjb(¢),

" rler ;8¢2 r rrort
2 H
G, Eaaf=_i2+B(3+2znr)+2C+(2E+6—4+12Jr4)b(¢),
r r r
_ o(10oF G 3H 2
7. =——|— =~ E———-"+3Jr" [clop),
i ar(r 8(0) ( r?ort j )
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Ez utdbbi esetben kihasznaltuk , hogy % =2¢(p).
@

Ismételten felhivjuk a figyelmet arra, hogy a most kiszamitott fesziiltségek a kiegé-
szitd fesziiltségek, melyek értéke nulldhoz tart, ha r tart a végtelenhez. Ennek kovet-
keztében B=0, C=0, E=0, J =0, ezért

- A 4G 6H _ A 6H _ 2G 6H
(32) o, = r—z—(r—2+r—4]b(¢), G(p = —r—2+r—4b((0), Tr(p = (’,—24_’,_4}0((0)

Az A, G és H éllandok meghatarozasahoz azt a peremfeltételt hasznaljuk fel,
hogy a vagatnyitas utan a vagat pereme terheletlen. A (9a)-bdl lathato, hogy ez a kiegé-
szitd fesziiltségekre akkor teljesiil, ha

a+b(p)+6,(Rp)=0 és clp)+ f,(p(R,go)E 0.

Fogalmazhatunk gy, hogy a perem akkor terheletlen, ha a kiegészitd fesziiltségek érté-
ke a peremen a primer mezd negativ értékeivel egyezik meg:

G,(Rp)=-a-b(p). 7, (Rp)=—clp).

A o, ¢és r1,, fesziiltségek (32)-ben felirt kifejezéseit felhasznalva, ez utdbbi két

r re
azonossag
A 4G 6H 2G 6H
s (F + Fjb(cﬁ) =-a-b(p), (F + F}’(@) =—c(p)
alaku lesz, amelyek csak gy teljesiilhetnek, ha
A , 4G O6H ) 2G 6H
—~=-a ¢ —2+—4=1, valamint St = —-1.
R R® R R® R

Innen

A=—aR?, G=R?, 6H = -3R".

Ezeket az allandokat a (32)-be helyettesitve, a keresett kiegészito fesziiltségek:

o tr0)={ %) Hﬁj -3@)4}(@, 3 Hﬁ) —3(5]4}«0),

2 4
(33) 6‘¢(r,gp)=+a(£j —3(% b(e), z,.=0,

r r
_ 3K -2G(RY _
O = LRl

illetve’ a szekunder fesziiltségi dllapot:

‘nema teljes feladathoz, hanem csak a sikalakvaltozasi részéhez tartozo
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o, (r,(p):c{l—(gjzzl + _1—4(%2 +3(§)4};(¢), Trp =[1 + 2@}2 —3(%]4}(40),

o, (rp)= [H(ﬁ” _ _1+3(§j4]b(¢), 0. =0,

3K -2G(RY
o.(r.¢)=p. 4‘@(7) b(p). 7, =0.

A tengelyiranyu fesziiltséget az

g

: =750
2G 18KG

1 _ 3K—2G(A

G, +6,+6.)=0 = & =229 15 )

o, =

6K +2G
feltételbdl hataroztuk meg.

Az anyagtorveény

grzl&r—3K_2G(”,+6¢+6z),
2G 18KG
z _L(} _M(“ +6 +6)
26 7 18KG " 7 7
T
_rp
yr(p_ G

komponensegyenleteibdl kiadodik

az alakvaltozasi dllapot:

5001 &) ] 422 (2] {2 oo

_ a (R’ 1| 3k-2G(R) (R)'
= — | — _4—_ B r
€¢04ﬁ +2G(rj+2G{ 6K+2G(r] 3(’J]M¢)

(34)

Az elmozdulésok szamitdsdhoz a geometriai egyenleteket hasznaljuk fel.

ou,

Az g, = egyenlet integralasaval megkapjuk az u, = [€,dr sugariranyl elmoz-
r

dulast, ha kihasznaljuk azt, hogy u, értéke a végtelenben nulla, aminek kovetkeztében a

6] fliggd integralasi allandod nulla.’

¥
> Ez egyenértékii azzal, mintha az u, = [ &,dr’ improprius integralt szamitottuk volna.
o0
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Az u, ismeretében meghatarozhaté az u,, tangencialis elmozdulas

aﬁ —~
- vagyaz g, = %aL; + MT’ integraldsa atjan: u, = j(ré(p —u, )dgo ,
ou 1ou. u
- vagyay,,= a—:’+ ;%—T‘p egyenlet felhasznalasaval.

Ez utobbi esetben u,, egy elsérendii differencialegyenlet megoldasaként kaphat6.°

Ennek megfelel6en — mivel sik alakvaltozasrol van sz6 —

az elmozdulas allapot:

i) =[] +i_4M[Rj—(5j3 o),

26\r) 2G| ek+26\r) \r
35) R[ 66 (R (RY]
_ _ — 22— = |+| =
u(p(”,%”) +2G 6K+2G(rj+(rj o)
L?Z(l”,(o) =0.

7.2. TORZULASI MEZOBEN KIHAJTOTT VAGAT

Most a feladatot arra az esetre oldjuk meg, amikor a primer allapotot az

0 0 ¢, 0 0 elp) ty, =1,CO8Q—1_ sing:= d(go):@,
F’ =0 0 r,0=]0 0 dp op
t, t, O e((p) d((p) 0 t, =t,sinQ+1t, cosg:= e((p) = —%

fesziiltségtenzor esetére keressiik.

Az el6z6 megoldasi mddszertdl eltérden, ebben az esetben a LAME-egyenletek u.
elmozdulésra vonatkozé alakjat fogjuk felhasznalni, figyelembe véve azt, hogy a meg-
hatdrozand6 ismeretlenek z-t6l fiiggetlenek. Ekkor

6> 10 1 0*
36 Aﬁ » = + — + AZ :0
(36) uz(r gp) (8}’2 ror p? agozju

Keressiik ennek megoldéasat
(*) i, = f(r)+h(r)e(o)
alakban.

® A kétféle megoldas természetesen ugyanazt az eredményt adja.
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Behelyettesitve ezt a (36) differencidlegyenletbe, a

d*f 1df (d*h 1df 1

— 4| —+———— =0

dr* r dr (drz rdr p? e((o)
2

egyenletet kapjuk, kihasznélva, hogy dd 5 e((p) = —e((p). Ennek az egyenletnek minden
®»

@ -re teljesiilnie kell, tehat ¢ —re nézve azonossag. Ez csak akkor lehetséges, ha

2 2
df Ydf o, dh 1df 1, o
dr® r dr dr® rdr

E két kozonséges, linedris differencialegyenlet megoldasait f = r*, illetve h=r"

alakban keresve, az altalanos megoldas

f(r):Alnr+B, h(r)E£+Dr,
r

=gz(r,¢)=A1m+B+(£+Dr] ().
r

Tekintettel arra, hogy az elmozdulas korlatos és hatarértéke a végtelenben zérus,
kovetkezik, hogy 4 =0, B=0, D =0, s igy a végeredmény

RO RO A O

{1_@)2}@, fom (& o 7L

u, = g(?}e((p)
g, =0,

£,=0, £ =0, i,=0, u,=0.

| =

S |
N
[\e)
POy
hAS)
D

c.=0, o,=0, o.=0,

z

Emlitésre méltd még, hogy az u, hossziranyu (axialis) elmozdulds nem fiigg z-tdl,

de fiigg r-tél és @ -t6l. Annak r szerinti valtozasat tekintve lathatd, hogy u, legna-

gyobb értéke
max|u,| = ﬁZ(R,(o)| és limu, =0.
r—w
Az
- R R R(R ) R(R .
37 u, (r,qo) = 576((0) = E(:)(tyzsmgp + l‘szOS(p) = 5[7}4 s1n(g0 + a) ,
t
A= t)z,z +t)%z , cosa=-, sina e
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Osszefiiggésbol az lathatd, hogy adott r érték esetén u, akkor lesz maximalis, ha

q0+a=%, azaz ha (o=%—a; ¢és akkor minimalis, ha ¢=3§—a,
maxﬁzz5 EA, minﬁzz—£ £A.
G\r G\r

7.3. A TELJES MEGOLDAS

Az eldz6 két eset (7.1 és 7.2) szuperpozicidjaként:

a szekunder fesziiltségi allapot:

AT BT RT

(380, =a{l+(§]2:| - 1+3(§j4]b(¢), - 1+(§]2}d(¢),

|
—
+
)
VR
S | =
N—
(3]
|
)
VR
S | =
~
|
)
—
RS
N—

3K -2G (R R
- 422 TEY R p(), —[1=] 2] [b(e).
9= P: 6K+2G(r] ((0) Far [ (rj } (q))
3k (RY
: 5 =42 [ 21 p(0),
© %o 6K+2G(J (¢)

az alakvaltozasi allapot:

2 2 4
oo a (R} _L[3kac RV _(RY'],)
2G\ r 2G| 6K +2G\ r 7

2 2 4
g :+L(£j L L 4M(£) _3[£j b(p),
¢ 2G\ r 2G| 6K +2G\ r r

£=0.
o ELEUIT
77(02 = +é %jzd((l’):
Vor = —é@jze(co):
. L)
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az elmozdulasi allapot:

i, (r.0) =aR(Rj ;X 4M(Rj—(£f b(p),

26\ r) 26| 6Kk+2G6\r) \r
— 3:
(40) i (o) = _R|, 6G (R) (R
i (r-9) 26| 6k +26\ 7 )\ o)

7.4. A VAGAT ALAKJANAK MEGVALTOZASA

A vagatnyitas soran a kdzetbdl korszelvényii hengert emeliink ki. A kiilsé er6ha-
tasok miatt bekdvetkezd elmozduldsok miatt azonban a nyitas utan a korszelvény alakja
megvaltozik. Mivel az elmozdulasok a z koordinatatol nem fiiggenek, ezért elegendd a
z=0 sikban 1év0 peremgdrbe, azaz R sugara kor alakjarol tajékozodni. Ezért most
azt vizsgaljuk meg, hogy ez a kor a nyitas kdvetkeztében milyen gérbévé torzult.

A vagat peremének elmozduldsat nyilvan az » = R helyettesitéssel kapjuk a (40)
képletekbdl. E szerint

aR R 1 1
R = — 4 — = — — = — — 1
u,(Rp)=2=+-kblp) a z(px p,) blo) : (p. — p, kos2p +1,,sin2¢,
R 1 .
41) qu, (R,go) = —Ekc(qo), c((p) = —E(px -P, )sm2(p +1,,c0820,
R . 6K +14G
u(R.p)= Ee(w), e(p)=t,sinp+t_cosp, k= 6K 12C

A hengerpalast, egyuttal az R sugarti kor Q(R,®,0) pontjanak elmozdulasa

U, U, u,

u=u.e, +u,e,+u.e, =‘ 0

A 11. abrdn természetesen az u vektornak csak a
z =0 sikbeli vetiilete latszik, er0sen torzitva, amikor
az elmozdulés a vagatbol kifelé mutat.

Az R sugart kor minden egyes QO pontjahoz
igy hozzarendelhetd egy-egy P pont. Ha O végig-
halad az R sugara kordn, akkor a P pont végigha-
lad egy térgdrbén. A tovabbiakban hagyjuk figyelmen

kiviil az u vektor u, koordinatajat. Ekkor megkapjuk

. =0
11. dbra atérgorbe z =0 sikra vetitett képét.
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Legyenaz 0 és O pontokat 6sszekotd vektor Re,., ésjelolje r az origobdl a

P pontba mutat6 vektort, amely egytttal az emlitett sikgorbe altaldnos pontjanak hely-
vektora. Ekkor ennek a sikgorbének, vagyis a torzult kor vetiiletének a vektoregyenlete:

42) r=r(p)=[R+u,(Roe, +i,(R.pk,.

Ebben a vektor—skaldr fiiggvénybeng a valtozd paraméter, r a P futdépont hely-
vektora,e, ¢s e, pedig ¢ szOghdz tartozo bazis-
vektorok. ElsOsorban ennek a vetiileti gérbének a
jellegét probaljuk koriilirni.

Bebizonyitjuk, hogy ez a gorbe ellipszis. A P
pont DESCARTES-fé¢le koordinatai legyenek x,y, igy

r=xi+yj. Ekkor a (42) gorbe skalaris egyenlet-

rendszere a /2. dbra alapjan konnyen felirhato:

_ x=(R+u,)cosp—u,sing,
9=0 3 { (R+i,) .

12. abra y:(R+12r)sing0+L7(p cosQ,

ahol u, és u, a(41) képletekkel adottak.

4

Ezeket felhasznalva, kissé hosszadalmas atalakitasok utan a (43) egyenletrendszer
alakja:

x—R1+i+il( - )cos +R—kt sin
w 2G ' 2G 2 \Px T PT80S G SN

y=R 1+L—il(px—p ) sin(p+R—ktx Cos Q.
2G 2G 2 g 2G Y

A tovabbi konnyebb kezelhetdség érdekében vezessiik be az

(45) A:=R{l+%+%%( . —py)}, B:=R[1+i_il(px _py)] c.— Rk,

jeloléseket. igy a (44) rendszer alakja:
(46) x = Acosp+Csing, y = Bsing+ Ccose .
Ebbdl a paraméteres egyenletrendszerbdl kikiiszoboljiikk a ¢ paramétert. Ennek soran

azt kapjuk, hogy

Bx-Cy . Ay - Cx
cosp=—-——, sinpg=——-.
AB-C AB-C

Ezeket behelyettesitve a (46) egyenletekbdl kapott
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x2 + y2 = A200s2¢)+ stinz(p+ (ZBC+ 2AC)sin¢COS(p+ c?

Osszefiiggésbe, a vetiileti gorbe DESCARTES-koordinatas egyenlete:
2

(7) (B2 + €22 + (42 + C?)p? - (24C +2BC)y = (4B - C?)

A bizonyitast ezzel befejezettnek is tekinthetjiik, ugyanis egyrészt a (47) egyen-
let x-ben és y -ban masodfoktl, tehat ez egy méasodrendi gérbe egyenlete, masrészt a
(46) egyenletekbdl latszik, hogy a gérbének nincs végtelen tavoli pontja (x és y korla-
tos), tehat az csak ellipszis lehet.

Viszont tovabbi informécidk nyerhetdk az ellipszis jellemzd adatairdl, ha a (47)
gorbénél elvégezziik a fétengely transzformaciot. Legyenek ekkor az 1) koor-
dinatarendszer tengelyei & és 7. A koordinatarendszert o szoggel elforgatjuk az origod

koriil tigy, hogy a gorbe egyenletében a & 7 tag egyiitthatdja nulla legyen. Ehhez oldjuk
meg a
B*+C*-1 -AC-BC 0
~AC-BC A*+C*-2
karakterisztikus egyenletet.
Ennek gyodkei (a sajatértékek) legyenek A4, és A, .

fgy az ellipszis kanonikus egyenlete

2 2
(48) R -
(AB—CZ)2 (AB—CZ)Z
% %)
A féltengelyek hossza:
2 2
o= ABZCT g o ABZCT

Ha 1,, =0, akkor az elforgatas szoge 0, tovabba C =0 ¢s igy a feltengelyek hossza
A, ill. B. Ebben a specidlis esetben az ellipszis DESCARTES—koordinatas egyenlete:
(49) % + y—z =1.
A B
A koordinatarendszer elforgatasdnak o szogére a
(24Cc+2BC)  2C 2t

(50) 1925 = - TE50) _
B_A A_B px_py
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Osszefligges ervenyes. Innen latszik, hogy & erteke egyrészt figg 7y, -tol , masreszt

(px—p,)—tol. Ha ¢,, =0, akkor 6 =0, hapedig p, =p, akkor 6 =7/4.

A fenti O0sszefliggések levezetésénél kovettiik azt, a szilardsagtanban alkalmazott
megallapodast, mely szerint a pozitiv fesziiltség hiizast, a negativ nyomast jelent. A
kézetmechanikdban ezt forditva alkalmazzdk. Ha mi is ez utobbi megdllapodassal
éliink, akkor az azt jelenti, hogy pozitiv u, esetén a vagat peremének pontja befelé, a
vagat belsejébe mozdul el. Ekkor a (42) és (43) képletek annyiban mddosulnak, hogy

u, helyére —u,, u, helyére —u, keriil. Ebbdl kifolydlag az (45)-ben szerepld

r ro U ¢
egylitthatok:
a k1 a k1 — Rk
51) A=Rl1--2 X 2(, _p ). B=R1-"L+Z(p. —p )|, C=""K; .
G { 2G 2G2(px py)} [ 2G 2G2(p py)} 26 Y

A tobbi képlet formailag valtozatlan. Az elmozdulasok tehéat ekkor is valtozatlanul a
(41) képletekkel szamithatok, de a torzult peremgdrbe vetiiletének egyenletrendszere:

(52) X = (R - ﬁr)cosqo +tu,sing, y= (R —u, )singo — U, Cose.

1. PELDA. Abrazoljuk polaris koordinitarendszerben az r((p):R—ﬁr (R,qo) fligg-
vényt,ha 7y, =0 ¢ p, >p, >0.

1
MEGOLDAS. Ebben az esetben b((o) = E(px— Dy )COSZ(/) , ésigy

6K +14G 1

rp)=R-——-—= (px—py)COSZ(D, kzm, aza(prrpy)‘

Innen lathato, hogy r((o) értékei ugy szarmaznak, hogy az R sugar( kor pontjaitol kiindulva

sugariranyba kell felmérni u, értékeit a vagat belseje felé iranyitva.

A

torzult perem

eredeti perem

4
A
y
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Eljarhatunk Ggy is, hogy az R — SR sugart kor pontjaibol kiindulva sugariranyban eldjel-
2G

helyesen felmérjiik %%(px— p, )eos2p értékeét (ne feledjiik, hogy p, > p,). Ez utdbbi

fiiggvény 7 szerint periodikus, és eldjelet valta ¢ = x 3z 3z 1% helyeken (/3. dbra).

447 4 4

Az abran u, értékei erdsen felnagyitottak, melyeket sziirke arnyalas szemléltet.

Az r(gp) gorbének csak a fels6 (a 0 <@ < 7 intervallumra es) felét abrazoltuk. A

gorbe nem ellipszis annak ellenére, hogy tengelymetszetei (4 és B) a (49) képlettel adott ellip-
szis féltengelyeivel egyeznek meg. Ennek az egyezésnek az az oka, hogy a tengelymetszeteknek

megfelel pontokban u, =0, részletesebben:

4
i,(RO)=u,(Rx/2)= u,(Rx)=u,(R37/2)=0.

Az abran szépen latszik, hogy a perem radialis elmozdulasa x = 0-nal, azaz ¢ = /2 -nél és

@ = 37/2 -nél a legnagyobb, 6sszhangban azzal, hogy p y > Dy A perem kissé belapul.

2. PELDA. Szamitsuk ki a peremgorbéhez tartozo u, (R,gz)), u, (R,go) elmozdulas-kom-
ponenseket, ha p, =30MPa, Py = 50MPa, by =ly; =1y, = 20MPa, 2G =4.000 MPa,
3K =20.000 MPa, R=200cm.

MEGOLDAS. A (41) képleteket hasznalva,

u, (R,go) = 5—; + %[% (px— Py )cosZgo +1,,8in 2g0} =2+ ;—;(— cos2¢ + 2sin 2(0) =

=2+1,73sin(2p - 2¢,), @, =0,2318Rad =13,28°.

u, (R,(p) = %{—%(px— Dy )sinZgo + l‘xyCOSZQ)i| = %(+ sin2¢ + 20052(p) =

=1,73sin(2p+2¢p,), @, =0,5536Rad =31,719°.

i, (R,@)= g(tyzsinqo + txzcosgo) =sing +cosp = \/Esin(go —7/4).

Figyelembe véve azt, hogy

du Rk
kel - sin2¢ + 2¢.cos2p|(=2u_,
dq) 2G (px py ) ¢ Xy (0] 4

lathato, hogy u, -nek ott van széls6értéke, ahol u, -nek zérus helye van. Az u, és u, el-

4 4

mozdulasok 7 szerint, u, pedig 27 szerint periodikusak. Az u, ebben az esetben negativ
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értéket nem vesz fel. Ez azt jelenti, hogy a vagat peremének minden pontja a vagat belseje felé
mozdul el.

3. PELDA. Bizonyitsuk be, hogy a torzult peremgdrbe sikgorbe.

MEGOLDAS. A (46) képletekbdl és az u_ (R,(p) = ge(go) Osszefiiggésbdl a torzult perem-

gorbe DESCARTES-koordinatas, paraméteres egyenletrendszere

x = Acos@ + Csing,

*) y = Ccos@ + Bsing,
z=Dcosep+ Esing, D=—t E=—t
’ G G”

alakl. A paraméteres vektoregyenlete

r= (Acosgo + Csingo)i + (Ccosgo + Bsingo)j + (Dcosgo + Esingo)k .
A differencialgeometriabol ismert, hogy a térgorbe torzidja, azaz a sikbol valo kicsavarodasanak
mértéke aranyos az  FFT  vegyes szorzattal. Egyszeriien belathatd, hogy jelen esetben
¥ =-r, igyaz r,F,T vektorok linearisan fiiggdk, ezért rirr =0. Ekkor pedig a gorbe

torzidja zérus, igy a gorbe sikgorbe, vagyis benne fekszik a simuldsikjaban. Ez a sika z=0
sikkal y szoget zar be, ahol

(F x¥)k AB-C?
cosy = =

i \/(CE—BD)2 +(CD - 4E) +(AB—C2)2 |

Mindebbdl kovetkezik, hogy a torzult peremgorbe (mint térgorbe) is ellipszis. Ugyanis mi-
vel annak a z = 0 sikon vett vetiilete ellipszis, ezért az rajta fekszik azon az elliptikus hengeren,
vagyis masodrendi feliileten, amelynek vezérgorbéje ez a vetiileti ellipszis. Masrészt az el6bb
igazoltuk, hogy a torzult peremgorbe sikgorbe. Ez azt jelenti, hogy ez utobbi gérbe egy masod-
rendi feliilet és egy sik metszésgdrbéje. Az analitikus geometria egyik nevezetes tétele szerint a
masodrendii feliilet sikmetszete masodrendii gorbe. Mivel a gorbe (*) egyenletrendszerébdl
latszik, hogy nincs végtelen tavoli pontja, hiszen az x,y,z koordinatdk mindegyike korlatos, igy a
gorbe csak ellipszis lehet (ideszamitva a kort is).

8. FEJEZET
AZ ALTALANOS REOLOGIAI MEGOLDAS A STANDARD MODELL ESETEN

A kotetben 1év0 els6 cikkiinkben, és itt a Bevezetésben mar emlitést tettiink arrol,
hogy az anyagtorvény reologiai modelljei formailag egységesen, a HOOKE—testnél meg-
szokott moédon a

(53) 6’ =2Ge? és 6° =3Ke°
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alakban irhatok fel, ahol G és K alkalmas médon megvalasztott differencidloperatorok
(anyagoperatorok). A 4. fejezetben az anyagegyenletek felsoroldsdnal a ¢ idO szerinti
derivaltakat is tartalmazo egyenleteket az (53) egyenletekbdl szarmaztattuk, mégpedig a
standard test esetében a

no K, 0
Yoa Ko
(54) 2G:=2G~ %7 3R .3~ T/

anyagoperator alkalmazasaval. Ekkor a
(55) 6’ =2Ge’ +27g? —76¢ és 6° =3Ke® +3K £° —7,6°

képletet kapjuk. Az (55) elsO egyenletét

2G+277g

26+ el (1470 )6¢ > ¢l= Olgd
ot Ot 1
+7—
ot
moédon atrendezve, a 6¢ =2Gg? alaki formalis egyenldéséghez jutunk. Mint lathat6, a

2G operatort gy hasznaljuk, hogy példaul 2Gu =v esetén teljesiiljon a

(ZG +2n gju = (1 + z‘gjv
ot ot

egyenldség. Innen latszik, hogy ha ag =0, vagyis u=v=0, akkor 2G=2G, ha pe-
¢

dig limﬁzoo, vagyis lim u# = lim v=c0, akkor lim 2@22—77.

t—o0 Ot t—o0 t—>o t—>o0 T

Ezek utan a reoldgiai megolddsok a HOOKE-féle megoldasokbdl formélisan ugy
kaphatok meg, hogy a HOOKE-torvény esetére kapott megoldasokba G helyére a G,K

helyére a K operatort kell beirni. Ezzel a feladat persze még nincs megoldva, hiszen
ezeknek az operatoroknak az alkalmazasaval a HOOKE-féle megoldasok differencil-
egyenletekké valnak, amelyeket még meg kell oldani.

ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETRE VEZETO ESET. Ezek utdn példaként nézziik

meg, hogyan hasznalhato fel a 2G operator, a formalis jelolésen tul, a szogtorzulas

Y 20 (r, o, t) reologiai valtozatdnak meghatarozasara, ha ismerjiik a

38

0 G\r
HookE-féle valtozatot. Ekkor
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m(r,co,t)=é(£jzd(¢) = 5?2¢=(§J2d(co) =

r

s(cen 2l =(1+e 2 K ato) @ niy 7., =(X] ato)

r r

2
Kihasznaltuk, hogy az egyenlet jobb oldalan szerepld (EJ d ((o) nem fiigg #-t6l, ezért
r

2 2
(1”2) (Ej d((p){ﬁj d(p).
ot )\ r r

Végiil egy elsérendti differencidlegyenletet kaptunk, amely

= -~ ~ Hook
MY 2o+ GVop =G7.5"¢
_S,
. P I , . =~ _ n ~ Hooke . 4
alakban is felirhatd. Altalanos megoldasa 7., =Ce " +y.,”". Innen lathato, hogy
ha t—o, akkor y,, — ?fp””ke, vagyis a reologiai megoldas ¢ — oo esetén tart a

HookEe—féle megoldashoz (G és n pozitiv allandok). A C integralési dllanddé meghata-
rozasdhoz meg kell adni y,, kezdeti, azaz ¢=0-nal felvett értekét. Ez nyilvan csak 0

— Hooke

€S 7.y koze eshet, hiszen y,, ndvekvd fliggvény. Ezért célszerlinek latszik a
Yz (r.0.0)= k?gﬂwke (r, @) valasztas, ahol 0<k <1.Ekkor C = (k- 1)}75;"]‘6, igy
S, _G,
~ — Hooke — Hooke
(56) Vg =Vzp  |1=(=k)e" |=y. 7" a(t), a@®)=1-(1-k)e " .

Azt kaptuk tehat, hogy ebben az esetben a 7, reologiai megoldas a ;7;[/,""]‘6 HOOKE-

féle megoldasbol egy a(r) tényezdvel valo szorzassal kaphat6. Ha k =0, akkory,, a

vagatnyitds pillanatdban 0-r6l indul. Ha k=1, akkor 7, = 775;”/‘6 mar a vagatnyits

pillanatdban. A gyakorlat szdmara fontos lehet a k= G valasztas. Ekkor
n
V2o (r9,0) = 7;””“ ﬁ, vagyis a vagatnyitas pillanataban a végtelen gyors nyitasnak
n

megfeleld szogtorzulas érvényes. Ebben az esetben

G
= ~ Hooke -Gr '
Vo =V 1_7777 e’

Megjegyezziik, hogy ezek az eredmények matematikailag annak kovetkezményei,
hogy barmely
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ay+by=f, a#0, b=0 allandok, f nem fiigg ¢—tdl

alaku differencialegyenlet olyan megoldasa, amely kielégiti az y(0) = kf* kezdeti felté-

telt (k valds szam),

o= lJ{k_l]e_Zt =f-a) a(t)=l+(k—ljezt.
b b J b 3

MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETRE VEZETO ESET. Kovetkezd példaként allit-
suk eld a

2
3K -2G (R
57 5Hooke=_4 b
G7 : 6K+2G(rj ((D)

fesziiltség reologiai megfeleldjét.

Elso Iépésként 2G és 3K helyére irjuk be a 2G ¢és 3K operatorokat:

5 A 2 2
3K-2G (R 5~ ~ ~\[R
o,=—4———|—| blp), ® 6K+2G)g, =—43K-2G||—| b .
’ 6K+2G(r) () | b : {[J (co)}

Felhasznalva 2G és 3K (54)-beli értelmezését, rendezések és atalakitasok utan az
2

ac,+b6. +c6. =—4b(p)3K - 2G)(£) = (6K +2G)G ook

r

(58) a=6Kt+2nt,, b=6Kr+6K 6 +2Gr,+2n, c=6K+2G
masodrendii differencialegyenletet kapjuk. Altalanos megoldasa

(59) 6-2 = 62 (7", gD,t) = Cleilt + Czelzt + 6500]{6 s
—

& (r.g.)

ahol4; és A, az ai? +bA+c=0 Kkarakterisztikus egyenlet gyokei. Mivel az a,b,c
egyiitthatok pozitivak, ezért A; és A, negativ. Komplex gyokok esetén a gyokok valos
~ Hooke ~

része negativ. E miatt limo, =0, =0, (r,go,OO).
t—w

A C és C, allandokata &_(0)= kG, ()= ke és 6_(0)=0 kezdeti feltételek
felhasznalasaval hatarozzuk meg (0<k <1). Az elsé feltétel abbdl a meggondolasbol

irhato fel, hogy &. kezdeti értéke 0 és o /°* kozé esik, a masik az 5.2 pontban

levezetett Gsszefiiggésbol. Mindezek utan

2, (k _1)&1’ A _1)&2’ _ ke g (y)
Ay =4 =4 ) ’

(60) o, =0, (r,gp,t) 621{””]‘6 (r,go){l +
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ahol «a(t) aszogletes zargjelben 1évo fiiggvény.

Itt feltételeztiik azt, hogy a karakterisztikus egyenlet gyokei valds szamok és kiilon-
boznek egymastol.

Ha azonban A; =4, =4, akkor
G.=6(rpt)=Ce" +C,te’ +5_(0).
A G.(0)=ka*, &_(0)=0 kezdeti feltételeket kielégité megoldas pedig

(60a) G, = {1 +((k=1)- Ak —1)t)e“}- GHooke — o(t)- 7% = a(t)- 6. (r,p. ).

z
al(t)

Ehhez a megoldashoz ugy is eljuthatunk, hogy a kiilonb6z6 valds gyokok esetén ka-
pott o, megoldas hatarértekét képezzik 4, - 1, =14 esetén.

Ha a karakterisztikus egyenlet gyokei komplex szamok, legyenek ezek
—-b [
M=q+io, LhHh=q-io, q:2—, o =4ac-b* ,
a

akkor &, felirhato

(60b) o

(V,(D,t) = (Clcosa)t + CZSina)t)eqt + 6500/@

z = 6-2
alakban is. A &.(0), 6.(0)=0 kezdeti feltételeket kielégitd megoldas

o, = {1 + ((k —1)cos ot — lc](k - 1)sina)tjeq’ } -G Hooke = o). g Hooke

@

Ehhez a megoldéashoz a kiilonb6z6 valds gyokdk esetén kapott o, megoldas atala-

kitasaval is el lehet jutni. Ekkor azt kell felhasznalni, hogy
A =q+io, = e = eqt(cosa)tJrisina)t),
A =q—io, = e = e‘”(cosa)t—isina)t),
-4 ="2iw.
Végtelen gyors liregnyitas esetén valtozatlanul érvényes a

&.(r.90)=6.(0) = kg ook

azaz

2 2
_4211?1'—2771'0 (Bj b(¢)5_k43K—2G(£j bo)
LT 2nTt, \Ur 6K +2G\ r

azonossag. Innen
i = 3Kt -2n7, 6K+2G
6K,r+2nt, 3K-2G
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Ezt behelyettesitve a (60),(60a), (60b) formuldkba, az igen gyors nyitdshoz tartozo
megoldasokat nyerjiik, amelyek kielégitik a kezdeti feltételeket.

HARMADRENDU DIFFERENCIALEGYENLETRE VEZETO ESET. A levezetést csak az &,

esetére mutatjuk be:

2 ~ ~ 2 4
61) E(r,(p,t)=—iN(£] _tlp) 43[f+4€[ﬁj —3(£j :
' 2G\ r 2G| 6K+2G\r r

amely atszorozva

62) 2G(6K +2G), =—al6K + 26‘(5}2— b(¢){4(31% ¥ 46{5)2— 3(6K + 26‘(5)4} .

r r r

Figyelembe véve, hogy

_ 2G+277§ _ 3K+3Kvg
0
I+7— I+7, —
ot 0

a kijelolt miiveletek és atalakitdsok utdn a (62) egyenldség az

(63) Aé. +Be, +Cé, + Dé, = Dg !k

allando egyiitthat6s, harmadrendii differencidlegyenletbe megy at, ahol
A=2n(6K 7 +2n7,),

B =2G(6K,7+2nt,)+2n(6K7 +6K, +2G1, +2n),

C =2n(6K +2G)+2G(6K7 + 6K, +2Gt, +2n),
D =2G(6K +2G).

(64)

A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
AX +BA +CA+D =0,

melynek gyokei A;,4,,43. Mivel az 4,B,C, D egyiitthatok mindegyike pozitiv, ezért a
M, 4,43 gyokok mindegyike negativ, ill. az esetleges komplex gyokok valos része

esetiinkben negativ. A differencialegyenlet dltaldnos megoldasa
(65) g, =&.(rp1)=Ce" +Ce™ +Cie™ + &M% (r,p).
Mivel a gy6kok mindegyike (ill. azok valos része) negativ, ezért

— gA f[ooke (

lime,(r,p,t) r@)=_¢,(r.g®).
t—>0

A masodrendi differencidlegyenlet egylitthatdinak (58) alatti €s a harmadrendii (64)
alatti form4jat 6sszehasonlitjuk, akkor
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A=12na,

B=2 2nb

66) Ga + 2nb,
C =2nc+2Gb,
D =2Gc.

vagyis a (63) alatti differencialegyenlet felirhatd

3 2
£A6—+ Ba—+ c2. D}s = Dg ook o

o’ ot? ot
2
©(1+£2j o b£+c g, = cg ook
G ot ot? ot

formaban — a bal oldalon egy elsérendii és egy masodrendl differencialoperator szorza-
taként — is.

E miatt a A;,4,,43 gyokok a mar az el6z6kben levezetettek:

:——+1/ - ———1[ - ———.
2a 2a A

A C;,C,,C3 egyiitthatok meghatarozasa érdekében harom kezdeti feltételre van

sziikségilink. Akarhogy is adjuk meg azokat, értékiik #-t6l nem fiigghet (azok ¢ szem-
pontjabol allandok). Ezek az 5.2 pontban levezetett (14)-(16) képletek alapjan — vég-

telen gyors liregnyitéas esetére — megadhatok. Jeldlje ezeket ¢, (O) g, (O) £,(0).

Ennek megfeleléen a C;,C,,C5 egyiitthatok a
Er (O) = Cl + CZ + C3 + ‘§r (OO)’ (gr (OO) = Ei{—]OOke)’
(67) £.(0)=C A +CyA, +CiAs,
£,(0)=CA2 +C,23 +C 13
linearis egyenletrendszerbdl hatdrozhatok meg:
(68) Cl = Cz =" C3 ="

ahol
= (/12 -4 )()“3 _)“1)(/13 _12)’

D, = gr (0) A Aal=HA -4, ){1312 [£,(0)-&,(=0)]- (4 + 4, )¢, (0)+ &, (O)}
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:.r (0) A=A -4 ){/11/13 [£,(0)-&, ()] - (2 + 2,6, (0)+ &, (0)}

Dy =4 4, £.(0) |=+H4 -4 ){11/12 [£,(0)-&,(=)]- (4 + 2, ), (0)+ &, (O)}

¢s a benne szerepld kezdeti értékek:
- t (RY t| 3K r+4nr, (RY RY
6 0=t =2 (R) i a2 ) )]
2n\r 2n| 6K, t+2nt \r r
. K 2
gr(()):i i ,(0)+ VKo |_1f,_Gr 6,(0)=-—-= i (5} _
2n U] 3K, K, ) 2n n 2 nNr
2 4
—b((p 1 1_ﬂ + L 1_KTO 1 1_ﬂ _ 3Kt 4(5} _3(5) )
2n n 3K, K, 2n n )|6K,t+2nt, r r

2 _x2 2 2 2
E(O):_G—Gra_r(o)_{KKV K’t, G GTJOA_O(O):G GT(EJ N

3K 2n° 2n°
KK, —K*? ~-G? 3K 2 !
+b(p S T G fr v 4(5J —3[£j .
3K, 2n 6K, t+2nr, \r r

A REOLOGIAI MEGOLDAS OSSZEFOGLALASA. Az elmondottak alapjan, az altaldnos

crer

1d6tdl fiiggetlen komponensek:

~ _ ~Hooke ~ _ ~Hooke ~ _ ~ Hooke ~ _ ~ Hooke ~ _ ~ Hooke =
O-r - O-r ’ O-(p - U(p ’ ro _Trga ) 0z~ Tgaz ’ zr Tzr ) gz - O .
1d6tdl fiiggd komponensek:
- elsorendben:
- ~ Hooke
;/V(D ro
= ~ Hooke
Yoz 4 At ~H Gt G
=72 |+ Ce”!, ahol C=—plookel 1 =2 | A=-—1¢,
— Hooke ze
}/Z}" 7/zr 77 T]
ﬁz ﬁZHooke
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- mdasodrendben:

-~ ~ Hooke
O-Z O-Z
G, |=| ok |+ ce + Cet?,
go é::[ooke
ahol
3K, 7 -2nt,
6_ZHooke 6zHooke 3K —2G
C, = &Hooke 2’2 (k _1) C, =— 6H00ke /11 (k _1) k= 6K +2G 3KVT
1= o ’ 2 = o ’ -
~ Hooke 1’2 - /ll =~ Hooke /12 - /11 6KVT + 2777'-0 3K
& o 2771'0
2G
P _—b+\/b2—4ac P _—b—\/b2—4ac
! 2a S 2a ’
a=6Kt+2nr,, b=6Kt+6K, 6 +2Gr,+2n, c=6K+2G,
- harmadrendben:
étr é:rHooke
-~ = Hooke
& & A A A
ﬁ¢ =| e |+ +Cre™ M + e,
- ~ Hooke
M(D o
ahol

g, Eo;—g,((oo)) £.(0)) (¢,(0)

_+i £,\0)=¢, (0 (44 g(p(o) N é(p(o)
G451 7 0)-a ) | BB o) [*] o) |

i, (0)- i, () i,(0)) L (0)

é,go;—gr((oo)) £.(0)) (¢,(0)

1 £,(0)—¢, (o £,(0)| |¢,(0)
R S O R O T PO T EAOT)

i, 0)- i, () i,0)) i) (0)

érg();—ér((oo)) £.(0)) (&.(0)

o 8056 180 ]40

=51 AA) 2 0)-a,60) [TH 2 i 0) | |i 0)

i, (0)- i, () i(0)) Lii)(0)
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9. FEJEZET
REOLOGIAI MEGOLDAS TEHETETLENSEGI STANDARD MODELL ESETEN

A 2.1. szakasz 2. tdblazatdban lathatd, hogy a tehetetlenségi testhez tartozé

anyagegyenletekben
o2 2
2G+2777+6’—2 3K+3Kvé+008—2
26 = o 3K = Lo
0
I+7— I+7, —
ot t

Ezt felhasznalandod, példaként nézziik meg, hogy hogyan irhaté fel a HOOKE—

2
torvény szerinti ;75;"/‘6 = é(ﬂj d(¢p) szogtorzulas reologiai megfeleléje, ha figyelem-
r

be vessziik a torzulasi és a térfogati tehetetlenségi tényezo szerepét is.

Cseréljik kia G egyiitthatot a G operatorra:

2 2
— Hooke R ~ - Hooke R
Gyt :H d(p) = Gyl :H d(p) =

r r

o 0. o\ (RY
(69) = [G+n§+561—2}/w _[1+15J{[7j d(q))}.

Elvégezve a kijelolt derivalasokat, a

70 9 = = G" _ R 2d _ G"HO()ke
(70) SV 1z + Gy =| (p)=Grl

masodrendi differencialegyenletet kapjuk. Altalanos megoldasa

~ At Aot ~ Hooke
720 =Ciee " +C,e +V20

ahol 4 és 4, a g/lz +nA+G =0 Kkarakterisztikus egyenlet gyokei:

; —n+\n’-2G0O
1:

0

77—\[772 -2G0 .

0

)

P

Mivel 0,17,G pozitivak, ezért 4 és Ay egyarant negativ, igy limy,, =;7£Ip””ke
t—0
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A (C; é (C, allandok meghatarozasdhoz adjunk meg két kezdeti feltételt. Legyenek

Hooke — Hooke

ezek 772@ (r,go,O) = k}7w (r,(o), fz(p (r,go,O) = 172w (r,(p), 0<k<1, [ tetszéleges va-

16s szam.

A két feltételt kielégitd partikularis megoldas
?zq) = }72(/7(7”,(0,t):
(71) _ L1=-k)+1 M=k)+! _ .
— }/HOOke(V,(D 1— 2( )+ ellt n 1( )+ elzt _ }/Hooke 'Ol(t)

zp

Erdekes lehet, és ellendrzési célt is szolgélhat az az eset, amikor € — 0. Ennek

vizsgalatahoz el6szor szamitsuk ki 4; és A, hatarértékét, ha 6 tart nulldhoz:

—1++4n2 -2Go ~2G

lim A4y = lim = lim ————— - _=
60— ! 6—o0 0 9_>002 ’7]2—2G9 n

(A L’HOSPITAL — szabalyt alkalmaztuk).

—00

b

2
—-n—4n°-2G6
lim 4, = lim TN =

60— 60— o
ugyanis a szamlalo tart -27-hoz , a nevezd pedig nullahoz ( > 0, G > 0).

2
~2n?-2G#
Tovabba Ay — A = — V!

0

b

-+ (n—n* -2GO)1-k)+10
lim —=——— = lim =

A=k +1 . (—p+n?=2GO)1-k)+16
lim = lim =0

0—0 Ay -4 -0 ) [772 -2G6

Ezeket felhasznalva, a (71) hatarértéke

1-k,

——t
limy., =7(r.p)=7:" (o) 1-(1=kJe " |= 7" alt)

G
-t
alt)=1-(1-k)e ",
amely egyezik a klasszikus standard modell esetére levezetett alatti eredménnyel.

Végeredményben tehat itt is igazolddott, hogy a reoldgiai megoldas a HOOKE—
féle megoldasbol egy #—t6l fliggd tényezdvel vald szorzassal kaphato.
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Megjegyezziik, hogy az «a(¢) fliggvény a kovetkezOképpen is meghatarozhato6.
Ugyanis keressiik példaul a reoldgiai fiiggvényt
720 0.0)= 725" (r.0)- lt)

kéttényezOs szorzat alakjaban. Helyettesitsiik be ezt a szorzat alaku feltételezett megol-
dasta (70) differencialegyenletbe. Ekkor az

I, . .

56’05 +na+Ga=G
allandoé egyiitthatoju differencialegyenletet kapjuk. Altalanos megoldésa

a=o(t)= Cleﬂlt + Czeizt +1,

ahol 4; és A, az %6%2 + 1A+ G =0 masodfoku karakterisztikus egyenlet két gyo-
ke.
Az a(0)=k, a(0)=1 kezdeti feltételeket kielégitd partikularis megoldas

InU=k)+l a0 M=K+l g

a=a()=1-
Ay =4 Ay =4

2

amely egyezik a (71)-ben szerepld a(¢)-vel.
Kovetkez6 példaként hatdrozzuk meg a
= 2
3K-2G (R
(72) o, = —4ﬁ(—J b
6K +2G\ r ((p)
egyenlet megoldasat, amely atalakitas és rendezés utan az

= = ~ —~ ~ Hook
(73) a0, +a,0,+a,06,+a,0, =a,0," ",

harmadrendii differencialegyenletbe megy at, ahol
a, =207t+0r7,,
a, =20,+0+6K t+2nr, =20,+0+a,
a =6Krt+6K, 6 +2Gr, +2n =b,
a, =6K+2G =c.

(73/a)

Az itt szerepld a, b, c¢ egyiitthatok mar az (58) képletekkel is adottak, amelyek a stan-
dard modell esetén kapott masodrendii differencidlegyenlet egytitthatdi. Ezeket a (73/a)-
bol 8 =0 ¢és 6, =0 helyettesitéssel is megkapjuk.
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A (73) differencialegyenlet altaldnos megoldésa:
(74) G.=6_(rpt)=Ce" +Cye™ +Cye™ +ghoke
ahol A,,1,,4; az a;A> +a,* +a,A +a, =0 karakterisztikus egyenlet gyokei (ha azok
kiilonbozo valds szamok).
Az el6z06 példahoz hasonldan

R O = OO

2G 2G| 6K+2G B

A részleteket mellozve az

(76) A5 € r+a, & r+ 036, + 0,6, + a6, +ayE, = aye ok
otodrendi differencialegyenletet kapjuk.

Az egyiitthatok:
(76/a) as =0(20,7+071,),
(76/b) a, =0(20,7 + 07 +4nt, )+ (4n6,+ 6K O)r,
(76/c) a, =4n0.+6K 0+4GO,+6KO0t+4GO7  + 4,
(76/c) a, =4G0,+6K0 +4GO + B,
(76/d) a, =C,
(76/e) ay = D.

Az itt szerepld 4, B, C, D allandok ugyanazok mint a (64) képletekkel megadottak, va-
gyis a standard modellhez tartozé differencidlegyenlet egyiitthatéi. Ezeket a (76/a)-bol
0 =0 és 6, =0 helyettesitéssel is megkaphatjuk.

A (76) differencialegyenlet altalanos megoldésa:
(77) &, =&.(rpt)=Ce™ +Cye™ +Cie™ + Cie™ + Cse™ +2%(r,p),

ahol 4, Ay, Ay, Ay, As az ash +a, At + a2 +a,/* +a,A+a, =0 otodrendii karakte-

risztikus egyenlet gyokei.

A REOLOGIAI MEGOLDAS OSSZEFOGLALASA. Az elmondottak alapjan, az altalanos

crer

Id6tol fiiggetlen komponensek:

~ ~ H
G, =6 ooke,

. Hooke - = Hooke -~ ~ Hooke = ~ Hooke g =0.

Ggo = G(p ’ z-r(p :Trgo ’ Tgoz: Tgoz ’ Tzr = Tzr ’ z
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1d6tal fiiggd komponensek:

- masodrendben:
> ~ Hooke
yr(o re
77 ~ Hooke
v7 =70 |y Clett 4 Clet?,
> — Hooke
}/ZV zr
izz gfooke
- harmadrendben:
~ ~ H
O_Z O_Z ovoke
= _ | =~ Hooke At Aot A3zt
o, |=|0o, +Ce™" +Ce"? +Cie" Y,
~ ~ Hooke
80 80
- Otodrendben:
a ~ Hooke
r gr
a g,Hooke
At Aot Mt Agt Ast
=" +Ce™' +Cre"? +C.e®" +Cpe™* +Ce™5'.
~ Hooke 1 2 3 4 5
u, u,
o ~ Hooke
U, 0
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sok, kdzegkinematika, a térid6 szerepe, stb.).

Eddig 20 szakcikke jelent meg, tarszerz6 5 konyvfejezetben.
1112 Budapest, Igmandi u. 26. Tel: (1)-215-8463,
tamas.fulop@gmail.com.

SZARKA ZOLTAN DR. (1927) okl. mérnok (1950). 1950-t61 a Nehézipari
Miiszaki Egyetem — ma Miskolci Egyetem — Matematikai Tanszékének
oktatdja. 1967-t61 egyetemi docens, kozben két idészakban tanszékve-
zetd, 1991-t6] nyugdijas, de oktatoéi munkajat 2006-ig folytatta. Szakte-
riilete a kiegyenlitdszamitas, de 56 évi egyetemi munkdja soran a mate-
matika szamos teriiletét (analizis, parcialis differencidlegyenletek, va-
16szinliségszamitas, komplex fliggvénytan, stb.) miivelte. Szamos hazai
és kiilfoldi eldadasa mellett 50 szakcikke és 36 konyve és egyetemi
jegyzete jelent meg, részben tarsszerzokkel.

3529 Miskolc, Csabai kapu 34. Tel: (46) 362 905,
mateva@gold.uni-miskolc.hu
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