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ELÕSZÓ 
 
 

 A MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT ezt a kötetet az elmúlt négy év 

kutatási eredményei egy részének tematikus össze∀oglalására és alkalmazás bemutatásá-

ra szánta. Ennek megfelelõen a kötet két részre tagol∃dik.  

Az elsõ rész két tanulmánya össze∀oglalja az izotrop közegek kontinuummechanikai 
alapegyenleteit, rámutatva a de∀ormá∋i∃tenzor szere(ére) az anyagtörvény ∗konstitú∋i∃s 

össze∀üggés, termodinamikai értelmezésére) az egziszten∋ia- és uni∋itástételekre. −e-
mutatja a mechanikai változ∃k kiküszö.ölésének m∃dszereit) � közkeletû elnevezéssel � 
megoldási m∃djait ∗val∃já.an az ala(egyenletek egyetlen változ∃ra ∀eloldott alakját,. 
Majd vizsgálja az egyensúly esetét) s e..en az eset.en alkalmazhat∃ m∃dszereket. 

A m∋sodik rész két tanulmánya bemutatja az alkalmazás ∋su(án egyetlen (éldáját: 

földalatti ∀olyos∃k me∋hanikai tervezésének menetén keresztül. Ezeknek a cikkeknek az 
igazi elõnye nem a..an rejlik, hogy az adott probléma megoldásait megadják � az elsõ 
rész.en tárgyalt elvi össze∀üggések segítségével) � hanem a számos más esetek.en is 

alkalmazhat∃ ötleteket sugallnak (anyagtörvény egyszerûsítése) te∋hnol∃giai idõ kezelé-

se, kezdeti feltételek megtalálása) magasa..rendû egyenletek egyszerû megoldása) st..,. 

Eddigi szokásunknak megfelelõen) a meg nem oldott esetekre is ráirányítjuk a ∀i-
gyelmet, hogy minden mechanikával ∀oglalkoz∃ szakem.er lássa) hogy milyen utat tet-
tünk meg, s ha szerencséje és kitartása van) akkor szolgáltassa a még hiányz∃ megoldá-

sokat. 

Néhány korá..i eredményünket) már közzétett munkánk néhány gondolatát is beé(í-

tettük ∋ikkeink.e) (éldául  

a 7TH
  EUROMECH Solid Mechanics Conference (ESMC), Lisszabon, 2009. szeptember 

7-11 közötti konferencián ASSZONYI CSABA, VÁN PÉTER és FÜ:ÖP TAMÁS által  Ob∗ectivity 

and ,ontin∃∃m Mechanics címmel, FÜ:ÖP TAMÁS és VÁN PÉTER által −inite Strain 

.ensors: 0hich one to ∃se1 címmel tartott elõadások egy-egy gondolatát,  
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valamint 

az �ISRM Symposium EUROCK 2009� Dubrovnik, 2009. okt∃.er <=-31 közötti konfe-
rencián FÜ:ÖP TAMÁS és BÉDA GYULA által  

�
nalytical In✁ estigation of the Rheological ✂

ynamics of .∃nnels címmel tartott teljes elõadást is, bõvített ∀ormában, hogy magyar 
nyelven is hozzáférhetõ legyen. 

 

 

B∃dapest∀ 20094 november 564 

 

 

2 Szerzõk 



I n t e r n a t i o n a l S o c i e t y f o r R o c k M e c h a n i c s

Mérnökgeológia-Kőzetmechanika 2010 Konferencia, Budapest

RUGALMASSÁGTANI ÉS REOLÓGIAI LINEÁRIS FELADATOK

Fülöp Tamás

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST

A lineáris közelítésben tekintett rugalmasságtani (azaz HOOKE-modellt alkalmazó) és reo-

lógiai (KELVIN-modellt, POYNTING-THOMSON-modellt, . . . tartalmazó) kontinuummechanikai fel-

adatok tárgyalásához segédkezik jelen írás. Többek között áttekintést ad a vonatkozó kinematikai

szempontokról (eközben bebizonyítja például, hogy az u̇ = v és εεεε = 1
2(u ◦∇+∇◦ u) formulák

általánosan összeférhetetlenek egymással), foglalkozik a dinamikai egyenletrendszer megoldásá-

val, és vizsgálja az egyensúlyi/kvázistatikus közelítést a megoldás egyértelműsége szempontjából.

1. A DEFORMÁCIÓTENZOR FIZIKAI SZEREPE, KINEMATIKAI

ÉSZREVÉTELEK

A deformációtenzor a kontinuum kinematikájához kapcsolódó mennyiség, de szerepe

nem az, hogy a közeg mozgásának matematikai leírását („könyvelését”) nyújtsa. Erre a

célra nem is alkalmas, ugyanis érzéketlen egy tetszőleges helyfüggetlen haladó mozgásra

és egy tetszőleges merevtestszerű forgásra. Másra használjuk: arra, hogy a közeget jellem-

ző konstitúciós reláció („anyagtörvény”), például egy rugalmasságtani1 lineáris konstitú-

ciós összefüggés geometriai jellegű változója legyen. Tehát például azt kívánjuk megadni

általa, hogy az anyag egy helyi geometriai állapotához — alakjához, deformáltságához

(tágultságához és torzultságához) — milyen belső erők (feszültségek) tartoznak. Ha en-

gedjük, hogy egy szilárd közeg teljesen relaxáljon, szabadon kirúgja magát, akkor felvesz

egy bizonyos alakot, amiben feszültségmentes, minimális rugalmas energiájú, egyensú-

lyi állapotban van. Ez az ő ideális, természetes alak-elrendeződése, kitüntetett geometriai

állapota. Ha ehhez a geometriai elrendezéshez képest más alak-eloszlásra kényszerítjük,

ahhoz erőkre-feszültségekre van szükség, illetve ilyenek ébrednek benne.

1 E szó alatt ez az írás azt fogja érteni : reológiamentes, azaz ahol feszültség és deformálódás között
direkt, időkésés nélküli kapcsolat van. Lineáris keretben a HOOKE-modellt jelenti.
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A tankönyvek általában egy t0 referencia-időpillanattól mért elmozdulásokból, azaz

az akkortól bekövekezett változásokból származtatják a deformációtenzort. Ez azonban

csak akkor lehet megfelelő a kívánt fizikai szerep szempontjából, ha t0-kor a közeg a

maga természetes, ideálisan tágulatlan-torzítatlan, teljesen relaxált, „békénhagyott”, ha-

tásmentes állapotában van. Ez a valóságban néha teljesül, néha nem. Például egy fém

vagy kőzet mintadarab laboratóriumi egytengelyű terheléskísérletének kezdetén teljesül-

het (bár precíz emberek már itt is rámutathatnak a légköri nyomás nemnulla voltára és

az ebből fakadó kicsi összenyomódottságra). Egy alagútnyitás vagy más hasonló mély-

építési feladat során azonban nem: a talaj vagy kőzet az önsúly és a különböző földtani

okok/viszonyok miatt sosincs, és talán sosem volt fesztelen, szabad, relaxált állapotban,

talán egyetlen közegpontban sem.

A deformáció tehát általánosan nem egy változást, hanem egy állapotot kell jel-

lemezzen. Egy geometriai állapotot, hogy a közeg helyileg mennyire van kitágulva-

összenyomódva és eltorzulva egy bizonyos ideális, legbékénhagyottabb állapotbeli alak-

hoz képest. Egy kezdeti pillanatban egy valamilyen — nulla vagy nemnulla deformáltságú

— állapotból indulunk, a közeg mozgása pedig ennek az állapotnak a változását szabja

meg. A deformáció (szubsztanciális) időderiváltja a közegmozgás helyfüggéséből, azaz a

sebességmező térderiváltjából határozódik meg, és ehhez a differenciálegyenlethez kez-

deti feltételként tehetjük hozzá a kezdeti — nulla vagy nemnulla — értékét.

Megjegyzendő, hogy a rugalmasságtanban az időbeliség sokszor nem látszik expli-

cit módon, de valójában olyankor is jelen van. Már maguk az „elmozdulás”, „alakválto-

zás” kifejezések is jelzik, hogy változásokról, folyamatokról beszélünk, változások pedig

szükségszerűen mindig időben zajlanak. Amikor például egy egyik végén vízszintesen

befogott rúd súlyerő hatására történő lehajlását tekintjük, világos, hogy egy folyamatról

van szó, ahol a rudat vízszintes nyugvó állapotból indítjuk, mely aztán (például lengések

és rezgések után, csillapítások hatására aszimptotikusan) egy statikus egyensúlyi végálla-

potba fejlődik. A végállapot történetesen független attól, hogy a folyamat milyen konkrét

időbeli lefolyással zajlott le. Ennek ellenére kétségtelen, hogy egy valamilyen időbeli fo-

lyamat során jutott át a rúd a kezdeti állapotból a végállapotba, és a végállapothoz rendelt

elmozdulás a kezdeti állapottól mért elmozdulást, odébbmozdulást, helyváltoztatást je-

lenti. Ugyanígy egy időbeli folyamat zajlik minden olyan esetben, amikor „ráadjuk” egy

testre a terhelést, vagy egy talajból kivett fúrómag „felszabadul” a terhelés alól.

Az elmozdulás is az időbeliség révén értelmezendő : mint az időbeli változások egy-

fajta felösszegzettje. Önmagában u(t) elmozdulás, mint valami állapotjelző nem létezik.

Csak egy kiválasztott t0 kezdeti időponthoz viszonyított ut0(t) létezik, mely az

ut0(t) =

∫ t

t0

v(t′)dt′(1)

odébbmozdulásként értelmezhető (itt rögzítettünk egy közegpontot, ennek sebességét in-
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tegráljuk időben).

Konkrét rugalmasságtani és reológiai problémák megoldásához praktikus választani

egy kezdeti t0 időpontot, a közegpontokat az akkor elfoglalt r helyvektorukkal jellemez-

ni, és ezt az r anyagi helyváltozót használni a lokális (inerciális) riner helyváltozó helyett.

Általában nem tételezhetjük fel, hogy eme t0-kor a közeg nulla deformáltságú állapotban

van — egy másik szempontból hasznos ez a lépés. Így ugyanis az anyag által kitöltött

tartomány határának bármely pontját minden időpillanatban ugyanazzal a helyváltozó-

értékkel jellemezzük, mely a peremfeltételek kirovásakor előnyös technikai tulajdonság.

Pl. egy egytengelyű nyomás hatására fokozatosan kihasasodó henger palástját egy állandó

hengerpalástként, a kezdeti hengerpalásttal írhatjuk le. Ha lokális/inerciális változókban

dolgoznánk, azokban nézve a közeg határa időfüggően vándorolna, a vándorlást folya-

matosan követni kéne, mely gyakorlati-számolástechnikai szempontból felettébb kényel-

metlen volna. Ne feledjük azonban, hogy az anyagi helyváltozó használatától peremfel-

tételeink még nem feltétlenül válnak az idő változótól függetlenné: ha a terhelés változik

közegünk határán, akkor a peremfeltételek elkerülhetetlenül időfüggőek (tehát mindig,

amikor ráadunk vagy lecsökkentünk terhelést). Reológiai viselkedésű anyagoknál ez az

időfüggés reológiai folyamatokat indukál, melyeket nyomon kell követnünk.

Kezdeti t0 időpont és r anyagi helyváltozó használata esetén, ha az r-el jellemzett

közegpont a t pillanatban a χt0
(t, r) inerciális helyen jár, akkor elmozdulása [ld. (1)]

természetesen az

ut0(t, r) = χt0
(t, r)− r(2)

módon is számítható. Ez az elmozdulás azonban általában nem a t-kori deformáltsággal

mint pillanatnyi fizikai-geometriai állapottal kapcsolatos, hanem csupán a t0 és t között

lezajlott kinematikai változással.

Térjünk most vissza a deformációra. Ez a mennyiség — a már említett fizikai szere-

pének megfelelően — az anyag deformáltságát, azaz a pillanatnyi helyi geometriai viszo-

nyoknak az ideálisan ellazult állapothoz tartozó alakviszonyoktól való eltérését hivatott

mérni. A közeg mozgása a deformáció változási gyorsaságát szabja meg, maga a de-

formáció meghatározásához pedig szükséges egy kezdeti érték ismerete is. Ezeknek a

jellegzetességeknek a véges (azaz nem feltétlenül végtelenül kicsi, „infinitezimális”) de-

formációkra (deformáltságokra) vonatkozó következményeivel korábban [FÜLÖP (2008)]

foglalkozott. Jelen céljainkra, azaz a lineáris problémákhoz viszont elegendő lesz a kis

deformáltságok és elfordulások esetén alkalmazható CAUCHY-deformációtenzor. Ennek

definiáló differenciálegyenlete

ε̇εεε = (v ◦∇)S ,(3)

ahol a felülpont a szubsztanciális időderiváltat jelöli, mely anyagi helyváltozó használata

esetén egyszerűen a parciális időderivált, ◦ a diadikus/tenzorszorzat jele, ∇ az r anyagi
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helyváltozóban vett térderivált, mely kontextustól függően hat balra (
←

∇ ) illetve jobbra

(
→

∇ ) [kérdéses esetekben a kontextust zárójelezés fogja egyértelműsíteni], végül S a ten-

zorok szimmetrikus részét jelöli [az antiszimmetrikus részt pedig A , továbbá T a transz-

ponálás jele ; többindexes tenzornál pl. A1,3 jelöli az első és harmadik „indexben” vett

antiszimmetrizáltat, mely indexesen pl. 1
2
(Cijk −Ckji) ].

A (3) egyenlet közvetlenül felintegrálható: a
∫ t

t0
időintegrálját képezve az eredmény

εεεε(t, r)− εεεε(t0, r) =

(
∫ t

t0

v(t′, r)dt′ ◦∇
)S

=
(

ut0(t, r) ◦∇
)S

(4)

(hiszen a térderiválás és az időintegrálás független, felcserélő műveletek), azaz

εεεε(t, r) = εεεε(t0, r) +
(

ut0(t, r) ◦∇
)S
.(5)

Ez tehát a CAUCHY-deformációtenzor hagyományos,

(ut0 ◦∇)S(6)

alakú bevezetésének2 azon általánosítása, amely tetszőleges kezdőfeltételekhez alkalmas,

és amely valóban a deformáltságot méri (nem annak egy megváltozását). Az (5)-ben sze-

replő εεεε(t0, r) kezdeti érték nem teljesen tetszőleges, ugyanis az εεεε(t, r) deformáltságten-

zornak teljesítenie kell a tankönyvekből is ismert alakú3

∇× εεεε×∇ = 0(7)

kompatibilitási feltételt.4

A (7) feltételhez kötődő következményekhez érdemes felidézni azt a hasonló hely-

zetet, hogy egy örvénymentes a(t, r) vektormezőhöz, azaz melyre ∇× a = 0, 5 létezik

— nem egyértelmű módon — egy U(t, r) skalár függvény (ún. potenciál), amelynek

gradienseként előállítható: a = ∇U. Ez a potenciál a vektormezőből vonalintegrállal

számítható ki :

U(t, r) = U∗(t) +

∫ r

r∗

a(t, r′)dr′,(8)

2 A t0 index nem fölösleges precízkedésből van (6)-ban kiírva, hanem mert lényeges szempontra hívja
föl a figyelmet.

3 ahol a bal oldal konvenciónk szerint
→

∇× εεεε ×
←

∇ -ként értendő, a sorrend a tenzoriális sorrendet
tükrözi.

4 Ez a feltétel a deformáltságtenzor véges deformáltságokra is érvényes kiterjesztésének [FÜLÖP

(2009)] tulajdonságaiból vezethető le a kis deformáltságok határesetében, itt nem részletezendő mó-
don.

5 A tértartomány, melynek minden pontjában kirójuk ezt, legyen egyszeresen összefüggő, bizonyos
bonyodalmak elkerülése végett.
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ahol az r∗ segéd-pontot és az integrálás útját tetszőlegesen választhatjuk, és ezek rögzítése

után a potenciál az U∗(t) tetszőleges időfüggő függvény erejéig határozatlan.

A (7) képlet egy szimmetrikus tenzormezőre fogalmaz meg hasonló tulajdonságot.

Ezzel a feltétellel matematikailag az ekvivalens, hogy létezik — nem egyértelmű módon

— egy uCAUCHY(t, r) vektor értékű függvény (nevezhetjük CAUCHY-potenciálnak, mert a

CAUCHY-féle deformációtenzorhoz tartozik), amelyből εεεε az

εεεε =
(

uCAUCHY ◦∇
)S

(9)

módon előállítható. Ez a vektorpotenciál-fajta εεεε-ból vonalintegrállal számítható ki, az

úgynevezett CESÀRO-formulával — melynek levezetését ld. pl. [BÉDA–KOZÁK (1987),

27. o.]-on:

uCAUCHY(t, r) = u∗(t) + Ω∗(t)
(

r− r∗
)

+

∫ r

r∗

[

εεεε(t, r′) + 2(εεεε ◦∇)A1,3(t, r′)
(

r− r′
)]

dr′,

(10)

ahol az r∗ segéd-pontot és az integrálás útját tetszőlegesen választhatjuk, és ezek rögzítése

után a CAUCHY-potenciál a tetszőleges u∗(t) vektorfüggvény és Ω∗(t) antiszimmetrikus

tenzorfüggvény erejéig, azaz tetszőleges időfüggésű merevtestszerű haladás plusz forgás

erejéig határozatlan.

Egy CAUCHY-potenciál tehát a deformáció egy matematikai segédmennyisége (ha-

sonlóan, ahogy egy σ · ∇ = 0 tulajdonsággal rendelkező feszültséghez ún. feszültség-

függvények rendelhetőek hozzá6). Fizikai jelentéssel azonban általában nem rendelke-

zik. Ránézésre (9) olyan, mint a CAUCHY-deformációtenzor hagyományos (6) bevezetése

(amely tehát nem kielégítő, mert nem törődik az általában nemnulla εεεε(t0, r) kezdeti felté-

tellel, és ehhez kapcsolódóan a deformációtenzor fizikai, deformáltságmérő feladatával).

Az ut0 és uCAUCHY közti kapcsolat azonban két okból sem triviális : az általában nem-

nulla εεεε(t0, r) miatt sem, és az u∗(t) , Ω∗(t) határozatlanságok miatt sem. Ezért nézzük

most meg, egy ismert εεεε(t, r) deformációmezőből hogyan és mennyire határozható meg a

ut0(t, r) elmozdulás.

Kiindulópontként azt állapíthatjuk meg, (4) és (9) összevetésével, hogy ut0(t, r) az

ε̂εεεt0(t, r) = εεεε(t, r)− εεεε(t0, r)(11)

szimmetrikus tenzormező egy CAUCHY-potenciálja kell legyen. Következésképp előáll a

CESÀRO-formula révén

ut0(t, r) = ut0∗(t) + Ωt0∗(t)
(

r− r∗
)

+

∫ r

r∗

[

ε̂εεεt0(t, r
′) + 2(ε̂εεεt0 ◦∇)A1,3(t, r′)

(

r− r′
)]

dr′
(12)

6 Eme analógia miatt uCAUCHY-et alakváltozási függvénynek is hívják.
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alakban, ahol az r∗ segéd-pontot és az integrálás útját mi választhatjuk meg — így az

integrált ki tudjuk számítani —, viszont ut0∗(t) és Ωt0∗(t) általunk ismeretlen. A közeg

elmozdulása tehát egy merevtest-elmozdulás erejéig határozatlan. Egyértelmű meghatá-

rozásához kell még valami többletinformáció a határozatlanságok rögzítésére.7 A gyakor-

latban egyes peremfeltételek (pl. befogott rúd: a perem egy része rögzítve van), vagy az

elrendezés bizonyos eltolási, forgatási és/vagy tükrözési szimmetriái szoktak ilyen egy-

értelműsítő többletismeretek lenni. Amikor viszont ilyen segítség nem áll rendelkezésre,

akkor csak az (1) képlettel számítható ki az elmozdulás. Előrevetítve az alább következő

dinamikai aspektusokat, ez azt fogja ránk róni, hogy ilyenkor a dinamikai mozgásegyen-

letet kell megoldanunk, akkor is, ha egyéb szempontokból annak mechanikai egyensúlyi

(„kvázistatikus”) közelítése is elegendő lenne, ugyanis az egyensúlyi egyenletrendszer

ilyenkor nem határozza meg egyértelműen a sebességmezőt.

Jegyezzük meg tehát : ha bárhol, bármikor egy

εεεε = (u ◦∇)S(13)

formulával találkozunk, ajánlatos gyanakodni : ha ebben u valóban elmozdulásként (azaz

ut0 értelemben) van értve, akkor ez a képlet csak nulla kezdeti deformációjú (deformáltsá-

gú) esetekben lehet érvényes. Nemnulla kezdeti deformáció esetén pedig ez az u csak egy

CAUCHY-potenciál lehet, akkor viszont nem elmozdulást ír le, mert az elmozdulás nem

εεεε, hanem ε̂εεεt0 egy CAUCHY-potenciáljához kapcsolódik, és még attól is eltérhet egy me-

revtestmozgás erejéig. Ha εεεε(t, r) helyett annak egy CAUCHY-potenciálját [uCAUCHY(t, r)]
ismerjük, abból úgy kaphatunk elmozdulást [ut0(t, r)], hogy képezzük az uCAUCHY(t, r)−
− uCAUCHY(t0, r) különbséget, mert az épp ε̂εεεt0(t, r) egy CAUCHY-potenciálja, hiszen (12)

alakú, ugyanis

uCAUCHY(t, r)− uCAUCHY(t0, r) = u∗(t) + Ω∗(t)
(

r− r∗
)

+

+

∫ r

r∗

[

εεεε(t, r′) + 2(εεεε ◦∇)A1,3(t, r′)
(

r− r′
)]

dr′ −

− u∗(t0)−Ω∗(t0)
(

r− r∗
)

−

−
∫ r

r∗

[

εεεε(t0, r′) + 2(εεεε ◦∇)A1,3(t0, r′)
(

r− r′
)]

dr′ =(14)

= [u∗(t)− u∗(t0)] + [Ω∗(t)−Ω∗(t0)] +

+

∫ r

r∗

[

ε̂εεεt0(t, r
′) + 2(ε̂εεεt0 ◦∇)A1,3(t, r′)

(

r− r′
)]

dr′.

Ez a különbség azonban egy merevtest-elmozdulás erejéig még eltérhet ut0(t, r) -től, ezért

ezt a határozatlanságot valahogyan még rögzítenünk kell. Ha vannak ehhez felhasználható

7 Ezek a határozatlanságok egyébként fizikailag is érthetőek: a deformálódás pontosan a merevtest-
szerű mozgástól való eltérés. Ezért a deformáció ismerete pontosan egy merevtestmozgásnyi hatá-
rozatlanság erejéig kell tudósítson a közeg mozgásáról.
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peremfeltételek, szimmetriák vagy egyéb többlet-tudásunk, akkor ezt meg tudjuk tenni, ha

nincs, nem.

Szögezzük le azt is, hogy az εεεε deformáció egy uCAUCHY CAUCHY-potenciáljára általá-

ban

u̇CAUCHY 6= v.(15)

Sőt, még ε̂εεεt0 egy CAUCHY-potenciáljának időderiváltja is általában eltér v-től : különbsé-

gük egy valamilyen merevtestmozgáshoz tartozó sebességmező. Ezért ha egy (13) formu-

la nemnulla kezdeti deformáció mellett van használva, akkor a benne szereplő u-ra (mely

ilyenkor nem elmozdulás, hanem CAUCHY-potenciál,) általában

u̇ 6= v.(16)

Ugyanígy, üCAUCHY 6= v̇, és nemnulla kezdeti deformáció esetén ü 6= v̇.

Tömör összegzésként, mint általános szilárdtestmechanikai képletek, u̇ = v és εεεε =

= (u ◦∇)S összeférhetetlenek egymással, és az εεεε = (u ◦∇)S -ben szereplő u általában

nem elmozdulás.

2. KONSTITÚCIÓS ÖSSZEFÜGGÉSEINK

A továbbiakban a következő, homogén és izotrop közeget feltételező, lineáris, rugal-

masságtani illetve reológiai konstitúciós összefüggéseket („anyagtörvényt”) fogjuk tekin-

teni :

S
d
σ

d = E
d
εεεε

d,(17)

S
s
σ

s = E
s
εεεε

s,(18)

ahol d és s jelöli a tenzorok deviatorikus ill. gömbi részét (I az egységtenzor), azaz

(19)

σ
s =

1

3
trσ, σ

s = σs I, σ
d = σ−σ

s, εεεε
s =

1

3
trεεεε, εεεε

s = εs I, εεεε
d = εεεε−εεεε

s,

továbbá

S
d = 1 + T d

1 ∂t + T d
2 ∂

2
t + · · ·+ T d

sd∂
sd

t , E
d = U d

0 +U d
1∂t + · · ·+U d

ed∂
ed

t ,(20)

S
s = 1 + T s

1∂t + T s
2∂

2
t + · · ·+ T s

ss∂ss

t , E
s = U s

0 +U s
1∂t + · · ·+U s

es∂es

t ,(21)

ahol T d
i , T s

j , U d
k , U s

l skalár állandók. Lefedjük tehát az összes olyan reológiai modellt,

amelyben véges rendig fordulnak elő időderiváltak. Például a tehetetlenségi POYNTING-

THOMSON-modell [ld. [ASSZONYI–VÁN–SZARKA (2007)], [VÁN–ASSZONYI (2008)]] ese-

tében a derivált operátorok rendjei sd = ss = 1, ed = es = 2, maguk a konstitúciós össze-

függések pedig

σ
d + T d

1 σ̇
d = U d

0εεεε
d +U d

1 ε̇εεε
d +U d

2 ε̈εεε
d, σ

s + T s
1σ̇

s = U s
0εεεε

s +U s
1ε̇εεε

s +U s
2ε̈εεε

s,(22)
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vagy, hagyományos jelölésben,

σ
d + τ σ̇d = 2Gεεεε

d + 2ηε̇εεεd + θε̈εεεd, σ
s + τ0σ̇

s = 3Kεεεε
s + 3Kvε̇εεε

s + θ0ε̈εεε
s.(23)

Érdemes levezetni (17)–(18) két, gyakran hasznosnak bizonyuló következményét. A

levezetés során alkalmazott trükk pedig maga is sokszor célszerűnek bizonyul az ilyen

reológiai differenciáloperátorokkal való munka során.

Tehát, hattassuk S
s -t (17)-re:

S
s
S

d
σ

d = S
s
E

d
εεεε

d,(24)

S
d -t pedig (18)-ra:

S
d
S

s
σ

s = S
d
E

s
εεεε

s.(25)

Vegyük észre, hogy S
s
S

d = S
d
S

s, illetve hogy általánosabban is, bármely két, állandó

együtthatókkal rendelkező differenciáloperátor felcserélhető. Ezért a kapott két egyenletet

összeadva azt találjuk, hogy

S
d
S

s
σ = S

s
E

d
εεεε

d + S
d
E

s
εεεε

s.(26)

Hasonlóan, E
s -t hattatva (17)-re, E

d -t pedig (18)-ra, összeadás után kapjuk, hogy

E
s
S

d
σ

d + E
d
S

s
σ

s = E
d
E

s
εεεε.(27)

Rugalmasságtani esetben (amikor tehát mind a négy differenciáloperátor nulladrendű,

azaz egyszerűen konstansok) e két alak, (26) és (27) bármelyikéből az eredeti (17) de-

viatorikus és (18) gömbi konstitúciós összefüggések visszakaphatóak. Reológiai esetben

azonban (26) és (27) csak következmények, nem állítható vissza belőlük az eredeti devia-

torikus és gömbi összefüggés. Differenciáloperátorokkal ugyanis nem lehet osztani, mert

nincs egyértelmű inverzük.8

A reológiai esetben a fenti levezetés során szaporodik a differenciálegyenletek rendje,

például tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell esetén a másodrendű (17)-tel és (18)-

cal szemben (26) harmadrendű, (27) pedig negyedrendű. Ezért legyünk résen: ha akadnak

— például valamilyen speciális szimmetria vagy más feltétel miatt — σ-ra vagy εεεε-ra

(vagy legalább egy koordinátarendszer szerinti komponenseik némelyikére) valamilyen

speciális, alacsonyabbrendű deriváltas összefüggések, akkor inkább azokat használjuk,

ne ezeket az általánosan érvényes (26) és (27) következményeket. A gyakorlatban nem

mindegy, hogy például egy negyedfokú vagy csak egy másodfokú algebrai egyenletet

8 A legegyszerűbb példa: d
dt
f ismeretében f nem határozódik meg egyértelműen: egy additív kons-

tansnyi határozatlanság van.
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kell-e megoldanunk, egy differenciálegyenlet karakterisztikus egyenleteként. Reológiai

levezetésekben a deriváltak rendje könnyen szaporodik, könnyű fölösleges többlet derivált

rendeket összeszedni, melyek hatása a végeredményből majd kiesik, de sokkal nehezebb

lesz eljutni ahhoz a vágyott végeredményhez.

E szakasz zárásaként vezessünk be jelölést az S
d, S

s, E
d, E

s operátorok három bizo-

nyos kombinációjára:

D 0 =
1

3

(

S
d
E

s − S
s
E

d
)

, D 1 =
1

3

(

2S
d
E

s + S
s
E

d
)

, D 2 =
1

3

(

S
d
E

s + 2S
s
E

d
)

.

(28)

Ezek a következő szakaszokban (és jelen kötet 3. cikkében [FÜLÖP–BÉDA (2009)] is)

hasznosnak fognak majd bizonyulni. Egy alkalmazásuk pedig már most is jelentkezik:

D 0 segítségével (26) és (27) az alábbi formába írható:

S
d
S

s
σ = S

s
E

d
εεεε + D 0 trεεεε I,(29)

E
s
S

d
σ−D 0 trσ I = E

d
E

s
εεεε.(30)

3. DINAMIKA : EGZISZTENCIA, UNICITÁS

A mechanikai mozgásegyenlet, melyet tekinteni fogunk, a

ρv̇ = σ · ∇+ f(31)

egyenlet, melyben a közeg ρ sűrűségét hely- és időfüggetlen konstansnak tekintjük, és

mely szerint a közeg v̇ gyorsulását tehát a belső erőket jellemző σ feszültségtenzor di-

vergenciája és egy f(t, r) térfogati erősűrűség-mező szabja meg.9 A sűrűséget kis defor-

málódások esetén azért vehetjük állandónak, mert ilyenkor az anyag térfogata (egy-egy

kis elemi közegdarabka térfogata) is csak kicsit tér el a nulla deformáltságú állapotbelitől.

Szintén a kis alakváltozások teszik lehetővé, hogy a helyesebb, riner szerint vett σ · ∇iner

inerciális divergencia helyett az anyagi r szerinti σ · ∇ -t alkalmazzuk: a kétfajta diver-

gencia között a χt0
◦ ∇ szorzó a kapcsolat10, és ez a szorzó kis alakváltozások esetén

körülbelül az I egységtenzor. Ugyanezzel a χt0
◦ ∇ szorzóval számítandók át az inerci-

ális vektorok az anyagi helyváltozó szerinti irányviszonyokba, melyre például akkor van

szükség, amikor peremfeltételeink is vannak, melyeket át szeretnénk számítani az anyagi

változó szerinti megfogalmazásba. Kis alakváltozások esetén tehát ezzel az áttéréssel sem

kell bajlódni.

9 A térfogati erő függhetne a sebességtől is, de ettől a lehetőségtől itt el fogunk tekinteni, noha a
sebességgel arányos esetekben (pl. mágneses mezőben mozgás) lineáris egyenletrendszer keretén
belül maradnánk, mely az itt tekintett módszerekkel szintén tárgyalhatnánk.

10 mert az riner → r változóhelyettesítés miatt egy összetett függvény deriváltjaként számítható egyik
a másikból
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Összetéve a kinematikai, a konstitúciós és a dinamikai egyenleteinket, a teljes egyen-

letrendszer a következő tehát :

ε̇εεε = (v ◦∇)S ,(32)

ρv̇ = σ · ∇+ f,(33)

S
d
σ

d = E
d
εεεε

d,(34)

S
s
σ

s = E
s
εεεε

s.(35)

Olykor hasznos lehet az az észrevétel, hogy ha f konstans, vagy általánosabban, olyan

függvény, mely

f(t, r) = f∗(t) + Γ∗(t)
(

r− r∗
)

(36)

alakú (itt Γ∗ antiszimmetrikus tenzor értékű függvény11), akkor bevezetve a

w(t, r) = v(t, r)− 1

ρ

[
∫ t

t∗

f∗(t′)dt′ +
∫ t

t∗

Γ∗(t
′)dt′

(

r− r∗
)

]

(37)

függvényt — egy tetszőleges segéd-t∗ felhasználásával — , az általánosabb egyenletrend-

szer a (32)–(35) alakra egyszerűsödik, amelyben azonban v helyén mindenhol ez az új

ismeretlen, w áll.12

Egy másik, időnként esetleg hasznosnak bizonyuló észrevétel az, hogy majdnem min-

den13 f(t, r) térfogati erő összeolvasztható σ-val, abban az értelemben, hogy felírható egy

szimmetrikus tenzor divergenciájaként :

f = σ
f · ∇.(38)

Ilyen σ
f a potenciálelmélet alapján levezethető, de direkt módon is ellenőrizhető

σ
f(t, r) =

1

2π

∫
[

f(t, r′) ◦ r− r′

|r− r′|3
]S

d3r′(39)

(legalábbis ha a közeg kitöltötte tartomány az egész tér inerciarendszerünkben — ha nem,

akkor bizonyos finomítások szükségesek). A többi lehetséges σ
f is (39) alkalmas kiegé-

szítettjeként adható meg. Egy ilyen σ
f révén (33) jobb oldala felírható egy „eltolt” fe-

szültség, σ + σ
f divergenciájaként.

11 ezért létezik hozzá egy γ∗(t) időfüggő axiálvektor, hogy Γ∗(t)
(

r− r∗
)

= γ∗(t)×
(

r− r∗
)

, tehát
a Γ∗-os tag egy helyfüggetlen örvényerősségű erőmezőt ír le. Örvényessége miatt ez egy nempoten-
ciálos erőjárulék lenne, mely az r∗-tól mért távolság növekedésével növekszik. Egy elektromosan
töltött közegre hat ilyen elektromos erő, ha homogén, de időben változó B mágneses mezőben van:
e változó mágneses mező egy örvényes elektromos mezővel jár együtt. Ilyenkor azonban fellép egy
v× B -vel jellemzett másik térfogati erő is — ez szerencsére v-ben lineáris, így a probléma egyen-
letrendszere lineáris marad.

12 Az időintegrálás azért lett benne bevezetve, hogy a mozgásegyenletben az időderiválásnak ellen-
dolgozzon, a speciális helyfüggés pedig azért, mert pontosan ilyen esetekben teljesül (w ◦∇)

S
=

= (v ◦∇)
S . Igen, ez épp a CAUCHY-potenciálbeli határozatlansággal kapcsolatos.

13 például minden kellően reguláris, és a végtelen felé megfelelően lecsengő — mellőzve a matematikai
feltételek pontos megfogalmazását.
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Ha az erőmező nem cseng le (azaz tart nullához) megfelelően a végtelen felé, ak-

kor a (39)-beli integrál nem véges. σ
f azonban olyankor is létezhet, és például bizonyos

szimmetriák fennállása esetén szintén egyszerűen megadható. Ilyen eset az, ha az erő-

mező független egy DESCARTES-koordinátarendszer szerinti x koordinátától, és x irányú

komponense nulla (x-beli eltolási és tükrözési szimmetria). Ilyenkor a kétdimenziós po-

tenciálelméletből levezethető

σ
f(t, y, z) =

1

π

∫
[

f(t, r′yz) ◦
ryz − r′yz

|ryz − r′yz|3
]S

d2r′yz(40)

formulával dolgozhatunk14 (az ryz jelölés az r vektor x irányra merőleges, azaz yz síkbeli

vetületét jelöli).

Ha pedig az erőmező csak z irányú és z-függő („magasságfüggő, függőleges erő”),

azaz

f(t, z) = fz(t, z)ez(41)

(ahol ez az z irányú egységvektor), akkor egy tetszőleges z∗ segéd-érték felhasználásával

bevezetve a

σf(t, z) =

∫ z

z∗

fz(t, z
′)dz′(42)

függvényt, a

σ
f(t, z) = σf(t, z) I(43)

képlettel dolgozhatunk. Homogén nehézségi erő, azaz fz = ρg esetén például σ
f(z) =

= ρgzI a legegyszerűbb választás (z∗ = 0 esete).

Figyeljünk azonban oda arra, hogy ez a feszültséggel való összeolvasztás, a feszültség

eltolása csak a dinamikai mozgásegyenlet szempontjából történik, a konstitúciós össze-

függések továbbra is az eredeti σ-ra vonatkoznak. Ha tudjuk, és érdemes, akkor a defor-

mációt is eltolhatjuk úgy, hogy az eltolt feszültséggel elégítsék ki a konstitúciós össze-

függéseket. Ekkor célszerű lehet v-t is eltolni, hogy (32) eltolt analogonját kapjuk. Az

eltolt v viszont (33) bal oldalán változást okoz, tehát nem biztos, hogy sikerül az egész

egyenletrendszerünket „eltolni”. Az egyensúlyi közelítés (a ρv̇ tag elhagyása, részletesen

a 9. szakasz kezdi majd tárgyalni) esetén ez a veszély nem áll fönn.

Mind a beolvasztós, mind a (37)-féle eltolásoknál szem előtt kell tartanunk azt is,

hogy ezek eltolják a kezdeti feltételeket és a peremfeltételeket is, amely befolyásolhatja

(rossz esetben: akadályozhatja) feladatunk gyakorlati megoldhatóságát.

14 ha f az xy síkban viselkedik kellően regulárisan és végtelen felé lecsengően.
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Mindamellett nem szükséges erőltetnünk a térfogati erő „eltüntetését”. A továbbiak-

ban következő levezetések expliciten meg fogják tartani a térfogati erő jelentette inhomo-

gén tagot.

Fontos átlátnunk, hogy tárgyalásunk számos közelítést tartalmaz. Közelítünk egy-

részt a fizikai oldalon. Ugyanis homogén és izotrop közegben gondolkodunk, melyet li-

neáris, csak véges rendű időderiváltakig elmenő, térderiváltakat nem tartalmazó konsti-

túciós összefüggésekkel jellemzünk, melyekben az időderiváltak szubsztanciálisak (no-

ha egy együttforgó-együttmozgó időderivált-típus esetleg fizikailag helytállóbb lenne, ld.

[VÁN (2008a)], [VÁN (2008b)]). Elhanyagoljuk az esetleges képlékenyedést, károsodást,

tönkremenetelt, és a termodinamikai aspektusokat is. Közelítünk emellett a matematikai

oldalon is, ahogy kis alakváltozást feltételezve állandó sűrűséggel, CAUCHY-féle közelí-

tő deformáltságtenzorral, anyagi helyváltozó szerinti feszültségdivergenciával, és a pe-

remeken átszámítatlan irányviszonyokkal dolgozunk. Legyünk tudatában annak, hogy a

különböző közelítéseink okozta hibák felösszegződhetnek, felgyűlhetnek, mely tárgya-

lásmódunk alkalmazhatóságát is veszélyeztetheti. Minden egyes közelítés egyre erősebb

alázatra int bennünket eljárásunkkal kapcsolatban.

A (32)–(35) egyenletrendszer ügyében matematikai szempontból az első kérdés az,

hogy egyenletrendszerünk konzisztens-e. Más szóval, létezik-e megoldása, akár egyetlen

nemtriviális (az azonosan nullától eltérő) megoldás. (Ha több is létezik, akkor azok közül

fog majd választani kellő mennyiségű kezdeti feltétel és, ha van, peremfeltétel.) Ez a kér-

dés ebben az írásban nyitott marad, megválaszolása további kutatást fog majd igényelni.

[BÉDA GYULA szóbeli közlése szerint például a POISSON-zárójelek egyfajta általánosítá-

sa, a MAYER-zárójelek alkalmazása lehet egy lehetőség a válasz megadásához.] Itt most

csak annak végiggondolása következik, hogy hogyan lehetne ezt az egyenletrendszert egy

numerikus, időben expliciten léptető sémával megoldani, milyen kezdeti feltételekből, és

hogy a séma felállítása során találkozunk-e bármi lehetséges inkonzisztenciával.

A (34) és (35) egyenletek arra utalnak, hogy σ
d és σ

s független változókként kezelen-

dők, nem a σ = σ
d + σ

s kombinációjuk formájában. Ugyanígy legyenek külön változók

εεεε
d és εεεε

s. Ez azt is következményül vonja, hogy a (32) egyenlet is szétszedendő az

ε̇εεε
d =

[

(v ◦∇)S
]d
,(44)

ε̇εεε
s =

[

(v ◦∇)S
]s

= (v · ∇) I(45)

független részekre. A (33) egyenletet is írjuk fel szétszedett alakban:

ρv̇ = σ
d · ∇+ σ

s · ∇+ f.(46)

Következő lépésként, megállapíthatjuk, hogy σ
d-t a (34)–(35) és (44)–(46) egyenletek kö-

zül egyedül (34) képes meghatározni/léptetni. A továbbiakban a tehetetlenségi POYNTING-

THOMSON-modell példáján dolgozzunk [ld. (22)], amelyre sd = ss = 1 és ed = es = 2 .
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Törekedjünk továbbá arra, hogy minél kevesebb változót kelljen léptetni, inkább meg-

határozódjanak más változók pillanatnyi értékeiből. Jó esetben olyan minimális számú

változókat találhatunk, amelyek függetlenek, és kijelölik az egész folyamatot, mert a töb-

bi mennyiség ezek függvényeként áll elő. Ekkor az ilyen változókat szabadsági fokoknak

nevezhetjük.

Törekvésünknek megfelelően — ahhoz hasonlóan, ahogy a tömegpont-mechaniká-

ban a sebességek helyett a kanonikus impulzusokkal, mint független fázistér-változókkal

dolgoznak, — σ̇
d szerepét egy független 1

σ
d változóval játsszuk el. Majd csak a meg-

oldások mentén kell kapcsolat legyen σ
d és 1

σ
d között, olyankor viszont feltétlenül : a

σ̇
d = 1

σ
d kapcsolat. Ugyanígy vezetjük be a 2

εεεε
d változót ε̈εεε

d szerepére, 1
εεεε

d -t pedig ε̇εεε
d -

ére, és az egységes jelölés kedvéért írjuk σ
d -t is 0

σ
d -nek, εεεε

d -t pedig 0
εεεε

d -nek, vagyis

definíció szerint

0
σ

d = σ
d, 0

εεεε
d = εεεε

d.(47)

Analóg mennyiségeket vezetünk be σ
s és εεεε

s nulladik és magasabb deriváltjaihoz is,

továbbá 0v -re és 1v -re is szükségünk lesz (v illetve deriváltja szerepében).

E változókkal megfogalmazva tehát azt az iménti észrevételt, hogy σ
d-t csakis (34)

képes léptetni, azt írhatjuk, hogy 1
σ

d (34)-nek megfelelően a

1
σ

d =
1

T d
1

(

U d
0

0
εεεε

d +U d
1

1
εεεε

d +U d
2

2
εεεε

d − 0
σ

d
)

(48)

módon határozódik meg, 0
σ

d -t pedig

(

0
σ

d
.
)

= 1
σ

d(49)

lépteti.

Továbbmenve, ha (44) teljesül, akkor az időderiváltja is, melyből 2
εεεε

d meghatározó-

dása állítható fel, a

2
εεεε

d =
[

(

1v ◦∇
)S

]d
(50)

módon. Magából (44)-ből pedig a

1
εεεε

d =
[

(

0v ◦∇
)S

]d
(51)

meghatározódás származtatható. Vegyük észre, hogy itt egy másik úton is eljárhatnánk:

hogy 2
εεεε

d nem meghatározódik, hanem léptetődik az

(

1
εεεε

d
.
)

= 2
εεεε

d(52)
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szerint. Ez tehát egy lehetséges forrása inkonzisztenciának: ha a kétféle eljárás nem vol-

na ekvivalens. Egyelőre haladjunk tovább az (51) útján, és végül ellenőrizzük, hogy a

megoldások mentén (52) is teljesül-e.

0
εεεε

d biztosan nem meghatározódik (mert nincs miből), ezért léptetni kell, mely

(

0
εεεε

d
.
)

= 1
εεεε

d(53)

szerint tehető meg.

A gömbi tenzorok (az s felső indexű mennyiségek) esetén ugyanilyen módon vá-

lasszuk meg, hogy mi határozódjon meg és mi léptetődjön, és melyik hogyan. Végül,

(46)-ot használjuk fel 1v meghatározódására:

1v =
1

ρ

(

0
σ

d · ∇+ 0
σ

s · ∇+ f
)

;(54)

0v pedig léptetendő,

(

0v
.
)

= 1v(55)

szerint, hiszen meghatározni semmi nem tudja. Ezen a ponton visszatérhetünk az (51)

és (52) közötti dilemmára: (55) szerencsére biztosítja, hogy e két egyenlet ekvivalens

[mert (55) fennállása esetén bármelyikük következik a másikból], tehát megoldások ese-

tén mindkettő teljesül.

Összefoglalva és értelmezve sémánkat, a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell

esetén a közeg állapotát egy pillanatban egyértelműen kijelölik a 0
σ

d , 0
εεεε

d , 0
σ

s , 0
εεεε

s ,
0v szabadsági fokok (azaz: független mennyiségek, melyek teljes jellemzést nyújtanak).

A többi felmerülő mennyiség ezek függvényeként előáll [ld. (48), (51), (50) és (54)]. A

szabadsági fokokat léptető egyenletekhez [ld. (49), (53) és (55)] pedig kezdeti feltételként

e szabadsági fokok egy kezdőpillanatban vett értékei mellékelendők. Inkonzisztenciára

pedig nem bukkantunk.

Még tömörebben: úgy tűnik, a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-féle konstitúci-

ós összefüggésű közeg állapotát a pillanatnyi σ, εεεε és v adja meg, ezeket elsőrendű

differenciálegyenlet-rendszer időfejleszti. Más reológiai modellek esetén hasonló analízis

folytatható le. Hangsúlyozandó azonban, hogy az itt bemutatott vizsgálat nem tekintendő

szigorú bizonyításnak, csak egy szisztematikus tájékozódásnak, és egy leendő bizonyítás-

hoz felhasználható hozzávalóknak.

Ha ezek után egy konkrét feladathoz peremfeltételek is tartoznak, akkor az a kérdés is

felvetődik, hogy létezik-e a peremfeltételeket is kielégítő megoldás. Ennek megválaszo-

lása szintén nem egyszerű, és a bizonyítás módja a peremfeltételek típusától is függhet

— erre a kérdésre a jelen írás szintén nem ad szigorú választ. Azt a heurisztikus fizikai
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érzetet mindenesetre érdemes megemlíteni, hogy ha a peremfeltétel az adott elrendezés

rugalmasságtani problémája ( S
d = S

s = 1, E
d = U d

0 , E
s = U s

0 ) esetén létező megol-

dásra vezetett, akkor reológiai konstitúciós összefüggések esetén is arra vezethet, hiszen

az általánosodás itt csak idő irányú, térbeli szempontból nem változik a rendszer.

Hogy a peremfeltételeket is kielégítő megoldás milyen kezdeti feltételek esetén egy-

értelmű, azt is egyelőre csak valószínűsíthetjük: hogy olyanokkal, melyek a fenti értelem-

ben szabadsági foknak tekinthető mennyiségek kezdeti értékét tartalmazzák. Tehetetlen-

ségi POYNTING-THOMSON-modellre például tehát az a várakozás, hogy σ, εεεε és v kezdeti

értékei egyértelműre rögzítik a megoldást. Szigorú állítást azonban itt is csak további ku-

tatások tudnak adni.

4. DINAMIKA : AZ ISMERETLENEK KIKÜSZÖBÖLÉSÉNEK MÓDSZEREI

Maguk a megoldások konkrét megkereséséhez vezető úton egy lehetőség az, ha álta-

lánosítjuk a rugalmasságtani esetből ismert megközelítéseket. Ennek megfelelően σ-t, εεεε-t

és v-t (vagy v helyett valami elmozdulás-féleséget — ezt bővebben ld. alább) tekintjük há-

rom ismeretlen függvénynek, ebből kettőt kifejezünk a harmadikkal, és eme harmadikra

egy differenciálegyenlet adódik. Ezt a kapott differenciálegyenletet redukált egyenletnek

hívhatjuk.

Mielőtt ezeknek a kiküszöbölős redukálásoknak a részleteibe belemennénk, érdemes

tudnunk, hogy reológiai esetekben ez az egyismeretlenes differenciálegyenlet kellemet-

lenül magas rendű lesz — például tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-esetben időben

negyedrendű egyenlet adódik (a három ismeretlen bármelyikére is vezettük vissza a prob-

lémát). Ezt a helyzetet pedig jelentősen tovább súlyosbítja, hogy ez az egyetlen egyenlet

még csalóka siker : egy koordinátarendszerben szemlélve, ez egy szimmetrikus tenzor hat

(vagy egy vektor három) komponensére vonatkozó csatolt differenciálegyenlet-rendszer.

Ebben egyes komponenseket ki kell még küszöbölnünk mások rovására — egyrészt az

érdemi továbbhaladáshoz, másrészt mert a peremfeltételek gyakran egyetlen ilyen kom-

ponensre jelentenek feltételt.15 Mire egy egyetlen komponensre vonatkozó differenciál-

egyenlethez érünk, igencsak sokadrendű időderiváltas egyenlet fog előttünk állni, mely-

nek megoldása technikailag drámaian nehéz lehet. Mint az a 18. oldalon már elhangzott,

reológiai esetben a deriváltak rendje igen gyorsan szokott szaporodni levezetéseink során.

Ezért ha csak tehetjük, ne ezeket az általános, alább következő egyenleteket használjuk,

hanem az adott probléma geometriai szimmetriáiból következő összes speciális, egyszerű

egyenletet és tulajdonságot ragadjuk meg, azokból származtassunk egyedi, alacsonyabb-

rendű differenciálegyenleteket. Jelen kötet további tanulmányaiban látni fogunk példákat

ilyen, a szimmetriáknak köszönhető speciális egyenletekre.

15 Például egy henger alakú test terheletlen palástján a radiális feszültségkomponens, σrr nulla.
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Előrejelzésként kerüljön itt megemlítésre az is, hogy a kiküszöbölésekkel kapott dif-

ferenciálegyenlet megoldása is, és a megoldás peremfeltételekhez illesztése is további

súlyos technikai nehézségekbe ütközhet. Ezekről a későbbiekben, a 37. oldalon lesz szó

majd részletesebben.

Mindezen figyelmeztetések után írjuk azért föl ezeket az általános, egyetlen ismeret-

len tenzor- ill. vektorfüggvényre visszavezetett egyenleteket.

Először küszöböljük ki v-t a (32)–(35) egyenletrendszerből : (32) időderiváltjába (33)-

at helyettesítve kapjuk, hogy

ρε̈εεε =
[

(σ · ∇+ f) ◦∇
]S

(56)

Innen két irányba haladhatunk tovább. Az egyik az, amikor ezzel az egyenlettel ε̈εεε-t és

időderiváltjait küszöböljük ki (29) második időderiváltjából, melynek eredménye

ρS
d
S

s
σ̈ = S

s
E

d [(σ · ∇) ◦∇]S + D 0 [(σ · ∇) · ∇] I +
[

S
s
E

d (f ◦∇)S + D 0 (f · ∇) I
]

(57)

egy pusztán σ-ra vonatkozó differenciálegyenlet. Ez az út tehát „feszültségmódszernek”

is nevezhető (ismeretes rá a „BELTRAMI-módszer”, és a pongyolább „erőmódszer” elne-

vezés is), az (57)-et pedig „dinamikai feszültségegyenletnek” hívhatjuk. A másik irány

az, amikor (56)-ra S
d
S

s -sel hatunk, és a jobb oldalon (29)-et helyettesítjük be: ez a „de-

formációmódszer”, ugyanis az eredmény, a „dinamikai deformációegyenlet” csakis εεεε-t

tartalmazza (hívják „alakváltozási módszernek” és „HUSZÁR-módszernek” is) :

ρS
d
S

s
ε̈εεε = S

s
E

d [(εεεε · ∇) ◦∇]S + D 0

[

(trεεεε) (∇◦∇)
]

+ S
d
S

s (f ◦∇)S .(58)

Ezek után lássuk azt az utat, amikor v-re származtatunk egy egyenletet („sebesség-

módszer”, „dinamikai sebességegyenlet”) : (33) időderiváltjára hatunk S
d
S

s -sel, S
d
S

s
σ̇

helyére (29) időderiváltját helyettesítjük be, majd (32)-t alkalmazzuk:16

ρS
d
S

s v̈ =
[

S
s
E

d
ε̇εεε + D 0 trε̇εεε I

]

· ∇S
d
S

s ḟ =

=
1

2

[

S
s
E

d△v + D 1 (v · ∇)∇
]

+ S
d
S

s ḟ =(59)

= D 2 (v · ∇)∇− 1

2
S

s
E

d∇× (∇× v) + S
d
S

s ḟ.

A rugalmasságtanban népszerű eljárás még az „elmozdulásmódszer” („LAMÉ-mód-

szer”, vagy a pontatlanabb elnevezés: „mozgásmódszer”), amikor is egy εεεε = (u ◦∇)S

16 Felhasználásra kerül a ∇ × (∇× t) = ∇ ◦ (∇ · t) − △t azonosság is, ahol t vektormező,
vagy tetszőleges magasabb rendű tenzormező. Mellesleg, ennek az azonosságnak az ikertestvére
a (t×∇)×∇ = (t · ∇) ◦∇−△t képlet.
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képletet vesznek (32) helyett, emellett egy u̇ = v képlet alapján (33)-ban v̇-t ü-val he-

lyettesítik. Ezek után hasonló kiküszöbölő lépéseket tesznek, mint az előbb látott sebes-

ségmódszernél. Az eredmény ugyanolyan alakú lesz, mint (59), csak benne v helyén ez

a bizonyos u áll. Mint azonban az az 1. szakaszban (ld. 17. o.) nyomatékosan hangsú-

lyozásra került, u̇ = v és εεεε = (u ◦∇)S nem használhatóak egyszerre általános érvényű

képletként. Ezenkívül az εεεε = (u ◦∇)S -ben szereplő u általában nem elmozdulás. Ezek

miatt a hagyományos elmozdulásmódszer hibás, több szempontból is.

Vizsgáljuk meg, kialakítható-e az elmozdulásmódszernek olyan módosítása, amely

mentes ezektől a problémáktól. Két eset van: az εεεε = (u ◦∇)S -ben szerepeltetett u vagy

egy ut0 elmozdulás, vagy egy uCAUCHY CAUCHY-potenciál. Az utóbbi eset gyorsan elintéz-

hető : a 17. oldalon láttuk, hogy üCAUCHY 6= v̇, és azt is, hogy még csak meg sem tudjuk

mondani, hogy v̇− üCAUCHY mennyi, ezért nem tudunk (33)-ban v̇-ról áttérni üCAUCHY -ra.

(Az egyensúlyi közelítésben tekintett dinamikai egyenletrendszer esetén lehetővé válik az

uCAUCHY -ra redukálás: ld. 49. o.)

Térjünk át az előbbi esetre: próbáljuk meg u-t mint egy ut0-t, azaz mint valóban egy

elmozdulást értelmezni. (1)-ből következik, hogy v = u̇t0 , és v̇ = üt0 . Hassunk (33)-ra

S
d
S

s -sel, S
d
S

s
σ helyére helyettesítsük be (29)-et, és alkalmazzuk (5)-öt. Az eredmény

az (59) dinamikai sebességegyenlet analogonja, csak v helyett ut0-ra vonatkozva, és egy

további inhomogén taggal kibővülve:

ρS
d
S

s üt0 = D 2 (ut0 · ∇)∇− 1

2
S

s
E

d∇× (∇× ut0)+

+ S
d
S

s f +
(

U d
0εεεε

d
t0

+U s
0εεεε

s
t0

)

· ∇,(60)

ahol εεεεt0(r) = εεεε(t0, r) a deformáció kezdeti feltétele.

Láthatjuk tehát, hogy a „dinamikai elmozdulásegyenlet” tartalmaz egy nemtriviális

inhomogén tagot. Hogy ez a tag mikor nulla, az első ránézésre nem nyilvánvaló. A gya-

korlatban valószínűleg leggyakrabban előadódó ilyen eset olyankor fordulhat elő, amikor

t0-kor εεεε első, második, . . . , kellően magas rendig minden időderiváltja nulla. Ekkor
(

U d
0εεεε

d
t0

+U s
0εεεε

s
t0

)

(r) =
(

S
s
E

d
εεεε

d + S
d
E

s
εεεε

s
)

(t0, r) =
(

S
d
S

s
σ

)

(t0, r)(61)

[v.ö. (26)]. Ha σ kellően magas rendig vett időderiváltjai is mind nullák t0-kor, akkor
(

S
d
S

s
σ

)

(t0, r) = σ(t0, r).(62)

Ezért ilyenkor
(

U d
0εεεε

d
t0

+U s
0εεεε

s
t0

)

· ∇ = σt0 · ∇,(63)

ahol σt0(r) = σ(t0, r) a deformáció kezdeti feltétele. Ezért leszűrhetjük, hogy ha a

kezdeti feltételre fennáll még σt0 ·∇= 0 is (pl. f = 0 és egyensúlyból indul a rendszer),

akkor a (60) dinamikai elmozdulásegyenlet extra inhomogén tagja nulla.
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Hangsúlyozandó, hogy a kezdeti deformációt tartalmazó inhomogén tag nemcsak re-

ológiai konstitúciós összefüggések esetén lép fel, hanem a rugalmasságtani, azaz HOOKE-

esetben is.

5. MATEMATIKA : FÜGGVÉNYRENDSZER SZERINTI KIFEJTÉS

Az (57), (58), (59), (60) jellegű egyenletek analitikus megoldásához a talán leggyak-

rabban, legáltalánosabban alkalmazható lehetőség a megoldás egy függvényrendszer sze-

rinti kifejtése. Ezen belül is a legismertebbek az olyan függvényrendszerek, melyek négy-

zetesen integrálható értelemben állítják elő a megoldást, azaz a függvénysorozat négyze-

tesen integrálható értelemben tart a megoldáshoz: az egyre hosszabb véges részletössze-

geknek a megoldástól vett eltérése négyzetének integrálja nullához tart.17 Ezen belül is

a leggyakoribb és legpraktikusabb lehetőség — mely peremfeltételes problémákhoz kü-

lönösen illeszkedik, — az, amikor egy önadjungált differenciáloperátor (melynek defi-

nícióját ld. alább) teljes ortogonális sajátfüggvényrendszere szerint fejtünk ki, a négy-

zetesen integrálható függvények L2 HILBERT-terében. A szinusz- és koszinuszfüggvé-

nyek szerinti klasszikus FOURIER-kifejtés például egy intervallumon vett −d2/dx2 ope-

rátor sajátfüggvényei szerint fejt ki, az e ikx síkhullámok pedig a (−∞,∞) egyenesen

ugyanennek az operátornak a sajátfüggvényrendszere. Utóbbi esetben nem megszámlál-

hatóan végtelen sok normálható sajátfüggvény, hanem folytonosan végtelen sok, csak

disztribúció-értelemben normálható sajátfüggvény lép fel, de ezek NEUMANN és követői

funkcionálanalízisbeli eredményeinek [REED–SIMON (1975)] köszönhetően szintén mate-

matikai problémáktól mentesen alkalmazhatóak, a megszámlálhatóan végtelen sok saját-

függvény esetével közös keretben. Sok operátornál keveredik is e két lehetőség: a saját-

értékek egy része egy megszámlálható sorozat, a többi viszont egy intervallumot fut foly-

tonosan. Ilyen lép fel például a Coulomb-vonzóerőben történő kvantummechanikai moz-

gást (ld. pl. hidrogénatom) leíró HAMILTON-operátoránál (energiaoperátoránál) : a negatív

energia-sajátértékek megszámlálhatóan sokan vannak, és a hozzátartozó sajátfüggvények

kötött állapotokat fejeznek ki, a pozitív sajátértékek pedig folytonosan sokan vannak,

szórásállapotot kifejező sajátfüggvényekkel (annak megfelelően, hogy szóráskísérletben

tetszőleges energiájú elektront küldhetünk rá egy protonra).

Amint azt az e ikx síkhullámok esete is sejteti, technikai okokból akkor is érdemes

kimenni a valós függvények köréből a komplex függvényekébe, ha a kifejtendő függvé-

nyeink mind valósak. Ez semmi tartalmi gondot nem fog okozni, minden, aminek fizikai

jelentése folytán valósnak kell lennie, valós lesz.

Felületes ránézés alapján sokan szőrszálhasogatásnak vélik, de tartalmi fontossággal

17 Ez gyengébb előállítás, mint a minden pontban teljesülő konvergencia (és még gyengébb, mint az
egyenletes konvergencia), viszont erősebb, mint a disztribúció-értelemben vett konvergálás.
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bír, hogy az önadjungált differenciáloperátorok18 nincsenek értelmezve az összes négyze-

tesen integrálható függvényen. Ennek egyik oka az az (önadjungáltsághoz szükségszerű)

követelmény, hogy ne vezessenek ki az L2 térből. A másik ok az, hogy ha közönséges

függvényderiválásként értelmezzük őket a deriválhatóakra (másodrendű differenciálope-

rátor esetén kétszer deriválhatóakra stb.) szorítkozva, akkor túl szűk lesz az operátor ér-

telmezési tartománya ahhoz, hogy önadjungált lehessen. Csak ún. szimmetrikus operátor

lesz ezen a szűkebb értelmezési tartományon, a szimmetrikus és önadjungált operátor

közti megkülönböztetés pedig fontos, mert csak utóbbiaknak van teljes sajátfüggvény-

rendszerük. Ha viszont disztribúcióderiválásként értelmezzük differenciáloperátorunkat,

akkor minden négyzetesen integrálható függvényre képes hatni, az viszont túl bő értelme-

zési tartomány lesz az önadjungáltsághoz.19

Ezeken túlmenően, térbeli peremek esetén peremfeltételek is korlátozzák az értelme-

zési tartományt. Egy differenciáloperátorhoz meghatározható — értsd: konkrétan kiszá-

molható —, hogy mely peremfeltételek esetén kapunk olyan értelmezési tartományt, amin

operátorunk önadjungált. A peremfeltételek követelménye miatt állhat elő az a meghök-

kentő eset, hogy egy négyzetesen integrálható függvény hiába deriválható (és deriváltja

is hiába L2-beli) : ha függvényünk a peremfeltételnek nem tesz eleget, akkor önadjungált

differenciáloperátorunk mégsincs rajta értelmezve, mégsem hat rajta deriválásként.

Az értelmezési tartomány L2-nél szűkebb volta a sajátfüggvények szerinti kifejtést

nem befolyásolja. Egy tetszőleges L2-beli függvény kifejthető egy önadjungált operátor

sajátfüggvényei szerint, azaz megadható a sajátfüggvények alkalmas lineárkombináció-

jaként. Amikor ellenben hattatni is kívánjuk operátorunkat a kifejtett függvényre, akkor

szerepet játszik az értelmezési tartomány: csak az ezen belüli függvényekre hattatható az

operátor, ezekre pedig a függvény kifejtésében tagonként hat. Vagyis, ha ϕ1, ϕ2, . . . az L

operátor normált sajátfüggvényei λ1, λ2, . . . sajátértékekkel,20 és ψ a kifejtendő függvény,

akkor vannak olyan c1, c2, . . . együtthatók, melyekkel

ψ =
∞

∑

n=1

cnϕn.(64)

Ha ψ benne van L értelmezési tartományában, akkor ezen felül teljesül az is, hogy

Lψ =
∞

∑

n=1

L cnϕn =
∞

∑

n=1

cnLϕn =
∞

∑

n=1

cnλnϕn.(65)

18 Egy L differenciáloperátor önadjungált egy L2 térben, ha
∫

ψ∗

1
(r)(Lψ

2
)(r)dnr =

=
∫

(Lψ1)
∗(r)ψ

2
(r)dnr bármely ψ

1
, ψ

2
L2-beli függvényekre L értelmezési tartományá-

ból. Itt ∗ a komplex konjugálást jelöli.
19 A közönséges függvény-értelemben vett deriválható függvények enyhe általánosítása, az ún. abszo-

lút folytonos függvények lesznek a célunknak pont megfelelőek. Ezek pontosan azok a függvények,
amelyek előállnak valamely függvény határozatlan integráljaként. Deriváltjukon pedig épp ezt a
„valamely függvényt” értjük (mely egyértelmű eleme L2-nek).

20 Ha vannak folytonos eloszlású sajátértékek is, azokra az itt következő összegek integrálként írandók.
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Az ilyen esetekben tehát L tagonként hattatható. Egyébként ψ pontosan akkor van benne

L értelmezési tartományában, ha a

∞
∑

n=1

|cnλn|2(66)

összeg véges.

Amikor egy differenciáloperátornak több önadjungált értelmezési tartománya van

(mert több peremfeltétel is ilyet szolgáltat), akkor mindegyikhez külön-külön teljes or-

togonális sajátfüggvényrendszer tartozik. A sajátértékek szintén különbözőek lesznek.

Egy egyszerű példa, amely az eddig elhangzottakat jól illusztrálja, az L = −d2/dx2

operátor a [0,∞) félegyenesen.21 Kiszámolható, hogy ekkor a

ϕ(0) + ℓ
dϕ
dx

(0) = 0(67)

peremfeltételek nyújtanak önadjungált értelmezési tartományokat, ahol ℓ tetszőleges va-

lós, hossz dimenziójú paraméter (az ℓ=∞ eset is meg van engedve, mely alatt a dϕ
dx

(0) =

= 0 peremfeltétel értendő). Adott ℓ esetén a (67) peremfeltétellel kijelölt értelmezési tar-

tományú önadjungált operátor sajátfüggvényei a tetszőleges pozitív k-hoz tartozó

ϕk(x) =
1√
2π

(

e−ikx − 1− ikℓ
1 + ikℓ

e ikx
)

, λk = k2,(68)

csak disztribúció-értelemben (DIRAC-deltára) normálható függvények (bejövő síkhullám

plusz az origóról visszavert síkhullám, adott fázisugrással). ℓ > 0 esetén ezeken kívül

létezik egyetlen diszkrét sajátértékű, normálható sajátfüggvény,

ϕ−(x) =

√

2

ℓ
e−x/ℓ, λ− = − 1

ℓ2
.(69)

ℓ ≤ 0 esetén nincs ilyen sajátfüggvény [durván szólva azért, mert olyankor a (69)-ben

szereplő függvény nem exponenciálisan csökken az origótól távolodva, hanem exponen-

ciálisan nő, így nem négyzetesen integrálható].

Egy tetszőleges [0,∞) -n négyzetesen integrálható ψ függvény előállítása egy ℓ > 0 -

hez tartozó sajátfüggvényrendszerrel

ψ(x) = c−ϕ−(x) +

∫

∞

0

c(k)ϕk(x)dk(70)

alakú, egy ℓ ≤ 0 rendszerrel pedig

ψ(x) =

∫

∞

0

c(k)ϕk(x)dk.(71)

21 Erről a példáról is, és általában az önadjungált operátorok matematikai tulajdonságairól és fizikai
alkalmazásáról részletesebben olvashatunk például [FÜLÖP (2006)] és [FÜLÖP (2007)] írásaiban.
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Mint az már elhangzott, az L2-beli előállítás azt jelenti, hogy az egyre több tagú véges

lineárkombinációkkal való közelítés [(71)-szerű integrálok esetén az integrál felső hatá-

rával a végtelen felé tartás] hibája L2-értelemben nullához tart. Ez sajnos nem garantálja,

hogy minden x helyen nullához tart a hiba, csak azt, hogy nullmértékű halmazt alkot-

nak az olyan x-ek, ahol nem. Így például ha van perem, a peremen általában nincsenek

a függvények helyesen előállítva: az előállítás talán konvergál, de általában nem a kívánt

értékhez. Nézzünk erre egy példát : tekintsük a−d2/dx2 operátort ezúttal a [0, π] interval-

lumon. Önadjungált értelmezési tartományhoz az intervallum mindkét szélén peremfelté-

telre van szükség. Sok (folytonosan sok) ilyen önadjungált lehetőség adódik, válasszuk

most ezek közül az egyszerű

ϕ(0) = 0, ϕ(π) = 0(72)

esetet. Az operátor e feltételeket kielégítő sajátfüggvényei a

ϕn(x) =

√

2

π
sinnx (n = 1,2, . . .); λn = n2(73)
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ortonormált függvényrendszer. Fejtsük ki ezen a függ-

vényrendszeren a

ψ(x) = sin(x+ π/4)(74)

függvényt : egy olyan függvényt, ami nem tesz eleget

a (72) peremfeltételeknek (hogy legyen egy kis izga-

lom, illetve néhány nagy tanulság — lásd alább), de egy

nagyon jól viselkedő, és konkrét számolásokhoz is na-

gyon praktikus példa. Az itt mellékelt ábra az első há-

rom sajátfüggvényt mutatja (pontozott, szaggatott és pont-szaggatott vonal), továbbá a

kifejtendő függvényt (folytonos vonal). A kifejtés a következő :

ψ(x) =
∞

∑

n=1

cnϕn(x), cn =

∫ π

0

ϕn(x)ψ(x)dx,(75)

c1 =

√
π

2
, c3 = c5 = c7 = . . . = 0, cn = − 2n√

π(n2 − 1)
(n = 2,4,6, . . .).(76)

A következő ábrán az látható, hogy hogyan közelítik meg az egyre hosszabb véges részlet-

összegek a kifejtett függvényt. (Folytonos vonal : a kifejtendő függvény. Pontozott, szag-

gatott és pont-szaggatott vonal : a kifejtés az első 10, 30 ill. 50 tagig.) A konvergencia a

peremeknél a leglassabb. Ez érthető is, mert a peremen minden véges közelítés nulla érté-

ket kell fölvegyen, hiszen ott az összes sajátfüggvény értéke nulla, a peremfeltétel miatt.

Ugye ne feledjük el, hogy olyan kifejtésünk van, mely csak L2-értelemben tart a kifejtett
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függvényhez, így csak majdnem minden-

hol kell nullához tartania az eltérésnek.

Általában is, minden olyan esetben, ami-

kor a kifejtendő függvény nem tesz eleget

a sajátfüggvények peremfeltételeinek, ak-

kor a peremeken nem lesz helyesen előál-

lítva a függvény, csak a tartomány belse-

jében. A kifejtés a peremeken is általában

konvergál valahova (példánkban például a

nullákból álló sorozat konvergál a nullá-

hoz), de sajnos nem a kifejtendő függvény

ott felvett értékéhez.

Nemtriviális az a kérdés sem, hogy egy kifejtést szabad-e tagonként deriválni. Mint

az az előbb már említésre került, L akkor hathat tagonként, ha a kifejtett függvény benne

van L értelmezési tartományában (azaz amikor a (66) összeg véges). Az iménti példában

(74) nincs benne a −d2/dx2 operátornak a (72) peremfeltételekhez tartozó értelmezési

tartományában, mert nem tesz eleget e peremfeltételeknek — és a (66) összegről is jól

látható, hogy végtelen:

∞
∑

n=0

|cnλn|2 =
π

4
· 14 +

∞
∑

n=2,4,...

4n2

π(n2 − 1)2
· n4 =∞,(77)

— tehát ez az önadjungált operátor nem tud rá hatni.

A d/dx deriválás sem hattatható tagonként. Bizonyítható ugyanis, hogy az

∞
∑

n=1

cn
dϕn

dx
=

√
π

2
· 1 ·

√

2

π
cosx+

∞
∑

n=2,4,...

−2n√
π(n2 − 1)

· n ·
√

2

π
cosnx(78)
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összeg kivezet az L2 függvénytérből, nem

konvergál benne. Ez az eredmény szemlé-

letesen is látszik: itt az ábrán megfigyel-

hető, hogy a (78) függvényösszeg egyre

magasabb rendű tagjai egyre patologiku-

sabb viselkedést hoznak be, különösen a

peremeknél. (Folytonos vonal : a kifejtendő

függvény deriváltja. Pontozott, szaggatott és

pont-szaggatott vonal : a kifejtés első 10, 30

ill. 50 tagjának deriváltja.) Ez a példa is mu-

tatja, hogy általában is pontos matematikai
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odafigyelést igényel, hogy egy kifejtésre szabad-e valamilyen deriválással tagonként hat-

tatni. Amikor pedig az derül ki, hogy nem, akkor nem szabad formális manipulációkba

bocsátkozva ezt mégis „valamilyen értelemben” feltételezni, mert az eredmény értelmet-

len lesz. Ehelyett körül kell nézni a matematika eszköztárában, hogy ilyen esetekben ho-

gyan lehetséges kiszámolni, amiket ki szeretnénk.

Megjegyzendő, hogy létezik olyan eset, hogy egy térderiváló operátorral bederiválha-

tunk tagonként a másik szerinti kifejtésbe: akkor, ha a két operátor felcserélhető. Ilyenkor

a két operátornak létezik közös sajátfüggvényrendszere, és ha ezen fejtettünk ki, akkor

van lehetőségünk az egyikkal tagonként hattatni a másik szerinti kifejtésre. Az operá-

torok felcserélhetősége azonban értelmezési tartományuk figyelembe vételével értendő,

úgymond kompatibilisnak kell lennie a két értelmezési tartománynak is. Peremfeltételek

esetén, azaz több önadjungált értelmezési tartomány létezése esetén ezt különösen nehéz

biztosítani [a (78)-nál látott példában is tulajdonképpen ezen vérzik el a dolog].

6. MATEMATIKA : EGYENLETMEGOLDÁS KIFEJTÉSSEL

Az előző szakaszban tárgyalt kifejtés azért érdekes számunkra, mert az (57), (58),

(59), (60) jellegű egyenletek megoldásához nyújt lehetőséget, legalábbis bizonyos esetek-

ben.

Tekintsünk egy

T 1ψ = T 2Lψ + χ(79)

inhomogén lineáris differenciálegyenletet, ahol T 1 és T 2 a ∂t időderiváló operátor vala-

milyen polinomjai, L valamilyen térderiváló operátor, ψ(t, r) az ismeretlen függvény,

χ(t, r) pedig egy adott függvény.22 Ennek az L -nek létezzen olyan értelmezési tartomá-

nya a térváltozóban négyzetesen integrálható függvényeken belül, amelyen ő önadjungált.

Ha peremfeltételek is fennállnak ψ-re, akkor azt is kirójuk, hogy e peremfeltételek legye-

nek időfüggetlenek, és tartozzon hozzájuk L egy önadjungált értelmezési tartománya.

Legyenek ϕ1, ϕ2, . . . az L operátor normált sajátfüggvényei λ1, λ2, . . . sajátértékekkel

ezen az önadjungált értelmezési tartományon.23

A térváltozóban négyzetesen integrálható (és kellően sokszor deriválható ill. abszolút

22 χ = 0 esetén egy ilyen alakú egyenlet a szétválasztható változójú differenciálegyenletek egy spe-
ciális esete. Szétválasztható változójú egy egyenlet, ha léteznek szorzat alakú megoldásai, ahol az
egyik tényező csak az egyik, a másik a másik változó függvénye (több változó esetén pedig ha
minden tényező csak egyetlen változó függvénye). χ 6= 0 esetén inhomogén szétválasztható válto-

zójúnak nevezhetjük egyenletünket.
23 Ha vannak folytonos eloszlású sajátértékek is, azokra az itt következő összegek integrálként írandók.

Mint az már elhangzott, az ilyen integrálokra ugyanolyan/analóg számolási szabályok és tulajdon-
ságok teljesülnek, mint a diszkrét sajátértékekhez tartozó összegekre.
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folytonos) ψ(t, r) megoldások kifejthetők e sajátfüggvényrendszer szerint :

ψ(t, r) =
∞

∑

n=1

cn(t)ϕn(r), cn(t) =

∫

ϕn(r)ψ(t, r)d3r.(80)

Az olyan megoldásokra, melyek minden t pillanatban benne is vannak a szóbanforgó

önadjungált értelmezési tartományban, (80)-on felül

(Lψ)(t, r) =
∞

∑

n=1

cn(t)(Lϕn)(r) =
∞

∑

n=1

cn(t)λnϕn(r)(81)

is igaz. Ha T 2ψ és T 2ψ is négyzetesen integrálhatóak a térváltozóban, akkor

(T 1ψ)(t, r) =
∞

∑

n=1

(T 1cn)(t)ϕn(r),(82)

(T 2Lψ)(t, r) =
∞

∑

n=1

(T 2 cn)(t)λnϕn(r)(83)

is teljesül. Hogyha pedig χ is négyzetesen integrálható a térváltozóban, akkor a

χ(t, r) =
∞

∑

n=1

bn(t)ϕn(r), bn(t) =

∫

ϕn(r)χ(t, r)d3r(84)

kifejtéssel a (79) egyenlet az

∞
∑

n=1

(T 1cn)(t)ϕn(r) =
∞

∑

n=1

(T 2 cn)(t)λnϕn(r) +
∞

∑

n=1

bn(t)ϕn(r)(85)

módon is írható. Mivel pedig a {ϕn}∞n=1 teljes és lineárisan független rendszer szerinti

kifejtés egyértelmű L2-ben, ezért tagonként teljesül, hogy

T 1cn = λnT 2 cn + bn.(86)

Ezeket a közönséges differenciálegyenleteket (melyek szerencsére mind ugyanolyan tí-

pusúak) kell tehát csak megoldanunk, illesztve a ψ(t0, r) , (∂tψ)(t0, r) , . . . kezdeti felté-

telekhez — ezeket kifejtve ugyanis a {ϕn}∞n=1 függvényrendszeren, az együtthatók épp

cn(t0) , ċn(t0) , . . . lesznek.

Ha peremfeltételek is vannak, akkor az ahhoz illeszkedő sajátfüggvények szerinti ki-

fejtés biztosítja, hogy a megoldás is eleget tesz nekik.

Mint látható, számos feltételezéssel éltünk az egyenletre és a megoldásra. Sajnos,

ha ezeket nem tesszük meg, akkor valamely lépéseket nem tudjuk megtenni.24 Ezek oka

24 legalábbis az L2-beli kifejtések keretében. Más értelemben vett kifejtések esetleg többet is megen-
gednek, de ha találunk is erősebb tulajdonságokkal rendelkező kifejtést, számítsunk rá, hogy annak
alkalmazhatósága erősebb feltételekhez fog kötődni.
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az előző szakasz alapján érthető, talán csak a peremfeltételek időfüggetlensége igényel

magyarázatot. Ha ugyanis a peremfeltételek időfüggőek, akkor — hogy a sajátfüggvé-

nyek szerinti kifejtés a peremen is konvergáljon, — a hozzájuk tartozó sajátfüggvények

is időfüggőek kell legyenek [a (67)-nél mutatott példában: ha L egy időfüggő L(t), az

a (68)–(69) sajátfüggvényekben időfüggést okoz]. Ekkor viszont T 2 a sajátfüggvényeket

is deriválja, ami tönkreteszi a jobb oldal {ϕn}∞n=1 szerint kifejtett alakját.

7. DINAMIKA : A REDUKÁLT EGYENLETEK SZÉTVÁLASZTHATÓSÁGA

Az (57), (58), (59), (60) redukált egyenletek mindegyike inhomogén szétválasztható

változójú, ha S
d
E

s és S
s
E

d arányos egymással. [A D 0, D 1, D 2 operátorok ugyanis

mindnyájan e kettő bizonyos lineárkombinációi — ld. (28).] Amikor ez nem áll fenn,

az (59) sebességegyenletből akkor is szétválasztható változójúakat nyerhetünk. Mielőtt

azonban erre rátérnénk, idézzük fel a korábbi ötletet, hogy konkrét szimmetriák vagy

egyéb speciális viszonyok teljesülése esetén eme általánosan fennálló redukált egyenle-

tek mellett egyszerűbb speciális egyenleteket is le tudhatunk vezetni, és akkor elegendő

azok megoldására koncentrálni. Emellett az általános feszültségegyenlet és deformáció-

egyenlet deviatorikus és gömbi része is bizonyos speciális feladatok esetén kellemesen

egyszerű lehet.

Lássuk tehát, hogy az általános szinten mit lehet tenni az (59) sebességegyenlettel.

Egy v(t, r) sebességmezőhöz hozzárendelhető a

v(rot=0)(t, r) =
1

4π

∫

(v · ∇)(t, r′)
r− r′

|r− r′|3 d3r′ =(87)

=

[

− 1

4π

∫

(v · ∇)(t, r′)
|r− r′| d3r′

]

∇(88)

mező.25 A jobb felső sarokba írt (rot=0) jelölés arra utal, hogy ez a vektormező rotációmen-

tes. Ez a második, (88) alakból jól látszik, hiszen egy gradiens rotációja nulla. Belátható

[az első, (87) alakból], hogy

v(rot=0) · ∇ = v · ∇.(89)

Ezért a

v(div=0) = v− v(rot=0)(90)

vektormező pedig divergenciamentes. Ez tehát a v vektormező rotációmentes és diver-

genciamentes részre való felbontása. Ez a felbontás határozatlan, legalábbis egy helyfüg-

getlen (de tetszőleges időfüggésű) vektor erejéig. Egy divergenciamentes vektormezőből

25 Itt fel kell tennünk v bizonyos kellően reguláris viselkedését, és divergenciájának végtelen felé való
lecsengését.

35



egy rotációmentesbe átcsoportosítani ugyanis olyan vektormezőt lehet, amely divergen-

ciamentes és rotációmentes is egyszerre. Egy rotációmentes vektormező ∇U alakú (ld.

14. oldal26). Mivel emellett divergenciamentes is, ez (∇U) · ∇= 0 -t jelenti, azaz △U =

= 0 -t. Ennek tetszőleges a(t)-vel megoldása az

U(t, r) = a(t) · r(91)

függvény. Az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy elrendezésünk olyan, hogy valóban

pontosan (91) alakúak a lehetséges megoldások. Ekkor ∇U = a az átcsoportosítható

vektormező, mely egy tetszőleges időfüggésű, helyfüggetlen vektor.

Maga v felbontásánál nem is lesz fontos az egyértelműség, a (87) és (90) definíciókkal

fogunk tovább dolgozni. E mennyiségekkel (59) utolsó sora a

ρS
d
S

s v̈ = D 2

(

v(rot=0) · ∇
)

∇− 1

2
S

s
E

d∇×
(

∇× v(div=0)
)

+ S
d
S

s ḟ(92)

alakba írható. Itt a jobb oldalon az első tag rotációja nulla, a második tagnak pedig a

divergenciája nulla. Ezért ha vesszük a bal és a jobb oldal felbontását rotáció- és diver-

genciamentes részre, akkor a

ρS
d
S

s v̈(rot=0) = D 2

(

v(rot=0) · ∇
)

∇+ S
d
S

s ḟ(rot=0) + b(93)

és

ρS
d
S

s v̈(div=0) = −1

2
S

s
E

d∇×
(

∇× v(div=0)
)

+ S
d
S

s ḟ(div=0) − b(94)

komponenseket kapjuk, ahol b(t) egy tetszőleges időfüggő, helyfüggetlen vektor, mely a

felbontás nem-egyértelműsége miatt lép fel, ḟ(rot=0) és ḟ(div=0) pedig ḟ felbontása a (87)

és (90) képletekben látott módon. A (93) és (94) egyenletek pedig már (inhomogén) szét-

választható változójúak.

Mivel a ρS
d
S

s c̈ = b differenciálegyenletnek létezik c(t) megoldása, ezért a (93)

egyenletet a v(rot=0) − c ismeretlenre, (94)-et pedig v(div=0) + c -re írva át, a b jelentette

inhomogén tag el is tüntethető.

Érdekes kérdés, hogy a vektormezők divergenciamentes és rotációmentes részre va-

ló felbontása hogyan általánosítható tenzormezőkre, egyik tenzori „indexükben” (tenzori

komponensükben), illetve egyszerre több „indexük” szerint is. Egy ilyen felbontás hasz-

nos eszközt és látásmódot adhatna képleteinkhez (gondoljunk például a mozgásegyenlet-

ben szereplő σ · ∇ kifejezésre, vagy a ∇× εεεε×∇ = 0 tulajdonságra).

8. DINAMIKA : AZ EGYENLETEK MEGOLDÁSA

Következzenek most észrevételek, javaslatok az egyenletek — akár a redukáltak, akár

26 mint ott is, most is tegyük fel, hogy a tértartomány, amit r befut, egyszeresen összefüggő
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az esetleges speciális egyszerűbbek — megoldásához. Ezek a korábbi szakaszokban em-

lítettek következményei, ezért az itt írtak indoklásai, magyarázatai fentebb találhatóak.

• Olyan redukált (vagy más) egyenletre törekedjünk, amely (inhomogén) szétválaszt-

ható változójú. Ha peremfeltételek is vannak, akkor arra a változóra elimináljunk-

redukáljunk, amire a peremfeltételek meg vannak adva, mert a többi várhatóan a meg-

oldás valamilyen térderiváltjaként adódna, de a kifejtés várhatóan nem lesz tagonként

deriválható (és pláne nem várható, hogy a remélt értékhez konvergál a peremen). Csak

ha két térderiváló operátor felcserélhető, akkor deriválhatunk be tagonként az egyik

szerinti kifejtésben a másikkal (és csak akkor, ha a két operátor közös sajátfüggvény-

rendszerén fejtettünk ki).

• A minket érdeklő megoldás sajnos nem feltétlenül négyzetesen integrálható. Erre gya-

nakodhatunk például, ha a kezdeti feltétel, vagy a várt nagy idejű aszimptotikus vég-

eredmény27 nem négyzetesen integrálható. Fizikailag a négyzetek — mozgási ill. ru-

galmas — energiákhoz kötődnek (pl. v2, trσ2, trεεεε2 ), ezért hogyha fizikailag meg

tudjuk mondani, véges vagy végtelen energiák várhatóak a rendszerben, az is segít

annak megtippelésében, hogy fenn fog-e állni négyzetes integrálhatóság. Ha nem, ak-

kor abban reménykedhetünk, hogy legalább a változások véges energiájúak lesznek.

Ilyenkor vonjuk le a keresett mennyiségből a kezdeti feltételbeli értékét, vagy a várt

nagy idejű aszimptotikus végeredményt. Ha e kettő különbsége nem négyzetesen in-

tegrálható, akkor baj van.

Például egy hengerszimmetriájú feladatban a henger tengelye irányú eltolásokra inva-

riancia van, ezért ha a valaminek a tengelyre merőleges síkbeli integrálja nemnulla,

akkor a tengely irányú integrálástól végtelen lesz a térintegrálja. Ilyenkor viszont ab-

ban reménykedhetünk, hogy a szimmetriatengelyre merőleges síkban négyzetes integ-

rálhatóság van, és hogy ez a fajta kétdimenziós négyzetes integrálhatóság elég lesz a

megoldáshoz.

• Ha a peremfeltétel időfüggő, vonjunk le a keresett ismeretlen függvényből egy olyan

kiválasztott segéd-függvényt, ami ugyanilyen peremfeltételű, hogy a különbségre az

időfüggetlenül nulla peremfeltétel teljesüljön. Ezt a levonást az esetleges más levo-

nással összhangban tegyük: a négyzetes integrálhatóság is biztosítva legyen. Arra is

ügyeljünk, hogy az egyenlet szétválasztható változójú maradjon.

A sok nehézség felvázolása után lássunk egy konkrét esetet, ahol mindezek nem lép-

nek fel. Tekintsünk egy végtelen közeget, egy tetszőleges időfüggetlen f térfogati erőme-

zőben, és egyelőre egy tetszőleges (17)–(18) reológiával. Az egyszerűség kedvéért nem

27 A reológiai konstitúciós összefüggések csillapításokat szoktak leírni, így a rendszer sok esetben egy
statikus egyensúlyi, rugalmasságtani állapothoz tart.
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magukat (93)-at és (94)-et, hanem egy-egy egyszerűbb következményüket oldjuk meg

most. Képezzük (93) divergenciáját :

ρS
d
S

s
(

v(rot=0) · ∇
..
)

= D 2△
(

v(rot=0) · ∇
)

;(95)

továbbá (94) rotációját (ld. a 16. lábjegyzetbeli azonosságot is) :

ρS
d
S

s
(

∇× v(div=0)

..
)

=
1

2
S

s
E

d△
(

∇× v(div=0)
)

.(96)

E két származtatott egyenlet egy-egy hullámegyenlet, csak reológiai csillapításokkal tar-

kítva (a rugalmasságtani longitudinális ill. transzverzális hullámok reológiai általánosítá-

sai).

Mindkét hullámegyenlet négyzetesen integrálható megoldásait megkaphatjuk a −△
térderiváló operátor (térbeli DIRAC-deltára) normált

ϕk(r) =
1

√

(2π)3
e ikr, λk = k2 = k2(97)

sajátfüggvényrendszere szerinti kifejtésben. A (86) egyenlet a

ρS
d
S

s ck = k2
D 2ck(98)

illetve

ρS
d
S

s ck = k2 1

2
S

s
E

dck(99)

alakot ölti. Mindkettő állandó együtthatós homogén lineáris differenciálegyenlet lévén,

ck(t) = γke−iωt(100)

alakban kereshetjük a megoldásaikat.28 A (100) alakot behelyettesítve (98)-ba ill. (99)-be,

mivel sajnos ω-t nem tudjuk expliciten kifejezni k függvényeként [mely ω(k) függvényt

diszperziós relációnak hívják], ezért fejezzük ki k2-et ω függvényeként :

k2 =
3ρω2

[

∑ss

j=0 T
s
j (−iω)j

][

∑sd

l=0 T
d
l (−iω)l

]

2
[

∑ss

m=0 T
s
m(−iω)m

][

∑ed

n=0U
d
n(−iω)n

]

+
[

∑sd

p=0 T
d
p (−iω)p

][

∑es

q=0U
s
q(−iω)q

]

(101)

illetve

k2 =
2ρω2

[

∑ss

j=0 T
s
j (−iω)j

][

∑sd

l=0 T
d
l (−iω)l

]

[

∑ss

m=0 T
s
m(−iω)m

][

∑ed

n=0U
d
n(−iω)n

] =
2ρω2

∑sd

l=0 T
d
l (−iω)l

∑ed

n=0U
d
n(−iω)n

.(102)

28 legalábbis a nem-elfajulóakat : a reológiai együtthatók olyan speciális együttállásai esetén, amikor
a karakterisztikus egyenletnek vannak töbszörös gyökei, olyankor te iωt, t2e iωt, . . . megoldások is
lesznek.
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Vegyük észre, hogy utóbbi, a transzverzális esetben a csak a torzulási konstitúciós reláció,

(17) játszik szerepet, a gömbi, (18) nem.

A (101) és (102) összefüggések meglehetősen bonyolultak. Vegyük először a rugal-

masságtan esetét : ( S
d = S

s = 1, E
d = U d

0 , E
s = U s

0 ). Ekkor

k2 =
3ρω2

2U d
0 +U s

0

=⇒ ω = ±
√

2U d
0 +U s

0

3ρ
k(103)

illetve

k2 =
2ρω2

U d
0

=⇒ ω = ±
√

U d
0

2ρ
k(104)

diszperziós relációkra egyszerűsödik a helyzet. Ilyenkor a jelsebesség nagysága, ω/k,29 és

a dω/dk csoportsebesség nagysága ugyanaz a k-független állandó, mind a longitudinális

(103), mind a transzverzális (104) esetben.

Ha reológiai esetekre térünk át, akkor (101) és (102) megoldásai ω-ra általában komp-

lexek. Ilyenkor a csoportsebességet nem is értelmezhetjük a szokásos dω/dk kifejezéssel.

Ezért ismételjük át a csoportsebesség értelmezését, de olyan módon, hogy az komplex ω

esetére is működjön. Tekintsük egy olyan ψ megoldás

ψ(t, r) =

∫

γke−iω(k)t 1
√

(2π)3
e ikrd3k =

1
√

(2π)3

∫

γke i [kr−ω(k)t]d3k =

=
1

√

(2π)3

∫

γke Im ω(k)te i [kr−Re ω(k)t]d3k(105)

kifejtését, amelyben γk valós és egy k0 köré koncentrálódik (például egy k0 maximumú

GAUSS-görbe profilú függvény). Ekkor az integrálban természetesen k0 e környezete do-

minál. Emellett az integrandus egy k-függő fázisú komplex szám, és a stacionárius fázis

módszere értelmében egy ilyen integrálban az olyan k vidéke ad csak jelentős járulékot,

ahol a fázis k-függése éppen „leáll”, azaz ahol a fázis k szerinti deriváltja nulla. Ezért

ψ(t, r) olyan t és r értékekre jelentős, ahol ez a két domináló környezet ugyanaz, tehát

ahol a fázis k szerinti deriváltja épp k = k0 -ban nulla :

r− dReω
dk

(k0)t = 0.(106)

Így t-kor ψ maximuma a

dReω
dk

(k0)t(107)

helyen van, mely maximumhely az idő függvényében vándorol, a

dReω
dk

(k0)(108)

29 A jelsebességnek mint vektornak ωk/k2 tekinthető.
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sebességgel. A csoportsebesség, azaz egy hullámcsomag (avagy „csoport”) tetejének ván-

dorlási sebessége tehát a (108) kifejezés, mely komplex ω esetén is értelmezve lett tehát.30

Ezek után tekintsünk második példaként egy POYNTING-THOMSON-modellt, és az át-

láthatóság kedvéért csak a transzverzális egyenletet vizsgáljuk. Ekkor az S
d = 1 + T d

1 ∂t,

E
d = U d

0 +U d
1∂t, konstitúciós operátorokkal van dolgunk, (102) pedig

k2 =
2ρω2

[

1 + T d
l (−iω)

]

U d
0 +U d

1 (−iω)
=

2ρω2

U d
0

1 + T d
l (−iω)

1 +
Ud

1

Ud
0

(−iω)
(109)

lesz. Ez a képlet kis ω [a reológiai időskálákhoz képest kicsi, azaz |ω| ≪ T d
l ,

Ud
1

Ud
0

] esetén

a rugalmasságtani (104)-re vezet, a lassú folyamatok tehát reológiamentesen zajlanak.

Ezzel ellentétben, a |Reω| ≫ T d
l ,

Ud
1

Ud
0

gyors folyamatok esetén

U d
0

2ρ
k2 = ω2 1 + T d

l (−iω)

1 +
Ud

1

Ud
0

(−iω)
= (Reω + i Imω)2 T

d
1 Reω + i

(

1 + T d
1 Imω

)

Ud
1

Ud
0

Reω + i
(

1 +
Ud

1

Ud
0

Imω
)

=

=
T d

1

Ud
1

Ud
0

(Reω)2

[

1 +
i

Reω

(

2Imω +
1

T d
1

− U d
0

U d
1

)

+ O

(

1

(Reω)2

)]

.(110)

A bal oldal valós, ezért a jobb oldal képzetes része is nulla kell legyen. Ha feltételez-

zük, hogy |Imω| ≪ |Reω|, akkor ez 2Imω + 1
T d
1

− Ud
0

Ud
1

nulla mivoltát31 jelenti. Innen

Imω → 1
2

(

Ud
0

Ud
1

− 1
T d
1

)

, azaz Imω egy bizonyos véges értékhez tart. Ez azt mutatja, hogy

|Imω| ≪ |Reω| feltevésünk konzisztens volt. Erre támaszkodva (110) azt mutatja, hogy
Ud

0

2ρ
k2 egyre pontosabban T d

1

Ud
1
/Ud

0

(Reω)2 -tel lesz egyenlő. Eszerint a (108) csoportsebesség

nagysága Reω→∞ során a
√

U d
1/U

d
0

T d
1

√

U d
0

2ρ
(111)

864

1.5

2

1

0

0.5

0

értékhez tart. Mivel termodinamikai megfontolásokból

[VÁN–ASSZONYI (2006)], [ASSZONYI–VÁN–SZARKA

(2007)] U d
1/U

d
0 ≥ T d

1 , ezért az aszimptotikusan nagy

frekvenciájú hullámok csoportsebessége nagyobb, mint

az aszimptotikusan kisfrekvenciásoké. A (109) egyen-

letet numerikusan is megoldhatjuk, melynek eredmé-

nye egyezik a kis- és nagyfrekvenciás számítási ered-

ményünkkel, e két szélsőséges jelenségtartomány kö-

zött pedig a csoportsebesség nagyságának nemtriviális

30 Általánosabban, ha γk nem valós, de abszolút értéke továbbra is egy k0 köré koncentrálódik, és e
hullámszám-környezetben γk komplex fázisa k-nak jó közelítéssel lineáris függvénye, az csak annyi
változást okoz, hogy a hullámcsomag teteje t = 0-kor r = 0 helyett egy valamilyen r0 helyen jár.

31 helyesebben: nullához tartását Reω→∞ során
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alakulására hívja föl a figyelmet. Az itt mellékelt ábrán látható a számított csoportsebes-

ség
√

U d
0/2ρ egységekben, Reω függvényében (Ud

1

Ud
0

egységekben) [az ábra T d
1 = 1

2

Ud
1

Ud
0

ese-

tén készült]. A longitudinális csoportsebesség függvénygörbéje a magasabbfokú polino-

mok miatt jóval cirkalmasabb menetű, tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell esetén

pedig már a transzverzális függvénymenet is jóval bonyolultabb.

Mindamellett tartsuk szem előtt, hogy a csoportsebesség egy viszonylag hozzávető-

leges, közelítő mennyiség, csak körülbelüli tájékoztatást ad a folyamatok sebességéről.

Amikor pedig peremfeltételekkel határolt tartományt foglal el közegünk, ott a peremek

miatt másak lesznek a sajátfüggvények, ezért a hullámterjedés is. Egy laboratóriumi pró-

batestre bocsátott ultrahangos terjedésisebesség-mérésnél pedig a jel bebocsátása időfüg-

gően gerjesztett peremfeltételt jelent, a detektálás pedig nem egy hullámcsomag tetejének

érkezését figyeli, hanem inkább az érkezett jel felfutását, ezért ott jelentősen más számí-

tásokra van szükség a mért sebességérték anyagi paramétereitől való függésének megál-

lapításához.

9. EGYENSÚLYI KÖZELÍTÉS : EGZISZTENCIA, UNICITÁS

A (32)–(35) egyenletrendszer egyensúlyi közelítése alatt az értendő, amikor (33) bal

oldalát nullának vesszük:

ε̇εεε = (v ◦∇)S ,(112)

0 = σ · ∇+ f,(113)

S
d
σ

d = E
d
εεεε

d,(114)

S
s
σ

s = E
s
εεεε

s.(115)

Ezzel a hullámokat és más gyors jelenségeket elveszítjük: olyan tranzienseket, amik le-

csengenek, ám addig nagy változásokat — így képlékenyedést vagy tönkremenetelt —

is okozhatnak. A gyors összeugrások/kitágulások lefolyását sem tudjuk nyomon követ-

ni. Ezek a gyors változások elfutó jellegűek (hullámszerűen odébbhaladnak a közegben),

míg a reológiaiak helybenmaradóak.32

Az egyensúlyi közelítést hívják kvázistatikusnak is, de a „statika” kifejezés alatt nem-

csak az erők egyensúlyát szokás érteni, hanem beleértik a sebességek nulla voltát is.33

Ezért a „kvázistatikus” szóval az a probléma, hogy nem világos belőle, hogy mi benne a

32 legalábbis eme lokális konstitúciós relációjú reológiai modelleink esetén. Ha a konstitúciós össze-
függések például a deformáció gradiensét is tartalmazzák [VÁN (2004)], [VÁN (2009)], akkor egyen-
súlyi közelítésben is kaphatunk vándorló változásokat.

33 Ebből az is látszik, hogy a statikusság egy vonatkoztatási rendszerhez kötődő fogalom: egy közeg-
folyamat akkor statikus, ha létezik inerciarendszer, amelyhez képest nyugvó a közeg mozgása, és
ezt a nyugvó mozgást az erők (és a forgatónyomatékok) egyensúlya tartósan fenn is tartja.
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kvázi, és mi benne a statikus. A mechanikai egyensúly áll-e fenn továbbra is, és a sebesség

inerciális volta nem? Vagy fordítva? Vagy mindkettő csak egy kicsit sérül? Ráadásul az

egyensúlyi közelítés kivitelezéséhez nem kell a sebességre semmit sem mondani, akármi-

lyen v(t, r) mellett kiróható (csak a gyorsulásoknak kell elég kicsinek lenni ahhoz, hogy

a ρv̇ tagot eldobhassuk).

Megjegyzendő, hogy egyensúly alatt itt mechanikai egyensúly van értve: az erők

egyensúlya (mely mellett a forgatónyomatékok egyensúlya a feszültségtenzor szimmetri-

ája alapján már teljesül). A termodinamikai aspektusok itt el vannak hanyagolva.

Fontos kérdés, hogy mihez képest legyen a ρv̇ tag annyira kicsi, hogy eldobhassuk.

A biztonságos válasz az, hogy σ · ∇ -hoz és f-hez képest egyaránt kicsinek kell lennie.

Amikor térfogati erő nincs, akkor nehezebb helyzetben vagyunk. Azt mégsem mondhat-

juk, hogy σ · ∇ -hoz képest, hiszen ha ρv̇ -t eldobtuk, akkor a σ · ∇ = 0 egyenletet

oldjuk meg, és ha ennek megoldását jó közelítésnek tartjuk, akkor eszerint σ · ∇ való-

ban „meglehetősen” nulla. Sőt, pont annyira nemnulla, amennyire ρv̇ nemnulla (hiszen a

ρv̇ = σ · ∇ egyenlet szerint egyenlők).

Már az is pikáns kérdés, hogy mi a matematikai feltétele annak, hogy egy térfogati

erő elhanyagolható. Erre egy első válasz az lehet, hogy az f térfogati erőhöz többnyire

rendelhető egy σ
f „effektív feszültségtenzor” (ld. 3. szakasz), és ez kell elhanyagolható

legyen a közeg peremén ható nyomásokhoz képest. Sajnos, σf definíciója nem egyértelmű

adott f esetén. Emellett ha egy függvény jóval kisebb egy másiknál, a deriváltja (így pl.

a divergenciája) nem lesz szükségképpen jóval kisebb a másik deriváltjánál.34 Ezért egy

kevésbé praktikus válasszal kellhet beérnünk: meg kell oldani a feladatot f nélkül, és ha a

kapott σ · ∇ jóval nagyobbnak bizonyul f-nél, akkor jogosan hagyjuk el.

A ρv̇ tag elhagyása is talán akkor tehető meg, ha a nélküle megoldott problémából

kiszámolható ρv̇ valóban jóval kisebb a kialakuló σ · ∇ -nál. Természetesen jó volna

ennél hasznosabb kritériumot is felállítani, de ez egyelőre nyitott kérdés, mely megbízható

választ igényel.

Megjegyezhető, hogy gyors, periodikus zavarok lassú változásokat (drift-et) is okoz-

hatnak. Az ilyenek közelítő tárgyalásához az ún. adiabatikus közelítés és a FLOQUET-

módszer is alkalmazható, melyek valamilyen értelemben kiátlagolnak a gyors változá-

sokra. Érdemes volna feltárni, hogy ezek a módszerek hozzásegíthetnek-e az egyensúlyi

közelítés jobb megértéséhez.

A (112)–(115) egyenletrendszerben nincs már olyan egyenlet, mely v-t meghatároz-

ná/időfejlesztené. εεεε(t, r) ismeretében (32)-ből kell rekonstruálnunk az 1. szakaszban lá-

tott módon, a (10) CESÀRO-formulát ε̇εεε-ra alkalmazva, és a fellépő határozatlanságokat

34 Példa: A1(2 + sink1x) és A2(2 + sink2x) , ahol A1≪A2, de k1≫ k2 úgy, hogy A1k1 >A2k2.
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valamilyen többlet-információ segítségével (peremfeltételek, szimmetriák) rögzíteni.

A (112)–(115) egyenletrendszer megoldásának létezését (egzisztenciáját) jelen írás

nem vizsgálja. Ez vélhetőleg annak ötvözésekent lenne kivitelezhető, ahogyan a rugal-

masságtani egzisztencia bizonyítható, és ahogy az alább következő unicitás vizsgálható

reológiai esetekben. A megoldás egyértelműségének (unicitásának) bizonyítására viszont

sor kerül itt. A különböző reológiai modellek különbözőképpen tűnnek viselkedni unicitás

szempontjából, ezért a különböző modellek egyesével lesznek sorra véve.

Az unicitásbizonyítások prototípusa a rugalmasságtani eset lesz, tekintsük tehát elő-

ször ezt az S
d = S

s = 1, E
d = U d

0 , E
s = U s

0 esetet, azaz a

σ
d = U d

0 εεεε
d, σ

s = U s
0εεεε

s(116)

konstitúciós összefüggéseket.35

Tételezzük fel először, hogy közegünk egy olyan tartományt tölt ki, melynek alakja

és pereme olyan, hogy rá a GAUSS-tétel (vektormező divergenciájának térfogati integrál-

ja egyezik a vektormező felületi integráljával) alkalmazható. Tegyük föl továbbá, hogy

σ1, εεεε1, v1 is megoldása a (112)–(115) egyenletrendszernek és valamilyen kirótt perem-

feltételeknek, és σ2, εεεε2, v2 szintén megoldása ugyanennek a feladatnak. Tekintsük εεεε1 egy

uCAUCHY
1 CAUCHY-potenciálját — ez lehet egy t0-tól mért (ut0)1 elmozdulás is, de lehet

bármely más lehetséges CAUCHY-potenciál is. Ugyanígy vegyünk egy uCAUCHY
2 CAUCHY-

potenciált εεεε2-höz. Ezek után vezessük be a

σ
∆

= σ2 −σ1, εεεε
∆

= εεεε2 − εεεε1, v
∆

= v2 − v1, uCAUCHY
∆

= uCAUCHY
2 − uCAUCHY

1

(117)

jelöléseket.

Eme előkészületek után vegyük a következő levezetést :

(

σ
∆

uCAUCHY
∆

)

· ∇ = (σ
∆
· ∇)uCAUCHY

∆
+ σ

∆
:
(

uCAUCHY
∆

◦∇
)

=

= σ
∆

:
(

uCAUCHY
∆

◦∇
)S

= σ
∆

: εεεε
∆

=
(

σ
d
∆

+ σ
s
∆

)

:
(

εεεε
d
∆

+ εεεε
s
∆

)

=(118)

= σ
d
∆

: εεεε
d
∆

+ σ
s
∆

: εεεε
s
∆

= U d
0 εεεε

d
∆

: εεεε
d
∆

+U s
0 εεεε

s
∆

: εεεε
s
∆
,

ahol az A : B jelölés trAB -t jelenti, és kihasználtuk többek között (113)-at, σ
∆

szim-

metrikusságát, és hogy egy deviatorikus és egy gömbi tenzor szorzatának nyoma nulla.

Ha U d
0 és U s

0 nemnegatívak — ami összhangban van fizikai tapasztalatainkkal —, akkor

egy pozitív definit36 kifejezés alakult ki levezetésünk során.

35 De nem egy, egyes könyvekben előforduló fél-fizikai, fél-matematikai, fizikailag helytelen, mate-
matikailag pedig nem kielégítő érvelgetéssel fogjuk tárgyalni, hanem egy tisztán matematikai gon-
dolatmenet révén, [MATOLCSI (2009)] felhasználásával.

36 ez alatt azt értjük: nemnegatív értékeket felvevő kifejezés. A csakis pozitív kifejezéseket szigorúan
pozitív definitnek fogjuk hívni.
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Tegyük fel ezután még, hogy feladatunkhoz olyan peremfeltételek vannak adva, ame-

lyek biztosítják, hogy a peremen σ
∆

uCAUCHY
∆

normális irányú komponense nulla legyen.

Ilyenek a gyakorlatban előforduló peremfeltételek, egyszerű példaként gondoljunk arra az

esetre, amikor a peremfelületen ható felületi erősűrűség, σn egy megszabott — általában

időfüggő és helyfüggő — érték, ahol n a peremfelület normálvektorát jelöli. Ha tehát σ1

és σ2 egyaránt eleget tesz ennek a feltételnek, akkor σ∆n nulla, melyből

nσ
∆

uCAUCHY
∆

= 0(119)

is következik. Ekkor (118) tértartományunkra vett integrálját véve,
(

σ
∆

uCAUCHY
∆

)

· ∇ tér-

integrálja a GAUSS-tétel miatt nσ
∆

uCAUCHY
∆

peremre vett felületi integráljával egyenlő,

mely (119) miatt nulla. Eszerint a (118) során kapott pozitív definit kifejezés térintegrálja

nulla, amiből az következik, hogy e kifejezés minden térpontban nulla (minden időpil-

lanatban). Emiatt εεεε
d
∆

és εεεε
s
∆

is mindenhol és mindenkor nulla. Így összegük, εεεε∆ is az,

másrészt a (116) összefüggések alapján σ
d
∆

és σ
s
∆

, így σ∆ is mindenhol és mindenkor

nulla. Eszerint σ1 = σ2 és εεεε1 = εεεε2. v1 és v2 viszonyáról nem tudunk bizonyítani sem-

mit, ami nem csoda, tekintve, hogy a (112)–(115) egyenletrendszer sem határozza meg

v-t (tudjuk, a CESÀRO-formula jelentette határozatlanság. . . ).

Ha a tértartományunk valamilyen irányokban végtelen, akkor a megoldás egyértel-

műségéhez peremfeltétel-szerűségként valamilyen aszimptotikus viselkedést kell kiróni

ezekben az irányokban. Konkrétabban: olyan aszimptotikus viselkedésre van szükség,

hogy ha egy korlátos tartományra vett GAUSS-tétellel indulunk, majd a tartomány határát

a közeg végesben levő peremeihez illetve a végtelen felé tartatjuk, akkor a végtelen felé

tartó felületi integrál nullához kell tartson. Az egyértelműség tehát az olyan aszimptotikus

viselkedésű megoldások között lesz bizonyítható, melyek különbségeire vett nσ
∆

uCAUCHY
∆

a felület végtelenbe tartásakor nullához tart.

Ugyan a rugalmasságtani eset tárgyalásához nincs közvetlenül szükség rá, a reológiai

esetekhez módszertanilag hasznos lesz a rugalmasságtani unicitás egy másik bizonyítása.

Ez annyiban tér el az előzőtől, hogy a (118) levezetésben látott lépéseket
(

σ
∆

uCAUCHY
∆

)

·∇
helyett (σ

∆
v

∆
) · ∇ -ra hajtjuk végre. Az eredmény

(σ
∆

v
∆
) · ∇ = U d

0 εεεε
d
∆

: ε̇εεε
d
∆

+U s
0 εεεε

s
∆

: ε̇εεε
s
∆

=
(

U d
0

2
εεεε

d
∆

: εεεε
d
∆

+
U s

0

2
εεεε

s
∆

: εεεε
s
∆

.
)

,(120)

mely egy pozitív definit mennyiség időderiváltja. A GAUSS-tételes érveléssel, ha nσ
∆

v∆

a peremen eltűnik (az esetleges végtelen irányokba pedig nullához tart a felületi integrál-

ja), akkor eredményként (120) jobb oldalának pontonkénti (és mindenkori) nulla voltát

kapjuk. Ha a feladathoz ismerjük a σ(t0, r), εεεε(t0, r) kezdeti feltételeket, akkor az ezeket

kielégítő σ1, εεεε1 és σ2, εεεε2 megoldásokra σ
∆
(t0, r) és εεεε

∆
(t0, r) nulla. Ezért t0-kor a (120)

jobb oldalán a zárójelben álló pozitív definit mennyiség nulla. Ha pedig a nulláról indul,
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és nulla az időderiváltja is, akkor később is mindig nulla. Innen ismét εεεε∆ nulla volta, abból

pedig σ∆ nulla volta következik.

Noha egyelőre öncélúnak tűnik, a reológiai esetekhez értékes eljárásnak fog bizo-

nyulni a rugalmasságtani eset két eddigi bizonyításának egy kombinálása is. Ennek során

a tetszőleges α, β nemnegatív együtthatókkal (118) és (120) egy ötvözetét tekintjük:

[

σ
∆

(

αuCAUCHY
∆

+ βv
∆

)]

· ∇ = α
(

U d
0 εεεε

d
∆

: εεεε
d
∆

+U s
0 εεεε

s
∆

: εεεε
s
∆

)

+

+ β
(

U d
0

2
εεεε

d
∆

: εεεε
d
∆

+
U s

0

2
εεεε

s
∆

: εεεε
s
∆

.
)

.(121)

Ami itt módszertanilag érdekes, az az, hogy a jobb oldal ezúttal egy pozitív definit

mennyiségnek (jelöljük röviden P -vel) és másik egy pozitív definit mennyiség (rövid

jelölése: Q) időderiváltjának az összege. Egy ilyen P + Q̇ térintegráljának, rövid jelö-

léssel
∫

(P + Q̇) -nak a nullasága37 esetén a következőképpen érvelhetünk. P ≥ 0, ezért
∫

P ≥ 0, ahonnan
∫

Q̇ = ∂t

∫

Q ≤ 0. Ha a kezdeti feltételek miatt Q t0-kor nulla, akkor
∫

Q is az, így később
∫

Q ≤ 0 . Mivel viszont emellett Q egy pozitív definit mennyiség,

ezért Q ≥ 0, és így
∫

Q ≥ 0 is fennáll. E kettő úgy teljesülhet egyszerre, ha
∫

Q =

= 0 minden t ≥ t0 -kor. Q pozitív definit volta miatt ez Q = 0 -t jelent. Továbbá mivel
∫

Q minden t0-nál későbbi pillanatban nulla, ezért az időderiváltja is. Ezért
∫

(P + Q̇) =

=
∫

P + ∂t

∫

Q =
∫

P nullasága a pozitív definit P nulla voltát vonja maga után. Ezután

ki kell értékelni, hogy P és Q nullasága mit jelent εεεε
∆

-ra és σ
∆

-ra, az pedig a megoldás

egyértelműségére.

Most már hozzáfoghatunk az egyes reológiai modellek unicitásának bizonyításához.

A KELVIN-KELVIN-modell esetén, mely alatt az értendő, hogy mind a deviatorikus, mind

a gömbi konstitúciós összefüggés egy-egy KELVIN-modell :

σ
d = U d

0 εεεε
d +U d

1 ε̇εεε
d, σ

s = U s
0 εεεε

s +U s
1 ε̇εεε

s(122)

(melyekben az együtthatók nemnegatívok), a fentiekkel analóg lépésekkel

(

σ
∆

uCAUCHY
∆

)

· ∇ =
(

U d
0 εεεε

d
∆

: εεεε
d
∆

+U s
0 εεεε

s
∆

: εεεε
s
∆

)

+
(

U d
1

2
εεεε

d
∆

: εεεε
d
∆

+
U s

1

2
εεεε

s
∆

: εεεε
s
∆

.
)

(123)

révén, ha a feladat peremfeltételei miatt nσ
∆

v∆ a peremeken eltűnik (ill. a végtelen felé

alkalmasan cseng le — ezt a továbbiakban értsük hozzá a peremeken eltűnéshez), akkor

εεεε t0-kori kezdeti feltétele egyértelműre rögzíti az egyenletrendszer εεεε, σ megoldását.

Következzen most a POYNTING-THOMSON-POYNTING-THOMSON-modell :

σ
d + T d

1 σ̇
d = U d

0 εεεε
d +U d

1 ε̇εεε
d, σ

s + T s
1σ̇

s = U s
0 εεεε

s +U s
1 ε̇εεε

s,(124)

37 melyet n
[

σ
∆

(

αuCAUCHY
∆

+ βv
∆

)]

peremeken nulla volta ill. végtelen felé való alkalmas eltűnése
biztosítana
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csupa nemnegatív együtthatóval. Itt az

(

S
d
S

s
σ

∆
v

∆

)

· ∇ =
(

U d
1 + T s

1U
d
0

)

ε̇εεε
d
∆

: ε̇εεε
d
∆

+
(

U d
0

2
εεεε

d
∆

: εεεε
d
∆

+
T s

1
U d

1

2
ε̇εεε

d
∆

: ε̇εεε
d
∆

.
)

+
(

d←→ s
)

(125)

levezetés szolgáltatja azt a kritériumot, hogy εεεε és ε̇εεε kezdeti értéke egyértelműre rögzíti a

megoldást, ha a peremeken S
d
S

s
σ

∆
v

∆
eltűnik; itt a

(

d←→ s
)

jelölés azt jelenti, hogy

az addigi kifejezés megismétlendő, benne minden d jelet s-re cserélve és viszont (azaz

egy deviatorikus-gömbi tükrözést jelent a formulában, hogy az összeg deviatorikus-gömbi

szempontból szimmetrikus legyen).

Alternatív eljárásként

(

σ
∆

E
d
E

sv
∆

)

·∇ =
(

U s
1 + T d

1U
s
0

)

σ̇
d
∆

: σ̇
d
∆

+
(

U s
0

2
σ

d
∆

: σ
d
∆

+
T d

1
U s

1

2
σ̇

d
∆

: σ̇
d
∆

.
)

+
(

d↔ s
)

(126)

is használható, ez σ és σ̇ kezdeti értéke esetén biztosít egyértelműséget, ha a peremeken

σ
∆

E
d
E

sv
∆

eltűnik.

A harmadik reológiai eset, mely itt bemutatásra kerül, a tehetetlenségi-POYNTING-

THOMSON-tehetetlenségi-POYNTING-THOMSON-modell :

σ
d + T d

1 σ̇
d = U d

0 εεεε
d +U d

1 ε̇εεε
d +U d

2 ε̈εεε
d, σ

s + T s
1σ̇

d = U s
0 εεεε

s +U s
1 ε̇εεε

s +U s
2 ε̈εεε

s,(127)

nemnegatív együtthatókkal, sőt, itt a termodinamikai oldalról ismert [VÁN–ASSZONYI

(2006)], [ASSZONYI–VÁN–SZARKA (2007)] U d
1 ≥ T d

1U
d
0 , U s

1 ≥ T s
1U

s
0 egyenlőtlenségek-

re is szükség lesz (legalábbis egy kicsit gyengébb változatukra). Az

(

S
d
S

s
σ̇

∆
E

d
E

s v
∆

)

· ∇ =
(

U s
1 −

T s
1
U s

0

2

)

L̇d : L̇d + T s
1U

s
2 L̈d : L̈d+

+
[

U s
0

2
Ld : Ld +

U s
2
+ T s

1
U s

1

2
L̇d : L̇d +

T s
1
U s

0

2

(

Ld : Ld
.
)

.
]

+(128)

+
(

d←→ s
)

választás célszerűnek bizonyul, ahol az Ld = S
d
σ

∆
rövidítés lett alkalmazva. A kiérté-

kelés az előzőeknél bonyolultabb, mert a szögletes zárójelben levő kifejezés (plusz d ↔ s

párja, összegüket jelölje Q) nem pozitív definit. Mindenesetre induljunk el a 45. olda-

lon látott érveléshez hasonlóan. A GAUSS-tételből és a szögletes zárójelen kívüli pozitív

definit P összeg
∫

P ≥ 0 térintegráljából
∫

Q̇ = ∂t

∫

Q ≤ 0. Ha a kezdeti feltételek biz-

tosítják, hogy t0-kor Q = 0, és így ekkor
∫

Q = 0, akkor későbbi időkre
∫

Q ≤ 0. Q

maga nem pozitív definit, de egy pozitív definit R mennyiségnek és egy másik pozitív S

mennyiség időderiváltjának az összege, ahol

R =
U s

0

2
Ld : Ld +

U s
2
+ T s

1
U s

1

2
L̇d : L̇d +

(

d←→ s
)

, S =
T s

1
U s

0

2
Ld : Ld +

(

d←→ s
)

.

(129)
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Tehát most azt tudjuk, hogy
∫

Q =
∫

(R+ Ṡ) ≤ 0. A 45. oldalon látott érvelés most R-

re és S-re folytatható le: R ≥ 0 ⇒
∫

R ≥ 0, ahonnan
∫

Ṡ = ∂t

∫

S ≤ 0. Ha a kezdeti

feltételek miatt S t0-kor nulla, akkor
∫

S is az, így később
∫

S ≤ 0 . Emellett ugye S ≥
≥ 0 ⇒

∫

S ≥ 0, melyekből
∫

S = 0 minden t ≥ t0 -kor. Pozitív definit S -sel ez S = 0

esetén lehetséges. Továbbá mivel
∫

S minden t≥ t0 -ra nulla, ezért az időderiváltja is az.

Innen
∫

(R+ Ṡ) =
∫

R+ ∂t

∫

S =
∫

R ≤ 0 a pozitív definit R nullaságát vonja maga

után. Ezzel Q = 0-t bizonyítottuk bármely t ≥ t0 -ra. Ez Q̇ = 0 -t maga után vonja, és ez
∫

(P + Q̇) = 0 -ból
∫

P = 0 -re vezet, mely pedig a pozitív definit P nullaságát biztosítja.

S nulla volta Ld és Ls mindenkori nullaságát eredményezi. Ezért ha σ
d
∆

kezdetben nulla,

akkor a

σ
d
∆

+ T d
1 σ̇

d
∆

= Ld
∆

= 0(130)

σ
d
∆

-ra vonatkozó differenciálegyenlet e kezdeti feltételhez tartozó egyértelmű megoldása

a σ
d
∆

= 0. Hasonlóan, σ
s
∆

kezdeti nullasága a későbbi mindenkori nullaságát vonja maga

után. E kettő együtt σ
∆

kezdeti nullaságát igényli.

Emellett, a (127)-beli deviatorikus konstitúciós összefüggés alapján

U d
0 εεεε

d
∆

+U d
1 ε̇εεε

d
∆

+U d
2 ε̈εεε

d
∆

= σ
d
∆

+ T d
1 σ̇

d
∆

= Ld
∆

= 0.(131)

Ennek a εεεε
d
∆

-ra vonatkozó differenciálegyenletnek az a megoldása az azonosan nulla függ-

vény, amely εεεε
d
∆

és első deriváltja nulla kezdeti feltételéhez tartozik. Az unicitás hasonlót

követel meg εεεε
s
∆

-tól és deriváltjától. Összegezve, e gondolatmenet σ, εεεε és ε̇εεε kezdeti értékét

igényli a megoldás egyértelműségéhez.

Az érvelés soránQ és S kezdeti nullaságát tételeztük fel, meg kell néznünk, hogy ezek

jelentenek-e többletfeltételt az eddig találtakhoz képest. S kezdeti nulla volta Ld és Ls

kezdeti nullaságát igényli. Ezért σ̇∆ is nulla kell legyen kezdetben, azaz a σ̇-ra vonatkozó

kezdeti feltétel is szükséges az unicitáshoz. Q kezdeti nulla volta R kezdeti nullaságát

követeli meg, amely L̇d és L̇s kezdeti nulla voltát rója még ki számunkra. Emiatt σ̈-ra is

kell ismernünk a kezdeti feltételt az unicitáshoz. Összefoglalva, σ, σ̇, σ̈, εεεε és ε̇εεε kezdeti

feltételei már biztosítják a megoldás egyértelműségét. Észrevehetjük, hogy a konstitúciós

összefüggések és deriváltjuk miatt σ̇ kezdeti értékének ismerete kiváltható ε̈εεε-éval, σ̈-é

pedig εεεε̇̇̇-éval. Ezért σ, εεεε, ε̇εεε, ε̈εεε és εεεε̇̇̇ kezdeti feltételei is unicitást biztosítanak. Mindezekhez

a peremeken S
d
S

s
σ̇

∆
E

d
E

s v
∆

-nak kell eltűnnie.

Meglepően magas rendig lett szükség a kezdeti feltételek ismeretére a tehetetlensé-

gi-POYNTING-THOMSON-tehetetlenségi-POYNTING-THOMSON-modell esetén. Ez azonban

talán mégsem nagyon meglepő, mert ennél a modellnél már a konstitúciós relációk is

meglehetősen magas rendig tartalmaznak időderiváltakat, a (113) egyenlet pedig össze-

csatolja a deviatorikus és a gömbi ágat, és az ilyen összecsatolódások emelni szokták az
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időderiváltak rendjét (ilyet már többször láttunk az eddigiekben). Ez a modell láthatóan

már egy igencsak komplikált reológiai eset, jelentősen bonyolult tulajdonságokkal.

10. EGYENSÚLYI KÖZELÍTÉS : REDUKÁLÁSI MÓDSZEREK

Heurisztikus várakozásunknak megfelelően, ha a dinamikai redukált feszültség-,

deformáció-, sebesség- és elmozdulás-egyenletből [(57), (58), (59) ill. (60)] elhagyjuk

a ρ-val szorzott tagot, olyan egyenleteket kapunk, melyek mind valóban levezethetők az

egyensúlyi közelítésben:

0 = S
s
E

d [(σ · ∇) ◦∇]S + D 0 [(σ · ∇) · ∇] I +
[

S
s
E

d (f ◦∇)S + D 0 (f · ∇) I
]

,(132)

0 = S
s
E

d [(εεεε · ∇) ◦∇]S + D 0

[

(trεεεε) (∇◦∇)
]

+ S
d
S

s (f ◦∇)S ,(133)

0 = D 2 (v · ∇)∇− 1

2
S

s
E

d∇× (∇× v) + S
d
S

s ḟ,(134)

0 = D 2 (ut0 · ∇)∇− 1

2
S

s
E

d∇× (∇× ut0) + S
d
S

s f +
(

U d
0εεεε

d
t0

+U s
0εεεε

s
t0

)

· ∇.(135)

Az egyensúlyi közelítés azonban ennél erősebb lehetőségeket is nyújt, melyeket súlyos

vétek volna nem kihasználni. Vegyük sorra ezeket a lehetőségeket az egyes mennyiségek

szerint. Ehhez hasznos lesz ismét tudatosítani magunkban, hogy a (112) egyenlet helyett

az egyensúlyi közelítésben rendelkezésünkre áll az erősebb εεεε =
(

uCAUCHY ◦∇
)S

egyenlet,

és a vele ekvivalens ∇× εεεε×∇ = 0 tulajdonság (v.ö. 1. szakasz).

A feszültségre redukálás során ez utóbbiból indulhatunk ki : egyrészt vegyük a nyo-

mát:

0 = tr (∇× εεεε×∇) =∇ · εεεε · ∇−△ trεεεε.(136)

Hattatva erre E
d
E

s-t, behelyettesítve (30)-at, és alkalmazva (113)-at, arra juthatunk,

hogy

D 2△ trσ = −S
d
E

s∇ · f.(137)

Ebből a △trσ -ra vonatkozó időbeli differenciálegyenletből meghatározható △trσ , ab-

ból pedig szerencsés esetben trσ = 3σs is.

Másrészt, tekintsük ∇× εεεε×∇ = 0 kétoldali rotációját : a 16. lábjegyzetbeli azonos-

ságokat [ld. 26. oldal] figyelembe véve

0 =∇× (∇× εεεε×∇)×∇ =∇◦ (∇ · εεεε · ∇) ◦∇−
−△ [∇◦ (∇ · εεεε) + (εεεε · ∇) ◦∇] +△△ εεεε.(138)

Erre is hassunk E
d
E

s-sel, és éljünk ismét (30)-cal és (113)-mal:

S
d
E

s△△σ + D 0 [(∇◦∇)△ trσ− I△△trσ] = S
d
E

s[(∇◦∇) (∇ · f)−
−△ (∇◦ f + f ◦∇)].(139)
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Ide behelyettesíthetjük az imént meghatározott △trσ -t, és így egy inhomogén biharmo-

nikus egyenletet kapunk σ-ra.

Az időderiváltak rendjének szaporodása árán egy bizonyos szempontból formásabb

következményt is előállíthatunk, (139)-re D 2-vel hatva és (137)-et alkalmazva:

S
d
E

s[D 2△△σ−D 1(∇◦∇) (∇ · f)−D 0△ (∇ · f)I + D 2△ (∇◦ f + f ◦∇)] = 0.
(140)

Az ilyen, szorzat alakú egyenletek [általánosan: A (B p+ q) + r = 0, az ismeretlen függ-

vény p] megoldásánál úgy járhatunk el, hogy először megoldjuk a „külső” egyenletet

[ A s+ r = 0, az ismeretlen függvény s], majd ennek s általános megoldásával megold-

juk a „belső” egyenletet [ B p+ q = s ].

Ilyen redukált feszültségegyenletek kaphatók tehát az egyensúlyi közelítésben.

Vegyük észre, hogy a dinamikai feszültségegyenlet inspirálta (132) viszont nem más,

mint (137) egy elbonyolított következménye [nézzük csak meg (132)-ben az első és a har-

madik tag összegét, illetve a második és a negyedik tag összegét : mindkettő (137), amire

hatottunk egy valamilyen térderiváló operátorral és egy valamilyen időderiváló operátor-

ral]. Az egyensúlyi közelítés tehát értékes lehetőségeket hoz be.

Hasonló elbonyolítás az egyensúlyi közelítés egyenletei szemszögéből a (133) egyen-

let, mely szintén (137), ráhatva egy fölösleges térderiváló operátorral (majd azzal a szük-

séges időderiváló operátorral, ami (29) behelyettesítését lehetővé teszi). Nem szerepel

viszont benne az az információ, hogy a deformáció CAUCHY-potenciálos. Ezt nehéz is

összekombinálni az előzőekkel, nehéz frappáns, hasznos redukált deformációegyenletet

megadni az egyensúlyi közelítésben. Az imént látott feszültségegyenletekből a konstitú-

ciós összefüggések révén ugyan áttérhetünk deformációegyenletekre, de ennek során nő

az időderiváltak rendje, ami praktikus szempontokból feltétlenül kerülendő.

A (134)–(135) redukált sebesség- és elmozdulásegyenlet ellenben nem rendelkezik

semmi értékcsökkenéssel, mindketten valóban az egyensúlyi közelítésben levezethető leg-

effektívebb redukált egyenletek. Nyílik azonban egy extra lehetőség: az, hogy az elmoz-

dulásmódszerrel párhuzamosan most levezethető a CAUCHY-potenciálra is egy redukált

egyenlet. S
d
S

s -sel hattatva (113)-ra, behelyettesítve (29)-et, abba pedig (11)-et, azt kap-

juk ugyanis, hogy

0 = D 2

(

uCAUCHY · ∇
)

∇− 1

2
S

s
E

d∇×
(

∇× uCAUCHY
)

+ S
d
S

s f .(141)

Ennek előnye az elmozdulásegyenlettel szemben, hogy nincs benne a kezdeti feltétel-

től függő inhomogén tag. Hátránya, hogy uCAUCHY-ra nincs kezdeti feltétel és esetleges

peremfeltétel, hanem belőle mint segédmennyiségből ki kell számolni εεεε-t és σ-t, esetleg

ut0-t vagy v-t is, és csak ezután lehet a határozatlanságokat a kezdeti és peremfeltételekkel

rögzíteni.
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E szakasz zárásaként érdemes megemlíteni, hogy a tenzorok 36. oldalon említett eset-

leges felbontása az egyensúlyi közelítés egyenleteihez szintén hasznosnak bizonyulhatna.

11. EGYENSÚLYI KÖZELÍTÉS : MEGOLDÁSI MÓDSZEREK

A redukált egyenletek, és még a belőlük származtatott bizonyos egyszerűbb következ-

mények is általában olyan magas rendig tartalmazhatnak időderiváltakat, mely a gyakorlat

számára kellemetlenül magas lehet. Például egy harmad- vagy negyedrendű differenci-

álegyenlethez tartozó karakterisztikus egyenlet három ill. négy algebrai gyökére létezik

megoldóképlet, de meglehetősen komplikált, ötödrendtől kezdve pedig nem is létezik.

Ezért minden egyéb megközelítés értékes lehet reológiai feladatok megoldásához.

Egy ilyen lehetőségnek ígérkezik az ún. VOLTERRA-elv (egy megfogalmazását ld.

[BÉDA–KOZÁK–VERHÁS (1986), 208. o.]), mely egy reológiai feladat megoldását a meg-

felelő rugalmasságtani feladat megoldásából származtatja. Sajnos, egyrészt nehéz fellelni

olyan művet, ahol ez az elv matematikai pontossággal van kimondva, példával illuszt-

rálva, vagy méginkább: matematikailag bizonyítva. Emellett a jelen kötet 3. cikkében

[FÜLÖP–BÉDA (2009)] tekintett konkrét feladat (hengerszimmetrikus alagút nyitása hid-

rosztatikus környezetben) megoldása ellentmondani látszik a VOLTERRA-elvnek.38 Óriási

értékkel bírna, ha sikerülne pontosan kimondani ennek az elvnek egy olyan alakját, ame-

lyet sikerülne is matematikailag bizonyítani.

Akár a VOLTERRA-elv által inspirálva, akár máshogy, hasznos lehet a megoldást vala-

milyen alakban megsejteni, például úgy, hogy a rugalmasságtani megfelelő megoldásban

a rugalmasságtani állandók helyére időfüggő ismeretlen függvényeket teszünk (hiszen

a reológiai konstitúciós összefüggések ugyanis csak időderiváltak szempontjából külön-

böznek a rugalmasságtanitól, térbeli viselkedés szempontjából nem), és az így kapott

megoldás-jelöltre kirójuk a feladat alapegyenleteit. Ha ezek teljesülnek, akkor a megoldás

egyértelműségét unicitástétellel bizonyíthatjuk.

Amikor egy gyors időbeli változás leírása elegendő közelítőleg, akkor elegendő lehet

a reológiai konstitúciós összefüggésekben csak a legmagasabb időderiváltas tagokat tarta-

ni meg, és így egy effektív közelítő egyszerűbb reológiai szituációra redukálni a feladatot.

Ilyen módon jár el például [VÁN–SZARKA (2006)] a gyors alagútnyitás jellemzésére. Jelen

kötet 4. tanulmányában [ASSZONYI–SZARKA–BÉDA (2009)] pedig részletesebben kifejtett

példát is láthatunk erre (a 3. cikkben [FÜLÖP–BÉDA (2009)] ellenben nem ezen a mó-

don, hanem pontos határátmenettel sikerül előállítani a gyors alagútnyitás esetét). Ezt a

reológia-egyszerűsítő közelítést kellő óvatossággal kell végrehajtani, ugyanis a gyors fo-

lyamatok hiába zajlanak le rövid idő alatt, az összefüggések miatt egyes mennyiségek

38 A deformációkomponensekre adódó megoldásban csak a deviatorikus eredetű rész látszik a
VOLTERRA-elv által elvárt módon viselkedni, a gömbi eredetű rész nem.
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időderiváltja a végtelenhez tarthat, és ilyenkor e mennyiségek véges mértékűt képesek

változni eme rövid idő alatt is. Például egy alagút nyitása alatt már lezajlhat véges mérté-

kű konvergencia (ún. szelvényszűkülés, azaz az alagút szűkülése, összehúzódása).

Zárszóként megemlítendő, hogy jelen kötet második dolgozata [ASSZONYI–BÉDA–

SZARKA (2009)] a kontinuummechanikai lineáris feladatok itt nem tárgyalt aspektusaival

is foglalkozik.
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kus alagút körüli reológiai időfüggés, Mérnökgeológia-Kőzetmechanika 2010 ISRM

Konferencia. In: ASSZONYI, CS. (szerk.), Kontinuummechanikai feladatok megoldá-
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adó, Budapest, pp. 25–88.

VÁN, P. – SZARKA, Z. (2006): Rock rheology – time dependence of dilatation and stress

around a tunnel, EUROROCK 2006 – Multiphysics Coupling and Long Term Beha-

vior in Rock Mechanics, Liège, Belgium, 9–12 May 2006, Proceedings of the Inter-

national Symposium of the International Society for Rock Mechanics, 357–363.

VÁN, P. – ASSZONYI, CS. (2008): Izotrop kontinuumok anyagtörvényei és speciális ese-
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1. FEJEZET 

A KONTINUUMMECHANIKA ALAPEGYENLETEI 
 

 Földalatti lét!∀ítmén∋!(nél) b∗n∋∗∀zati) ala,−tépíté∀i 0!ladato(n∗l a mé1nö(i ,∋a-
korlat legtö22∀zö1 a (ontin..mm!34ani(a 50ol∋tono∀ (öz!,!( m!34ani(∗6a7 ö∀∀z!08g-
gé∀!it � a feladat kezdeti é∀ (!18l!ti 0!ltét!l!i9!l !,∋8tt!∀!n � haszn∗l6a 0!l: Ez!( a 

kontinuummechanika −n: alapegyenletei. A kontinuummechanika nagy ∗lma ol∋an !l-
mél!t!( � matematikai modellek � fel∗llít∗∀a) 4o,∋ a 0izi(ai p1o2léma megfogalmaz∗;

sakor egy−ttal matematikailag is é1t!lm!∀ l!,∋!n) 1∗ad∗∀.l egyé1t!lmû m!,old∗∀a lét!z-
zen. Elv∗14ató !z !,∋ 0izi(ai !lmél!ttõl? TRUESDELL ÉS NOLL szerint igen, abban az eset-
ben, ha modell8n( !lé, ponto∀an (ép!zi l! a 9aló∀∗,ot [TRUESDEL-NOLL (1965)]. A va-
ló∀∗,2an adott (!zd!ti é∀ p!1!m0!ltét!l!( !∀!tén .,∋ani∀ mindig egyé1t!lmû!n tö1ténni 
fog valami. A legfontosabb é∀ ti∀zt∗zatlan (é1dé∀ p!di, az an∋a, 9i∀!l(!dé∀!) az an∋a, 
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modelljeit kell igaz∗n 6ól i∀m!1n8n() 4o,∋ a 0!nti (ö9!t!lmén∋t !∀éll∋!l t!l6!∀ítõ mod!l-
lekig juthassunk. Az anyagtö19én∋!( t!1mé∀z!t!∀!n ∀o(0élé( l!4!tn!() d! ∗ltal∗ban is jó 

lenne l∗tnunk, milyen ∗ltal∗no∀∀∗,2an vannak olyan feltét!l!() a4ol az !lõ22i nagyon 
erõs kö9!t!lmén∋1!nd∀z!1 t!l6!∀8l4!t: TRUESDELL é∀ NOLL fontos felismeré∀!) 4o,∋ 

mindezen feltét!l!( l!,lén∋!,!∀!22 1é∀zét az ∗ltal∗no∀ alapelvek: az objektivit∗∀ é∀ a 

m∗∀odi( 0õtét!l 6!l!nti(: Ma mé, n!m t.d6.(, elegendõ!(-e, azt azonban tudjuk, hogy 
sz∗mo∀ !setben azok. Viszont az objektivit∗∀ (ö9!t!lmén∋ét mé, n!m 0o,almazta m!, 

elé, 6ól a n!mrelativisztikus kontinuummechanika [MATOLCSI�VÁN (2006), MATOLCSI�

VÁN (2007)]. Ha megadtunk egy jobb megfogalmaz∗∀t, akkor annak kö9!t(!zmén∋!i 

felderíté∀!) a péld∗.l !,∋ m!,0!l!lõ) o26!(tí9 d!0o1m∗3ió mé1té( m!,tal∗l∗∀a) anna( 

termodinamikai keretek közé ill!∀zté∀! tö22 lépé∀!∀) tö22oldal− 9iz∀,∗latot igén∋lõ 0o-
lyamat [ASSZONYI�VÁN (2006), F?≅ΑP (2008)]. Ebben az í1∗∀2an a (ontin..mm!34ani(a 

feladatainak k8lön0él! m!,old∗∀i mód∀z!1!it t!(int68( ∗t:  

 A kontinuummechanik∗2an a 0!ladatm!,old∗∀ a (8lön2özõ t!nzo1m!zõ( 54!l∋tõl é∀ 

idõtõl 08,,õ) ∀za(a∀zosan folytonos é∀ di00!1!n3i∗l4ató t!nzo1 é1té(û 08,,9én∋!(7 m!,-
hat∗roz∗∀∗t 6!l!nti: Ez a m!34ani(ai alap!,∋!nl!t!( m!,old∗∀∗t kí9∗n6a m!,, vé,!∀ ∀z∗-
m− ∀za(ad∗∀∀al 5di∀z(ontin.it∗∀∀al7 1!nd!l(!zõ) !,∋∀z!1!∀!n 9a,∋ tö22szö1ö∀!n ö∀∀z!-
f8,,õ ta1tom∗n∋on) a kezdeti é∀ (!18l!ti 0!ltét!l!( m!ll!tt:1 

 Egy kontinuummechanikai feladatot mé1nö(i ∀z!mpont2ól megoldottnak tekint8nk, 

ha ismerj8( az adott terhelé∀i !∀!t2!n a ó   fesz8lt∀é,t!nzo1tΒ 

   

! " ! " ! "
! " ! " ! "
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az å  deform∗3iót!nzo1t: 

  ! "
! " ! " ! "
! " ! " ! "
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 é∀ u elmozdul∗∀9!(to1t 
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t∀∃

t∀∃
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ru #  

az r hely- é∀ t idõkoordin∗t∗( 08,,9én∋é2!n: A 0!∀z8lt∀é,t!nzo1 4at) a d!0o1m∗3iót!nzo1 

szintén 4at) ∀ az !lmozd.l∗∀9!(to1 p!di, 4∗1om, teh∗t ö∀∀z!∀!n tizenöt skal∗1 f8,,9én∋ 

ismeretét (í9∗n6a m!,: Meghat∗1oz∗∀.(4oz a mechanika alapegyenletei ∗llna( rendel-

kezé∀8n(1!. Az å  é∀ u helyes é1t!lm!zé∀ét az !lõzõ 3i(( 0!6ti (i [F?≅ΑP (2009a)], s í,∋ 

                                                 
1 A mechanikai alapegyenletek közé ta1tozi( a di∀z(ontinuit∗∀o(n∗l é19én∋!∀ ,!om!t1iai- é∀ moz,∗s-
egyenletek is [ASSZONYI, CS.- RICHTER, R. (1979)],  [VÁN�ASSZONYI  (2006)]. 
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tal∗n nem okoz fél1!é1té∀t a t0 indexek elhagy∗∀a 5 åå #
00 tt ∀ ).  

 A kontinuummechanika alapegyenletei a kö9!t(!zõ(Β 

 A MOZGÁSEGYENLET: amely az anyag tetszõl!,!∀ z∗1t ta1tom∗n∋∗na( dinami(ai 

egyens−l∋∗t 0!6!zi (i) ∀ NEWTON axióm∗ina( 4!.1i∀zti(.∀ ∗ltal∗no∀ít∗∀a(ént n∋!14!tõ) é∀ 

∗ltal∗2an CAUCHY-egyenlet né9!n i∀ i∀m!1t: ≅!9!z!tni (o11!(t!n az imp.lz.∀ mé1l!g-
egyenletén!( 0!lí1∗∀∗9al) az imp.lz.∀ m!,ma1ad∗∀∗na( 0i,∋!l!m2! 9ét!lé9!l l!4!t: 

(1)  $
%

&
'
(

) *#+ó
%t

%
% ,                           [vektoregyenlet � 3 skal∗1!,∋!nl!tt!l] 

ahol % a töm!,∀û1û∀é,)  a té10o,ati !1õ4at∗∀) ∀ % /%t  a gyorsul∗∀m!zõ) a sebes-

sé,m!zõ: 

 A GEOMETRIAI EGYENLET: amely a deform∗lt t!∀t pont6aina( !lmozd.l∗∀a 5 ) é∀ !,∋ 

tetszõl!,!∀ pont (ö1n∋!z!tén!( d!0o1m∗3ió6a 5å ) közötti ö∀∀z!08,gé∀t ad6a m!,) ∀ azt 

fejezi ki, hogy a deform∗3ió a (ö1n∋!z!t!t al(otó ponto( !lmozd.l∗∀ai2ól (!ll, hogy 
sz∗1mazzon, pl. a jobb oldali pol∗1i∀ d!0o1m∗3ió t!nzo11al: 

(2a) ! "! "å *+,+,# !!                             [tenzoregyenlet � 6 skal∗1egyenlettel] 

Amennyiben a mechanikai feladatn∗l az +,# !  mozg∗∀gradiens szimmetrikus, 
akkor a deform∗3ió a  

(2)                     ! "å !! +,+# 2
1  

(a∃chy-fél! deform∗3iótenzorral egyezik meg. Egyé2 !∀!t!(2!n !z a t!nzo1 3∀a( a (i∀ 

deform∗3ió( ta1tom∗n∋∗n é19én∋!∀ (öz!líté∀: Az elmozdul∗∀m!zõ � ha a t0 �(iind.l∗;

si� d!0o1m∗latlan ∗llapot4oz [ ! " -0t ] null∗zz.( az !lmozd.l∗∀m!zõt) ∀ a d!0o1m∗3ió-

mezõt  [ ! "å -0t ], � akkor  

! " ! ".#
8t

t

88 %ttt
0

. 

 AZ ANYAGEGYENLET: amelyet a deform∗lt t!∀t2!n é21!dõ 0!∀z8lt∀é,!( é∀ d!0o1m∗-
ció (valamint deriv∗lt6ai(7 közötti ö∀∀z!08,,é∀(ént é1t!lm!zn!(: Ez az an∋a, ∀z!1(!z!-
té1! 9onat(ozó felfog∗∀.n(on alapul, é∀ izot1op !∀!t2!n, amikor a fesz8lt∀é,t!nzo1 0õ;

ir∗n∋ai é∀ a d!0orm∗3iót!nzo1 0õi1∗n∋ai egybeesnek:    

(3)  ! " %

f
∗K

~
∗ óååó /,*,# o232

""
.2                    [tenzoregyenlet � 6 skal∗1!,∋!nl!tt!l]  

 Az anyagegyenlet � ilyen form∗6−, HOOKE-tö19én∋1! !mlé(!zt!tõ 0!lí1∗∀a � magya-
r∗zatot igén∋!l) am!l∋!t a (é∀õ22i!(2!n t!∀z8n( m!,:  

                                                 
2 Rugalmas é∀ (éplé(!n∋ ala(9∗ltoz∗∀n∗l !,∋a1∗nt é19én∋!∀ an∋a,tö19én∋: 
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 Ez a 3 tenzor-, illetve 15 skal∗1!,∋!nl!t) a kezdeti é∀ (!18l!ti 0!ltét!l!( i∀m!1!tében 
megoldható: A m!,old∗∀4oz !,∋∀z!1û22 !∀!t!(2!n tö220él! −ton i∀ !l6.thatunk, bonyo-
lultabb feladatokn∗l 9i∀zont m!, (!ll !lé,!dn8n( a ∀zi,o1− 4!l∋!tt (öz!lítõ m!,old∗;

sokkal is.  

 A KOMPATIBILITÁSI EGYENLET. A (2) szerint az vektorból Gradiens-képzé∀∀!l ∗llít-

juk elõ az å deform∗3iótenzort, s a szimmetrikus å  6 komponense nem f8,,!tl!n !,y-
m∗∀tól: (2) alapj∗n teljes8l a DE SAINT-VENANT-fél!) −n: (ompati2ilit∗∀i !,∋!nlet: 

å #+00+ . 

 A TΑMEGMÉR≅EG (TΑMEG KONTINUITÁSI EGYENLET). A t∗1,∋al∗∀2ól a töm!,∀û1ûsé-

get ki szokt∗( 4a,∋ni) .i: a %&(r,t) sû1û∀é,!lo∀zl∗∀ a v vektor ismereté2!n !,∋∀z!rû!n 

meghat∗1oz4ató 

(4)  ! " 0#+,
1
1

v%
%

t
, illetve  0#+, v%%#  

a töm!,mé1l!,2õl:  

 KEZDETI ÉS PEREMΧE≅TÉTELEK. A ó , å  é∀ u mezõ08,,9én∋!(n!( ki kell elé,ít!ni! a 

kezdeti é∀ p!1!m0!ltét!l!(!t:  

 A kez%eti feltétel a vizsg∗lat (!zd!tén!( t0 idõpillanat∗2an é19én∋!∀ fesz8lt∀é,, de-
form∗3ió) ∀t2: megad∗∀∗t jelenti:  

! " ! " ! " ! "
! " ! " ! " ! "∀t∀t∀t∀t∀

∀t∀t∀t∀t∀

00000000

00000000

rvv,ruu,r,r

rvv,ruu,r,r

ååóó

ååóó

######## ####

####
 

: 

a feladat differenci∗l!,∋!nl!tei ∗ltal m!,(í9∗nt 1!ndi,: 

 A peremfeltétel pedig a hat∗1oló 0!l8l!t!ken mû(ödõ peremé1té(!( figyelembe véte-
lét 6!l!nti: ≅!,∋!n S � a hat∗10!l8l!t) n � az S hat∗10!l8l!t (i0!lé m.tató no1m∗li∀ !,y-
sé,9!(to1a) é∀ legyen  

SS: 2  az S fel8l!t azon 1é∀z!) a4ol a p!1!m!n elõí1t p~  erõ∀û1û∀é,)  

SSD 2 ∀ ahol a peremen elõí1t d
~

 deform∗3ió∀û1û∀é,)   

SS∃ 2 , ahol a peremen elõí1t u~ elmozdul∗∀)  

SS. 2 , ahol a peremen elõí1t v~ sebessé, mû(ödi(: 

Ekkor a ker8l!ti 0!ltét!l!( a (ö9!t(!zõ(Β  

   pnó ~
:S
# ,  ha SS: 2 ,  

   dnå
~

DS
# ,  ha SSD 2 ,  

   uu ~
∃S
# ,  ha SS∃ 2 , 

   vv ~
.S
# ,  ha SS. 2 .  
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 A peremeken is teljes8lni! (!ll a (ompati2ilit∗∀i 0!ltét!ln!() ∀õt tö22∀zö1ö∀!n ö∀∀z!-
f8,,õ ta1tom∗n∋o( !∀!tén az −n: �na,∋2ani� (ompati2ilit∗∀i 0!ltét!ln!( i∀, vagyis n-
szeresen ö∀∀z08,,õ ta1tom∗n∋ !∀!tén n-1 darab nagybani feltét!ln!( [BÉDA-KOZÁK-

VERHÁS (1986), 52. old.]. 

 
2. FEJEZET 

AZ ANYAGTΑRVÉNYRÕ≅ (KONSTITΕCIÓS ΑSSZEΧ?GGÉSRÕ≅) 

 
 A mechanikai anyagmodellek matematikai egyenletét 4∗1om0él! 0o1m∗2an ∀zo(∗∀ 

felí1niΒ 

[ ! "åóó # ]  a ó fesz8lt∀é,tenzorra feloldott form∗2an) 

[ ! "óåå # ]  az å deform∗3iót!nzo11a 0!loldott 0o1m∗2an)  

 [ )( %%% åóó # , )( ooo åóó # ] deviatorikus é∀ ,öm2i 0!l2ont∗∀2an3, amelyeket 
torz∃l,si é∀  térfogat.,ltoz,si egyenleteknek is nevez8n(: 

 Foglaljuk ezeket ö∀∀z!) !lõ∀zö1 a ti∀zt∗n r∃galmas alak.,ltoz,s tartom∗n∋∗n é19é-
nyes form∗2an) ma6d a ma1adó d!0o1m∗3ió( m!,6!l!né∀é9!l lét1!6ö9õ képlékeny alak-

.,ltoz,s tartom∗n∋∗n é19én∋!∀ 0o1m∗2an:  

 Az anyagtö19én∋ levezeté∀ét (i9onato∀an bemutatjuk � a Mérnökgeológia-Kõzet-

mechanika Kiskönyt,r  (2006),  (2007) é∀  (2008) köt!t!i2!n (özölt tan.lm∗n∋o( 

alapj∗n � a F8,,!lé(2!n: 
 

2.1. ANYAGTΑRVÉNY A RUGA≅MAS ALAKVÁ≅TOZÁSI TARTOMÁNYΦAN 
 

2.1.1. A JELENLEGI HELYZET ELMÉ≅ETI≅EG  
 

Izotrop kontinuumok leg∗ltal∗no∀a22 4omogén-line∗1i∀ 1!oló,iai an∋a,mod!ll6!) az 
oóóó ,# %  é∀  0

% oååå ,#  deviatorikus felbont∗∀na( m!,0!l!lõ!n) a (ö9!tkezõΒ 
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ahol oo
−−ii U∀U∀∀""  az −n: 53∀−∀ztat∗∀i) v. torzul∗∀i, illetve té10o,ati7 an∋a,∗llandó(: 

                                                 
3   ! " ! " 0%% ååóóåååóóó trtr oooo ##,#,# Az elõzõ 3i((2!n F?≅ΑP az izotrop v. göm2t!n�

zort o helyett  s indexszel jelöli) a �∀z0é1i(.∀� (i0!6!zé∀1! .tal9a: 
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Ez a felí1∗∀ azonban mindö∀∀z! ön3él− 6∗té(na( tûni() .,∋ani∀ !z id∗i, ∀!mmi0él! 
fizikai indokl∗∀ 9a,∋ i,azol∗∀ n!m t∗ma∀ztotta al∗, csup∗n a m!,lé9õ mod!ll!( !,∋ 
∗ltal∗no∀ít∗∀a:  

Az elm−lt é9!(2!n !lõ∀zö1 ∀i(!18lt a (8lön2özõ (ontin..mm!34ani(ai an∋a,-
modellek között 1!nd!t 9∗,ni: A ∀za2ad ∀p!(.l∗3ió é∀ a ,∋a(o1lati mé1é∀!(!t l!,6o22an 

megköz!lítõ mod!llal(ot∗∀o( 9é,t!l!n l!4!tõ∀é,!i (öz8li 9∗la∀zt∗∀ 4!l∋!tt a termo-
dinamika m∗∀odi( 0õtét!lé2õl � é∀ az !44!z (ap3∀olódó !ntrópianö9!(!dé∀ !l9é2õl � 
siker8lt ∀zi,o1−an d!d.(tí9! l!9!z!tni az !,∋!tl!n ol∋an an∋a,!,∋!nl!t!t) am!l∋!t m∗1 

anyagtör.énynek nevezhet8n(:  

Az anyagegyenlet [VÁN�ASSZONYI (2008) 40. old.], amely a termodinamika m∗∀odi( 

fõtét!lé2õl � a spont∗n !nt1ópianö9!(!dé∀ pozití9 9olt∗2ól � ker8lt l!vezeté∀re: 

(5)  

,3

,2

o
2

2

o
o

o
o

o
oo

o
o

2

2

~~

~~

ååååóó
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ahol az å~ tenzorok a 

! " ååå
tt

~
1
1

,#
1
1 *1  

ö∀∀z!08,,é∀ diadi(.∀ é∀ ,öm2i 0!l2ont∗∀∗2ól ∀z∗1mazna(: 

L∗t4ató) 4o,∋ az 55) egyenlet két∀z!1 Γ) azaz ΗΙ an∋ag∗llandót é∀ (ét (8lön2özõ d!-
form∗3iót ta1talmaz. Az (5) levezeté∀énél két egyszerû∀ítõ 0!lt!vé∀sel is élt8n(Β 

� a sima szubsztanci∗li∀ idõd!1i9∗lttal dol,ozt.n( az o26!(tí9 idõd!1i9∗lt 4!l∋!tt) 

� csup∗n !,∋!tl!n tenzori∗li∀ fizikai belsõ 9∗ltozót 9!tt8n( alap.l: 

Ennek ellené1! !lé,,é 2on∋ol.lt) ∀ a ,∋a(o1lat ∀z∗m∗1a n!4!z!n al(almazható ö∀∀z!f8,-
gé∀t (apt.n(: 

Megengedhetõn!( 9élt8( � mint harmadik egyszerû∀ítõ 0!lt!9é∀t � a gyakorlati al-

kalmaz∗∀o(n∗l a (ét0él! d!0o1m∗3ió !,∋!nlõ9é tét!létΒ åå ## 3~ ,4 s ez∗ltal  a ()* ,#2  

é∀ oo3 () ,#.K  jelölé∀!( 2!9!z!té∀é9!l az −n: tehetetlenségi stan%ar% testet kaptuk 

eredmény8lΒ 

(6)        
∀KK

∀∗

.

%%%%%
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åååóó

åååóó
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####
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s a benne szereplõ  

∗  �  cs−∀ztató 1.,alma∀s∗,i modulus [MPa],  K  �  té10o,at9∗ltoz∗∀i mod.l.∀  [MPa],    

*  �  viszkozit∗∀i !,∋8tt4ató [MPa h], K.   �  té10o,ati 9i∀z(ozit∗∀i tén∋!zõ [MPa h],  

"   �  relax∗3ió∀ idõ [4ϑ) " o    �  té10o,ati 1!laΚ∗3ió∀ idõ [4ϑ) 
'  �  torzul∗∀i t!4!t!tl!n∀é,i tén∋!zõ [MPa h

2],    ' o    �  té10o,ati tehetetlensé,i tén∋!zõ [MPa h
2]. 

                                                 
4 ! "å 3, *1
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 anyag∗llandó(1a � az ONSAGER-fél! 9!z!té∀i t!nzo1 pozití9 d!0init 9olt∗2ól adódóan �  

,0,0,0,0,0 ✂✄✂✂✂✂ "
*

"'*
∗

∗  ill. 

00000 ooo ☎✆☎☎☎☎ ""'
K

K
∀∀∀K∀K .

.  

termodinamikai feltét!l!( 5(o1l∗toz∗∀o(7 ∗llna( 0!nn.  

A TEHETETLENSÉGI STANDARD TEST IDÕTÉNYEZÕI. A reoló,iai 0ol∋amat1a jellemzõ 
idõpa1amét!1!( [ASSZONYI�F?≅ΑP�VÁN�SZARKA�HORVÁTΛ (2008), 88.o.] a kö9!t(ezõ(Β 

%eform,ciók késési i%e−e: ∗=t%ef *#: ,   K=Kt .%ef #:o , 

relax,ciós i%õ:  "#:relt ,   o
o : "#relt , 

i%õ)eli eltol,s:  rel%ef tt∗=t *#*#5 "*: , o
o : "*#5 K=Kt . , 

tehetetlenségi i%õ:  "' ∗=t teh 2:# ,   oo
o 3: "' K=t teh # , 

amelyek egym∗∀4oz 9aló 9i∀zon∋∗t (torzul∗∀i ∗llapotn∗l7 az 10 ,)ra mutatja. Ez azt je-

lenti, hogy ha az anyag tehetetlensé,én!( id!6! na,∋o22) mint az idõ!ltol∗∀ 5 tt teh 56 ), 

akkor az anyag �al.l3∀illapított�) 4a (i∀!22 5 tt teh 57 ), akkor �t−lcsillapított�: 

      

10 ,)ra0 ∋z i%õtényezõk 

A gyakorlat szempontj∗2ól az !,∋∀z!1û22 1!oló,iai an∋a,mod!ll!( alkalmaz∗s∗na( 
is lehet é1t!lm!, mert az anyag mechanikai tulajdons∗,ai mellett a mechanikai folyamat 

jellege is meghat∗1ozó. Teh∗t pl. a #' ##  nagy ' esetén i∀ l!4!t n.lla (öz!li é1té() ami(o1 

a mechanikai folyamatban a gyorsul∗∀ (i3∀i 9a,∋ n.lla: Ugyanez elmondható a !" #  

vagy #* #  tagokra is, ha a sebessé, (i3∀i 9a,∋ n.lla: 

A kö9!t(!zõ t∗2l∗zat ta1talmazza a 1.,alma∀ ta1tom∗n∋2an ∀zo(∗∀o∀ !,∋∀z!1û22 

anyagmodelleket, amelyek az ∗ltal∗no∀2ól az !,∋!∀ an∋a,∗llandó( zé1.∀∀al tö1ténõ 

egyenlõ9é tét!lé9!l ∗llít4ató( !lõΒ  

0 
" 

∗

*
 

t5  t5  
t 

rel

min

teh ttt 65#  

teht  ✁ al∃lcsillap3tott ✂  

✁ t/lcsillap3tott ✂  

0#min

teht  

0 
" 

∗

*
 

t5  t5  
t 

rel

min

teh ttt 75#  

teht  ✁ al∃lcsillap3tott ✂  

0#min

teht  

✁ t/lcsillap3tott ✂  
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10 t,)l,zat 

ANYAGMO-

DELL 

TORZULÁS
✄
 Á≅≅APOT ANYAG-

EGYENLETE 
TÉRΧOGATVÁ≅TOZÁSI Á≅≅APOT 

ANYAGEGYENLETE 

Hooke- 

    test 
%% ∗åó 2#  oo 3 åó K#  

Kel.in- 

    test 
%%% ∗ ååó #*22 ,#  ooo 33 ååó #

.KK ,#  

Tehetetlensé,i 

    Kel.in-test 
%%%% ∗ åååó ### '* ,,# 22

 

o
o

ooo 33 åååó ### ',,# .KK  

Maxwell- 

    test 
%%% óåó ## "* *# 2  o

o
oo 3 åó "*# #

.K  

Tehetetlensé,i 
    Maxwell-test 

%%%% åóåó #### '"* ,*# 2
 

o
o

o
o

oo 3 åóåó #### '" ,*# .K  

Klasszikus 
    standard test5 

%%%% ∗ óååó ## "* *,# 22  oo 3 åó K#  

Által∗no∀ 
    standard test 

%%%% ∗ óååó ## "* *,# 22  o
o

ooo 33 óååó ## "*,# .KK  

Tehetetlensé,i 
    standard test    

%%%%% ∗ åóååó #### '"* ,*,# 22  o
o

o
o

ooo 33 åóååó #### '" ,*,# .KK  

Ennek a felsorol∗∀na( az é1t!lmét az ad6a) 4o,∋ sz∗mo∀ !∀!t2!n az an∋a,tö19én∋ 
ak∗1 6!l!ntõ∀!n i∀ !,∋∀z!1û∀öd4!t) am!l∋!t a (ö9!t(!zõ, gyakorlati anyagtö19én∋ 3ímû 

szakaszban mutatunk meg. 

A HOMOGÉN LINEÁRIS ANYAGEGYEN≅ETEK EGYSÉGES A≅AKΜA. A (6) alatti anyag-
tö19én∋ di00!1!n3i∗lop!1∗to1o((al 0!lí19a a 

 (6a)    

∀

tt
KK

t

∀

tt
∗

t

.

%%

o

2

2

o

o

o

2

2

331

221

åó

åó

$$
$

%

&

''
'

(

)

1

1
,

1

1
,#$$

%

&
''
(

)

1

1
,

$$
$

%

&

''
'

(

)

1

1
,

1

1
,#$$

%

&
''
(

)

1

1
,

'"

'*"

 

alak− lesz, amelynél 2!9!z!t9! a 

(7)          

t

tKtK

K

KK
~

∀

t

t∗t∗
∗∗

~
.

1
1

,

1

1
,

1
1

,
#

1
1

,

1

1
,

1
1

,
#

o

2

2
o

2

2

1

3
1

3:3
1

2
1

2:2
"

'

"

'*

 

formalizmust, az anyagtö19én∋ a HOOKE-testnél m!,∀zo(ott ala(ot öltiΒ 

(8)               oo 32 åóåó K
~

∀∗
~ %% ## . 

                                                 
5 Standard test: POYNTING-THOMSON-fél! t!∀t) (la∀∀zi(.∀ 0o1m∗6aΒ nem reoló,iai té10o,at9∗ltoz∗∀ !∀!tén 
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A (8) alak− 0!lí1∗∀ csup∗n a l!9!z!té∀!(!t é∀ az ∗tt!(int4!tõ∀é,!t ∀!,ítõ 0o1maliz-
mus, mert ∗ltal∗no∀ é1t!l!m2!n a differenci∗lop!1∗toroknak nem lét!zi( szigor−an 9!tt 
inverze, csup∗n !,∋ int!,1∗3ió∀ ∗llandó9al t!14!lt integr∗lalakja. Ezé1t a (on(1ét alkal-
maz∗∀o( ∀o1∗n a 58)-ban a nevezõben lé9õ (i0!6!zé∀∀!l való ∗tszorz∗∀t mindi, !l (!ll 

vé,!zni: 

A (6) é∀ 58) ö∀∀z!4a∀onlít∗∀∗2ól l∗tszik, hogy jó9al !,∋∀z!1û22 a 58) formul∗9al dol-
gozni, mint a ré∀zl!t!∀!n (ií1t 56a) differenci∗l!,∋!nl!tt!l: P!1∀z! anna( !ll!né1!) 4o,∋ 

tiszt∗2an 9a,∋.n( azzal) 4o,∋ 9é,!1!dmén∋2!n a m.n(∗t n!m ∀pó1ol6.( m!,) 3∀.p∗n 

∗tt!(int4!tõ2bé t!∀∀z8( a l!9!z!té∀!(!t: Ennek megfelelõ!n a l!,,∋a(1a22an 4a∀zn∗lt 

(20 t,)l,zat) reoló,iai mod!ll!( !∀!tén az an∋a,f8,,9én∋!( a (ö9!tkezõ(Β 
20 t,)l,zat 

ANYAGMODELL ∗
~

2  K
~

3  

Hooke-test ∗2  K3  

Kel.in-test ∀
t∗

∗ ✝✞✟✠✡☛ ☞ ☞✌ *
12  ✍✎✏✑✒✓ ✔ ✔✕

tK

K
K .13  

Tehetetlensé,i 
    Kel.in-test ∀

t∗t∗
∗ ✖✖✗✘✙✙✚✛ ✜ ✜✢✜ ✜✢

2

2

2
12

'*
 0

tKtK

K
K . ✖✖✗✘✙✙✚✛ ✜ ✜✢✜ ✜✢

2

2
o

3
13

'
 

Maxwell-test ✣✣✣✣✤✥✦✦✦✦✧★ ✩ ✩✪ ✩ ✩
t

t

"

*

1
2  ✣✣✣✣✤✥✦✦✦✦✧★ ✩ ✩✪ ✩ ✩

t

tK .

o1
3

"

 

Tehetetlensé,i 
    Maxwell-test ✫✫✫✫✬✭✮✮✮✮✯✰ ✱ ✱✲ ✱ ✱✲✱ ✱

t

t

t
"

*

'

*

1

2
1

2  ✳✳✳✳✳✴
✵✶✶✶✶✶✷

✸ ✹ ✹✺ ✹ ✹✺✹ ✹
t

tK

t
K .

.

o

2

2
o

1

3
1

3
"

'

 

Klasszikus 
    standard test 

✣✣✣✣✤✥✦✦✦✦✧★ ✩ ✩✪ ✩ ✩✪
t

t∗∗

"

*

1

1
2  

 

K3  

Által∗no∀ 
    standard test 

✣✣✣✣✤✥✦✦✦✦✧★ ✩ ✩✪ ✩ ✩✪
t

t∗∗

"

*

1

1
2  ✣✣✣✣✤✥✦✦✦✦✧★ ✩ ✩✪ ✩ ✩✪

t

tK

K

K

.

o1

1
3

"

 

Tehetetlensé,i 
    standard test    ,

1

2
1

2
2

2 ✻✻✻✻✼✽✾✾✾✾✿❀ ❁ ❁❂ ❁ ❁❂❁ ❁❂
t

t∗t∗
∗

"

'*

 ✍✍✍✍✍✎✏✑✑✑✑✑✒
✓ ✔ ✔✕ ✔ ✔✕✔ ✔✕

t

tKtK

K

K

.

o

2

2
o

1

3
1

3
"

'
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ANYAGTΑRVÉNY ΧESZ?≅TSÉGRE, ILLETVE DEFORMÁCIÓRA FELOLDOTT ALAKJA. Az a-

nyagegyenlet (8) alatti form∗6a alapj∗n, az 
oo 32 åóåó K

☎
∀∗

~ %% ##  jelölésekkel pedig: 

(9)  
! " ! " ! "

! " ∀
∗
~

K
~

∗
~

∗
~

K
~

∗
~

∗
~

K
~

∗
~

∗
~

K
~

∗
~

åå

ååååó

8
*

,#*,#

#*,#*,#

3

23
2232

tr232232

o

3
1o

#
 

illetve 

(10)  

∀S
∗
~

K
~

∗
~

K
~

∗
~

K
~

∗
~

∗
~

K
~

∗
~
K
~

∗
~

∗
~
K
~

∗
~

óó

ó
óåóå

6

23

3

1

2

1

3

1

2

1

2

1

3
1

2

3

2

1
1

2

3

2

1

o

o
o

*
*#$

%

&
'
(

) **#

#$$
%

&
''
(

)
**#$$

%

&
''
(

)
**#

!

 

form∗2an írható, ahol 

(11)      
! "
! " 0S

∀

zyx

zyx

!!!!

####

,,###

,,###8

o

o

3tr

3tr

ó

å
 

 Az anyagegyenlet h∗1om 0o1m∗6a 5a 58), (9) é∀ 510)) � a HOOKE-testet kivé9! � nem 
ekvivalens egym∗∀∀al. Azt kell mondanunk, hogy a deviatorikus felbont∗∀ az an∋a,tör-
vén∋ termé∀z!t!∀ ala(6a: Ez 0.13∀a, hiszen a deviatorikus alak tûni( az é∀  
tenzorokból ∀z∗1maztatottnak. Pedig a tö19én∋ l!9!z!té∀! az !nt1ópia növekedé∀é2õl i∀ 

csak az impulzus∗1am t!nzo1i 5d!9iato1i(.∀7 é∀ ∀(al∗1 5,öm2i7 0!l2ont∗∀∗9al tö1téni() 

mivel a feltét!l!(nek minden tenzori rang− ∗ramra k8lön-k8lön (!ll t!l6es8lni!:  

 Ν16.( !gym∗∀ m!llé az an∋a,egyenlet k8lön2özõ 0!lí1∗∀∗na( (i0!6t!tt ala(6∗tΒ 

- %e.iatorik∃s alak: 

(6a)   

∀

tt
KK

t

∀

tt
∗

t

.

%%

o

2

2

o

o

o

2

2

331

221

åó

åó

$$
$

%

&

''
'

(

)

1

1
,

1

1
,#$$

%

&
''
(

)

1

1
,

$$
$

%

&

''
'

(

)

1

1
,

1

1
,#$$

%

&
''
(

)

1

1
,

'"

'*"

 

azaz          
∀KK

∀∗

.

%%%%%

o
o

ooo
o

o 33

22

åååóó

åååóó

####

####

'"

'*"

,,#,

,,#,
 

- fesz≅ltségre felol%ott alak: 

(9a) 

∀
ttt

∗
ttt

KK

ttt
∗

tt

.
o

o2

2

2

2

o

o2

2

o

122133

12211

å

åó

9:

9
;
<

9=

9
>
?

$
%

&
'
(

)
1
1

,$$
%

&
''
(

)

1

1
,

1
1

,*$
%

&
'
(

)
1
1

,$$
%

&
''
(

)

1

1
,

1
1

,,

,$
%

&
'
(

)
1
1

,$$
%

&
''
(

)

1

1
,

1
1

,#$
%

&
'
(

)
1
1

,$
%

&
'
(

)
1
1

,

"'*"'

"'*""

 

azaz      
! " ! " ! " ! "! ∀

! " ! "! ∀ ! ∀ ∀K

∗KK∗K

.

.

o
oo

o
oo

o
o

o
oo

23

223323

åå

ååóóó

#####

####

'""'*"'"'

"*"""""

*,,*,,

,,*,,*#,,,
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- %eform,cióra felol%ott alak: 

(10a)

∀
Ktt∗t∗∗ttKtK

K

∗ttKtK

K

tKtK

K

t∗t∗

.

..

o
o2

2

2

2
o

2

2
o

2

2
o

2

2

3

1
1

2
1

2

1
1

3
1

2

1
1

3
1

3
1

2
1

ó

óå ❃❄ ❃❅❆❃❇❃❈ ❉ ❊❋●❍■❏ ❑ ❑▲❊❊❋●❍❍■❏ ❑ ❑▲❑ ❑▲▼❊❋●❍■❏ ❑ ❑▲❊❊❋●❍❍■❏ ❑ ❑▲❑ ❑▲▼ ▼❊❋●❍■❏ ❑ ❑▲❊❊❋●❍❍■❏ ❑ ❑▲❑ ❑▲#$
$
%

&
'
'
(

)

1

1
,

1

1
,$

$
%

&
'
'
(

)

1

1
,

1

1
,

"
'*

"
'

"
'''*

 

azaz 
! "

! "

0
.

.

..

...

∗K∗K

K

∗K

∗K

K

K∗

KK

K

KK

K

∗

K∗K∗K

K

∗KK

K

∗∗K

K

∗

o
o

oo
o

o

o
o

o

oo

4
ooo

2323

3

1

2

1

332

1

323232

óó

óó

óóóó

åååå
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#

######
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(
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&
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&
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&
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&
'
(

)
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%

&
'
(

)
,,,$

%

&
'
(

)
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"
'

"
'

"
*

"
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*

"
'

"
'

"

'''*''*'*

 

L∗t4at6.() 4o,∋ a d!9iato1i(.∀ 0!l2ont∗∀ az !,∋∀z!1û22) .i: 

- a (6a) egyenletei fesz8lt∀é,∗llapot1a !l∀õ1!ndi,) d!0o1m∗3ió∗llapotra pedig m∗∀odrendig 
bez∗1óla, ta1talmaznak idõderiv∗lta(at) 

- a (9a) egyenlet fesz8lt∀é,∗llapot1a m∗∀od1!ndi,) d!0o1m∗3ió∗llapot1a p!di, 4a1mad-
rendig bez∗1óla, ta1talmaz idõderiv∗lta(at) 

- a (10a) egyenlet fesz8lt∀é,∗llapot1a 4a1mad1!ndi,) d!form∗3ió∗llapot1a p!dig negyed-
rendig bez∗1óla, ta1talmaz idõderiv∗lta(at: 

 AZ ANYAGTΑRVÉNY EGYTENGELY? ΧESZ?≅TSÉGÁ≅≅APOTBAN. [ASSZONYI (2006) 
93.old.] azt ∗llította) 4o,∋ a POYNTING-THOMSON-fél!) −n: ∀tanda1d mod!ll !,∋t!n,!l∋û 

fesz8lt∀é,∗llapot2an n!m í14ató 0!l !,∋!tl!n ∀(al∗1egyenlettel, hanem csak kettõ9!l) 

mivel a !! #:ΑΑ  tengelyir∗n∋− fesz8lt∀é, nemcsak az ΑΑ#  tengelyir∗n∋− d!0orm∗3ió) 

hanem az )#  keresztir∗n∋− d!0o1m∗3ióna( i∀ 08,,9én∋! [ ! ")# ##! ∀f ΑΑ ].  Ennek meg-

felelõ!n (ét !,∋!nl!t2õl ind.lt (i [SZARKA (2006) 138-142.old.] is, s í,∋ adta m!, a 

megold∗∀t az !,∋t!n,!l∋û n∋omó(í∀é1l!t eseté1!: 

 [F?≅ΑP TAMÁS (2009)] r∗m.tatott, hogy az k#  keresztir∗n∋− 0a6la,os ny−l∗∀ (ik8∀zö-

böl4!tõ az ö∀∀z!08,,é∀2õl) i,az, annak ∗1∗n 5ami1! −,∋ l∗t∀zi(, nem akartunk gondolni), 
hogy megjelennek magasabb idõd!1i9∗lta( i∀: 

Egytengelyû 0ol∋amato( !∀!tén 

! " ∀óó !! 3
1

o3
1o tr ###      ! " ! " ∀ΑΑåå ),### ### 2tr 3

1
o3

1o  
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∀

000
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00!

#ó   ∀

✆ ✆
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#

#
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∀%
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3
1oóóó  
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#*#
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##

##
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00
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3
1oååå  

 A (6) anyagegyenlet ekkor a 

(12)   
! " ! " ! "
! " ! " ! "∀KK

∀∗

ΑΑΑΑ.ΑΑ

ΑΑΑΑΑΑ

)))

)))

,,,,,#,

*,*,*#,

##'####!"!

##'##*##!"!

#######

#######

22323

22

oo

 

alakot ölti) ill!t9! differenci∗lop!1∗to1o∀ 0o1m∗2an 

(13)                   
! "
! "0K

~
∀∗

~

ΑΑ

ΑΑ

)

)

,#

*#

##!

##!

23

2
 

[F?≅ΑP TAMÁS (2009)] levezeté∀! alap6∗n 0!lí16.( az an∋agegyenlet egytengelyû 
alakj∗t kö9!t(!zõ(2!n: 

ANYAGEGYENLET A TENGELYIRÁNYΕ DEΧORMÁCIÓVAL. Adjuk ö∀∀z! a 513) elsõ 

egyenletén!( K
~

6 -szoros∗t) a m∗∀odi( !,∋!nl!t ∗
~

2 -szeresé9!l � mivel a t=11  b∗1mely 

két polinom6a 0!l3∀!1él4!tõ !,∋m∗∀sal � ezé1t az ö∀∀z!,2õl az k#  kiesik: 

(14)      ΑΑ
K
~

∗
~

K
~

∗
~

#!
3

9

,
# . 

A (14) egyenlet behelyettesíté∀ é∀ 1!nd!zé∀ .t∗n 

(15)       
! "

ΑΑcΑΑ)ΑΑaΑΑΑΑ)a Β
4

#)#)#)#)#!+!+!+! ,,,,#,,, ############ , 

ahol 

(16)  

! "

! "

! "
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∀
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∀
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:

62
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:
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6262
:
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Ennek az ö∀∀z!08,,é∀n!( a 6!l!ntõ∀é,! a22an 9an) 4o,∋ ol∋an !,∋t!n,!l∋û mé1é∀i 

eredmén∋!(bõl i∀ m!,4at∗1oz4at6.( mind a Ο an∋a,∗llandót) am!l∋nél a (!1!∀ztir∗n∋− 

ny−l∗∀t n!m 1!,i∀zt1∗lt∗(: Ez a 4!l∋z!t az ΗΠΘΙ-tól 9é,z!tt !,∋t!n,!l∋û 1!oló,iai mé-
ré∀!( tö2b mint h∗1omn!,∋!dénél:6 

 Eddig az irodalomban az alacsonyabbrendû 1!oló,iai mod!ll!( !,∋t!n,!l∋û an∋a,-
egyenletei  � hib∗∀an � a kö9!t(!zõ   

HOOKE: #! ✝# ,   

KELVIN:    #)#! #,# ✝ ,    

MAXWELL: !+#)! ## *# , 

STANDARD: !+#)#! ## *,# ✝ . 

form∗2an ∀z!1!p!lt!( [ ✞ ✞## #: ]. Azonban a (15) é∀ 5ΗΘ7 ö∀∀z!08,,é∀ alap6∗n l∗t4at6.() 

hogy ezek az egyenletek a HOOKE-testet kivé9! n!m i,aza(: 

Vegy8( péld∗na( a KELVIN-testet [ %%% ∗ ååó #*22 ,# , ooo 32 ååó #
.K∗ ,# ], 

amelynek egytengelyû ∗llapot1a 9onat(ozó an∋a,!,∋!nlete a (16) alapj∗n a 0#" , 
0#' , 0o#" , 0o#'  felhaszn∗l∗∀∗9alΒ 

#)#)#!+! #### K
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amely formailag a tehetetlenségi stan%ar% mo%ell alakj∗t 9!∀zi 0!l) ill!t9! a �klasszi-

kus�7 KELVIN-test [ %%% ∗ ååó #*22 ,# , oo 2 åó ∗# ] eseté2!nΒ 

#)#!+! ## ,#, Β , 
ahol 

                  
∗K

K∗
Β

,
#
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9
,  

∗K
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,
#

3

9 *
) ,  

∗K ,
#

3

*
+ , 

amely formailag a stan%ar% mo%ell alakj∗t 9!∀zi 0!l: 

 KΑVETKEZMÉNYEK. F?≅ΑP ezen a felismeré∀ének messzemenõ hat∗∀a 9an az an∋ag-
∗llandó( m!,4at∗1oz∗∀∗1a é∀ az an∋a,tö19én∋ (i9∗la∀zt∗∀∗1aΒ 

1. Az irodalomban legtö22∀zö1 !,∋t!n,!l∋û (í∀é1l!t!(2õl 4at∗1ozz∗( m!, az an∋a,-
∗llandó( é1té(ét) ∀ !z 4i2∗∀ !1!dmén∋1! 9!z!t: Péld∗n(2ól l∗tt.() 4a az egytengelyû 

kí∀é1l!t2õl � a legjobb szoross∗, alap6∗n � a standard, vagy a tehetetlensé,i ∀tandard 

                                                 
6 Ha ASSZONYI-VÁN-SZARKA 2007-ben ismerte volna ezt az ö∀∀z!08,,é∀t) a((o1 K£ECZEK sziléziai 0!(e-
teszenekre vonatkozó ΗΠΘΠ-es kí∀é1l!ti adataina( 0!l4a∀zn∗l∗∀∗n∗l n!m (!ll!tt 9olna !1õ∀za(olt 0!lt!vé∀sel 
élni8( 5ΗΗΓ: old:7: 
7 Amelynél a té10o,at9∗ltoz∗∀ idõtõl 08,,!tl!n) azaz 000 oo ### '" ∀∀K . . 
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modell adódi() a((o1 a tén∋l!,!∀ an∋a,mod!ll a �(la∀∀zi(.∀� KELVIN-, vagy a KEL-

VIN-test.  

2. Az egytengelyû la2o1(í∀é1l!t!( típ.∀ai ∗ltal∗2an 

(a) egyenletes sebessé,û t!14!lé∀  [!#  = constans], 

(b) egyenletes deform∗3iósebessé,û t!14!lé∀ [##  = constans], 

 majd a felterhelé∀ .t∗n (i!,é∀zíté∀(ént 
(c) ∗llandó terhelé∀ (k−∀z∗∀ 9iz∀,∗lat7  [!  = constans], 

(d) ∗llandó d!0o1m∗3ió (relax∗3ió∀ 9iz∀,∗lat7 [#  = constans], 

s ezek a k ✟ sérletek m,r )e is hat,rol−,k∀ hogy milyen .égere%ményt kap∃nk, vagyis, 
hogy mely anyag,llan%ókat t∃%−∃k meghat,rozni. Ha a constans é1té(!t ∋-val jelöl-
j8() akkor a (15) egyenlet alapj∗n a kapható l!,ma,asabb rendû an∋a,tö19én∋!(, s a 
meghat∗1oz4ató an∋a,∗llandó( a kö9!t(!zõ(Β 

Χ0 t,)l,zat 

 FELTÉTE≅ A KIÉRTÉKE≅ÉS EGYEN≅ETE ANYAGÁ≅≅ANDÓK 

(a) 0### !!! ###### ∀∋  
! "4

#)#)#)#)#+! c)aΒ∋ ,,,,#, ######  c)a ∀∀∀∀Β∀ ))))+  

(b) ##  = ∋∀
! "

0
4

### ### #####  ∋Β)a )#!+!+!+! ,#,,, ######  )+++ ∀Β∀∀∀ )a  

(c) 0#### !!!! ######∀∋  
! "4

#)#)#)#)# c)aΒ∋ ,,,,# ######  c)a ∀∀∀∀Β ))))  

(d) 
! "

0
4

##### ##### ######∀∋  Β∋)a #,,, !+!+!+! ######  )a ∀∀∀Β +++  

Ahhoz, hogy mindegyik anyag∗llandót m!, lehessen hat∗1ozni, az kell, hogy mind a 

!, mind az # mé1é∀i é1té(!( a 4a1madi() ill!t9! n!,∋!di( idõd!1i9∗lti, 2!z∗1óla, (8;

lön2özz!n!( zérustól: Ilyen mé1é∀!( pl: a p!1iodi(.∀ t!14!lé∀i (í∀é1l!t!(: 

3. Ezek a problém∗( n!m m!18ln!( 0!l a((o1) 4a a laborató1i.mi mé1é∀!( ∀o1∗n nem-
csak a terhelé∀i1∗n∋−) 4an!m a (!1esztir∗n∋− 0a6la,o∀ n∋−l∗∀é1té(!( i∀ 1ö,zíté∀1! (e-
r8ln!( az idõ 08,,9én∋é2!n: Ekkor ugyanis alacsonyabbrendû !,∋!nl!t!((!l dol,o-
zunk a kié1té(!lé∀nél: A 5ΗΡ7 !,∋!nl!t alap6∗n � tehetetlensé,i ∀tanda1d t!∀tnél � ezek 
az ö∀∀z!08,,é∀!(Β 

(13a)                
! " ! " ! "
! " ! " ! "∀KK

∀∗

ΑΑΑΑ.ΑΑ

ΑΑΑΑΑΑ

)))

)))

,,,,,#,

*,*,*#,

##'####!"!

##'##*##!"!

#######

#######

232929

22

oo

 

ha figyelembe vessz8() 4o,∋ !! 3
1

o # . 

ANYAGEGYENLET A KERESZTIRÁNYΕ DEΧORMÁCIÓVAL. Az egytengelyû an∋a,-

egyenlet nemcsak az # 
||-sal, hanem az )# �sel is kifejezhetõ) 2∗1 !nn!( (8lönö∀!22 ,∋a-

korlati haszna nincs. Adjuk ö∀∀z! a 513) elsõ !,∋!nl!tén!( - K
~

3 -szoros∗t a m∗sodik 

egyenlet ∗
~

2 -szeresé9!l) ∀ !((o1 
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(17)             ◆❖# #!
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✠
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2.1.2.  AZ ANYAGTΑRVÉNY A≅KA≅MAZÁSA GYAKOR≅ATI≅AG 

 

A  (6) tehetetlenségi stan%ar% anyagmodellt jó ∀z∗ndé((al t.d6.( a6∗nlani a ,∋akor-
lati sz∗mít∗sok ré∀zé1!) mi9!l mind!n m!,(í9∗nt m!34ani(ai ∀z!mpontna( megfelel, s a 
modell kép!∀ 9i∀∀zat8(rözni az anyag 

- rugalmas alakv∗ltoz∗∀i (ép!∀∀é,ét)             [fesz8lt∀é, d!0o1m∗3ió-f8,,é∀ét] 
 

- belsõ ∀−1lód∗∀∗t 5(−∀z∗∀ é∀ 1!laΚ∗3ió7)               [fesz8lt∀é, d!0o1m∗3ió∀!2!∀∀é,-f8,,é∀ét] 
 

- belsõ t!4!t!tl!n∀é,ét:                          [fesz8lt∀é, d!0o1m∗3ió,∋o1∀.l∗∀-f8,,é∀ét] 
 

Ennek ellenére fel kell tenni a ké1dé∀t) 4o,∋ � b∗1 !lmél!til!, nem, de � a gyakorlati 
alkalmaz∗∀ ∀z∗m∗1a !z a mod!ll to9∗22 m∗1 n!m !,∋∀z!1ûsíthetõ? A 9∗la∀z azonban 
nem könn∋û) m!1t mind!n to9∗22i !,∋∀z!1û∀íté∀nél l! (!ll mondanunk valamirõlΣ T.d-
juk, hogy mé1nö(i lét!∀ítmén∋!in( t!19!zé∀énél a 1.,almass∗,1ól) a k−∀z∗∀1ól é∀ a 1!-
lax∗cióról n!m mond4at.n( l!) mi9!l !z a 2izton∀∗, é∀ a m!,2íz4ató t!19!zé∀ 1o9∗∀∗1a 

menne. Egyetlen lehetõ∀é,(ént az an∋a, 2!l∀õ t!4!t!tlensé,én!( 0i,∋!lm!n (í98l 4a-
gy∗sa kín∗l(ozi(: Ké1dé∀ azon2an: ennek mi az ∗1a? Ennek hat∗∀a 3sak a tranziens je-
lenségeknél) a 1!z,é∀∗llapoto(n∗l) é∀ a rezonanciakatasztró0a sz∗mít∗s∗n∗l 9an: Λa a 

mechanikai feladatn∗l il∋!n p1o2lém∗val nem kell szembenézni) a(kor � mint ahogy 
m∗1 !,∋ íz2!n  (o1∗22an 6a9a∀olt.() � elé,sé,!∀ a stan%ar% modellel sz∗molni) am!l∋ 

skal∗1i∀ 0o1m∗2an í19aΒ 

(20)                  
∀KK

∀∗

. ooooo 33

22

##!"!

#*#!"!

##

##

,#,

,#,
 

ahol  

(21) %
i−i−i− !,!!! #*# o: ,   %

i−i−i− #,### #*# o: ,   ∗# ii!! 3
1

o : ,   ∗# ii## 3
1

o : . 
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Ha azonban ezekkel a problém∗((al ∀z!m2! (!ll nézni) a((o1 a 0∗1ad∀∗,o∀a22 .tat 

kell v∗la∀ztanunk, ha nem akarjuk, hogy az ∗ltal.n( t!19!z!tt mût∗1,∋a(at (ata∀zt1ó0∗k-
kal kapcsolatosan emlegessé(:  

A formai azonoss∗, miatt a (ö9!t(!zõ(2!n mondani9alón(at 3∀a( a to1z.l∗∀i !,∋!n-
letre korl∗tozz.() .i: a meg∗llapít∗∀o( azonosak a té10o,ati !,∋!nl!t1! i∀: 

Amí, n!m 9olt.n( ti∀zt∗2an a tén∋leges anyagtulajdons∗,o((al) addi, a 4agyo-
m∗n∋o∀ mé1!t!zé∀!in(nél 6ó ada, ∀z!1!ncsé1! is sz8(∀é,8n( 9olt: 

Ma m∗1 t.d6.( .gyanis, hogy a t ✡ lméretezés földalatti lét!∀ítmén∋!(nél nem a biz-
tons∗,) 4an!m adott !∀!tben a katasztró0a i1∗n∋∗2a t!tt lépé∀: Mivel a t−lmé1!t!z!tt (vas-
tagabb, ridegebb) szerkezet � merevebb, í,∋ a szerkezet merevsé,é9!l a1∗n∋o∀n∗l 6ob-
ban nõ a (õz!t(ö1n∋!z!t 2izto∀ít∗∀1a ∗tadott t!14!lé∀! [ASSZONYI, CS. (1975)]. 

Ezé1t a to9∗22ia(2an, ha feltessz8() 4o,∋ az an∋a,tö19én∋2õl a #' ## , ill. oo#' ##  tag 

kihagyható)8 akkor konszolid∗lt t!14elé∀�deform∗ció eseté1! ,ondolunk.  

Illusztr∗3ió(ént 9!,∋8( a 4id1o∀ztati(.∀ p1im!1 m!zõ2!n (i4a6tott (ö1∀z!l9én∋û 0o-
lyosón∗l a (!18l!ti ponto( ∀.,∗1i1∗n∋− !l-
mozdul∗∀∗t [F?≅ΑP�BÉDA (2009)]: ☛

ooke-test esetén: 
2

2

P◗❘❙❚❯#
r

R

∗

pR
∃ , 

Stan%ar% test esetén: 
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Tehetetlenségi stan%ar% test esetén: 
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 A ' tehetetlensé,i ∗llandó é1té(étõl 08g-

gõ!n tö22 m!,old∗∀ i∀ l!4!t aszerint, hogy a 

' érté(! kisebb, mint a �(1iti(.∀� 

∗=krit 22*' # , 

akkor az anyag �al.l3∀illapított�) 9agy na-
gyobb, amikor �t−l3∀illapított�: A 20 ,)r,n 

az r Ε R ker8l!ti pont HOOKE-test szerinti � idõben ∗llandó � elmozdul∗∀∗hoz viszonyí-
tottunk. L∗t4ató) 4o,∋ az !lté1é∀ a t Ε 0 idõpillanatban jelentõ∀) m!1t a ∀tanda1d modell-

                                                 
8 Arról n!m i∀ 2!∀zél9!) 4o,∋ a t!4!t!tl!n∀é,i ∗llandó é1té(! 3∀a( ol∋an mé1é∀2õl 4at∗1oz4ató m!,) a-
melynél a d!0o1m∗3ió,∋o1∀.l∗∀ m!,6!l!ni(:  

elmozdulás aránya az idõ függvényében

20 ,)ra

standard 
test

jelentõs 

eltérés 

határa

Hooke 
test
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nél azonnali !lmozd.l∗∀ok [ 00 ❱stan%ar%∃ ] vannak, mí, a tehetetlensé,i ∀tanda1d mo-

dellnél nincsenek. A kezdeti elté1é∀ .t∗n mind(ét mod!llnél � t−l3∀illapított !∀!t2!n � 
majdnem megegyezõ l!0.t∗∀t tapa∀ztal.n() t!4∗t adott 0!ladatn∗l ∗ll∗∀t t.d.n( 0o,lalni 

arról) mi(or engedhetõ m!, a  0❲#' ##  közelíté∀: 

Azonban a tehetetlensé,i ta, - k8lön 9iz∀,∗lat nél(8li - kiz∗1∗∀a (elhagy∗∀a) adott 
esetben nagyszerû l!4!tõ∀égektõl 0o∀zt m!, min(!t: Ta9al∋i (ön∋98n(2!n [SZARKA�

ASSZONYI�F?≅ΑP, (2008)] r∗mutattunk, hogy az anyagnak van reológiai saj∗t01!(9!n3i∗;

ja [ '- =∗20 # ],9 amelyet péld∗.l ala,−thajt∗∀n∗l a 6ö9!∀ztõ0!6 ∗ltal lét1!hozott frek-

vencia megköz!lít4!t: Ebben az esetben energiatakaré(o∀ 6ö9!∀zté∀t p1od.(∗l4atunk. 

Gondolatban � az anyagegyenlet egyszerû∀íté∀! é1d!(é2!n � sokfél! !∀!t!t !l l!4!t 

képzelni, pl.  

(a) Ha az 81!,n∋it∗∀ .t∗n !,∋é2 m!34ani(ai 4at∗∀o( n!m é1i( a (õz!t(ö1n∋!z!t!t) ak-
kor a deform∗3ió( a HOOKE-test szerinti é1té(4!z (on9!1,∗lna(: T!4∗t) 4a 3∀a( a 

vé,∗llapot1a 9a,∋unk kí9∗n3∀ia( � az idõ2!li l!0.t∗∀ n!m é1d!(!l min(!t � akkor 

elé,∀é,!∀ a HOOKE-tö19énn∋!l ∀z∗moln.n( [ 02 3,* #'!"#* #### ]. 

(b) Ha az 81!,n∋it∗∀ .t∗ni 4i1t!l!n 9∗ltoz∗∀o( 5t1anzi!n∀ 6!l!n∀é,!(7 � amelyek rö9id 
idõn bel8l l!6∗t∀zódna( (ld. 20 ,)ra �6!l!ntõ∀ !lté1é∀ 4at∗∀a�7 � nem é1d!(!∀!( ∀z∗;

munkra, akkor elé, a ∀tanda1d t!∀tt!l ∀z∗molni [ 03#' ## ].  

(c) Tov∗22∗) 4a a d!0o1m∗3ió(at n!m (o1l∗tozz.( � pl. biztosító∀z!1(!z!t 2!építé-
sé9!l) 9a,∋ 2∗1mi0él! d!0o1m∗3ió- v. mozg∗∀(o1l∗toz∗∀∀al) � akkor a relax∗3ió n!m 

lép4!t 0!l [ 03,* #'!" ### ], s elé,∀é,!∀ a KELVIN-modellel dolgozni. 

Termé∀z!t!∀!n ∀z∗mos egyé2) 0!l n!m ∀o1olt l!4!tõ∀é, i∀ (ín∗lkozik mé,:      

Ha az ∗ltal∗no∀tól !lté1õ) !,∋∀z!1û22 an∋a,mod!ll!l ∀z!1!tnén( dol,ozni) az an∋ag-
∗llandó( é1té(ét a((o1 i∀ a teljes tehetetlensé,i ∀tanda1d t!∀t !∀!té1! (!ll kisz∗molni, 
csup∗n a ké∀õ22i!(2!n a (on(1ét mé1!t!zé∀nél az egyes tagokat elhanyagoljuk (az ezek-
hez tartozó an∋ag∗llandó( é1té(ét (öz!lítõl!, zé1.∀na( 9!∀∀z8(7:  

Az anyag, a mérnö(i ∀z!1(!z!t) mût∗1,∋ t!4!19i∀!lé∀én!( ,!1in3ét a rugalmas alak-

v∗ltoz∗∀ (ép!∀∀é,! [. %] adja: 

(22)    % % % % %
ΦΦΦΦΦ

∗

,$/.

!"#'#*#! #### *,,# 22
100

. 

 Ugyanis ha az ∗ltal∗no∀tól !lté1õ, alacsonyabb rendû 1!oló,iai mod!ll!l (í9∗n.n( 

dolgozni, akkor a mé1é∀i adato(at n!m ∀zabad az alacsonyabb rendû mod!ll ∀z!1int 

                                                 
9 Amely nem egyezik meg a szerkezetek mé1!t9i∀zon∋aitól  08,,õ r∃galmass,gtani saj∗t01!(9!n3i∗((al: 
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meghat∗1ozni) m!1t az 4i2∗∀ !1!dmén∋t ad: E,∋ adott mé1é∀i adat∀o14oz ta1tozó (öz!lítõ 
anyagegyenlet legyen péld∗.l 

2G

2h

-t

q

100%

-20%
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120%

a deformáció növekedése

 

!###! #### 3000550075001 ❳❨❨# 000 . 

Ekkor a lehetsé,!∀ (öz!líté∀!( 5a l!,kisebb 
né,∋z!t!( minim.ma alap6∗n7 következõ(Β 

HOOKE:          #! 47420# , 

  a helyes   #! 50010#  helyett, 

KELVIN:          ##! #42075681 00 ,# , 

  a helyes   ##! #50075001 00 ,#  helyett, 

Standard:        !##! ## 115117485021 ∀00 *,# , 

  a helyes    !##! ## 350075001 *,# 00 helyett.  

 

Χ0 ,)ra0 ∋z egyes tagok részese%ése a 100%-)ól 
 

 Ez a kép 3∀a( azt m.tat6a m!,) 4o,∋ mil∋!n !l9i 4i2∗(at (ö9!t4!t8n( !l: Az anyag-
∗llandó( é1té(ét ∗ltal∗2an la2o1ató1i.mi méré∀!( −tj∗n 4at∗1ozzuk meg, a vett mint∗2ól 

kialakított szab∗l∋o∀ p1ó2at!∀t!(!n) azaz kapott é1té(!in( a kõzettömegre vonatkozó 

anyag∗llandó-é1té(!() n!m p!di, a kõzettestre. Ezt k8lön2özõ  

RQD, C, RMR∀ RCR, RSR, Q, GSI, RMi 

empirikus indexekkel való (o11!(3ió 1é9én ∀z∗mít6∗( ∗t a kõzettestre vonatkozó � s a 
tervezé∀nél 0i,∋!l!m2! 9!tt � é1té(!(1!: Ez!( tö22 10%-os korrekciót i∀ 6!l!nt4!tn!() 

teh∗t 0!lt!4!tõ a (é1dé∀) 9an-e gyakorlati é1t!lm! anna() 4o,∋ a 6!l!nl!,inél mé, pon-
tosabb anyagtö19én∋) ill!t9! anna( ∗llandói m!,4at∗1oz∗∀∗9al 0o,lal(ozz.n(: 
 
 VÉGKΑVETKEZTETÉS. Gyakorlati feladataink sor∗n minim∗li∀an a (7) standard testtel 
kell dolgoznunk, de lehetõ∀é, ∀z!1int a 56) tehetetlensé,i ∀tanda1d t!∀t1! i∀ é1demes egy 
kontroll-elemzé∀t vé,!zni, hogy nem sikkad-e el valami lén∋!,!∀ 0izi(ai 4at∗∀? Am!ny-

nyiben a reoló,iai ∗llandó( (özött 0!nn∗ll a 22 *' 7∗  nagys∗,1!ndi 1!l∗3ió) a((o1 1!zo-

nancia-hat∗∀∀al n!m (!ll ∀z∗moln.n() .,∋ani∀ az an∋a, 2!l∀õ ∀−1lód∗∀a 5gyors csillapít∗;

sa) megg∗tol6a lét1!jöttét [SZARKA�ASSZONYI�F?≅ΑP, (2008)].  

 Ekkor a deform∗3ió( (é∀é∀i id!6! [ ∗=t%ef *#: ], a relax∗3ió∀ idõ [ "#:relt ] é∀ a t!4!-

tetlensé,i idõ [ "' ∗=tteh 2:# ] között a 

(23)    
2

1

2
$
%

&
'
(

)7
∗∗

*

""

'
, azaz 

rel

%ef

teh
t

t
t

2

7 , illetve tehrel%ef ttt 6  

nagys∗,1!ndi 1!l∗3ióna( (!ll 0!nn∗llnia: 
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2.2. ANYAGTΑRVÉNY A RUGALMAS-KÉP≅ÉKENY ALAKVÁ≅TOZÁSOK 
TARTOMÁNYÁBAN 

 
 

 ANYAGTΑRVÉNY DEVIATORIKUS FELBONTÁSΦAN. A rugalmas é∀ (éplé(!n∋ ta1to-
m∗n∋ban egyar∗nt é19én∋!∀ tehetetlenségi stan%ar% test egyenlete a kö9!tkezõ [ASSZONYI�

VÁN (2007), 45. old. (37)]: 

(24)   
! "! " ! ", −

∀KK

∀∗∗∗∗∗

.

%
pl

%
f

%
pl

%%%%%

o
o

ooo
o

o 33

222222

åååóó

ååååååóó

###

#####

'"

"'*"

,,#,
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ahol ∗pl a képlé(!n∋∀é,i mod.l.∀) ∀ 

(25)           
9=

9
>
?

454

757
#/

0é∀ha1

0vagyha0
%%

f
%

%%
f

%

Γ∀ΓΓ∀

∀Γ∀ΓΓ∀
 

a HEAVISIDE-fél! !,∋∀é,.,1∗∀f8,,9én∋, amely a rugalmas tartom∗n∋t a (éplé(!n∋ tar-

tom∗n∋tól !l9∗la∀ztó 4at∗1t jelöli (i, ahol a %Γ  té10o,at!,∋∀é,1! 6.tó to1z.l∗∀i d!0o1-

m∗3ió∀ m.n(a (a deviatorikus fesz8lt∀é,!( é∀ d!0o1m∗3ió( m.n(∗6a7. Ha %Γ  é1té(! 

∗tlépi a %
fΓ  hat∗1t) akkor megjelennek a maradó d!0o1m∗3ió(: 

 A (24) jól m.tat6a) 4o,∋ az an∋a,!,∋!nl!t té10ogatv∗ltoz∗∀i !,∋!nl!t! 1.,alma∀ é∀ 

képlé(!n∋ ta1tom∗n∋2an azono∀ alak−. Ez azt jelenti, hogy a té10o,at9∗ltoz∗∀ n!m 4oz 

lét1! (éplé(!n∋ ∗llapotot: A való∀∗,2an ez í,∋ n!m feltétl!n8l igaz. Helyesebb tal∗n azt 
mondani, hogy ∗ltal∗no∀ 0!∀z8lt∀é,∗llapot !setén az an∋a, tön(1!m!n!t!l! 4ama1a22 2!-
kö9!t(!zi() mint 4o,∋ a té10o,ati (éplé(!n∋ ∗llapot 5a ma1adó té10o,ati d!0o1m∗3ió7 

megjelenne. 

 Ha az induló ∗llapotot a t0 idõpont4oz (öt68( 5∀ !((o1 feltessz8() 4o,∋ 0#%Γ ), ak-

kor a ftt .0  folyamat sor∗n 5a4ol tf a foly∗∀4at∗1 !lé1é∀én!( idõpontja), a torzul∗∀i 

deform∗3ió∀ m.n(a a ! " %
ff

% ΓtΓ #.0  é1té((é∀zl!t!t 0.t6a 2!Β  

(26)                                ! " ! ".#.#
ff t

t

%%
t

t

%%
f %tt∀t∀%tΓΓ

00

r:r åó ## , 

és ennél az é1té(nél az adott deform∗3ió∀ −t !∀!té2!n az ö∀∀z!tartozó 0!∀z8lt∀é, ill. de-

form∗3ió é1té(!( a képlé(!n∋∀é,i 4at∗1n∗l: , −%
f

%
f

%
fΓ åó ,: .  

 A k8lön2özõ 0 !
%
fó , 0 ! %

få  terhelé∀i-deform∗3ió∀ .ta(4oz mindi, m∗∀ é∀ m∗∀ � 

az anyagtö19én∋ ∗ltal m!,4at∗rozott � %
f

%
f åó ,  é1té(!( ta1tozna(:  

 Ennek megfelelõ!n az !,∋!∀ m.n(a0o1m∗( [ ! " ! " ! "ooo åóåóåó ,,, ΓΓΓ %%% ,# ] a 

következõ(Β 
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a %eform,ciós m∃nka:  

 ! " ! ".#.#
ff t

t

t

t
f %tt∀t∀%tΓΓ

00

r:r åó ##  ! ! " ! ", −ff t∀t åó , 

a torz∃l,si %eform,ciós m∃nka: 

 ! " ! ".#.#
ff t

t

%%
t

t

%%
f %tt∀t∀%tΓΓ

00

r:r åó ##  ! ! " ! ", −f
%

f
% t∀t åó # , 

a térfogati %eform,ciós m∃nka: 

 ! " ! ".#.#
ff t

t

t

t
ff %tt∀t∀%tΓΓ

00

oooo
r:r åó ##  ! ! " ! ", −ff t∀t oo åó # . 

 

 A (24) alatti anyagegyenlet az al∗2bi form∗2an is felí14atóΒ 
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azaz a rugalmas ∗llapotn∗l 2!9!z!t!tt � a (7) jelölé∀∀!l analó, módon �  

(28)                                     ! " %
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(32)   ! ""** plpl ∗∗ 222:2 */*# . 

 Vagyis  

a r∃galmas tartom,ny)an [/ = 0]:      %% ∗
~
åó 2# ,   oo 3 åó K

~
# , 

a képlékeny tartom,ny)an [/ = 1]:      %

f

%% ∗ óåó ,#
"

2 , oo 3 åó K
~

# , 

é∀ mind(ét ta1tom∗n∋on !,∋8tt!∀!n 

(29a)                 
%

f

%% ∗ óåó /,#
"

2  é∀ oo 3 åó K
~

# . 

 
AZ ANYAGTΑRVÉNY ΧESZ?LTSÉGRE, ILLETVE DEFORMÁCIÓRA FELOLDOTT ALAKJA.  

Az  oóóó ,# % ö∀∀z!08,,é∀: 

(29b)             ! " ∀
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∗∗ óååó /,*,# o322
""

 

amely  

a r∃galmas tartom,ny)an [/ = 0]:  ! " ∀K
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a képlékeny tartom,ny)an [/ = 1]:  ! " ∀
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 A tehetetlensé,i ∀tanda1d t!∀t !z!n (konstit−3ió∀7 anyagegyenlete a fesz8lt∀é,1! m∗;

sodrendig, a deform∗3ió1a 4a1mad1!ndi, ta1talmaz idõd!1i9∗lta(at: 

A (29b) ra tö1ténõ ∗t1!nd!zé∀é9!l é∀ oo

3

1
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~#  felhaszn∗l∗∀∗9al 
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Vagyis a 
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a képlékeny tartom,ny)an [/ = 1]:  ! " %
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 A tehetetlensé,i ∀tanda1d t!∀t !z!n an∋a,!,∋!nl!t! a 0!∀z8lt∀é,1! 4a1mad1!ndi,) a 

deform∗3ió1a p!di, n!,∋!d1!ndi, ta1talmaz idõderiv∗lta(at: 
 

 
3. FEJEZET 

AZ ALAPEGYENLETEK VISSZAVEZETÉSE EGYETLEN VÁ≅TOZÓRA 

 

 A kontinuummechanika alapegyenletei megold∗∀∗nak h∗1om (la∀∀zi(.∀ −t6∗t l!4!t 

kiemelni: 

 A tizenöt 9∗ltozót ta1talmazó !,∋!nl!t1!nd∀z!1t 9i∀∀za9!z!t4!t68( 4∗1om di00!1!n3i∗l-
egyenletre, amelyben csak az elmozdul∗∀(ompon!n∀!( ∀z!1!p!ln!(: Ezt ∀zo(∗∀ mozg,s-

mó%szernek nevezni é∀ al(almaz∗∀a akkor cél∀z!1û) 4a a (!18l!ti é∀ (!zd!ti 0!ltét!l!( 

elmozdul∗∀(ompon!n∀!((!l adotta() vagy egyszerû!n 9i∀∀zavezethetõ( azo(1a: 

 Az alapegyenleteket visszavezethetj8( 4at di00!1!n3i∗l!,∋!nl!t2õl ∗lló 1!nd∀z!11!) 

amelyben csak a deform∗3ió-komponensek szerepelnek. Ezt az elj∗1∗∀t alak.,ltoz,si 

mó%szernek nevezhetnén() ∀ al(almaz∗∀.((al a (!zdeti é∀ (!18l!ti 0!ltét!l!(!t az å  
tenzor elemeivel kell megadni. 

 Az alapegyenletekbõl (i(8∀zö2öl68( az !lmozd.l∗∀- é∀ d!0o1m∗3ió-komponenseket, 
s hat egyenletbõl ∗lló di00!1!n3i∗l!,∋!nl!t-rendszert oldunk meg, amelyekben csup∗n a 

fesz8lt∀é,!( ∀z!1!p!ln!(: Ez az −,∋n!9!z!tt erõmó%szer∀ amelyet akkor cél∀z!1û al(al-
mazni, ha a ker8l!ti 0!ltét!l!( 0esz8lt∀é,!((!l 5t!14!lé∀!((!l7 9anna( m!,ad9a: 

 Ezekhez adódi( mé, !,∋Β 
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Nem az elmozdul∗∀t 9∗la∀zt6.( alap9∗ltozóna() 4an!m a sebessé,!t: Ezt n!9!z-
hetj8( se)ességmó%szernek0 

 Ezek szemlél!t!∀ ö∀∀z!0o,lal∗∀∗t ad6a az !lõzõ 3i(( [F?≅ΑP (2009a)], r∗m.tat9a al-
kalmazható∀∗,i (o1l∗tai1a) ∀ arra, hogy a kik8szö2ölé∀!((!l (apott di00!1!n3i∗l!,∋!nl!t 

megold∗∀a é∀ a m!,old∗∀ p!1!m0!ltét!l!(4!z ill!∀zté∀! ∀z∗mo∀ t!34ni(ai n!4éz∀é,2! 

8t(özhet. 

 

3.1.  AZ ALAPEGYENLETEK AZ ELMOZDULÁSVEKTORRA≅ KIFEJEZVE 
 
 

A kontinuummechanika - m∗1 0!l∀o1olt - alapegyenletei: 

! "ó *#+ #% ,    [mozg∗segyenlet] 

! "å !! +,+# 2
1 ,   [geometriai egyenlet]  

! " %
f∗K

~
∗ óååó /,*,# o232

""
. [anyagegyenlet] 

Ezeknek az alapegyenleteknek az elmozdul∗∀mezõ1! m!,oldott 0o1m∗6a) am!l∋!t ∀zo-
k∗∀ �moz,∗∀mód∀z!1�-nek is nevezni, az −n: ,ltal,nos3tott LAMÉ-egyenlet.  

Ezen å  tenzort behelyettesít9! az anyagtö19én∋2!) a((o1 az å  deform∗3ió(at (i(8-

szö2ölt8(Β 
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figyelembe vé9!) 4o,∋ åå +## 3
1

3
1o tr , majd ezt a (35)-öt az impulzusmé1l!,2! 2!4e-

lyettesít9!  
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a feladatot visszavezett8( !,∋!tl!n 9∗ltozó (  meghat∗1oz∗∀∗1a 50i,∋!l!m2! 9é9!) 4o,∋ 

! " 022 #+*/#+/ %
fpl

%
f ∗∗ åó ). 

A baloldalon kijelölt mû9!l!t!( 

[ ! " ! " 5#++##++ gradDiv! , ! " ! " ! "divgrad#++#++ ! ] 

elvé,zé∀é9!l 
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megkapjuk az ,ltal,nos3tott LAMÉ-egyenletet: 
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vel megkapjuk a LAMÉ-egyenlet kifejtett form∗6∗t: Az !,∋!∀ít!tt ö∀∀zef8,,é∀ 4!l∋!tt az 

egyenletet k8lön-k8lön í16.( 0!l a (31a) differenci∗lop!1∗to1o( ∀!,ít∀é,é9!l) é∀ a 

 (38)   ! ""** plpl ∗∗ 222:2 **#  

ö∀∀z!08,,é∀∀!l: 

 Ha az té10o,ati !1õ∀û1û∀é,-mezõt ∗llandóna( t!(int68(, aminek megengedhetõ∀égi 
feltét!l!it az elõzõ 3ikk [F?≅ΑP (2006)], 19-21.oldalon t∗1,∋al6a) a((o1 az ,ltal,nos3tott 

LAMÉ-egyenlet: 

- Tiszt∗n r∃galmas ,llapot)an [/ = 0]:  

 (39)      

! "

! " ! "

! " ! "

! " ∀
ttt

tt
K

t
∗KK∗K

ttt
∗∗

.

.

2

2

2

2

oo

3

3

oo2

2

oo

o

3

3

o2

2

oo

1

23

223323

3

1

22

1

1
$$
%

&
''
(

)

1

1
,

1
1

,,#

#8

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

(

)

1

1
*,

1

1
**,,

,
1
1

**,,*

,

,5$$
%

&
''
(

)

1

1
,

1

1
$
%

&
'
(

) ,,
1
1

,,

""""%

'""''*"'"

"*"

"
''

*""*

 

- tiszt∗n képlékeny ,llapot)an [/ = 1]: 
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3.2.  AZ ALAPEGYENLETEK A SEBESSÉGVEKTORRA≅ KIFEJEZVE 

 
Levezeté∀!in(2!n a (öz!lítõ 6!ll!,!t az elmozdul∗∀9!(to1 (ép9i∀!li) .,∋ani∀ a å

deform∗3iót!nzo1 ! "S+# !å  form∗6− 0!lí1∗∀a miatt az !1!dmén∋!() 3∀a( ∀zimmetrikus 

+,# ! mozg∗∀,1adi!n∀ !∀!tén 6!l!nt!n!k szigor− m!,old∗∀t) m∗∀ !∀etekben csak 

a kis deform∗3ió(1a 9onat(ozó (öz!líté∀!(:  

Ha nem az -t, hanem a sebessé,!t 9∗la∀zt6.( alap9∗ltozóna() a((o1 az alapegyen-
letek helyett, azok idõ ∀z!1int d!1i9∗lt 0o1m∗6∗t 

ó ### %#+               

(41) ! "å !!# +,+# 2
1       

! ", − ! " oo 232232 åóååó ####
"

#
"""

∗K
~

∗∗K
~

∗ f *,#,*,#
/

  

haszn∗l6.( 5 idõ08,,!tl!n∀é,ét 0!ltét!l!z9!7: 

 A levezeté∀!( 0o1maila, azono∀a( az !lõzõ pont2an (özölt!((!lΒ 

(42)            ! " ###
""

%#8+*,5 ∗K∗
~

3 .   

A megszokott elmozdul∗∀9!(to1t nem a CESΤRO-formul∗9al ∗llít4at6.( !lõ) am!l∋ 

klasszikus form∗6∗2an a å deform∗3iót!nzo12ól ∀z∗1maztat6a az elmozdul∗∀9!(to1t 

egyé1té(û!n) 4a å #+00+ . Jelen esetben a ## differenci∗legyenletbõl adott (!z-
deti feltét!l m!ll!tti int!,1∗l∗∀∀al ∗llít4ató !lõ: 

 
  

3.3.  AZ ALAPEGYENLETEK A DEFORMÁCIÓTENZORRA≅ KIFEJEZVE 

 
A ! " ! "*#8+*,5 ##

""
%∗K

~
∗ 3  LAMÉ-egyenletet szorozzuk meg jobbról diadi(.-

san + -val, s ekkor 

! " ! " ! "
! "

+#+++*,+5
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!##
&'&()
!

"

&'&()
!

"

!
☞ %∗K∗

~
3 , 

mivel a té10o,ati !1õ∀û1û∀é, 5pl. gravit∗3ió∀ ,∋o1∀.l∗∀7 int!nzit∗∀∗t � egy adott feladatn∗l 

�  a té1 mind!n pont6∗2an azono∀na( t!(int68(Β 

(43)     ! " 3+,+ !!2
1 . 

A 

! "! " ! " å####!!##!##!
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%
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∗  

∗tala(ít∗∀∀al kapjuk, hogy 
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(44)    ! "! " å##!
""

%#8++*,5 ∗K
~

∗ 3 . 

Ez kií19a 

� tiszt∗n r∃galmas ,llapot)an [/ = 0]: 

(45) 

! "

! "
! "

! " ∀
tt

tt
K

t
∗KK∗K

ttt
∗∗

.

.

å

å

##

!

$$
%

&
''
(

)

1

1
,

1

1
,,#

#8++

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

(

)

1

1
$
%

&
'
(

) *,
1

1
$
%

&
'
(

) *,*,

,
1

1
**,,*

,

,5$$
%

&
''
(

)

1

1
,

1

1
$
%

&
'
(

) ,,
1
1

,,

2

2

oo

3

3

oo2

2

oo

o

3

3

o2

2

oo

1

22
3

333

22

""""%

"
'

"'
'

'*""

"*"

"
''

*""*

 

� tiszt∗n képlékeny ,llapot)an [/ = 1]: 
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3.4.  AZ ALAPEGYENLETEK A FESZ?≅TSÉGTENZORRA≅ KIFEJEZVE 

 
A ! "! " åå ##!

""
%2262 #8++*,5 ∗K

~
∗  alak− !,∋!nl!t2!) az å deform∗3ió 4!lyébe he-

lyettesít∀8( az an∋a,tö19én∋ d!0o1m∗3ió1a 0!loldott  

(47)      %
f

%

∗K
~

∗

∗K
~

∗
~ óóóå ""
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1

6

23

2

1 o *
*

*# ,     [ ! " %
fK

~
∗
~

K
~

K
~

K
~

∗
~

óóóå 32336 o ***# ] 

alakj∗t) 9alamint a S
K
~

3

1
#8  ö∀∀z!08,,é∀t) ∀ !((o1 az ,ltal,nos3tott BELTRAMI-egyen-

letet kapjuk: 

(48)      ! " ! "! " ! "óó S∗KKS∗K∗S∗KK ##
"

!
"""

## 2
~

62
~

62
~
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~

6
~

3 **#++*,5**5 %% , 

amelynek kií1∗∀a az !lõzõ ponto(2an (özölt!(n!( m!,0!l!lõ!n tö1téni(: 
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4. FEJEZET 

SPECIÁ≅IS ESETEK � AZ ΕN. STATIKAI EGYENSΕ≅Y A STANDARD MODELL  
ESETÉΦEN 

 
Az alapegyenletek között a ! "ó *#+ #%  dinamikai egyenlet ∗ltal∗2an az ana-

litikus megold∗∀ !lõ∗llít∗∀∗n∗l problém∗t 6!l!nt) m!1t pl: idõ08,,!tl!n anyagtö19én∋ 

esetén i∀ 2!4ozza az idõ08,,é∀t: Enn!( !1!dmén∋!(ént a m!zõ08,,9én∋!( n!m ∗llít4a-
tó( !lõ !,∋ té1tõl é∀ !,∋ idõtõl 08,,õ (i0!6!zé∀ ∀zo1zataként) t!4∗t az alapegyenletek 
∗ltal d!0ini∗lt pa13i∗li∀ di00!1!n3i∗l!,∋!nl!t 1!nd∀z!1) n!m 9!z!t4!tõ 9i∀∀za r-tõl é∀ t-tõl 
f8,,õ (özön∀é,!∀ di00!1!n3i∗l!,∋!nl!t!( m!,old∗∀∗1a: Λ!l∋!∀!22!nΒ egyes esetekben 
visszavezethetõ 9é,t!l!n ∀z∗m− ∀zo1zat ö∀∀z!,é1!, de jelenleg nem mindig nem tudjuk a 
benne lé9õ ∗llandó(at a (!zd!ti é∀ (!18leti feltét!l!(2õl m!,4at∗1ozni: Az elõzõ 3i((2!n 
F?≅ΑP TAMÁS kö12!6∗16a a l!4!t∀é,!∀ !∀!t!(!t: 

Sz∗mo∀ !∀!t2!n 3él∀z!1û a ! "fvó *#+ #%  mozg∗∀!,∋!nl!t 4!l∋!tt - a tehetetlensé,i 

é∀ té10o,ati !1õ( !l4a,∋∗∀∗9al - a statikai egyens−l∋  

(49)          0ó #+    

egyenletét al(almazni) 2∗1 !((o1 a d!0o1m∗3ió∀ 4.ll∗mo( t!16!dé∀ét, a tranziens jelensé;

gek vizsg∗lat∗na( l!4!tõ∀é,ét kiz∗16.( a 9iz∀,∗lati kö12õl: Vagyis mechanikai egyen-
s−l∋t 9!∀z8n() !zé1t 4í96∗( a 5ςΠ7-et egyens ✌ lyi egyenletnek0 F?≅ΑP ezen köt!t ς2: olda-

l∗n (i0!6ti azo(at a 0!lt!9é∀!(!t) am!l∋!( t!l6!∀8lé∀! !∀!tén a 0v ##%  é∀ f = 0 köz!líté∀ 

megengedhetõ) 3∗0ol9a 2izon∋o∀ té94it!(!t. 

A (49) egyens−l∋i !,∋!nl!t mellett a 3. fejezetben levezetett ö∀∀z!08,,é∀!( a 

(50)      ! " ! " 0uu #++*,5 ∗K∗
"" ~

3 ,           

(51)            ! " ! " 0vv #++*,5 ∗K∗
"" ~

3 ,           

(52)      ! "! " 0å #8++*,5 !
""

∗K∗
~

3 ,          

(53)        ! " ! "! " 0Ió #++*,5**5 S∗K∗S∗KK !
"""

2
~

622
~

6
~

3         

alakot ölti(: Mi9!l az alapegyenletek kielé,8ltek, í,∋ a 0!ladato( m!,old∗∀∗n∗l a (!zde-
ti é∀ (!18l!ti 0!ltét!l!( 0i,∋!l!m2! 9ét!lé1! 9an 3∀.p∗n ∀z8(∀é,: 

 A kö9!t(!zõ(2!n � mivel meg∗llapított.() 4o,∋ az !∀!t!( t−ln∋omó tö22∀é,é2!n 

elegendõ a ∀tanda1d modellt alapul venni, � a vizsg∗latain(at !11! a mod!ll1! !,∋∀z!rû-
sít68(: 
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 4.1. ÁLTALÁNOS (HÁROMDIMENZIÓS) ESETEK 

 4.1.1.  AZ ELMOZDULÁSVEKTORRA VONATKOZÓ ΑSSZEΧ?GGÉSEK 

 

Az (50) ö∀∀z!08,,é∀ 

! " #*, divgrad3GradDiv ∗K
~

∗
""

, 

a ∗
"

é∀ K
~

 anyagf8,,9én∋!( 57) alatti differenci∗lop!1∗to1o∀ ö∀∀z!08,,é∀é9!l) � a kö9!t-
kezõ(2!n mindi, a ∀tanda1d t!∀t1! 9onat(oztat9a �  

a tiszt∗n r∃galmas tartom,ny)an [/ = 0]: 
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a tiszt∗n képlékeny tartom,ny)an [/ = 1]: 
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Skal∗1i∀ (ompon!n∀!,∋!nl!t!i a (ö9!t(!zõ(Β 
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A +#8  EGYENLET.10
 Az (50) differenci∗l!,∋!nl!tn!( + -val balról tö1ténõ 2e-

szorz∗∀∗9al ol∋an ö∀∀z!08,,é∀4!z 6.tunk, amelyben csak 8 szerepel: 

! " ! " ! " 58#58*,58#+++*,+5 K∗K∗∗K∗
~

3
~

3
~

3
""""

, 

s í,∋ 

(56)             03 #58K
~

,    illetve   033 #58$
%

&
'
(

)
1
1

,
t

KK . . 

                                                 
10 Kis alakv∗ltoz∗∀o( !∀!tén �0a6la,o∀ té10o,at9∗ltoz∗∀1a� 9onat(ozó !,∋!nl!tn!( i∀ 4í96∗(: 
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Ezen t-re elsõrendû, homogén differenci∗l!,∋!nl!t a ! " 00 58#58  kezdeti feltételt 

kielé,ítõ m!,old∗∀aΒ 

(57)             
t

K

K

.

*

58#58 e0 , 

ha figyelembe vessz8() 4o,∋ a t!∀t ma,∗1a 4a,∋9a) 9a,∋i∀ −6a22 4at∗∀ nél(8l az an∋ag-
tö19én∋2õl (ö9!t(!z9! a HOOKE-test szerinti é1té(4!z tart. 
 

AZ ELMOZDULÁSOK BIHARMONIKUS DIFFERENCIÁ≅EGYEN≅ETE. Az (56)-ból mé, 

egyszeri + képzé∀∀!l a 

(58)               #55K
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3 ,   illetve   #55$
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adódi(: 
 

 4.1.2.  A DEFORMÁCIÓTENZORRA VONATKOZÓ ΑSSZEΧ?GGÉSEK 
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Az elõzõpont2an (özölt!((!l analó, módon 
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AZ ALAKVÁ≅TOZÁSI Χ?GGVÉNYEK. Az å deform∗3iót!nzo1na( a ∀zimm!t1i∗2ól (ö-

vetkezõ!n Θ 08,,etlen komponense van. Az å definí3ió∀ !,∋!nl!té2õl (ö9!t(!zi( a 
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az −n: DE SAINT-VENANT-fél! (ompati2ilit∗∀i 0!ltét!l) am!l∋ Ρ ∀(al∗1!,∋!nl!t!t ∀zolg∗l-
tat, í,∋ ma1ad Ρ 08,,!tl!n pa1amét!1:  

Jelöl68( 21 ∋∀∋ é∀ 3∋ -mal a legal∗22 4∗1omszor folytonosan differenci∗l4ató 08,g-

vén∋t) az −n: alak.,ltoz,si f≅gg.ényt:  
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 4.1.3.  A FESZ?≅TSÉGTENZORRA VONATKOZÓ ΑSSZEΧ?GGÉSEK 
 
É1t!l!m∀z!1û!nΒ 

(62)           ! " ! "! "ó #++*,5**5 S∗
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A FESZ?≅TSÉGF?GGVÉNYEK olyan f8,,9én∋!() am!l∋!kbõl té1∀z!1û deriv∗l∗∀ −t6∗n 

a  ó #+  é∀ ó ó T egyens−l∋i !,∋!nl!t!(!t (i!lé,ítõ 0!∀z8lt∀é,t!nzo1o( elõ∗llít4a-

tó(: ≅!,∋!n az szimmetrikus tenzor, az −n: fesz≅ltségf≅gg.ény-tenzor, s ha 

az ó#+00+  elõ∗llít∗∀t 9!∀∀z8() a((o1 t!l6!∀8ln!( az 

ó #+  !  ! " #+0+00+      é∀ ó ó T   !  ! "T+00+#+00+  

egyens−l∋i !,∋!nl!t!(: 

A ó tenzor 6 f8,,!tlen komponenst tartalmaz, ezekre az   egyenlet 3 ö∀∀z!f8,,é∀t 

ad, í,∋ ma1ad Ρ ismeretlen f8,gvén∋, s [ #+00+ ]-nak 3 f8,,!tl!n (ompon!n∀! 
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szimmetria miatt jelentkezõ (ompon!n∀!(!t p!di, ! -val. A 17 vari∗n∀ a (ö9!t(!zõΒ 

00

00

!

!

111

, 

00

0

0

!

! 1

11

, 

1

11

00

00

0

! , 

00

00

0

!

1

11

, 

0

00

0

!!

1

11

, 

00

0

00

!

11

1

,  

1

1

1

!0

00

00

, 

00

00

!

! 11

1

, 

00

0

0

!

! 1

11

, 

00

00

!

! 11

1

, 

1

1

1

0

00

00

!

, 

0

0

00

!!

11

1

, 



83 
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amelyek köz8l ∗ltal∗2an 3∀a( a MAXWELL-fél! é∀ a MORERA-fél! 0!∀z8lt∀é,08,,9én∋!ket 
szokt∗( al(almazni:  

Legyen 21 00 ∀  é∀ 30  legal∗22 4∗1om∀zo1 0ol∋tono∀an di00!1!n3i∗l4ató 08,,vén∋ 

(az −n: MAXWELL-fél! 0!∀z8lt∀é,08,,9én∋7) ∀ !z!( ∀!,ít∀é,é9!l 
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Legyen 21,11  é∀ 31  legal∗22 4∗1om∀zo1 0ol∋tono∀an di00!1!n3i∗l4ató 08,,-

vén∋ 5az −n: MORERA-fél! 0!∀z8lt∀é,08,,9én∋7) ∀ !z!( ∀!,ít∀é,é9!l 
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 4.2.  SΝKΦE≅I (KÉTDIMENZIÓS) ESETEK 

A h∗1omdim!nzió∀ 0!ladat) am!nn∋i2!n (ét9∗ltozó∀ 0!ladat1a 1!d.(∗l4ató) a((o1 

sí(2!li !∀!t1õl beszél8n(: Jellegzetes form∗6a: 

- a sí( ala(9∗ltoz∗∀i 59a,∋ d!0o1m∗3ió∀7) é∀ 
- a sí( 0!∀z8lt∀é,i ∗llapot:  

SΝKΦE≅I ALAKVÁ≅TOZÁSRÓ≅ akkor beszél8n()  ha lét!zi( a té12!n !,∋ ol∋an 0 vek-
torral jellemezhetõ i1∗n∋) am!l∋i( i1∗n∋2an a t!∀t n!m ∀z!n9!d d!0o1m∗3iót) azaz 

å #- 00 , é∀  #0 , 

vagyis a deform∗3ió( p∗14.zamo∀a( az 0 norm∗li∀− ∀í((al, é∀ az 0 ir∗n∋2a !∀õ elmoz-
dul∗∀ zé1.∀ érté(û: Ekkor a test 0 norm∗li∀− ∀í(6ai !,∋0o1m∗n d!0o1m∗lódna() ∀ !z!k-
nek a p∗14.zamo∀ ∀í(o(na( a t∗9ol∀∗,a n!m 9∗ltozi(: 
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Jelöl6! az !,∋∀z!1û∀é, (!d9éé1t !zt az i1∗n∋t a z koordin∗tat!n,!l∋ [ 0 z : ], s 

ekkor ## z✎ z✎ zz #$$ 2
1

2
1 , valamint a deform∗3ió- é∀ fesz8lt∀é,t!nzo1o(, illet-

ve az elmozdul∗∀9!(to1 m∗t1iΚaiΒ 
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a z ir∗n∋− 0!∀z8lt∀é, a m∗∀i( (ét no1m∗l 0!∀z8lt∀é,2õl ∀z∗mít4ató: 
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vagyis a tehetetlensé,i ∀tanda1d t!∀t !∀!tén é19én∋!∀ (7) oper∗to1o( 2!4!l∋!tt!∀íté∀ével: 
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Mivel a z! é∀  ∃z  a sz∗mít∗∀2ól (i4a,∋4ató) tén∋l!,!∀!n ∀í(2!li !∀!t1õl 9an ∀zó. 

 

SΝK ΧESZ?≅TSÉGI Á≅≅APOT. Ekkor a té12!n lét!zi( !,∋ ol∋an 0 vektorral jellemez-
hetõ i1∗n∋) am!l∋ i1∗n∋2an a t!∀t2!n a 0!∀z8lt∀é,9!(to1 zé1.∀ é1té(û) azaz 

ó #- 00 , 

vagyis a fesz8lt∀é,!( n!m lépn!( (i az 0 [ z ], norm∗li∀− ∀í(2ól: 
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Az anyagtö19én∋ z ir∗n∋− (ompon!n∀!,∋!nl!tén!( zé1.∀∀∗ tét!lébõlΒ 
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a z ir∗n∋− deform∗3ió: 
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vagyis a tehetetlensé,i ∀tanda1d t!∀t !∀!tén é19én∋!∀ 5Ξ7 op!1∗to1o( 2!4!l∋!tt!∀íté∀ével: 
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Az z∃  elmozdul∗∀) amely csak az x é∀  y koordin∗ta 08,,9énye lehet,  a CESΤRO-for-

mul∗9al ∀z∗mít4ató: 

 Sí(2!li !∀!t2!n jelentõ∀!n !,∋∀z!1û∀ödik a megold∗∀o( !lõ∗llít∗∀a) mi9!l a fesz≅lt-

ségi é∀ az alak.,ltoz,si f≅gg.ények sz∗ma 4∗1om1ól egyre csö((!n: Az egyens−l∋i 

egyenletbõl (ö9!t(!zõ!n 
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! "t∀y∀x:: # , az −n: AIRY-fél! 0!∀z8lt∀é,08,,9én∋) ∀ a (ompati2ilit∗∀i !,∋!nl!t2õl 
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! "t∀y∀x∋∋ # , az alakv∗ltoz∗∀i 08,,9én∋: 

 Hasonlóan (ét9∗ltozó∀ 0!ladat az !,∋∀z!1û n∋í1∗∀ é∀ a hajlít∗∀ i∀: 

  

 4.3  EGYVÁ≅TOZÓS ESETEK 

 
Sz∗mo∀ ol∋an m!34ani(ai 0!ladat 9an, amelyeknél a ó å é∀ tenzormezõ mind-

össze egyetlen v∗ltozó 08,,9én∋!: Az egytengelyû 4−z∗∀on é∀ n∋om∗∀on (í98l ilyen 
feladat pl. a hidrosztatikus primer mezõ2!n (i4a6tott kö1∀z!l9én∋û 9∗,at !∀!t! i∀ 5ld: 
kö9!t(!zõ 3i(( [ F?≅ΑP�BÉDA, 2009]). Ekkor ui. egyetlen v∗ltozóna( a radi∗li∀ 0!∀z8lt-
sé,!t t!(int4!t68() .i: a tan,!n3i∗li∀ fesz8lt∀é, ennek negatí96a) ∀ a d!0o1m∗3ió( é∀ a 

sug∗1i1∗n∋− !lmozd.l∗∀ !22õl ∀z∗mít4ató) mint l∗t∀zi( ! (öt!t (ö9!t(!zõ (ét tan.lm∗;

ny∗2ól i∀: Ez .tó22i !∀!t1! m.tat.n( 2! !,∋ !l!mzé∀t: 

 A gyakorlat szempontj∗2ól 0!l2!3∀8l4!t!tl!n 6!l!ntõ∀é,û l!nn!) 4a a (la∀∀zi(.∀ ∀zi-
l∗1d∀∗,tan2ól i∀m!1t 0!ladato( i∀m!1t m!,old∗∀ait mind!n (8lön !lmél!ti l!9!z!té∀ nél-
k8l !,∋∀z!1û!n ∗t8lt!t4!tnén( az ∗ltal∗no∀ 1!oló,iai (öz!,!( m!,old∗∀ai1a: N!m l!nn! 

sz8(∀é, a na,∋on bonyolult � sz∗mo∀ !∀!t2!n nem konvergens � reoló,iai 9é,!∀elemes 
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mód∀z!1!(1!) 4!l∋!tt8( !lé,∀é,!∀ l!nn! a na,∋on !,∋∀z!1û � HOOKE-tö1vén∋ ∀z!1inti � 
merevsé,i m∗t1iΚ∀zal dol,ozni) ∀ az idõ2!li 9∗ltoz∗∀t az í,∋ (apott m!,old∗∀4oz 3∀atol-
ni. ASSZONYI m∗1 1974-ben r∗m.tatott) 4o,∋ a klasszik∃s (nem reoló,iai té10o,ati 

egyenlettel rendelkezõ7 POYNTING-THOMSON modell esetén a kezdeti fesz8lt∀é,i ∗llapot 

é∀ 9é,∀õ ala(9∗ltoz∗∀i ∗llapot a HOOKE-tö19én∋ ∗ltal !lõ∗llít4ató: Ezt azonban elmél!ti-
leg nem bizonyította, csup∗n !,∋ 0!ladat (ap3∀∗n 2!m.tatta !nn!( 4!l∋t∗lló∀∗,∗t: Az 

,ltal,nos POYNTING-THOMSON-fél! −n: ∀tanda1d t!∀t !∀!tén m∗1 !zt az !l9!t 4a∀zn∗lta 

az ∗ltal∗no∀ m!,old∗∀ !lõ∗llít∗∀∗1a [2ΙΙΞϑ: Azon2an itt i∀ m!,4at∗1ozta az ∗ltal∗no∀ 

reoló,iai m!,old∗∀t) ∀ ez alapj∗n í1ta 0!l az !,∋∀z!1û t1an∀z0o1m∗3iót: 

 A kö9!t(!zõ(2!n a ∀tanda1d testre vé,!zz8( 9iz∀g∗latain(at: 

A POYNTING-THOMSON-fél! ∀tanda1d mod!ll an∋a,!,∋!nl!t! 5d!9iatorikus alakban): 
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 V∗,atn∋it∗∀n∗l −,∋ t!(int68() 4o,∋ az 81!, lét!∀íté∀! !,∋!tl!n pillanat alatt m!,-

tö1téni() t!4∗t a primér fesz8lt∀é,!( a 0*#t é1té(nél lé9õ p1imé1 0!∀z8lt∀é,!(1õl) a 

0,#t  idõpillanat1a szek∃n%er fesz8lt∀é,!(1! 9∗ltanak.11  

 A standard modellrõl tudjuk, hogy ∗llandó (8l∀õ 4at∗∀o( !∀!tén az idõ m−l∗∀∗9al az 
−n: HOOKE-tö19én∋4!z (on9!1,∗lΒ 

, − ∀∗∗ %%%%

t

%

t

åóååó 222milmil #*,#
2.2.

## "*   

, − oo
o

ooo 333milmil åóååó KKK .
tt

#*,#
2.2.

## " , 

(ahol ∗ é∀ K az −n: ∀tati(.∀ 3∀−∀ztató é∀ té10o,ati mod.l.∀o(7) to9∗22∗ azt) 4o,∋ 9é,te-
len gyors v∗ltoz∗∀n∗l az anyagtö19én∋ pedig az −n: dinami(.∀ HOOKE-tö19én∋hez tart: 
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 (ahol %in∗#:/"*  é∀ %in. KK #:/ o"  az −n: dinami(.∀ mod.l.∀o(7: 

                                                 
11 Erre vonatkozóan ld: a (ö9!t(!zõ 3i((!(!t: 
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 A FELADAT MEGFOGALMAZÁSA. Mindezen elõzmén∋!( .t∗n a m!,oldandó 0!ladatot 

−,∋ i∀ m!,0o,almaz4at6.() 4o,∋ a 568) anyagmodell esetén hogyan lehet az adott 
reoló,iai 0!ladatot !,∋ 1.,alma∀s∗,tani � nem reoló,iai � megold∗∀2ól) !,∋ !,∋∀z!1û 

transzform∗3ió9al ∀z∗1maztatni: M∗∀ ∀za9a((alΒ keress8( a 568) differenci∗legyenletek  
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megold∗∀∗t adott �Ι� (!zd!ti é∀ �2 � é∀ 9é,∀õ é1té( m!ll!tt: 

 [MATOLCSI (2009)] gondolatmenetét 0!l4a∀zn∗l9a 2!m.tat6.() 4o,∋ a 

(70)        #*#!"! ## 22 ,#, ∗ , ! " ! "0
2

0 #
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*
! # , ! " ! "2#2 #! ∗2  

egyv∗ltozó∀ 0!ladatot 4o,∋an l!4!t m!,oldani a ∀zo(∗∀o∀tól !lté1õ módon: 

 Vezess8( 2! a  
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vektorokat. Ezekkel a jelölé∀!((!l a 5ΞΙ7 0!ladat 

(72)      ## ,       #0 , #2   é∀  +0 ,  +2  

módon í14ató 0!l: 

 A MEGOLDÁS. Keress8( a (70), illetve (72) differenci∗l!,∋!nl!t m!,old∗∀∗t 
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0# t!  

alakban, ahol egyelõ1! i∀m!1!tl!n 9!(to1: Ez a 

megold∗∀ m∗1 (i!lé,íti az ! " 00 #   kezdeti feltét!lt: Az analízi∀bõl i∀m!1t !Κpon!n3i∗-

lis f8,,9én∋ MACLAURIN-sor∗t 0!l4a∀zn∗l9a, 
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Ezeket felhaszn∗l9a, 
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 Ezt az eredmén∋t behelyettesít9! 5Ξ3)-ba, a (72) differenci∗l!,∋!nl!t m!,old∗∀aΒ 
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 Az ! " 00 #  kezdeti feltét!l a.tomati(.∀an t!l6!∀8l: Az ! " 2#2  feltét!l t!l6!∀8lé-
séhez alkalmas módon (!ll m!,4at∗1ozni a vektort é∀ a skal∗1i∀ ∀zo1zatot: A 5Ξ4)-
bõl 

(75)   ! " ! "0
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0
0 2*# . 

Az utó22i !,∋!nlõ∀é,!t ∀(al∗1i∀an ∀zo1oz9a -val, é∀ (i4a∀zn∗l9a azt) 4o,∋ #0 ,  

! "! "0

#* 2 . 

Legyen 1 (ezt megv∗la∀zt4at6.( í,∋7: E((o1 
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. 

É∀ !nn!( n!,atí9na( (!ll l!nni!) m!1t a 5ΞΓ7 3∀a( í,∋ t!l6!∀8l4!t: 

 A (75) egyenlõ∀é,!t 0!l4a∀zn∗l9a 5a 5Ξ6)-ot behelyettesít9! oda7Β 
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A (74)-be é∀  érté(ét 2!4!l∋!tt!∀ít9!) a 5Ξ2) feladat megold∗∀a 5a 9é,!1!dmén∋7Β 
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Figyelembe vé9! a (71) ö∀∀z!08,,é∀!(!t, í14ató) hogy 
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aszerint, hogy a feladat kezdeti feltét!l!i d!0o1m∗3ió9al) 9agy fesz8lt∀é,,!l adotta(�e. 

 A (79)-et az exponensben felhaszn∗l9a a m!,old∗∀ 
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alakokban is felí14ató: 
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KΑSZΑNETNYI≅VÁNΝTÁS 
 
A szerzõ( (ö∀zön!t8(!t 0!6!zi( (i F?≅ΑP TAMÁSnak segít∀é,éé1t) !1!dmén∋!in!( 

rendelkezé∀1! 2o3s∗t∗∀∗é1t) VÁN PÉTERnek alkotó ,ondolataié1t é∀ ∀!,ítõ 6a9a∀lataié1t) 
valamint OBÁDOVICS J. GYULA professzornak lektori munk∗6a (ap3∀∗n adott 6a9a∀latai-
é1t: 
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F?GGE≅ÉK 

IZOTROP KONTINUUMOK RUGALMAS-KÉP≅ÉKENY, REOLÓGIAI 

ANYAGTΑRVÉNYE A NEMEGYENSΕ≅YI TERMODINAMIKÁΦAN 
 

FELTEVÉSEK Legyen s az anyagi rendszer fajlagos entrópi∗6a: ≅ét!zz!n az an∋a,i 

rendszernek egyens−l∋i ∗llapota) am!l∋!t 6!löl68n( s
✣

s e ✤ #: -sel, s ekkor matematikailag 

lét!zi( az −n: n!m!,∋!n∀−l∋i entrópiaΒ s
✣

sss none ✤ *#5#: , mely az egyens−l∋tól 9aló 

elté1é∀t 1!p1!z!nt∗l6a: 

 1. POSZTULÁTUM. Az entrópia (ét 1é∀z2õl épít4!tõ 0!lΒ az !,∋!n∀−l∋2an lét!zõ !nt-
rópi∗2ól) é∀ az !,∋!n∀−l∋tól 9aló !lté1é∀ !nt1ópi∗6∗2ól:12  

sssss none ✤e ✤ 5,#,# ~: . 

 2. POSZTULÁTUM. Az entrópia m!34ani(ai !,∋!n∀−l∋ !∀!tén az an∋a,tö19én∋ 3∀a( az 

e belsõ!n!1,ia é∀ az å, alakv∗ltoz∗∀i t!nzo1 08,,vénye: ! "∀es
✥

s egyens ✦ lyi #: .13 

 3. POSZTULÁTUM. Az egyens−l∋tól 9aló !lté1é∀ !,∋ î  belsõ dinami(ai 9∗ltozó9al 

jellemezhetõ, amely szimmetrikus m∗∀od1!ndû t!nzo1.14 

 4. POSZTULÁTUM. Az egyens−l∋tól 9aló !lté1é∀t dinamikai mennyisé,n!( t!(int68() 

ezé1t az 2
1#kin#  kinetikus energi∗4oz 4a∀onló 0o1m∗2an í14ató 0!lΒ îî2

1*#5s ,15 s 

ennek megfelelõ!nΒ 

! " ! " îîî 2
1*## ∀es

✧
∀∀ess . 

AZ ENTRÓPIA MÉR≅EGE. Mindezek alapj∗n a 04#0+, sss !% #  entrópiamé1l!,2õl 

[VÁN-ASSZONYI, 2006, 2007, 2008] � feltét!l!z9! az izot!1mi(.∀ ∗llapotv∗ltoz∗∀t é∀ azt) 

hogy az entrópia 0luxusa a szok∗∀o∀ módon a 4õ∗1amsû1û∀é, é∀ a 4õmé1sé(l!t 4∗n∋ado-

sa: T=Κs # , � izotrop kontinuumra: 

                                                 
12 Ez trivi∗li∀ mat!mati(ai ∗llít∗∀: 
13 Ez annak kö9!t(!zmén∋!) 4o,∋ az !nt1ópia 3∀.p∗n a t!1modinami(ai mé1l!,!(2!n ∀z!1!plõ !Κt!nzí9 
v∗ltozó( 08,,9én∋! l!4!t: 
14 Ez a legegyszerû22 0!ltét!l!zé∀) .i: !nnél ala3∀on∋a22 t!nzo1i 1an,− m!nn∋i∀é,,!l n!m í14ató l! a 5m∗;
sodrendû 0!∀z8lt∀é,i) d!0o1m∗3ió t!nzo1o( ∗ltal (i0!∀zít!tt7 m!34ani(ai ∗llapotté12!n (ét pont (özötti 
t∗9ol∀∗,: 
15 Ez a feltevé∀ !l i∀ 4a,∋4ató)  !Κpli3it 0!lí1∗∀a !l!n,!d4!tõ) ∀ a((o1 az ! "î∀∀ess #  kifejezé∀∀!l dol,o-

zunk. 
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illetve 

(1)         04*+$
%

&
'
(

)
1
1

, îîó #! T
s~

T %%  

vezethetõ l!) am!l∋ utó22i az entrópia-produkció nö9!(!dé∀ét í16a l!:  

 Ez az egyenlõtl!n∀é, mind!n to9∗22i 9iz∀,∗lód∗∀ (iind.lópont6a:  

Jelöl68( megszokott módon %
 indexszel a tenzorok deviatorikus é∀ o

 indexszel a 
göm2i 1é∀zét: A %

 indexszel jelzett m∗∀od1!ndû tenzor tenzori ∗1amot, a o
 indexszel jel-

zett göm2t!nzo1 p!dig skal∗1 ∗1amot induk∗l: Mivel a k8lön2özõ t!nzo1i 1an,− ∗1amok 
nem csatolódna() !z∗ltal é∀∀z!1û 0!ltét!l!zn8n() 4o,∋ a n!mn!,ati9it∗∀i 0!ltét!ln!( (8;

lön-k8lön i∀ t!l6es8lnie kell: 

(2)   

! "

! " 01T
s~

T

∀1T
s~

T %%%

%

%

0
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o

o 4*+
$
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(
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%
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'
(

)
1
1

,

4*+
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&
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'

(
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1
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îî

îî

ó

ó

#!

#!

%%

%%

 

Ez az ö∀∀z!08,,é∀ a kontin∃∃mok mechanikai anyagtör.énye termo%inamikai meg-

hat,roz,s,nak alap−a.  

 A ó az impulzus konduktí9 ∗1am∀û1û∀é,én!( (ét 1é∀z!Β a ó % tenzori rang− ∗1am 

adja a transz.erz,lis, é∀ a ó o skal∗1i∀ ∗1am pedig a longit∃%in,lis ∗1amo(at: 

Az (2) egyenlet  a termodinamikai erõ( [ % o] é∀ t!1modinami(ai ∗1amo( 
[ % o]  jelölé∀én!() ill: 0o,alm∗na( 2!9!z!té∀é9!l  

∀∋∋ 04, 22      !     
9=

9
>
?

4,

4,

0

∀

∋∋∋∋

%%%
∋

%
∋

0

0

oooo

22
 

form∗2an i∀ 0!lí14ató() a4ol 
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 Az anyagtö19én∋t � mint az entrópi∗t � két (8lön2özõ !∀!t1! ∀zétbontva cél∀z!1û 

vizsg∗lniΒ 
 - egyens−l∋ !∀!té1!) é∀ az 
 - egyens−l∋on t−li1a:  

A nemdisszipatí9 !∀!t!t � az (1), ill. (2) egyenlõtl!n∀é,!(nél � az egyenlõ∀é, 0!nn∗l-
l∗∀a 6!ll!mzi. Egyens−l∋i an∋a,3∀al∗dot a((o1 (ap.n() 4a az !nt1ópia n!m 08,, a dina-
mikai v∗ltozótól [ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 36-41. o.], azaz 

######## oooo
2

2
22 ∀∀∀∀∀∀∀ %∋

%
∋

%
∋

%
∋ . 

IZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTΑRVÉNYE EGYENSΕ≅YI ESETΦEN ennek megfelelõ!n 

a kö9!t(!zõΒ 

(3)   0
s~

T∀
s~

T
%

%
o

o $
%

&
'
(

)
1
1

*#$
%

&
'
(

)
1
1

*# óó %%  

Βz az összef≅ggés, mivel eddig semmifél! m!,(öté∀t n!m t!tt8n() r∃galmas és kép-

lékeny ,llapot)an egyar,nt ér.ényes∀ tetszõleges alak.,ltoz,sok esetén. 

 Az anyagtö19én∋t ∗ltal∗2an n!m az alakv∗ltoz∗∀∀al) 4an!m a å deform∗3ió9al 

szok∗∀ 0!lí1ni [ å, ], hogy a deform∗latlan ∗llapotot n! az  identit∗∀∀al) 4an!m a 

nulla ∗llapottal 6!ll!m!zz8(:  

 Az −n: to1z.l∗∀i é∀ −n: té10o,at9∗ltoz∗∀i 1é∀z (8lön t∗1,∋al∗∀a é1d!(é2!n té168n( ∗t a 

fesz8ltsé,!(nél é∀ d!0o1m∗3ió(n∗l a m∗1 m!,∀zo(ott d!9i∗to1o∀ é∀ ,öm2i 0!l2ont∗∀1aΒ 

o
oååå ,#,# % ,    ,

o
oóóó ,#,# %  

! "åå o3
1

3
1

o tro #### ,    ! "óó o3
1

3
1

o tro !### . 

A ó  tenzorok szimmetrikus volt∗2ól (ö9!t(!zõ!n) 9alamint a ó
1
1s~

∀  tenzorok 

fõi1∗n∋aina( !,∋!zõ∀é,é2õl (ö9!t(!zõ!nΒ
1
1

#
1
1 ss ~~

,  - s ezé1t í14ató  

! " ! " ,
~~

1
~~~~

o
o

o
o $

%

&
'
(

)
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%
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(
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∀
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 Izotrop kontin∃∃mok anyagtör.énye egyens/lyi ,llapot)an devi∗to1o∀ 0o1m∗2anΒ  

(4)     

! " 0
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∀
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 Eddig nem tett8n( (8lön2∀é,!t a r∃galmas é∀ a képlékeny alakv∗ltoz∗∀ (özött: A 

k8lön2∀é, 3∀a(  az å deform∗3iót!nzo1  devi∗to1o∀ 1é∀zénél [ el / pl] van, 

ugyanis a göm2i 1é∀z2!n [ el
oo ## # é∀ 0o #pl# ] nincs. 

Ha megnézz8( a (8lön2özõ d!0o1m∗3ió( (özötti ö∀∀z!08,,é∀!(!t) a((o1 a 5ς7 !-
gyenlet pontosít4ató: Vegy8( figyelembe azt 
[ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 69-80. old.], hogy 
a (4) ö∀∀z!08,,é∀ lin!∗1i∀ ö∀∀z!f8,,é∀∀!l i∀ leí14a-
tó: Ezt m.tat6a a to1z.l∗∀i ∗llapot1a 9onatkozóan a 
mellé(!lt ,)ra0  

 A képlé(!n∋∀é,i 4at∗1t az −n: (éplékenysé,i 

feltét!l 6!löli (i) a4ol a %Γ  torzul∗∀i d!0o1m∗3ió∀ 

munka egy k8∀zö2é1té(!t elé1: Χ!ltételezz8() 

hogy a té10o,atv∗ltoz∗∀i ∗llapot2an nin3∀ képlé-
keny ∗llapot) nin3∀ (éplé(!n∋∀é,i 4at∗1:16 A té10o-
gatv∗ltoz∗∀i ∗llapot2an 9i∀zont 6elentkezik egy −n: 

ö∀∀z!n∋om4ató∀∗,i 4at∗1) amely ut∗n a té10o,ati 

deform∗3ió( m∗1 n!m 9∗ltoznak. Az 10 ,)ra alap-
j∗n a d!9i∗to1o∀ 0!∀z8ltsé,- é∀ d!0o1m∗ció-

definí3ió() 9alamint ,!om!triai ö∀∀z!08,,éseik a kö9!tkezõ(Β 

 

 

 

(5) 

plel ,# , 
plel ,# , ahol el- , #pl , 

5,# f , ahol plel ,5#5 ,   

5,# f , ahol 5#* f ,  

∗2tgarc #. ,  pl∗2tgarc #/ ,  

∗

el

2

1
# , ! "fel

∗
*#5

2

1
,   

! "f

pl

pl

∗
*#

2

1
  

! "fplpl

∗

∗
*$$

%

&
''
(

)
*#

2

2
1 . 

      (i)   

   (ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

(vii) 

(viii) 

                                                 
16 Helyesebben ami ott jelentkezik (pl. egytengelyû (í∀é1l!tnél7 az a to1z.l∗∀ miatt 2!(ö9!t(!zõ (éplé(!n∋ 
viselkedé∀ m!,6!l!né∀!: 

f 

f 

5  

pl el 

f 

. 

/ 

. -/ 

pl 5 el 

Magyar,zat a  fesz≅ltségek és %efor-

m,ciók közötti összef≅ggések felt,r,-

s,hoz 
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Teh∗t lin!∗1i∀ !∀!t2!n az !,∋!n∀−l∋i an∋a,tö19én∋Β 

(6)      el∗2# , 

mind a rugalmas, mind a képlé(!n∋ ta1tom∗n∋on: 

Ebbõl (ö9!t(!zi() 4o,∋ a 5ς7 alatti ö∀∀z!08,,é∀ 4!l∋!∀!n a (ö9!t(!zõΒ 

(7)     
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(az o# -n∗l az el indexet azé1t n!m t8nt!tt8( 0!l) m!1t 0o #pl# , s í,∋ elplel
oooo #### #,# ). 

Teh∗t a 5Θ7 ö∀∀z!08,,é∀ mind a rugalmas, mind a képlé(!n∋ ta1tom∗n∋on l!í16a az 

anyag mechanikai viselkedé∀ét: 

Ha figyelembe vessz8( az [ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 69-80. old.] közölt!(!t) 

miszerint az anyagegyenlet egyens−l∋ !∀!tén a HOOKE-tö19énn∋!l i∀ l!í14ató)17 akkor 
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Innen kö9!t(!zi() 4o,∋ a (ét 1.,alma∀∀∗,i ∗llandó t!1modinami(ai d!0iní3ió6aΒ 
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 Az anyagtö19én∋2!n � ha mind a rugalmas, mind a képlé(!n∋ ta1tom∗n∋2!li 9isel-
kedé∀t l! a(a16.( í1ni) � akkor nem az el elasztik∃s deform∗3ió(at ∀zo(t.( 0!lt8ntetni, 
hanem az t.   

 Bevezetve a képlé(!n∋∀é,i 4at∗1 6!lölé∀é4!z a ! "%% Γ∀Γ #/#/   HEAVISIDE-fél! 

egysé,.,1∗∀-f8,,9én∋t 

9=

9
>
?

454

757
#/

,0é∀,ha,1

,0vagy,ha,0
%%

f
%

%%
f

%

ΓΓΓ

ΓΓΓ
 

                                                 
17 Vagyis a CAYLEY-HAMILTON tét!l2õl (ö9!t(!zõ!n a l!,∗ltal∗no∀a22 0o1ma a (9ad1ati(.∀ ala() azon2an a 
m∗∀od1!ndû ta, az !ddi, m!,i∀m!1t an∋a,o(n∗l ∀z∗zalé(o∀an 6ó0o1m∗n (i ∀!m 0!6!z4!tõ !lté1é∀t 6!l!nt 
csup∗n) í,∋ !l4an∋a,ol4ató: 
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amely  

�  � �-val fejezi ki, ha a torzul∗∀i d!0o1m∗3ió∀ m.n(a mé, nem lépt! t−l a %
fΓ  képlé-

kenysé,i 4at∗1t (i6!lölõ é1té(!t) t!4∗t az an∋a, mé, 1.,alma∀ ∗llapot2an 9an) 9a,∋ 

pedig ha a deform∗3ió∀ m.n(a 3∀ö((!n) m!1t a �t!4!1m!nt!∀8lé∀� 1.,alma∀ −ton 

tö1téni() é∀ 

�  �Η�-gyel, ha m∗1 m!,6!l!nt!( a pla∀zti(.∀ 59a,∋i∀ ma1adó7 d!0o1m∗3ió() mindaddig, 
mí, a m.n(a é1té(! nö9!(∀zi() t!4∗t a pla∀zti(.∀ d!0o1m∗3ió( i∀ nõn!(: 

 Ennek megfelelõ!n a (iind.ló ö∀∀z!08,,é∀ 

plel ♣q#   é∀  oo #el  [ill. oo ## #el ], 
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Mérnökgeológia-Kőzetmechanika 2010 Konferencia, Budapest

HIDROSZTATIKUS KÖRNYEZETBEN NYITOTT

HENGERSZIMMETRIKUS ALAGÚT KÖRÜLI REOLÓGIAI

IDŐFÜGGÉS

Fülöp Tamás

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST

Béda Gyula

BUDAPESTI MŰSZAKI ÉS GAZDASÁGTUDOMÁNYI EGYETEM,
MŰSZAKI MECHANIKAI TANSZÉK, BUDAPEST

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST

Meghatározzuk a feszültség, deformáció, sebesség és elmozdulás reológia-vezérelte időfüg-

gését egy hidrosztatikus környezetben megnyitott, hosszú, henger alakú alagút körül, tetszőleges

véges rendű időderiváltakat tartalmazó reológiai közegmodellek esetére, lineáris és egyensúlyi

közelítésben.

1. BEVEZETÉS

Az alagutak időfüggő jelenségeinek egyik forrása a környező talaj és kőzet reológi-

ai viselkedése. Ezeket a reológiai effektusokat tanulmányozzuk egy analitikus számolás

révén.

Természetesen ahhoz, hogy analitikus megoldást kaphassunk, egy olyan modellt

tekintünk, amely számos egyszerűsítést és közelítést fejez ki a valóságos alagút-

szituációkhoz képest. Ennek ellenére azt várhatjuk, hogy az eredmény egy hasznos kö-

zelítést nyújt a reológiai jelenségek leírására egy alagút körül. Így például információt

nyerhetünk a releváns karakterisztikus reológiai (kúszási, relaxációs stb.) időskálák anya-

gi paraméterektől való függéséről.

Munkánk két szempontból általánosítja a hengeres alagút körüli reológiai viselke-

désről szóló eddigi tanulmányokat [ASSZONYI–RICHTER (1979)], [CRISTESCU (1993)],
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[LADANYI (1993)], [PANET (1993)], [VÁN–SZARKA (2006)]. Egyrészt, számításunk tet-

szőleges, véges időderiváltakat tartalmazó reológiai modellekre érvényes. Az eredmé-

nyeket két esetre részletezzük (POYNTING-THOMSON-modell és tehetetlenségi POYNTING-

THOMSON-modell). Másrészt, a gyors alagútnyitás okozta kezdeti feltételeket nem feltéte-

lezzük, és nem is a konstitúciós összefüggések legmagasabb rendű deriváltjaiból származ-

tatjuk (e módszerről lásd részletesen jelen kötet negyedik cikkét [ASSZONYI–SZARKA–

BÉDA (2009), 135. o.]), hanem levezetjük. A lassú alagútnyitáskor érvényes megoldást is

bemutatjuk, azaz amikor az alagútnyitás nem gyors a reológiai időskálákhoz képest.

Az esetleg fellépő képlékenyedés leírásától eltekintünk. Megjegyzendő viszont, hogy

amit sokan/sokszor képlékenyedésnek vélnek, az gyakran egyszerűen a közeg mozgá-

sa. A statikus elrendezésekhez szokott szemnek természetesen minden mozgás szokatlan

lehet, de ilyenkor nem szükséges egyből képlékeny átalakulásra gondolni. Ha például

egy mélyépítési munka során átrendeződtek a talajban a feszültségviszonyok, akkor a

kiegyenlítetlenné vált erők gyorsulásokat hoznak létre, a közeg mozgásba jön. A közeg

reológiai belső súrlódása ezen a gyorsuláson csillapítani fog valamennyit, de valamilyen

sebességű mozgások sokáig — például évtizedekig — fennmaradnak. A közeg mozgása

közben fenntarthatja rugalmas állapotát, egyszerűen csak odébbhelyeződik valamennyit,

mely vándorlás közben bizonyos mértékű rugalmas alakváltozás bekövetkezik, de más,

például képlékenyedés vagy tönkremenetel nem feltétlenül. (Jelen írás a tönkremenetel

lehetőségével sem foglalkozik.)

Az analitikus tárgyalhatóság érdekében a kontinuummechanika lineáris közelítésé-

ben dolgozunk (lásd jelen kötet [FÜLÖP (2009a)] és [ASSZONYI–BÉDA–SZARKA (2009)]

tanulmányait), és azon belül is az egyensúlyi („kvázistatikus”) közelítésben. A számolha-

tóság érdekében tett eme engedményeink miatt nem tudjuk leírni a leggyorsabb, tranziens

(ám szerencsére hullámszerűen elfutó) jelenségeket, és a pontosságból is veszítünk, de

valószínűleg benne maradunk a mélyépítési feladatoknál megfigyelhető főbb időskálák

és változások szokásos mérettartományában. Írásunk végén összegezzük azokat a nehéz-

ségeket is, melyek akkor lépnek fel, amikor az egyensúlyi közelítés helyett a gyorsulást

is figyelembe véve kívánjuk a számítást elvégezni.

2. A MODELL

Egy végtelen, háromdimenziós közeget tekintünk, melynek minden egyes anyagi

pontját egy t0 pillanatban felvett r helyvektorával jellemez-

zük [egy szokásos inerciarendszerből szemlélve [MATOLCSI

(1993)]]. Egy hengerkoordináta-rendszert választva, az (r,ϕ, z)

koordinátákkal jellemezzük ezeket az anyagi helyvektorokat. A

megnyitandó alagút az r ≤ R tartomány.

❆
❆❆

ϕ

r

R�
��✠

z

.✧✦
★✥
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Formalizmusunk a jelen kötet első cikkében [FÜLÖP (2009a)] találhatóval egyezik,

melynek itt tömören csak azt a kivonatát adjuk meg, mely a jelen számolásokhoz köz-

vetlenül szükséges. A három alapvető mennyiségünk a σ feszültségtenzor, az εεεε defor-

mációtenzor és a v sebességvektor, mindegyikük a (t, r) idő- és térváltozókban tekintve

(Lagrange-leírás). Feltételezzük, hogy a közeg homogén és izotrop, továbbá hogy rugal-

mas és reológiai tulajdonságait a

S
d
σ

d = E
d
εεεε

d, S
s
σ

s = E
s
εεεε

s,(1)

konstitúciós összefüggések jellemzik, ahol d és s jelöli a tenzorok deviatorikus ill. gömbi

részét (I az egységtenzor) :

(2)

σ
s =

1

3
trσ, σ

s = σs I, σ
d = σ−σ

s, εεεε
s =

1

3
trεεεε, εεεε

s = εs I, εεεε
d = εεεε−εεεε

s,

és

S
d = 1 + T d

1 ∂t + T d
2 ∂2

t + · · ·+ T d
sd∂

sd

t , E
d = U d

0 + U d
1∂t + · · ·+ U d

ed∂
ed

t ,(3)

S
s = 1 + T s

1∂t + T s
2∂

2
t + · · ·+ T s

ss∂ss

t , E
s = U s

0 + U s
1∂t + · · ·+ U s

es∂es

t .(4)

Lefedjük tehát az összes olyan reológiai modellt, amelyben véges rendig fordulnak elő

időderiváltak. Például a tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell esetére [ASSZONYI–

VÁN–SZARKA (2007)], [VÁN–ASSZONYI (2008)], [VÁN (2008)] sd = ss = 1, ed = es = 2,

maguk a konstitúciós összefüggések pedig

σ
d + T d

1 σ̇
d = U d

0εεεε
d + U d

1 ε̇εεε
d + U d

2 ε̈εεε
d, σ

s + T s
1σ̇

s = U s
0εεεε

s + U s
1ε̇εεε

s + U s
2ε̈εεε

s,(5)

vagy, az együtthatók hagyományos jelölésében,

σ
d + τ σ̇

d = 2Gεεεε
d + 2ηε̇εεε

d + θε̈εεεd, σ
s + τ0σ̇

s = 3Kεεεε
s + 3Kvε̇εεε

s + θ0ε̈εεε
s(6)

(a felülpont itt és a továbbiakban ∂t-t jelenti).

A t0 kezdeti időpontban és annak egy környezetében, egészen egy t1 > t0 pillanatig,

a közeget stacionárius egyensúlyban lévőnek tételezzük fel, egy

σ(t, r) = σ̄ = −p0I(7)

állandó hidrosztatikus feszültségtenzorral1, a hozzá tartozó deformációtenzorral [v.ö.

(1)] :

εεεε(t, r) = ε̄εεε = −
p0

U s
0

I(8)

1 E feltételezés alapját ld. alább.
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és nulla sebességmezővel :

v(t, r) = v̄ = 0.(9)

Szokásos — de egyáltalán nem szükséges — bevezetni az

ū(t, r) = −
p0

U s
0





r
0
z



(10)

mennyiséget is, mely vektormezőre teljesül ε̄εεε = (ū ◦ ∇)S, ahol ◦ a diadi-

kus/tenzorszorzatot jelöli, a ∇ operáció balra is hathat (mindig a kontextusnak megfe-

lelően), és S jelenti egy tenzor szimmetrikus részét. Ezt az ū-t elmozdulásnak szokás

nevezni, mely egy megtévesztő elnevezés, mivel ez a mennyiség nem tartozik semmilyen

mozgáshoz és nem fejez ki semmiféle változást (a közeg egész múltját stacionáriusnak

tekintjük). Ez csupán a deformációtenzor egyfajta vektorpotenciálja, és nincs semmilyen

fizikai szerepe vagy jelentése. (Erről a CAUCHY-potenciálnak nevezhető matematikai se-

gédmennyiségről, és meghatározatlanságának fokáról ld. [FÜLÖP (2009a)], jelen kötet-

ben.) Elmozdulásról egyelőre nem beszélhetünk, hiszen közegünk tartósan egy nyugalmi

állapotban van. Majd csak a folyamatok elindulása után lesz értelme beszélni a kezdeti

elrendezéshez képest bekövetkezett elmozdulásokról (amiket ki is fogunk számolni).

A (7)–(9) hidrosztatikai feltételezés azon a várakozáson alapszik, hogy az alagút nyi-

tása okozta változások csak egy pl. r < 10R környezetben lesznek majd jelentősek, me-

lyen belül például az önsúlyból fakadó helyfüggés elhanyagolható. Ha az életbeli szitu-

ációban a hidrosztatikus nyomás önsúlyból származik, akkor feltételezésünk annak felel

meg, hogy az alagút az R sugaránál jóval mélyebben található a felszín alatt. Megjegyez-

zük, hogy jelen kötet [ASSZONYI–SZARKA–BÉDA (2009)] tanulmánya foglalkozik azzal

az esettel, amikor a leendő alagút környezetében a feszültség nem hidrosztatikus, hanem

egy tetszőleges (de továbbra is helyfüggetlen) feszültségtenzor.

Az alagútnyitást modellünkben úgy fogalmazzuk meg, hogy az alagút r = R fe-

lületére ható felületi erő normálirányú (sugárirányú) komponense, mely komponens

hengerkoordináta-rendszerünkben nem más, mint a feszültségtenzor mátrixánakσrr ele-

me, t1 és egy annál későbbi t2 között −p0 -ról nullára változik. Ennek a változásnak a

részleteit nem konkretizáljuk. Csak annyit követelünk meg, hogy az idő függvényében

elegendően simán történjen (az összes szükséges időderivált létezzen és folytonos le-

gyen). Ez azt a feltételezést is magában foglalja, hogy minden szóbanforgó mennyiségünk

ugrás és törés nélkül változik meg mind t1-kor, mind t2-kor (mind közben bármikor, de a

két szélső időpontbeli viselkedés fizikailag különösen jelentős, mert azt tételezi fel, hogy

a nyitást a legkisebb „zökkenés” nélkül, teljesen sima átmenettel tudjuk indítani és befe-

jezni2). Különösen az a határeset fog bennünket érdekelni, amikor, a nyitás időprofiljának

2 Hogy ez mennyire realisztikus, az természetesen kérdés. A változások reológiai lekövetéséhez azon-
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alakját megtartva, t1 -et fokozatosan t2 -höz tarttatjuk, így modellezve egy gyors/hirtelen

nyitást — a jelenlevő reológiai időskálákhoz viszonyítva sokkal gyorsabbat.

A nyitás a hengerszimmetria megőrzésével történjen, azaz

σrr(t,R,ϕ, z) = −p(t),(11)

ahol

p(t) =







p0 ha t ≤ t1,
0 ha t ≥ t2,
közben sima .

(12)

Számításaink kényelmesebbé tételéhez célszerű lesz bevezetnünk a

q̂(t) = p0 − p(t) =







0 ha t ≤ t1,
p0 ha t ≥ t2,
közben sima

(13)

✲ t

p0

p(t) q̂(t)✻

t0 t1 t2

jelölést is. Az r → ∞ térszerű végtelenben (mely egy va-

lódi alagútra nem feltétlenül kell többet jelentsen, mint r ∼

∼ 10R ,) azt tesszük fel, hogy a hidrosztatikus feszültség

változatlan marad. Ezt a feltételezést mint úgymond aszimp-

totikus peremfeltételt fogjuk felhasználni.

A deformációtenzor fizikai szerepe nem az, hogy egy kezdeti t0-tól mért változást

fejezzen ki, hanem azt a különbséget kell kifejezze, hogy a pillanatnyi helyi geometriai

viszonyok mennyire térnek el attól, ami egy terheletlen, teljesen relaxált, ideális állapot-

ban állna fenn. A deformáció változási gyorsaságát a sebességmező—közelebbről, annak

gradiense—szabja meg, és e mellé a deformációsebességet megszabó egyenlet mellé egy

kezdeti feltételt kell biztosítani, mely a t0-kori kezdeti deformációt adja meg. Mi itt a

CAUCHY-féle deforációtenzort használjuk, melynek változási gyorsasága egyszerűen

ε̇εεε = (v ◦∇)S,(14)

a kezdeti feltételünk pedig

εεεε(t0, r) = ε̄εεε.(15)

Ami a mozgásegyenletet (lendületmérleget) illeti, a

σ · ∇ = 0(16)

ban szükség van erre a feltételezésre. Belefér viszont ebbe az általunk használt keretbe, hogy σ (vagy
valahanyadik időderiváltja) t1-től kezdve először simán, de nagyon gyorsan változik egy jelentőset,
azután sokáig csak „szelíden” változik, majd t2 környékén megint egy „vadabb” változással zár.
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egyensúlyi közelítést tekintjük. Fizikailag helyesebb volna a ρv̇ = σ · ∇ egyenletet al-

kalmazni, akkor azonban súlyos nehézségek akadályozzák a sikeres analitikus tárgyalást.

Ezeket a nehézségeket a KÖVETKEZTETÉSEK szakaszban nevezzük meg. Ezért jelen mun-

kában a (16) egyenlet mellett maradunk, elhagyva ezáltal a reológiailag csillapított rugal-

mas hullámok leírását, és a gyors alagútnyitás okozta jelenségek egy részét is.

3. ANALÍZIS

Míg jelen kötet [FÜLÖP (2009a)] dolgozata az általános elrendezésekre vezet le, illet-

ve mutat be egyenleteket és megoldási módszereket, itt, épp ellentétesen, arra kívánunk

példát mutatni, hogy hogyan lehet egy konkrét feladat speciális tulajdonságait hatéko-

nyan felhasználni ahhoz, hogy minél alacsonyabb rendű differenciálegyenleteket kelljen

megoldani.

Az (1), (14), (16) egyenletrendszerünk, a σ̄, ε̄εεε, v̄ kezdeti feltételek [ld. (7)–(9)] és az

r=R -nél és r → ∞ -nél kirótt peremfeltételek — azaz (11) ill.

lim
r→∞

σ(t, r,ϕ, z) = −p0I(17)

— mind eleget tesznek a hengerszimmetriának. Ezért a kontinuum egész folyamata is ren-

delkezni fog a hengerszimmetriával. Ez, hengerkoordinátákban a következőket jelenti :

σ(t, r) =





σrr(t, r) 0 0
0 σϕϕ(t, r) 0
0 0 σzz(t, r)



 ,(18)

εεεε(t, r) =





εrr(t, r) 0 0
0 εϕϕ(t, r) 0
0 0 εzz(t, r)



 ,(19)

v(t, r) =





vr(t, r)
0
0



 ,(20)

és következésképp

σ · ∇ =





σrr
′ + (σrr − σϕϕ)/r

0
0



 ,(21)

(v ◦∇)S =





vr
′ 0 0

0 vr/r 0
0 0 0



 ,(22)

ahol a vesszőt a ∂r deriválás jelölésére vezettük be.
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A továbbiakhoz hasznos bevezetni a következő mennyiségeket :3

σ̂ = σ − σ̄, ε̂εεε = εεεε− ε̄εεε, v̂ = v − v̄ = v,(23)

û(t, r) =

∫ t

t0

v̂(̃t, r)dt̃.(24)

Ezek a mennyiségek mérik a kezdeti állapothoz képesti változásokat. Így például û való-

ban elmozdulás, mely az anyagi pontok helyeinek változását fejezi ki kezdeti helyükhöz

képest.

Következményként az is igaz — (14) időintegrálása révén —, hogy

ε̂εεε = (û ◦∇)S =





ûr
′ 0 0

0 ûr/r 0
0 0 0



 .(25)

(Figyeljük meg, hogy az elmozdulás a deformációtenzor változásával kapcsolatos.) To-

vábbá, (1)-ből következően

S
d
σ̂

d = E
d
ε̂εεε

d,(26)

S
s
σ̂

s = E
s
ε̂εεε

s.(27)

Emellett (21)-et (16)-ba helyettesítve

σ̂rr
′ + (σ̂rr − σ̂ϕϕ)/r = 0,(28)

mely az egyensúlyi mozgásegyenlet egyetlen nemtriviális komponense, σ̂ -pal kifejezve.

A σ -ra felírt peremfeltételeket szintén fordítsuk le σ̂ nyelvére:

σ̂rr(t,R) = q̂(t), lim
r→∞

σ̂rr(t, r) = 0.(29)

Mivel ezek a peremfeltételek kizárólag σ̂rr -t tartalmazzák, mostantól kezdve az lesz a

célunk, hogy az összes többi mennyiséget elimináljuk az egyenleteinkből.

(26)-ból azt kapjuk, hogy

S
d (σ̂rr − σ̂ϕϕ) = E

d (ε̂rr − ε̂ϕϕ),(30)

melyet felhasználva, ha S
d -t hattatjuk (28)-ra, kapjuk, hogy

S
dσ̂rr

′ + E
d (ε̂rr − ε̂ϕϕ)/r = 0.(31)

3 A felülvonással jelölt kezdeti mennyiségekre ismeretes a „primer mező”, az ezektől való (kalappal
jelölt) eltérésekre pedig a „kiegészítő mennyiség” elnevezés. Az alagútnyitás után fennálló mennyi-
ségeket pedig „szekunder” jelzővel szokás illetni.
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Ezenkívül, ha S
s -t hattatjuk (26)-ra, S

d -t pedig (27)-re, akkor a következő lesz az

egyik ill. másik eredmény:

S
s
S

d
σ̂

d = S
s
E

d
ε̂εεε

d, S
d
S

s
σ̂

s = S
d
E

s
ε̂εεε

s.(32)

Észrevéve, hogy S
s
S

d = S
d
S

s, és hogy általánosabban is, bármely két állandó együttha-

tókkal rendelkező differenciáloperátor felcserélhető, e két egyenletet összeadva

S
s
S

d
σ̂ = S

s
E

d
ε̂εεε

d + S
d
E

s
ε̂εεε

s.(33)

Ennek a tenzoregyenletnek a ( )rr komponensére azt találjuk, hogy

S
s
S

d σ̂rr =
1

3
S

s
E

d (2ε̂rr − ε̂ϕϕ) +
1

3
S

d
E

s (ε̂rr + ε̂ϕϕ).(34)

Következő lépésként, (25)-ről leolvashatjuk, hogy

ε̂rr = (rε̂ϕϕ)′,(35)

ami egy roppant speciális tulajdonság, mely hengerszimmetriánk ajándéka. Ezzel (31)-ből

az

S
dσ̂rr

′ = −E
d [(rε̂ϕϕ)′ − ε̂ϕϕ]/r = −E

d ε̂ϕϕ
′(36)

egyenletre juthatunk, (34)-ből pedig az

S
s
S

d σ̂rr = D1 ε̂ϕϕ +D2rε̂ϕϕ
′(37)

összefüggésre, ahol bevezetésre kerültek a

D1 =
1

3
(2S

d
E

s + S
s
E

d), D2 =
1

3
(S d

E
s + 2S

s
E

d)(38)

hasznos jelölések. Hattatva E
d∂r -t (37)-re, adódik

E
d
S

s
S

d σ̂rr
′ = (D1 +D2)E

dε̂ϕϕ
′ +D2E

drε̂ϕϕ
′′,(39)

ahol ismét kihasználtuk, hogy mindezek a differenciáloperátorok felcserélhetőek egymás-

sal. Itt E
d ε̂ϕϕ

′ helyébe −S
dσ̂rr

′ -t helyettesíthetünk [v.ö. (36)], amelynek eredménye:

E
d
S

s
S

dσ̂rr
′ = −(D1 +D2)S

dσ̂rr
′ −D2S

drσ̂rr
′′,(40)

és ez volt a célunk: egy olyan egyenlet, mely kizárólag σ̂rr -t tartalmazza. Ez a (40)

egyenlet a következő egyszerű alakra rendezhető át :

S
dD2(3σ̂rr

′ + rσ̂rr
′′) = 0.(41)
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Tekintsük ezt az egyenletet mint egy időbeli differenciálegyenletet, mely a 3σ̂rr
′ +

+ rσ̂rr
′′ függvényre vonatkozik. Definíciójából kifolyólag σ̂rr(t, r) minden t < t1 idő-

pillanatban nulla [ld. (23)]. Ezért azokban az időkben 3σ̂rr
′ + rσ̂rr

′′ szintén nulla, és tet-

szőleges rendű időderiváltjai, ∂j
t (3σ̂rr

′ + rσ̂rr
′′) -k szintén nullák. Így mindazon t0 -kori

kezdeti feltételek nullák, melyek ahhoz szükségesek, hogy egyértelműen rögzítsék (41)

egy megoldását — azaz az összes, S
dD2 rendjénél alacsonyabb rendű időderivált. Ebből

következőleg az egész megoldás mint az idő függvénye azonosan nulla kell legyen (hi-

szen az azonosan nulla megoldás egy ilyen megoldás, és ez a megoldás egyértelmű). Azt

kaptuk tehát, hogy

3σ̂rr
′ + rσ̂rr

′′ = 0.(42)

Ennek az egyenletnek, mint differenciálegyenletnek az r változóban, az általános megol-

dása

σ̂rr(t, r) =
A(t)

r2
+ B(t).(43)

Az A(t), B(t) ismeretlen függvények a (29) peremfeltételekkel állapíthatók meg: egyi-

kük, az r → ∞ viselkedés B(t) = 0 -t követeli meg, másikuk, az r = R -nél előírt idő-

függés pedig ezek után arra vezet, hogy A(t) = q̂(t)R2, vagyis végeredményben

σ̂rr(t, r) = q̂(t)
R2

r2
.(44)

(44)-ből elindulva meghatározhatjuk az összes többi ismeretlen mennyiséget. Először

is, (28) lehetővé teszi, hogy megkapjuk σϕϕ -t :

σ̂ϕϕ = σ̂rr + rσ̂rr
′ = −q̂(t)

R2

r2
= −σ̂rr.(45)

Következő lépésként, ahhoz hasonlóan, ahogy (33)-at kaptuk (26)–(27)-ből, levezethetjük

azt is, hogy

E
s
S

d
σ̂

d + E
d
S

s
σ̂

s = E
s
E

d
ε̂εεε,(46)

melynek ( )zz komponense

E
s
S

d 1

3
(2σ̂zz − σ̂rr − σ̂ϕϕ) + E

d
S

s 1

3
(σ̂rr + σ̂ϕϕ + σ̂zz) = 0,(47)

hiszen (25) alapján ε̂zz = 0. (45)-ből leszűrve, hogy σ̂rr + σ̂ϕϕ = 0 -t, (47) arra egysze-

rűsödik, hogy

D1σ̂zz = 0.(48)

Ez ismét egy időbeli differenciálegyenlet. Hasonlóan 3σ̂rr
′ + rσ̂rr

′′ -höz, σ̂zz -nek szintén

„nulla múltja van” (azaz a t1 előtti időkben azonosan nulla értéket vesz föl). Emiatt a
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3σ̂rr
′ + rσ̂rr

′′ kifejezéshez használthoz hasonló érveléssel mutathatjuk meg, hogy (48)

teljes megoldása nulla :

σ̂zz = 0.(49)

Ennélfogva kiderül, hogy σ̂
s = 0, σ̂ = σ̂

d. Ez (27)-et

E
s
ε̂εεε

s = 0(50)

-ra egyszerűsíti. Minthogy ε̂εεε
s -nek szintén nulla múltja van, ezért szintén minden időre

nulla kell legyen:

ε̂εεε
s = 0, =⇒ ε̂rr + ε̂ϕϕ = 0; ε̂εεε = ε̂εεε

d.(51)

Továbbá, (26) az

S
d
σ̂ = E

d
ε̂εεε(52)

egyenletre egyszerűsödik, melynek ( )rr komponense azt adja, hogy

E
d ε̂rr = (S d q̂)

R2

r2
.(53)

Ennek következményeként, ha â(t) -vel jelöljük az

E
d â = S

d q̂(54)

ama megoldását, melynek nulla múltja van, akkor

ε̂rr = â(t)
R2

r2
.(55)

Mielőtt meghatároznánk â(t) -t, vonjuk le előbb a

ε̂ϕϕ = −â(t)
R2

r2
, ûr = −â(t)

R2

r
(56)

következtetéseket is : ε̂ϕϕ -t (51)-ből találjuk, ûr -t pedig ε̂ϕϕ -ből és (25)-ből.

Most kiszámoljuk â -t, azaz megkeressük az (54) egyenlet nulla múltú megoldását.

Legyen n egy rövidítés a következőkben sokszor előforduló ed -re, mely ugyebár nem

más, mint E
d-ben a legmagasabb időderiválás rendje [ld. (3)]. Legyenek továbbá f1,

f2, . . . fn az E
d f = 0 n -edrendű differenciálegyenletnek n darab lineárisan független

megoldása, melyeknek ennélfogva nemnulla a Wronski-determinánsuk:

det{∂j
t fk}

j=0,...n−1
k=1,...n (t) 6= 0.(57)

Két matematikai segéderedménynek fogjuk hasznát venni a következőkben. Az egyik,

hogy ha g egy olyan (elegendően sima) függvény, melyre g(t) = 0 minden t ≤ t1 -re,
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akkor az E
df = g egyenlet ama egyértelmű f megoldása, amely minden t ≤ t1 -re

nulla, az

f(t) =
1

U d
n

n
∑

i=1

fi(t) (−1)n+i

∫ t

t0

g(̃t)
det{∂j

t fk}
j=0,...n−2
k=1,...n,k 6=i (̃t)

det{∂j
t fk}

j=0,...n−1
k=1,...n (̃t)

dt̃(58)

függvény (emlékezzünk rá, hogy t0 < t1 ). Ezt a képletet az állandók variálásának mód-

szerével kaphatjuk meg, de közvetlenül is ellenőrizhetjük. A másik segéderedmény az,

hogy ha g(t) egy állandó g0 értéket vesz föl minden t ≥ t2 -re, akkor az E
df = g

egyenletnek az f(t2) = 0 , (∂tf)(t2) = 0 , . . . , (∂n−2
t f)(t2) = 0 feltételeknek eleget tevő

bármely megoldása4 az

f(t) =
g0

U d
0

+
n

∑

i=1

fi(t) (−1)i

det{∂j
t fk}

j=0,...n−1
k=1,...n (t2)

[

g0

U d
0

det{∂j
t fk}

j=1,...n−1
k=1,...n,k 6=i(t2)+

+ (−1)n(∂n−1
t f)(t2) det{∂j

t fk}
j=0,...n−2
k=1,...n,k 6=i(t2)

]

(59)

alakba írható (minden t ≥ t2 időre). Ez a képlet szintén közvetlen módon ellenőrizhető.

Egy általános időprofilú alagútnyitás esetén [ld. (13)] (58)-at használhatjuk, ahol f =

= â , g = S
d q̂ . Egy gyors nyitás esetén viszont az integrálás elkerülhető. Induljunk ugyan-

is ki általános q̂ -ból [ld. (13)], majd tartsuk t1 -et fokozatosan t2 -höz, és ennek meg-

felelően húzzuk össze q̂ -ot úgy, hogy az alakját megtartjuk. Ekkor a (58)-beli integrál

határértéke parciális integrálással és integrál-középértéktétellel meghatározható. Hogy el-

kerüljük a kiadódó rekurzív képletek hosszadalmas és túlontúl technikai ismertetését, az

eredményt itt csak az sd ≤ 1 esetre közöljük, amikor is

â(t2) → 0, (∂tâ)(t2) → 0, . . . , (∂n−2
t â)(t2) → 0,(60)

továbbá

(∂n−1
t â)(t2) →

T d
1

U d
n

p0.(61)

Látható, hogy a gyors határesetben az (n− 1)-edik derivált ugrik, míg az alacsonyabb

deriváltak (beleértve a nulladikat is) folytonosak maradnak. Így tehát levezethettük, hogy

milyen kezdeti feltételeket generál egy általános gyors alagútnyitás a folyamat hátralevő

részére, azaz a t ≥ t2 időkre. Az e kezdeti feltételekhez tartozó megoldás a t ≥ t2 időkre,

(59) alapján,

â(t) =
p0

U d
0

+
n

∑

i=1

fi(t) (−1)i

det{∂j
t fk}

j=0,...n−1
k=1,...n (t2)

[

p0

U d
0

det{∂j
t fk}

j=1,...n−1
k=1,...n,k 6=i(t2)+

+ (−1)n T d
1

U d
n

p0 det{∂j
t fk}

j=0,...n−2
k=1,...n,k 6=i(t2)

]

.(62)

4 Vegyük észre, hogy ezek a feltételek nem határozzák meg f -et egyértelműre, mert a (∂n−1

t
f)(t2)

érték nem lett előírva.
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Megjegyzendő, hogy [ASSZONYI – SZARKA – BÉDA (2009)] (jelen kötetben) arra mu-

tat részletesen kifejtett példát, amikor a gyors nyitás okozta változások nem az itt al-

kalmazott módon, hanem a konstitúciós összefüggések legmagasabb rendű időderiváltas

tagjaiból kiindulva, bizonyos ésszerű feltételezéseket téve, általánosabban határozhatók

meg.

4. PÉLDÁK

A részletes megoldást két esetre, a POYNTING-THOMSON- és a tehetetlenségi POYN-

TING-THOMSON-modell esetére mutatjuk be, mindkettőt a gyors nyitás határesetében te-

kintve.

A POYNTING-THOMSON-modell esetén (54) a következő :

(U d
0 + U d

1∂t) â = (1 + T d
1 ∂t) q̂.(63)

Világos módon, n = ed = 1 , f1(t) = e−(Ud
0
/Ud

1
)t egy megoldása a homogén problémának,

és (62) alapján

â(t) =
p0

U d
0

+
e−(Ud

0
/Ud

1
)t (−1)

e−(Ud
0
/Ud

1
)t2

[

p0

U d
0

· 1 + (−1)
T d

1

U d
1

p0 · 1

]

=

=
p0

U d
0

[

1−
U d

1 − T d
1 U d

0

U d
1

e−(Ud
0
/Ud

1
)(t−t2)

]

(64)

minden t ≥ t2 -re (megjegyezzük, hogy a nulla dimenziós determinánsok értéke a triviális

1 szám). A teljes végeredményt a hagyományos jelölésekkel adva meg [ld. (6), a θ = θ0 =

= 0 értékekkel] :

σrr = −p0

[

1−
R2

r2

]

, σϕϕ = −p0

[

1 +
R2

r2

]

, σzz = −p0,(65)

εrr = −
p0

3K
+

p0

2G

[

1−
η − τG

η
e−G

η
(t−t2)

]

R2

r2
,(66)

εϕϕ = −
p0

3K
−

p0

2G

[

1−
η − τG

η
e−G

η
(t−t2)

]

R2

r2
, εzz = −

p0

3K
,(67)

ûr = −
p0

2G

[

1−
η − τG

η
e−G

η
(t−t2)

]

R2

r
.(68)

Vegyük észre, hogy itt a valódi fizikai elmozdulás, ûr került feltüntetésre. Nem adjuk

hozzá a semmi fizikai, reális jelentést nem hordozó ūr „ál-elmozdulást”. Egy alagút

ún. konvergenciája (szűkülése az idő függvényében) ûr-ből határozható meg, az alagút

falán vett pontok ûr-jeinek különbségeként. Ami viszont a feszültséget és a deformáci-

ót illeti, az itt felírt σ = σ̄ + σ̂ és εεεε = ε̄εεε + ε̂εεε összegek az igazi fizikai mennyiségek.
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Például ha le tudjuk egy alagút körül in situ mérni a feszültséget, az (kellően sikeres

módszertannal kivitelezett mérési módszer esetén) ezt az össz-feszültséget kell adja. Egy

egységnyi anyag térfogata pedig, viszonyítva a terheletlen térfogatához, szintén ebből az

össz-deformációból számítható ki.5

A tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modell esetén

f1(t) = e− η
θ
(t−t2)s(t− t2), f2(t) = e− η

θ
(t−t2)c(t− t2)(69)

egy lehetséges választás, ahol

s(̃t) =































sin
„

q

2G
θ
−( η

θ )
2 t̃

«

q

2G
θ
−( η

θ )
2

ha 2Gθ ≥ η2,

t̃ ha 2Gθ = η2,

sinh
„

q

( η
θ )

2

− 2G
θ

t̃
«

q

( η
θ )

2

− 2G
θ

ha 2Gθ ≤ η2,

(70)

c(̃t) =























cos

(

√

2G
θ − (η

θ )2 t̃

)

ha 2Gθ ≥ η2,

1 ha 2Gθ = η2,

cosh

(

√

(η
θ )2 − 2G

θ t̃

)

ha 2Gθ ≤ η2.

(71)

Ami a megoldást illeti, σ és εzz ugyanazok, mint a POYNTING-THOMSON-modellnél, vi-

szont

εrr = −
p0

3K
+

p0

2G

{

1 +

[

2τG− η

θ
s(t− t2)− c(t− t2)

]

e− η
θ
(t−t2)

}

R2

r2
,(72)

εϕϕ = −
p0

3K
−

p0

2G

{

1 +

[

2τG− η

θ
s(t− t2)− c(t− t2)

]

e− η
θ
(t−t2)

}

R2

r2
,(73)

ûr = −
p0

2G

{

1 +

[

2τG− η

θ
s(t− t2)− c(t− t2)

]

e− η
θ
(t−t2)

}

R2

r
.(74)

A POYNTING-THOMSON-modell esetén tehát egyetlen exponenciálisan „ernyedő” idő-

függés szerint tart az elrendezés a statikus rugalmasságtani végállapothoz. A tehetetlensé-

gi POYNTING-THOMSON-modellnél pedig a kritikus η2/2G értéknél kisebb θ tehetetlensé-

gi együttható esetén6 két exponenciális „ernyedés” van jelen, a kritikusnál nagyobb érték

esetén viszont egy exponenciálisan csökkenő amplitúdójú oszcillálás figyelhető meg.

5 Azaz egy alagút körül in situ mért sűrűség relatív eltérése a terheletlen állapotú sűrűségtől ennek az
össz-deformációnak a nyomával fejezhető ki.

6 Ez az ún. alultehetetlen vagy túlcsillapított eset.
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5. KÖVETKEZTETÉSEK

Tetszőleges reológiai modell esetén a következő általános tulajdonságokat figyelhet-

jük meg. Egyrészt, az alagútnyitás nem okoz gömbi — térfogati — változásokat, csak

deviatorikusakat. Ez valószínűleg a feladat geometriai szimmetriájának és a jelen kötet

első tanulmánya (137) egyenletének összjátékaként magyarázható.

Ennek következménye második megfigyelésünk, mely szerint csak a deviatorikus re-

ológia jut szerephez, a gömbi nem. Ez egy kellemes eredmény, mert így a reológia fi-

gyelembe vételéhez a teljes reológiai modell anyagi paramétereinek csak a fele játszik

szerepet. Érdekes adalék ehhez az, hogy egy gömb alakú üreg nyitásakor szintén nincse-

nek térfogati változások és így szintén nem játszik szerepet a térfogati reológia [FÜLÖP

(2009b)].

Harmadik megállapításunk az, hogy a folyamat feszültségvezérelt. A peremfeltéte-

lek és az egyensúlyi mérlegegyenlet minden pillanatban egyértelműen meghatározzák a

feszültséget, a reológia pedig ennek a helyzetnek engedelmeskedik. Ez a harmadik tulaj-

donság valószínűleg szintén nem független az itt tekintett speciális geometriától, mert a

rugalmasságtani statikában is ismeretesek olyan elrendezések, ahol a feszültségmező függ

a POISSON-hányadostól, amely pedig reológiai szituációkban időfüggést kap.

Negyedjére, ha a gyors alagútnyitás határesetét akarjuk használni, a E
d -ben rejlő reo-

lógiai időskálák azok, melyekhez képest a nyitásnak gyorsnak kell lennie. Amikor ez nem

teljesül, akkor pedig az (58) integrandusában szereplő determinánsos szorzók számotte-

vően változnak a nyitás alatt, és ekkor az általános (58) képletet szükséges használni.

Végül megemlítenénk tapasztalatainkat azzal kapcsolatban, amikor a ρv̇ = σ · ∇

dinamikai mozgásegyenlettel próbálunk dolgozni. Négy probléma merül fel, amikor a

felmerülő parciális differenciálegyenlet-rendszert a változók szétválasztásával próbáljuk

megoldani. Közülük kettő, a szükséges négyzetes integrálhatóság biztosítása, illetve a

peremfeltételek időfüggő volta kezelhető. A két másik nehézség azonban alapvető aka-

dályt jelent. Nevezetesen, amikor egyenleteinket egyedül σrr -re vezetjük vissza (hiszen

a peremfeltételek ennek a mennyiségnek a nyelvén vannak megadva), a változók szétvá-

lasztása nem működik. Ha viszont mindent egyedül ur -re vezetünk vissza, akkor nem

tudjuk kiróni a peremfeltételeket. Ugyanis ha egy megoldást egy végtelen függvényrend-

szer bázisán fejtünk ki, az négyzetesen integrálható értelemben előállítja a megoldást, de

pontonként nem — és így például az alagút r = R határán nem. (Mindezekről a nehéz-

ségekről részletesen ír jelen kötet első cikke.) A ρv̇ = σ · ∇ egyenlet kezelése tehát egy

különlegesen kifinomult eljárást igényel.
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1. FEJEZET 

ÁLTALÁNOS MEGFONTOLÁSOK 
 

Kör!∀#∃%&∋(û )ö∃∗+∃+,,− )o∃(o!./ 0+∃+12,+/3 %41+,o/3 !,567 %−∀!14∃+,+ /2∃8!-
fontoss419, annak ellen&r#3 :o1( ez a legegyszerû55 z4r,!∀#∃%&∋(3 ui. ennek megold4!+ 

ismeret&ben a feladat 4∃,+∃4∋o!+55 #!#,5#∋ −! ;#1o∃∗:+,.6  

A feladat leg4∃,+∃4∋o!+55 ;#1)o1+∃;+∀4!+ + kö%#,/#∀õ< 

 

(1) 

�4ltal+nos orient+ció−.∀ tér)eli fesz1ltségeloszl+s. &rimér mezõ)en létes2-

tett∀ tetszõleges tengelyir+ny. és tetszõleges z+rt szel/ényû folyosó kör1l kiala-

k∃ló mechanikai mezõ matematikai meghat+roz+sa∀ +ltal+nos anizotro& 

kontin∃∃mnak tekinthetõ (%iszkontin∃it+sokkal sza)%alt) reológiai kõzet-

kontin∃∃m)an0� 
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Ez a megkö∀#∃=,&!?∋/ ,#r;&!∀#,#!#∋ 4∃,+∃4∋o!!41+ #∃∃#∋&r# /or∃4,o∀∀+ + ∃#:#,!&1#! 

anyagmodelleket. ≅1( #∃,#/−∋, + /õ∀#,,ö;#1 /4ro!o∗4!4,.∃ &! ,ö∋/r#;#∋,#∃&,õ∃ −!6 E∀#k-
nek a hat4!o/∋+/ + )−1(#∃#;5# %&,#∃# +∀ −,, ;#1+∗o,, +∋(+1;o∗#∃∃#/ 4∃,+∃4∋os=,4!4, 

ig&∋(∃−/6 A ,ö∋/r#;#∋,#∃, ,#r;o∗−∋+;−/+− #∃;&∃#,?∋/:ö∀ :+!o∋∃.+∋ #1( 5#∃!õ %4∃,o∀.! 

termodinamikai keretek kö∀ö,, ∃#:#, ;o∗#∃∃#∀− ΑVÁN (2001), VÁN�VÁSÁRΒELYI, (2001)].  
Term&!∀#,#!#∋ + %−!∀o∋(o/ ∋#; #1(!∀#rû#/3 :−!∀#∋ + /õ∀#,,#!, ;+1+ −! )#∃)o1:+,. /4ro-
sodott kõ∀#,∋#/ ΑVÁN�VÁSÁRΒELYI, 2001], illetve reol.1−+− +∋(+1;o∗#∃∃#/ /ö∀%#,∃en?∃ 

is kapcsolatba hozhat.+/ + /4ro!o∗4!!+∃6 0∃4!∗ Χ∃6 [VÁSÁRΒELYI et al. (2000)]). 

Az egyenes tengelyû3 /ör!∀#∃%&∋(û %41+, kör?∃− ;#8:+∋−/+− ;#∀õ ;#1:+,4ro∀4!4-

nak probl&;4Ε4, /&, /?∃ö∋5ö∀õ r&!∀r# ∃#:#, o!∀,+∋−3 +;#∃(#/ /?∃ö∋-k?∃ö∋ %−∀!14∃:+,./< 

   
!0 +)ra 

(a) a v41+,,#∋1#∃(r# ;#rõ∃#ges keresztmetszetben, s=/+∃+/%4∃,o∀4!− 4∃∃+Χo, )#∃,&,#∃#-
z&!&%#∃3 &s 

(b) a v41+,,#∋1#∃( !=/Ε45+∋ 0!0 +)ra). 

 Ebben a tanulm4∋(2∋/5+∋ vizsg4∃+,+−∋/+, +∀ !0 +)ra (a) eset&re korl4,o∀∀uk, s a 
konkr&, ;#1o∃∗4! :#∃(#,, 8!2Χ4∋ )#∃villantjuk a (b) eset n&:4∋( !+Ε4,o!!414,6 

Az irodalomban az (1) feladat megold4!4r+ ;4r eddig is sz4;,+∃+∋ analitikai r&!∀-
megold4! !∀?∃#,#,,6 Ezek mindegyik&∋#/ saj4,Ε+3 :o1(  

1. Az 1reg kiter−e%ését a vizsg4∃, !∀#∃%&∋(,õ∃ ;−∋∗/&, −r4∋(5+∋ /égtelennek tekin-
tik, hogy a feladatot s=/5#∃− #!#,r# 09∋6 s2kalak/+ltoz+si 4∃∃+Χo,r+7 %#∀#!!&/ %−!!∀+6 Emi-
att azonban k&∋(,#∃#∋#/ figyelmen k=%?∃ :+1(∋− +∀ ?r#1∋(−,4! !or4∋ + :o;∃o/ 0%4Ε%&17 

elõr#:+∃+∗4!4∋+/ :+,4!4, + ;#8:+∋−/+− ;#∀õr#6 

2. Felt&,#∃#∀−/3 :o1( +∀ 1reg köz/etlen környezetének fesz?∃,!&1-, alakv4∃,o∀4!- &! 

mozg4!;#∀#Ε&∋#/ %−∀!14∃+,4∋4∃ ;#1#∋1#∗:#,õ3 :o1( + &rimér � ?r#1∋(−,4! #∃õ,,− � 4l-
lapotot homogén fesz1ltségeloszl+s.nak tarts4/6 E∀ +∀, Ε#∃#∋,−3 :ogy a prim&r )#sz?∃,s&-
gek &r,&/&, +∀ ?r#1 !∀#∃%&∋(&∋#/ /ö∀&ΧΧo∋,Ε45+∋ 2r+∃/o∗. Χr−;&r )#!∀?∃,s&1&r,&//#∃ 

y 

5 
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veszik egyezõ∋#/6 Ez&r, 4∃,+∃45+∋ + /?∃!∀=∋, ∋#; %#!∀−/ )−1(#∃#;5#3 +∀+∀ + %&1,#∃#∋ 

f&∃,#r#, ,#∃Ε#! ,&rr#∃ :#∃(#,,#!=,−/6 

3. A v&1,#∃#∋ )&∃,#r#, /itö∃,õ /õ∀#,,ö;#1#, homogénnek∀ izotro&nak tekintik.  

4. A megold4! ;+,#;+,−/+− ;#1:+,4ro∀4!4∋4∃ +∀ −;Χ2∃∀2!;&r∃#1 4∃,+∃4∋o! ∗−∋a-
mikai [ −−i−i g/ !!" !"# ! ] ö!!∀#)?11&se helyett az ö∋!9∃( ∋&∃/?∃− Α 0"−g! ] statikai 

egyens.ly eset&r# Α 0"# i−i" ]  korl4,o∀z4/ a vizsg4∃+,okat. 

Ezeket a feltev&!#/#, elsõ /ö∀#∃=,&!5#∋ - kiindul4!/&∋, - mi is elfogadjuk. 

FÜLÖP TAMÁS ÉS BÉDA GYULA elõ∀õ ,+∋2∃;4∋(45+∋ + )#∃+∗+,o, hi%rosztatik∃s &rimer 

mezõ)en kihajtott v41+, #!#,&r# o∃∗o,,a meg, tetszõ∃#1#! homog&∋ line4r−! r#o∃.1−+− 

anyagtör%&∋( &! tetszõ∃#1#! ?r#1∋(−,4!− −∗õ /+r+/,#r−!∀,−/+ #!#,&r#6 

Tekintettel arra, hogy a homogén és hi%rosztatik∃s &rimér mezõrõl a homog&∋3 4∃,a-
l4∋o! or−#∋,48−.Ε9 Χr−;&r ;#∀õr# ,ör,&∋õ 4,,&r&! 8!2Χ4∋ /&, #1(!∀#rû ,r+∋!∀)or;48−., 

ig&∋(#∃3 ! + ;#1o∃∗4! ,o%455r+ −! ∀4r, +∃+/5+∋ ;+r+∗ ΑASSZONYI (1973)], ez&r, + /ö%#t-
kezõ/5#∋ #∀, +∀ #!#,#, ,4r1(+∃Ε2/6 

Az 4∃,+lunk vizsg4∃, feladat teh4, a kö%#,/#∀õ< 

 

(2) 
�4ltal+nos orient+ció−.∀ tér)eli fesz1ltségeloszl+s. homogén∀ &rimér mezõ-

)en létes2tett∀ tetszõleges tengelyir+ny. körszel/ényû folyosó kör1l kialak∃ló 

mechanikai mezõ matematikai meghat+roz+sa +ltal+nos homogén line+ris 

izotro& kontin∃∃m)an0� 

A probl&;+ (2) szerinti megfogalmaz4!+ ∋+1(o∋ !Χ#8−4∃−!∋+/ &! /or∃4,o∀o,,∋+/ tû-
nik az (1)-hez k&Χ#!,, azonban ez csak l4,!∀+,6 

Tanulm4∋(2∋/5+∋ az alapul vett felt&,#∃#/ + ;#1o∃∗4! #1(!∀#rû!=,&!&, &! ∀4r, +-
lakban1 tört&∋õ meghat4ro∀4!4, !∀o∃14∃Ε4/. Azonban 

- a homogén &rimér mezõrõl az ö∋!9∃(o!r+3 −∃∃#,%# + 1#o∃.1−+− &! ,#/,o∋i-
kai erõ:+t4!o/ #r#∗;&∋(#/&∋, /−+∃+/2∃, 4∃,+∃4∋o!r+ %+∃. 4,,&r&! ∀4r, +∃+/9 ;#g-
old4!, ;4r ∋#; ,#!∀ ∃#:#,õ%&3 ! valamilyen alkalmas kö∀#∃=,õ ;.∗!∀#r 0Χ∃6 v&1#! 

elemek (FEM) vagy v&1#! ∗−))#r#∋8−4/ ;.∗!∀#r# (FDM)) alkalmaz4!4, /=%4∋Ε+ 

meg, 

- a kör szel/ényrõl adott m4! ∀4r, !∀#∃%&∋(r# ,ör,&∋õ 4,,&r&! alkalmas 
transzform4ci.%+∃ ;−∋∗−1 ;#1o∃∗:+,.. Ezt azonban csak az ellipszis szelv&∋(∋&∃ 

alkalmazz4/3 ;#r, a tö55− #!#,5#∋ %&1,#∃#∋ !oro//+∃ /#∃∃ ∗o∃1o∀∋−3 #∀&r, −∋/455 

a FEM-mel dolgoznak. 

 [ASSZONYI�BÉDA�SZARKA (2009)] e kö,#,5#∃− #∃õ∀õ cikk&5õ∃ ∃4,!∀−/3 :o1( +55+∋ +∀ 

esetben ha a feladatot a line+risan r∃galmas � nem reológiai � anyag felt&,#∃#∀&!&%#∃ 

                                                 
1 Ami az analitikai elemz&!, ,#!∀− ∃#:#,õ%&6 



118 

oldjuk meg, akkor az 4∃,+∃4∋o! r#o∃.1−+− /ö∀#1r# ,ör,&∋õ 4,,&r&! !∀−∋,&∋ ;#1o∃∗:+,. 

alkalmas oper4,or-transzform48−.%+∃ ΑASSZONYI (2007)], s ez a z4rt alak9 ;#1old4!, a  
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 Nem fogjuk t4r1(+∃∋− + /ö%#,/#∀õ/5#∋ +∀ +∋−∀o,roΧ /ö∀#15#n tör,&∋õ +∃+19,&Χ=,&! 

eset&,3 54r ∋#; ∃#∋∋# +/+∗4∃(+3 ;#r, ∋#; /=%4∋Ε2/ + ;4r +;91( −! 5o∋(o∃2∃, ö!!∀#-
f?11&!#/#, ;&1 5o∋(o∃2∃,+554 ,#∋∋−6 Az izotro&i+ról anizotropi4r+ ,ör,&∋õ 4,,&r&! 

ugyanis a k&, !/+∃4r−! oper4,orf?11%&∋( :#∃(#,, ,ö55 vezet&!− f?11%&∋( bevezet&!&, teszi 
sz?/!&1#!!& (4∃,+∃4∋o! #!#,5#∋ az L negyedrendû −;Χ2∃∀2!-vezet&!− ,#∋∀or 21 f?11#,len 
skal4r, transzverz4∃−!+∋ −∀o,roΧ #setben 5 skal4r, ortotrop esetben: 9 skal4r, stb. kompo-
nenssel, vezet&!− )?11%&∋∋(#∃ Ε#∃∃#;#∀:#tõ).  

 Ez azt jelenti, hogy 4∃,+∃4∋o! � nem izotrop � esetben az anyagtör%&∋( az 
%%%
åó L" , ooo

åó L"  

ö!!∀#)?11&!!#∃ =r:+,. ∃#3 +:o∃ %L  &! oL  negyedrendû ,#∋∀oro/ +∀ L tenzor deviatorikus 
&! 1ö;5− )#∃5o∋t4!+3 &! 

- izotrop anyagok eset&∋ +∀ +∋(+1,ör%&∋(ben az %L  &! oL  negyedrendû ,#∋∀oro/ 
,
6

7% 2"  &! K
6

7 3o "  skal4r )?11%&∋(#//#∃ :#∃(#,,#!=,:#,õ/3 %−!∀o∋, 

- anizotrop esetekben m4r + /&,  %L  &! oL  tenzorral kell dolgozni, amelyeknek 
egy?,,#!#∋ &! ö!!∀#!#∋ %4∃+!∀,o,, ;o∗#∃∃t=Χ2!,.∃ )?1gõen 5, 9,�3ΦΓ )?11#,∃#∋ 
skal4r /o;ponense (vezet&!− )?11%&∋(#, anyagoper4,or+) van. 

 A VÁΗVÉGΒATÁS. Mivel cikk?nknek nem t4r1(+3 #∀&r, a folyos. ,#∋gelyir4∋(45+∋ 
most nem v&1∀?∋/ %−∀!14∃+,o/+, 0!0)0 +)ra), s nem elemezz?/ + :o;∃o/ #∃õr#ha-
lad4!4∋+/ :+t4s4, + ;#8:+nikai mezõre.  

 Az egyszerûs&1 /#∗v&&r, !∀−;metrikus hidrosztatikai prim&r ;#∀õben kihajtott v4-
gatot modellezt?∋/3 %&geselemes2 programmal, a legegyszerû55 ∃−ne4r−!+∋ r2galmas a-
nyagtulajdons41gal . Ebbõ∃ 8!2p4∋ #1(#,len ö!!∀#)?1g&!, ;2,+,2∋/ 5# 020 +)ra) illuszt-
r48−./&∋,6 A rendszerben az egyetlen t4%ols41 ∗−;#∋∀−.Ε9 Χ+r+;&,#r +∀ R sug4r3 =1( + 
t4%o∃!41Ε#∃∃#1û :+,4!o/ + %4Ε%&1 /ör∋(#∀#,&5#∋ ∋#; )?11#∋#/ + r21+∃;+!!41,+∋− 
egy?,,:+,./ ∋+1(!414,.∃ 0%al.!∀=∋û∃#1 +r4∋(2/,.∃ !#;3 ;#r, + k&, !∀&∃#∋ !#;).  

                                                 
2 A sz4;=,4!o/+, NASZTANOVICS FERENC doktorandusz v&1#∀,# + Ι2∗+Χ#!,− Mû!∀+/− &! G+∀∗+!41-
tudom4∋(− E1(#,#;3 T+r,.!∀#r/#∀#,#/ M#8:+∋−/4Ε+ T+∋!∀&/&∋6 
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  &r#∀z?/3 :o1( + ∀+var. hat4! 1(or!+∋ ∃#cseng, =1( + :o;∃o/,.∃ 2-3 R sug4r∋(− 
t4%o∃!41o∋ ,9∃r+, illetve a szelv&∋(-kont9r,.∃ vett 2-3 R-en t9∃ ;4r ∋#; ,#rΕ#∗. 

Ebben a r&!z-
ben elmondottak 
indokolj4/ ö!!∀#s-
s&1?/5#∋ a feladat 
(2) alattira tör,&nõ 
szû/=,&!&,6 

 A kö%#,/#∀õk-
ben � mielõ,, :oz-
z4)o1∋4∋/ + )#l-
adat megold4!4:o∀ 
� elõ55 ;&1 4,,e-
kintj?/ + Χr−;&r 
mezõ, &! +∀ ?r#g-
nyit4! −∗õ/+r+/,e-
risztik4j4,6 

 

2. FEJEZET 

A PRIMER ÁLLAPOT 

 

Az ?r#1∋(−,4! #∃õ,, + )ö∃∗/&r#15#∋ 2r+∃/o∗. )#!∀?∃,!&1;#∀õ, 0az 9∋6 õ!)#!∀?∃,!&1− 

4∃∃+Χotot) nevezz?/ [ 2 3róó
&&rimer ": ] &rimer fesz1ltség+lla&otnak, az ?r#gnyit4! :+-

t4!4r+ ;#1v4∃tozott fesz?∃,s&14∃∃+Χo,o, Χ#∗−1 [ 2 3tszek∃n%er ,: róó " ] szek∃n%er fesz1ltség-

mezõnek. A kettõ /ö∀ö,,− k?∃ö∋5!&1#, kiegész2tõ fesz1ltségmezõnek [ 2 3tkiegész2tõ ,: róó "  

= 2 3 2 3rr óó
&t !, ] h=%Ε2/6 Ha a v41+, 0%+1( )o∃(o!.7 /#r?∃#,&∋ 5−∀,o!=,.!∀#r/ezetet &Χ=-

t?∋/ 5#3 +//or + 5−∀,o!=,4! :+,4!4r+ /−+∃+/2∃. )#!∀?∃,!&14∃∃apot pedig az 9∋6 tercier fe-

sz1ltségmezõ [ 2 3tttercier ,róó " ], amely m4r ;+145+ )o1∃+∃Ε+ +∀ #∃õ∀õ/#, −!6 A tercier &! 

primer 4∃∃+potok k?∃ö∋5!&1&, 2 3ti1regnyit+s ,: róó

""
"  1regnyit+si fesz1ltségmezõnek nevez-

z?/3 + ,#r8−#r &! !∀#/2∋der k?∃ö∋5!&1&, Χ#∗−1 2 3ti)iztosit+s ,: róó

"""
"  )iztos2t+si fesz1ltség-

mezõnek: 

2 3

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3.,,,,

,,,

,

tttt

tt

&t

&

&

rrrrr

rrr

r

óóóóó

óóó

ó

"""""

"

1"1"

1"  

R 

2R 
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A primer 4∃∃+Χo, +∀ ?r#1∋(−,4!− )eladatn4∃3 ;−∋, ker?∃#,− felt&,#∃ Ε#∃#∋,/#∀−/6 A Χr−-
mer fesz?∃,!&14∃∃+Χo,o, +∀ i%õtõl f1ggetlennek tekint−1k, ui. m4r &%;−∃∃−./ 4∃∃,+/ r#∋∗#∃-
kez&!r# + !∀?/!&1#! r#∃+Κ48−./ ∃#Ε4,!∀.∗4!4r+6 Β+ ∋#; Ε#∃#∋,/#∀∋#/ )ö∃∗r#∋1&!#/ +∀ 

?r#1nyit4! /ö∀#∃&5#∋ &! −∗õ!zak45+∋3 +//or ∋−∋8! −∋∗o/ + Χr−;&r )#!∀?∃,!&1#/ −∗õ5#∃− 

v4∃,oz4s4∋+/ )#∃,&,#∃#∀&!&r#6 T#:4, 

(4)  2 3 2 3
2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3

2 38&&

zzyz5

yzyy5

5z5y5
&&rimer

&tt

t&t

tt&

t óóóó

rrr

rrr

rrr

rr """ ,, ,   !  [ −ii− tt " ], 

vagyis a fesz?∃,!&1#/ 8!2Χ4∋ + :#∃( )?11%&∋(#−6 
 
A PRIMER ÁLLAPOT FELFOGÁSAI. Az irodalomban a legkor455− ;.∗!∀#r + ∀+%+r,+∃+∋ 

telep?∃&!û )ö∃∗/&r#1 ö∋!9∃(o! 4∃∃+Χo,45.∃ −∋∗2∃, /−6 Anyagi ö∋!9∃(o!3 izotrop f&∃,&r 

egyens9∃(− 4∃∃+Χo,4, /−)#Ε#∀õ ∗−))#r#∋8−4∃#1(#∋∃#,5õ∃ 0−;Χ2∃∀2!;&r∃#15õ∃3 %+1( ;4! 

n&%#∋ −;Χ2∃∀2!-megmarad4!− ,&,#∃5õ∃7 /ö%#,/#∀−/3 :o1( :+ !∀intes ir4∋(ban v4∃,o∀+,-
lans41o, ,&,#∃#∀?∋/ )#∃3 +//or + )&∃,&r )?11õ∃#1#! ∋or;4∃−!9 )#∃?∃#,elemeinek prim&r 

fesz?∃,!&14∃∃+Χo,4, + 

yg&rimer
y !" "  

ö∋!9∃( :+,4ro∀∀+ ;#13 +:o∃  y a k?∃!∀=∋,õ∃ !∀4;=,o,, ;&∃(!&13 g! pedig a takar.r&,#1#/ 

4,∃+1o! ,&r)o1+,s9∃(+6 E∀ /−)#Ε#∀&!r# Ε2,,+,Ε+3 :o1( !∀−∋,#! −r4∋(9 %4∃,o∀+,∃+∋!41 #!#,&∋ 

egy y m&∃(!&1ben elk&Χ∀#∃, !∀−∋,#! )#∃?∃#,#∃#; + )ö∃ö,,# #∃:#∃(#∀/#∗õ /õ∀#,o!∀∃oΧ ö∋-
s9∃(4%+∃ ,#r:#∃,6 

 Teljesen !∀+54∃(o!  #!#,5#∋3 :+ + )ö∃∗/&r#1 +∋(+1− pontjai v=∀!∀−∋,#! −r4∋(5+∋ 

mozg4!, ∋#; !∀#∋%#∗,#/3 ,#:4, + ;+− Χr−;&r ;#∀õ /−+∃+/2∃4!+ !or4∋ +∀ +∋(+1− Χo∋,o/ 

csak f?11õ∃#1#!#∋ ;o∀o1,+/3 + /õ∀#,#/ =1( ,ö;örö∗,#/3 +//or 

0""" z5esint/izsz &&& . 

Mivel az anyagviselked&! +!∀−;Χ,o,−/2! +∃+/Ε+ + HOOKE-tör%&ny, vagyis a fö∃∗/&r#1 

kialakul4!4,.∃ ;4r #∃,#∃, +∋∋(− −∗õ3 :o1( + ∗#)or;48−./ ∃#Ε4,!∀.∗Ε+∋+/3 +∀ +∋(+1− )&∃,&r 

szintes norm4∃−!9 )#∃?∃#,#∃#;#−∋#/ Χr−;&r )#!∀?∃,!&1#< 

ygy
m

g&rimer
z

&rimer
5 11 !

"
!

""
'

'
!

!
"" , 

ahol m a  POISSON-sz4;3 ! '  ennek reciproka a POISSON-t&∋(#∀õ6  

 Ekkor a f?11õ∃#1#! −r4∋( &! ;−∋∗#∋ %=∀!∀−∋,#! −r4∋( fõ−r4∋(6 Ko∋!∀o∃−∗4∃, #!#,5#∋ � 

mikor nincsenek tranziens v4∃,o∀4!o/ � az m &r,&/# + Φ � 4 (ill. '  &r,&/# a 0 � Λ3Μ7 

&rt&/tartom4∋(5+∋ %4∃,o∀:+,3 =1( + )õ)#!∀?∃,s&1#/ ;−∋∗ ∋(o;.fesz?∃,!&1#/3 ,o%4554 a 
f?11õ∃#1#! )õ)#!∀?∃,!&1 + ∋+1(o55< 
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 A :0 +)ra a k?∃ö∋5ö∀õ � v4∃,o∀. !ûrû!&1û � anyagr&,#1#/ #!#,&n mutatja be � ezen 
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 Ebben az ö!!∀#)?11&!5#∋ � mivel a nyugalmi fö∃∗∋(o;4! #1( /o∋!∀o∃−∗4∃, 4∃∃+Χo,3  

s az gyakorlatilag (&%;−∃∃−./7 46t  idõ +∃+,, +∃+/2∃, /−3 +∀ −,, !∀#r#Χ∃õ m a !,+,−/+−  

POISSON-sz4; 0%+1(−! +∀ m(t) f?11%&∋( &r,&/# 46t eset&∋76 

 Ezen idealiz4∃, 4∃∃+Χo, )#∃,&,#∃#− ö!!∀#)o1∃+∃%+< 

8 szintes ir4∋(o/5+∋ %4∃,o∀+,∃+∋!41 0+∋(+15+∋3 )#!∀?∃,!&15#∋3 1#o;#,r−45+∋73 

8 geol.1−+− &! ,#/,o∋−/+− :+,4!o/ :−4∋(+3 

8 kiz4r.∃+1 )?11õ∃#ges mozg4!o/ + Χr−;&r 4∃∃+Χo, /−+∃+/2∃4!+ !or4∋6 

A fö∃∗/&r#1 #∀#∋ −∗#+∃−∀4∃, 4∃∃+Χo,4∋+/ )#∃,&,#∃#− /ö∀?∃ 4∃,+∃45+∋ egyik sem 4∃∃ )#∋∋6 

Ü∃#∗&/#/ /#∃#,/#∀&!# !or4∋ Χ∃6 + %=∀;o∀14!o/ )õ−r4∋(+− !∀#r−∋, fajs9∃(-, &! +∋(+1-
minõ!&1 %4∃,o∀4!!+∃ /#∃∃ !∀4;o∃∋2∋/6 Ez a v4∃,o∀4! ;.∗o!=,Ε+ + !∀−ntes s=/o/o∋ Ε#∃#∋,-
kezõ ö∋!9∃(#∃o!∀∃4!,3 ;#1!∀?∋,#,− + %=zszintes s=/ )õ)#!∀?∃,!&1− Ε#∃∃#1&,6 L#:#,õ%& ,#!∀ + 

tömörö∗&! !or4∋ !∀−∋,#! −r4∋(9 ;o∀14!o/+,3 ! =1( + !∀−∋,#! !=/5+∋ −! )#∃∃&Χ∋#/ :#∃(− rö-

vid?∃&!#/3 −∃∃#,%# ;#1∋(9∃4sok, teh4, 09esint/izsz& . 

 A fö∃∗/&r#1 )#!∀?∃,!&14∃∃+Χo,4, + ∃#1−∋,#∋∀=%#55#∋ + 1#o∃.1−+− #rõ:+,4!o/ ∀+%+r,4/ 

meg. Ezek hat4!+− !∀#;;#∃ ∃4,:+,. r&,#1∗#)or;48−./5+∋3 +∋(+1− ,ö∋/r#menetelben, 
vetõ∗&!#/5#∋ !,56 Ε#∃#∋∋#/ ;#16 

 Ez&r, 4∃,+∃45+∋ + Χrim&r ;#∀õ + ,&r a%ott pontj4-
ban egy 4∃,+∃4∋o! orient48−.Ε9 fesz?∃,s&1tenzorral jel-
lemezhetõ (;0 +)ra), 
amelynek fõ−r4∋(+− (e1, 
e2, e3) 4∃,+∃45+∋ sem a 
v=∀szintessel, sem a f?g-
gõ∃#gessel nem esnek 
egybe. 

    ≅1( + Χr−;er fe-
sz?∃,!&14∃∃+Χo,o, csak in 

sit∃ m&r&sekkel tudjuk 
meghat4ro∀∋− 0∃∗6 ASZ-

SZONYI &! RICHTER). Ebbõ∃ � az izotropia felt&,elez&s&%#∃ � 
a primer fõir4∋(o/ elõ4∃∃=that./: 
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ASSZONYI &! RICHTER [1964] annak idej&∋ 5#%#∀#,,# + k kv4∀−-Poisson sz4; )ogalm4,3 

hogy a fel=r4! + /o∋%#∋8−on4∃−! )#∃)o14!r+ #;l&/#∀,#!!#∋< 
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s ezeknek a ki kv4∀−-Poisson sz4;o/∋+/ +∀ &r,&/# ;4r ∋#; a 2 � 4 &r,&/,+r,o;4∋(5+∋ 

v4∃tozhat, hanem tetszõleges lehet: 

14;;4! ik . 

 Mi a kö%#,/#∀õ/5#∋ + Χr−;#r )#!∀?∃,!&14∃∃+Χo,ot a teljesen 4∃,+∃4∋o!   

(4)                       
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fesz?∃,!&1,#∋∀orr+∃ )o1Ε2/ Ε#∃∃#;#∀∋−3 ! +∀ 5∀ y &! z egym4!r+ ;#rõ∃#1#! −r4∋(o/+, + ∃&-

tes=,#∋∗õ +∃+19,:o∀ /ö,Ε?/ o∃( ;.∗o∋3 :o1( + z tengely az alag9, ,#∋1#∃(&%#∃ #!−/ #1y-
be, az 5 &! y pedig a tengelyre merõ∃#1#! !=/5+∋ � az alag9, !∀#∃%&∋(&5#∋ :#∃(#∀kedik 
el. 

PRIMER ALAKVÁLTOZÁSI MEZÕ. Mivel a v&1,#∃#∋ )&∃,#r#, /−,ö∃,õ /õ∀#,+∋(+1o, � elsõ 
kö∀#∃=,&!5#∋ � izotropnak tekintj?/3 &! + !,andard modellel le=r:+,.∋+/ %#ssz?/3 #∀&r, 

mindaddig, am=1 +∀ ?r#1nyit4!!+∃ + ∋(21+∃;− 4∃∃+Χotot meg nem zavarjuk, a HOOKE-
tör%&∋( &r%&nyes r43 +∀+∀ a primer deform48−.mezõ< 
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Ez a k&Χ azt mutatja, hogy mikö∀5#∋ + Χr−;&r )#!∀?∃,!&1;#∀õ /−+∃+/2∃,3 +∀ +∋(+1− 

t&r � az elm9∃, −∗õ!∀+/ !or4∋ � milyen deform4∃,!41− 4∃∃+Χo,5+ /#r?∃,6 M&r∋− ∋#; ,2d-
juk, ez&r, 1(+/or∃+,−∃+1 #∃,#/−∋,?∋/ ,õ∃#6 

PRIMER ELMOZDULÁSMEZÕ. Form4∃−!+∋ a deform48−.;#∀õ −∋,#1r4∃4!4val fel=r:+,.6 

Ér,#∃;# +∀o∋5+∋ ∋−∋8!3 ;#r, ?r#1∋(−,4! :+,4!4r+ a primer fesz?∃,!&1#/:#∀ ,+r,o∀. #∃-
mozdul4!o/ � mivel m4r ∃#Ε4,!∀.∗,+/3 � ez&r, ;4r ∋#; Ε#∃#∋,/#∀∋#/6 
 

 
 

3. FEJEZET 

AZ ÜREGNYITÁS IDÕTARTAMÁNAK ΒATÁSA 
 
 

Az eddigi analitikai vizsg4∃+,o/∋4∃ +∀ +∃ag9, ∃&,#!=,&!&∋#/ −∗õ,+r,+;4%+∃ ∋#; ,2∗,+/ 

mit kezdeni. Ennek sz4;o! o/+ %+∋< 

- Mindaddig, m=1 + /&r∗&!, !∀−1or9+∋ a rugalmass41,+∋ !,+,−/+i feladatak&∋, /e-
zelt&/3 ,#:4, ∋#; %#,,&/ )−1(#∃#;5#3 :o1( ;−∋∗#∋ +∋(+1 reol.1−+− , nem is je-
lentkezett probl&;+/&∋t, ui. a fesz?∃,!&1%4∃,o∀4! &! + :+,4!4r+ /−+∃+/2∃. ∗#)or-
m4l.∗4! #1(−∗#Εû %o∃,6 E//or +∀ −∗õ,+r,+;∋+/ ∋#; ∃#:#,#,, !∀#r#Χ#6 Addig is 
gyan9! ∃#:#,#,, + ∗o∃o13 ;#r, + 54∋(4!∀o/ &! +∃+19,&Χ=,õ/ ,2∗,4/3 :o1( ;−∃(#∋ 

fontos, hogy milyen gyors a kihajt4!3 ;−∃(#n gyorsan ker?∃ 5# +∀ −∗#−1∃#∋#!3 

majd v&1∃#1#! 5−∀,o!=,4!3 ;#r, + ∗#)or;48−./ &! ;o∀14!o/ −∗õ5#∋ #∃,o∃%+ Ε#∃#∋,-
keznek, &s ezen emberek sorsa, a l&,#!=,;&∋( &Χ!&1# ;9∃−/6 A∀o∋5+∋ + ∋#;-
reol.1−+−  !∀4;=,4!o/ #rrõ∃ !#;;−, !#; ,2∗,+/ ;o∋∗+∋−3 8!2Χ4∋ + 1(+/orlati ta-
pasztalatokat � m&r#,#∀&!#/ ∋&∃/?∃ � be&Χ=,#,,&/ + ,#8:∋o∃.1−+− 2,+!=,4!o/ba. 

- Amikor megjelentek a korszerû r#o∃.1−+− +∃+Χo/o∋ ∋(21%. %−∀!14∃+,o/3 +//or 

az&r, ,#/−∋,#,,#/ #∃ +∀ ?r#1∋(−,4! −∗õ,+r,+;4∋+/ )−1(#∃#;5# %&,#∃&,õ∃3 ;−%#∃ ∋#; 

hitt&/3 :o1( kezelni tudj4/ + /&r∗&!,3 21(+∋−! +∀ ?r#1 )#∃?∃#,# /#r?∃#,− )#∃,&,#∃-
k&∋, !∀#r#Χ#∃3 ! +∀ −∗õ,õ∃ )?11õ /#r?∃#,− )#∃,&,#∃, + /o∋,−∋22;mechanik45+∋ ;&1 

eddig nem kezelt&/6 Emiatt minden szerzõ 91( ,#/−∋,#,,#3 :o1( +∀ ?r#1∋(−,4! 

%&1,#∃#∋  1(or!+∋3 egyik pillanatr.∃ + ;4!−/r+  ;#1,ör,&∋−/3 ! + r#o∃.1−+− 

vizsg4∃+,o/ ;4r 8!+/ #∀2,4∋ /#∀∗õ∗,#/6 A∀ −∗õ5#∃− )#Ε∃õ∗&! #1( r&!∀&, #∃:+1(,4/3 

s az idõ t = 0 kezdet&, +∀ ?r#1∋(−,4! #∃/&!∀?∃,&∋#/ −∗õΧo∋,Ε4r+  ,#,,&/6 

A korrekt megold4! ;#1/#r#!&!&, FÜLÖP TAMÁS vetette fel &! ez a [FÜLÖP�BÉDA 

(2009)] tanulm4∋(5+∋ /#r?∃, ∃#/ö∀∃&!r#6 E∋∋#/ )o∋,o!+55 1o∋∗o∃+,+−, + /ö%#,/#∀õ/5#∋ 

ö!!∀#foglaljuk, s =1( +∀ −! ;#14∃∃+Χ=,:+,. ∃#!∀3 :o1( + /?∃ö∋5ö∀õ #1(!∀#rû!=,õ )#∃,#-
v&!#/ ;−/or3 ;−∃(#∋ r#o∃.1−+− −∗õ!/4∃4/ #!#,&∋ #∋1#∗:#,õk meg. 
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                                                                     =0 +)ra 

Vizsg4∃+,+−∋/∋4∃ +∀ +∃+19,nyit4!, 91( )ogalmazzuk meg (=0 +)ra), hogy a szelv&∋( 

kont9rj4∋ &5redõ 
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  fesz1ltség/ektor 

- az ?r#1∋(−,4! /#∀∗õ −∗õpontj4, Ε#∃∃#;∀õ 1t  idõΧ−∃∃+∋+,ban m&1 +∀ #r#∗#,− Χr−;&r 

fesz?∃,!&1%#/,orr+∃ #1(#∀−/ ;#13 ;+Ε∗  

- egy k&!õ55− 2t  idõΧo∋,r+ Χ#∗−1 &r,&/# ∋2∃∃4r+ 8!ö//#∋6 E∋∋#/ a v4∃,o∀4!∋+/ + 

r&!zleteit nem sz?/!&1#! /o∋/r#,−∀4∃ni. Csak annyit kö%#,#∃?∋/ ;#13 :o1( + %4∃toz4! +∀ 

idõ )?11%&∋(&5#∋ #∃#1#∋∗õ#∋ !−;4∋ ,ör,&∋Ε#∋3 %+1(−! +∀ ö!!∀#! !∀?/!&ges idõ∗#r−%4∃, 

l&,#∀∀#∋ &! )o∃(,o∋o! ∃#1(#∋6 

K?∃ö∋ö!#∋ +∀ + ;4r #;∃=,#,, :+,4reset &r∗#/#∃ benn?∋/#,3 +;−/or + ∋(−,4! −∗õΧro)−∃-

j4∋+/ +∃+/Ε4, ;#1,+r,%+ + 1t �et fokozatosan 

2t �hö∀ ,+r,+,Ε2/3 =1( ;#1%+∃.!=,%+ + %&1,#len 

gyors  ?r#1∋(−,4!,6 

Jelö∃Ε# + z tengelyû3 adott z4r, 1ör5&%#∃ Ε#l-
lemzett szelv&∋( S fel?∃#,&∋#/ ∋or;4∃−!4,< n, s 
ekkor a ker?∃#,− )#∃,&,#∃ +∀ +∃455−+/ !∀#r−∋, 

=r:at. )#∃< 
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a [t1, t2] intervallumon pedig olyan csö//#∋õ &! #∃&1 !−;+ )?11%&∋(3 +;#∃(∋#/ ∗#ri-
v4∃,Ε+ + t1 &! t2  helyen nulla. 

Az 2 3t++ "  f?11%&∋( %4∃,o∀4!+ + 1t  idõpontban v=∀!∀−∋,#! &r−∋,õ%#∃ −∋∗2∃ +∀ 

1"+  &rt&/tõ∃3 &! + 2t  idõpillanatban v=∀!∀−∋,#! &r−∋,õvel csatlakozik a 0"+  &r,&/:#∀ 

(≅0 +)ra). 

A primer fesz?∃,!&14∃∃+Χo,:o∀ ,+r,o∀. Χr−;#r ∗#)or;48−.4∃∃+Χo,< 
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A  kezdeti felt&,#∃ 91( −! ;#1)o1+∃;+∀:+,., hogy a ker?∃#,#∋ + 
Snp  radi4∃−! )#!∀?∃,-

s&1vektor a 21 ttt ;;  idõ!∀+/5+∋ + 
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ö!!∀#)?11&!∋#/ ;#1)#∃#∃õ#∋ &
np -rõ∃ 0-ra csö/ken.  

A radi4∃−! ∗#)or;48−.%#/,or azonban m4r ∋#; =r:+,. )#∃ #1(!∀#rû#∋3 ;−%#∃ abban 

nemcsak a 2 3t++ "  ?r#1∋(−,4!− −∗õ:+,4!3 :+∋#; +∀ +∋(+1,ör%&∋( 4∃,+∃ ;#1,#!,#!=,#,, 

reol.1−+− :+,4! −! Ε#∃#∋,/#∀−/6 T#:4, +  
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amely m4r ∋#:#∀#∋ /#∀#∃:#,õ &! 5o∋(olult is. 

Emiatt reol.1−+− )#∃+∗+,∋4∃ 4∃,+∃45+∋3 :+ + /#r?∃#,− )#∃,&,#∃ Χ∃6 ,#r:#∃&!#//#∃ +∗o,,3 +∀ 

nem =r:+,. 4, ∗#)or;48−./r+ %+1( #∃;o∀∗2∃4!o/r+3 ;−∋, +zt a klasszikus rugalmass41,+∋ 

statikai feladatain4∃ ;#1!∀o/,2/6 

A m4r :−%+,/o∀o,, ΑFÜLÖP�BÉDA (2009)] tanulm4∋( hidrosztatikus esetre meg4∃∃+-
p=,o,,+3 :o1( +∀ ?r#1∋(−t4! )o∃(+;+,+ )#!∀?∃,s&1vez&r#∃, 6 A /#r?∃#,− )#∃,&,#∃#/ )#sz?∃,-

s&1#//#∃ +∗o,,+/3 s a hat4rfelt&,#∃#/ &! + !,+,−/+− #1(#∋!9∃(− #1(#∋∃#, Α 0ó "= ] minden 

idõΧ−∃∃+∋+,5+∋ #1(&rtelmû#∋ ;#1hat4ro∀∀4/ + )#!∀?∃,!&1#,, &! + r#o∃.1−+ � az idõ5#∋ 

v4∃,o∀. ∗#)or;48−. � mindig ennek engedelmeskedik.  

Eddig a %&1,#∃#∋ 1(or!  !∀#/2∋∗#r 4∃∃+Χo,r+ %o∋+,/o∀.3 +  2tt :  idõ,+r,+;r+ /+-

pott megold4!ban a &rimér fesz1ltségmezõ komponensei mindig szerepeltek. Most vi-

szont megjelenik egy 2 3t++ "  f?11%&∋(3 +;#∃( ;.∗o!=,hatja az eredm&∋(,6 

A hidrosztatikus primer mezõ5#∋ /−:+Ε,o,, %41+, eset&r# + ∃#%#∀#,&!, r&!∀∃#,#!#∋ FÜ-

LÖP�BÉDA cikke közö∃,#6 

 
Α0 +)ra 

Benn?∋/#, + ,o%455−+/5+∋ a mechanikai mezõ #∃o!∀∃4!+ + 4;< tt2  idõ,+r,+;r+ 

&r∗#/#∃ 8!2Χ4∋3 ui. csak a fizikai korrekts&1 /=%4∋,+ ;#1 + 2tt <  levezet&!,3 :−!∀#∋ 1(+-

korlatilag csup4∋ + %&1,#∃#∋ 1(or!  ?r#gnyit4!, Α 21 tt > ] vehetj?/ +∃+Χ2∃, amelyet a 

Α0 +)ra jobboldali r&!∀# ,?∋,#, )#∃. Val.Ε45+∋ ez val.!2∃ ;#1 f9r.∃(2/+/ )9r4!4∋4∃3 rob-
bant4!o! Εö%#!∀,&!∋&∃3 %+1( +;−/or + /o∋,9rt.∃ /−−∋∗2∃%+ %&1#∀∀?/ + 1&Χ− Εö%#!zt&!,6 

Amikor a kont9r :o!!∀+55 −∗õ ;9lt4∋ ∋(#r− #∃ %&1leges alakj4,3 +//or ;+,#;+,−/+−∃+1 

nem kezelhetõ + )#∃+∗+,3 ;#r, 9Ε+55 %4∃,o∀./ 5#vezet&!&, /=%4∋∋4 ;#13 Χ∃6 +∀ ?r#1 /i-
alak=,4s4∋4∃ :o1(+∋ %4∃,o∀−/ +∀ ?r#1 !21+r+. Ez&r, + ;#1o∃∗4!o/∋4∃ � b4r )#∃=rΕ2/ +∀ 

ö!!∀#! ∃#hets&1#! /#∀∗#,− )#∃,&,#∃, � a mezõ)?11%&∋(#/#, ;&1−! + %&1,#∃#∋ 1(or!  #!#t-
re r&!∀∃#,#∀∀?/6 
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4. FEJEZET 

A MECHANIKAI ALAPEGYENLETEK 

 

JELÖLÉSEK. T&,#∃#∀∀?/ )#∃3 :o1( + :o;o1&∋3 −∀o,rop kõ∀#ttö;#1r# + %&1,#∃#∋5#∋ + 

DESCARTES-f&∃# /oor∗−∋4,+r#∋∗szer tengelyeivel rendre megegyezõ −r4ny93 zy5 &y& ,,  

intenzit4!9 ;#1oszl. norm4∃3 &! 

∀t 5y  yz5z t∀t cs9!∀tat. terhel&! :+,< 

(4)   

zzyz5

yzyy5

5z5y5
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zy5

&tt

t&t

tt&

":; ,,ó , 

Ebbe a kö∀#15# + z tengellyel 
p4rhuzamos tengelyû3 R   sugar9 

kör!∀#∃%&∋(û %41+,o, 0+∃agutat) 
nyitunk. A tengelyre merõleges 
metszet, az  5 &! y  ir4∋(9 ,#r:#∃&-

sekkel a  !00 +)r+n l4,:+,.6 

A kör alak9 %41+,∋(−,4! ;−+,, 

c&∃!∀#rû :#∋1#r-koordin4,+-rend-
szert haszn4∃∋i. Jelö∃Ε# + DES-

CARTES-f&∃# /oor∗−∋4,+r#∋∗!∀#r 
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 A mechanikai alapismeretek fel=r4!4∋4∃ + :+1(o;4∋(o! Ε#∃ö∃&!− ;.∗o/+, &! #l-
nevez&!#/#, −1(#/!∀?∋/ /ö%#,∋−6 Zö;&5#∋ + /ö%#,/#∀õ/5#∋ )#∃!oro∃, #1(#∋∃#,#/#, 

haszn4∃Ε2/6  
 
 KONTINUUMMECHANIKAI ALAPEGYENLETEK. A mechanikai feladatok megold4!4∋+/ 

meghat4ro∀4!+/or r#∋∗#∃/#∀&!?∋/r# 4∃∃. +∃+Χ#1(#∋∃#,#/ + /ö%#,/#∀õ/< 
 
 EGYENSϑLYI EGYENLETEK: 0ó "= .  Mivel a primer 4∃∃+Χo, #1(#∋!9∃(− 4∃∃+Χo,3 + 

szekunder 4∃∃+Χo,∋+/ #1(#∋!9∃(−∋+/ /#∃∃ ∃#∋∋−#3 =1( + /−#1&!∀=,õ )#!∀?∃,!&1;ezõ∋#/ −s 

annak kell lennie, vagyis az 0ó "=  &! 0ó "=&  egyenletekbõ∃ /ö%#,/#∀õ#∋< 0ó "=
"

.  
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 Az egyens9∃(− &! + 1#o;#,r−+− #1(#∋∃#,ek (a v&1,#∃#∋ :o!!∀9nak tekintett v41+, mi-

att), az 0"z&
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 s2k alak/+ltoz+si +lla&ot felt&,#∃#∀&!&vel, vagyis a z koordin4,4,.∃ %+∃. 

f?11#,∃#∋!&1 r&v&∋ #1(!∀#rû!ö∗−/<   
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 ANYAGEGYENLETEK: amelynek alkalmazott form4− 

deviatorikus alakban:  
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Ezek skal4r−! /o;Χo∋#∋!#1(#∋∃#,#− + /ö%#,/#∀õ/< 
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illetve a standard modell deviatorikus felbont4!5+∋< 
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A f %&∋( )ö∃ö,,− Χo∋,  (pl. r"! )  a f?11%&∋( t idõ !∀#r−∋,− ∗#r−%4∃,Ε4, Ε#∃ö∃−6 

A k&!õ55−#/5#∋ )#∃:+!∀∋4∃Ε2/ + /ö%#,/#∀õ n45∃+- &! LAPLACE-differenci4∃oΧ#r4,o-
rok hengerkoordin4t4! +∃+/Ε4,< 
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 A PRIMER ÁLLAPOT. A kö∀#1 %41+,∋(−,4! #∃õ,,−3 9∋6 Χr−;#r 4∃∃+Χo,4, #1( 4∃,+∃4∋o!3 
t&r5#∃− or−#∋,48−.Ε9 fesz?∃,!&14∃∃+Χo, Ε#∃∃#;#∀6 L#1(#∋ #∋∋#/ ,#∋∀or+ DESCARTES-f&∃# 
koordin4,+r#∋∗!∀#rben 
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ahol  zy5 &&& ,,   a m4r #;∃=,#,, ,#∋1#∃(−r4∋(9 ,#r:#∃&!#/3  yz5z5y ttt ,,   pedig a cs9!∀-

tat. )#!∀?∃,!&1#/6 E∀#/ + )#!∀?∃,s&1#/ + /ö∀#1 ;−∋∗#∋ #1(#! Χo∋,Ε45+∋ &r%&∋(#!#/3 ,e-
h4, +∗o,, 4∃∃+∋∗./6 U1(+∋#∀ + ,#∋∀or :#∋1#r-koordin4,+r#∋∗!∀#r5#∋ 
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Ez a tenzor teh4, + /ö∀#1 %41+,∋(−,4! #∃õ,,− )#!∀?∃,!&14∃∃+Χo,4, Ε#∃∃#;∀−6 A∀ −,, !∀e-
replõ Χr−;#r )#!∀?∃ts&1#/r# r+/.∗∋+/ 0!∀2Χ#rΧo∋4∃.∗∋+/7 r4 + ∋(−,4! /ö%#,/#∀,&5#∋ 

fell&Χõ3 9∋6 kiegész2tõ fesz1ltségek. Ezek tenzor4,  F
"

jelö∃i:  

zzzr

zr

rzrr
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"
"ó , 

s ennek megfelelõ#∋ + /ö∀#1 %41+,∋(−,4! 2,4∋− !∀#/2∋∗#r )#!∀?∃,!&1 4∃∃+Χo,4, ∃#=r. 

tenzor 
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Hasonl./&ΧΧ#∋ )#∃=r:+,∋4∋/ + Χr−;#r +∃+/%4∃,o∀4!o/ ,#∋∀or4, &! + Χr−;#r #∃;o∀∗u-
l4!o/ %#/,or4, −!3 :#∋1#r/oor∗−∋4,4/+, :+!∀∋4∃%+6 A∀o∋5+∋ + %41+,∋(−,4! #∃õ,,− +∃+/%4l-
toz4!o/ −∃∃6 #∃;o∀∗2∃4!o/3 +;#∃(#/ +∀ õ!−∗õ/ )o∃(+;4∋ lej4,!∀.∗,+/3 &r∗#/,#∃#∋#/ !∀4-

munkra, semmi jelentõ!&1?/ ∋−∋8!6  

Axi.;+/&∋, #∃)o1+∗:+,Ε2/ +∀,3 :o1( a primer alakv4∃,o∀4!o/ &! #∃;o∀∗2∃4!o/ nem 
befoly4!o∃Ε4/ + ∋(−,4! 2,4∋− +∃+/%4∃,o∀4!o/+, −∃∃6 #∃;o∀∗2∃4!o/+,6 E∀&r, ,#/−∋,:#,Ε?/ 91(3 

mintha azok mindegyike nulla lenne. Mindezt az is indokolja, hogy csak a megl&võ3 

r&1#∋ !,+5−∃−∀4∃.∗o,, 4∃∃+Χo,,.∃ #∃,&rõ3 + %41+,∋(−,4! /ö%#,/#∀,&5#∋ )#∃∃&Χõ #∃;o∀∗2∃4-

sokra ill. alakv4∃,o∀4!o/r+ %+∋ !∀?/!&1?∋/6 Fo1+∃;+∀:+,2∋/ 91( −!3 :o1( + %41+,∋(it4! 

miatt fell&Χõ ∀+%+ro/ ismeret&r# %+1(2∋/ /=%4∋8!−+/6 E∃∃#∋/#∀õ #!#,5#∋ ∋#; /#∃∃õ#∋ 

tiszt4∀o,, #∃%− Χro5∃&;4/ −! )#∃∃&Χ:#tnek. 

Megjegyezz?/3 :o1( :+!o∋∃. #∃%#, #∃)o1+∗:+,∋4∋/ + )#!∀?∃,!&1#/∋&∃ −!6 O,, +∀o∋5+∋ 

a primer fesz?∃,!&1#/3 Χo∋,o!+55+∋ ;o∋∗%+ + /#∀∗#,− ,#r:#∃&!#/ −!;#r#,e elengedhetet-
len a feladat megold4!4:o∀6  

 
 

5. FEJEZET 

KERÜLETI ÉS KEZDETI FELTÉTELEK 

 
A mechanikai alapegyenleteket tekintve l4,:+,.3 :o1( + )#!∀?∃,!&1#/3 +∃+/%4∃,o∀4!o/ 

&! #∃;o∀∗2∃4!o/ ;#1:+,4ro∀4!+ ∗−))#r#∋8−4∃#1(#∋∃#,#/ ;#1o∃∗4!4∋ /#r#!∀,?∃ ,ör,&∋:#,6 

Ehhez bizonyos ker?∃#,− &! /#∀∗#,− )#∃,&,#∃#/ −!;#r#,# !∀?/!&1#!6  

5.1. A KERÜLETI FELTÉTELEK 

A ker1leti feltételek egyr&!∀, +55.∃ +∗.∗∋+/3 :o1( 
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(a) v41+,∋(−,4! 2,4∋ + %41+, Χ#r#;#  )( Rr "   terheletlen lesz, m4!r&!∀, +55.∃3 :o1( 

(b) a v&1,#∃enben  4"r( -n&∃7 + Χr−;#r )#!∀?∃,!&1− 4∃∃+Χo, 2r+∃/o∗−/6  

Ez kö%#,/#∀−/ +55.∃3 :o1( + %41+,∋(−,4! !or4∋ + Χ#r#;#∋3 8!2Χ4∋ #1( %&1#! :o!!∀9!419 

gör5&∋3 ;#1%4∃,o∀,+,%+ + ,#r:#∃&!, 0+ )#!∀?∃,!&1#,73 +∋∋+/ :+,4!+ + %&1,#∃#∋5#∋ ;4r ∋#; 

&r∀&/#lhetõ6  E∀#/#, + )−∀−/+− )#∃,&,#∃#/#, /#∃∃ ∃#)or∗=,+∋−  +∀ +/,24∃−! )#∃+∗+, ∋(#∃%&r#3 

azaz matematikailag hasznos=,:+,. ö!!∀#)?11&!#/r#3 #1(#∋∃#,#/r#6 

 (a.1 eset) Legyen a v41+, Χ#r#;&∋#/ ∋or;4∃−! #1(!&1%#/,or+ n. Ez a norm4∃%#/,or 

megegyezik az er egys&gvektorral. Mivel a v41+,∋(−,4! 2,4∋ + !∀#/2∋∗#r )#!∀?∃,!&1− 

4∃∃+Χo, &r%&nyes, ez&r, +∋∋+/ )#∃,&,#∃#3 :o1( + Χ#r#; ,#r:#∃#,∃#∋3 +∀ 0nó "
"Rr

, azaz a 

ker?∃#,#∋ &5r#∗õ ∋or;4∃−! −r4∋(9 )#!∀?∃,!&1#/ ∀&r2!&r,&/ûek: 
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Rrz# , 

Ez nem m4!3 ;−∋, +∀  
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 (a.2 eset) Ha az ?r#1 /o∋,9rΕ4r+ )+∃+∀+,3 5−∀,o!=,4! /#r?∃ 5#&Χ=,&!r#3 +//or # )#∃,&,#∃ 

helyett az 
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Rr

pnó "
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rRr "" "   ∀)

rRr ,, ## "   )
rzRrz ## "  

ö!!∀#)?11&!, /#∃∃ +∃+Χ2∃ %#∋∋?∋/3 +:o∃ p) a ker?∃#,r# :+,. 5−∀,o!=,4!− #rõ 3 +;#∃(#, + 

biztos=,4! /+r+/,#r−!∀,−/4Ε4∋+/ ∋#%#∀∋#/6  

 Amennyiben az ?r#1∋(−,4! −∗õ/+r+/,#r−!∀,−/4Ε4,.∃ #∃,#/−∋,?∋/ � pl. a reol.1−+− 

idõ/:ö∀ /&Χ#!, az ?r#1∋(−,4! gyors (helyesebben az ?r#1 )#∃?∃#,&∋#/ #∃!∀+/=,4!+ + /ör-
nyezettõ∃ gyors), � akkor ebben az esetben a ker?∃#,− )#∃,&,#∃#/ ;&1 −∗õ)?11#,∃#∋∋#/ −! 

tekinthetõ/6 

A peremfelt&,#∃#/ ;4!−/ (b) csoportja kimondja, hogy a v&1,#∃#∋ ,4%o∃5+∋ + Χr−;#r 

4∃∃+Χo, 2r+∃/o∗−/<  
&

r
óó "

46
lim , azaz 0ó "

46r
lim . 

Jelen feladat ker?∃#,− )#∃,&,#∃#− terhel&!#//#∃ +∗o,,+/3 ,#:4, azok fesz1ltségi perem-
felt&,#lek. 

Az elmondottak a kieg&!∀=,õ )#!∀?∃,!&1#/r# %o∋+,/o∀.+∋ � figyelembe v&%# +∀ 

óóó
"

1" &   ö!!∀#)?11&!,3 � a kö%#,#∀õ#/< 
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5.2. A KEZDETI FELTÉTELEK 

A mechanikai alapegyenletek megold4!4:o∀ /#∀∗#,− )#∃,&,#∃eket is meg kell adni, 
mivel a mechanikai mezõ)?11%&∋(#/ a t idõ,õ∃ −! )?11#∋#/3 %+1(−!  

2 3t∀∀rr ,"
"

, �3 2 3t∀∀r ,&,
"

,�3 2 3t∀∀r∃ z ,
"

 stb. 

alak9+/6 Att.∃ )?11õ#∋, hogy a mechanikai alapegyenletek � az anyagtör%&∋( r#o∃.1−+− 

form4Ε45.∃ /ö%#,/#∀õ#∋ � idõ5#∃− %4∃,o∀.r+ %o∋+,/o∀.+∋ :4∋(+∗r#∋∗û ∗−))#r#∋8−4l-
egyenletet eredm&∋(#∀∋#/3 annak megfelelõ#∋ kell megadni a t = 0 idõΧ−∃∃+∋+,5+∋ &r%&-

nyes mezõ)?11%&∋(#/#, 0#∃!õr#∋∗û73 +∀o/ #∃!õ −∗õ∗#r−%4∃,Ε4, 0;4!o∗r#∋∗û73 ;4!o∗−/ 

idõ∗#r−%4∃,Ε4, 0:+r;+∗r#∋∗û #1(#∋∃etekn&∃7 &! =1( ,o%4556 

�V&1,#∃#∋ 1(or!� %41+,∋(−,4! #!#,&r# + /#∀∗#,− )#∃,&,#∃#/ ;#1:+,4ro∀4!4∋+/ #1(−/ 

lehets&1#! ;.∗Ε+ + /ö%#,/#∀õ< 

A standard modell anyagegyenlete ki=r%+ +∀ −∗õ∗#r−%4∃,+//+∃:  

TORZULÁSI EGYENLET TÉRFOGATVÁLTOZÁSI EGYENLET 

%%%% , ååóó !! %# 22 1"1  ooo
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o 33 ååóó !! /KK 1"1#  
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s ekkor t2(=t1) idõΧo∋,o, ,#/−∋,Ε?/ +∀ ?r#1∋(−,4! −∗õΧo∋,Ε4∋+/3 %+1(−! + �Λ� −∗õΧo∋,∋+/, 
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&! =1( ,o%455� Ezek a deform48−./r+ %o∋+,/o∀. /#∀∗#,− )#∃,&,#∃#/6 

 A fesz?∃,!&1#/r# %o∋+,/o∀. /#∀∗#ti felt&,#∃#/ Ε.%+∃ #1(!∀#rû55#∋ +∗.∗∋+/6 U1(+∋−! 

a fesz?∃,!&1#/ &r,&/# &r,#∃#;!∀#rû#∋ /ö%#,/#∀−/ + 0ΓΝ7-bõ∃< 
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 A magasabbrendû idõ∗#r−%4∃,+/ #1(!∀#rû#∋ 

(14b)  2 3 0ó "0%! ,  2 3 0ó "0%!! , �  &!  2 3 0ó "0o! , 2 3 0ó "0o!! , � 

&r,&/û#/3 ;−%#∃ + 2 3t++ "  f?11%&∋(, 91( %4∃+!∀,o,,2/ (≅0 +)ra), hogy az idõ∗#r−v4∃-

tak tetszõ∃#1#! r#∋∗−1 ∀&r2!&r,&/û#/ ∃#1(#∋#/. 

 
6. FEJEZET 

HIDROSZTATIKUS PRIMER MEZÕΙEN KIΒAΗTOTT VÁGAT 
 

 Azonban mielõ,, + teljes feladat megold4!4:o∀ :o∀∀4)o1∋4∋/3 eml=,&!, ,#!∀?∋/ az 
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 A kieg&!∀=,õ )#!∀?∃,!&1#//#∃ &! ∗#)or;48−.//+∃ 8&∃!∀#rû ∗o∃1o∀∋−3 21(+∋−! + !∀#-
kunder mezõ/ + Χr−;#r- &! + /−#1&!∀=,õ mezõ/ ö!!∀#1#/&∋, #∃õ4∃∃=,:+,./. A kieg&!∀=,õ 

mezõf?11%&∋(#/ + /ö%#,/#∀õ/< 
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 Mivel ebben az esetben a primer mezõ Ε#∃∃#1∀#tess&1&5õ∃3 +∀ #1(#∋!9∃(− &! 1#o;#t-
riai egyenletbõ∃ /ö%#,/#∀õ#∋ a mezõ)?11%&∋(#/ 8!+/ +∀ r v4∃,o∀.,.∃ )?11nek, ez&r, 

elegendõ 8!2Χ4∋ + r"
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 &r,&k&, ;#1:+,4ro∀∋−3 2−6 
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=1( Χro5∃&;+ #1( egy/+ltozós fela%atra vezethetõ %−!!∀+6 

Reol.1−+− anyagtör%&∋(#/ #!#,&r# az irodalomban sz4;o! ;#1o∃∗4! −!;#r#,#!, a 
hatvanas &%#/,õ∃ ∋+ΧΕ+−∋/−16 A legut.55−3 &! #1(9,,+∃ + ∃#1,#∃Ε#!#55 &! ∃#1/orr#/,#55 

elm&∃#,− /−)#Ε,&!, FÜLÖP &! BÉDA kö∀ö∃,#, jelen kö,#,5#∋ −! ;#1Ε#∃#∋õ 8−//&5#∋6 E∀ + 

tanulm4∋( ∋#; /#r?∃:#,õ ;#13 ∗# ∃#:#,õ%& ,#!∀−3 :o1( + )−∀−/+−∃+1 &! ;+,#;+,−/+−∃+1 

tiszta, de meglehetõ!#∋ 5o∋(o∃2∃, ∃#%#∀#,&! −!;#r#,&5#∋3 + %&1#redm&∋(, #1(!∀#rû#∋ 

4∃∃=,!uk elõ6 

 A HOOKE-FÉLE ANYAGMODELL eset&∋ + kö∀−!;#r, matematikai megold4!< 
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 A POYNTING-THOMSON-FÉLE STANDARD MODELL eset&∋ + ;#1o∃∗4! )or;4∃−!+∋ +  
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KEZDETI FELTÉTEL: Mivel az r&
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ak4r /ö∀ö;5ö!  Ε#∃∀õ%#∃ −! −∃∃#,:#,∋&∋/6 

Ha az ö!!∀#! ∃#:#,õ!&1#,3 � amikor a diszkrimin4∋! Χo∀−,=%3 ∋#1+,=%3 %+1( ∀&r2! � 
egyetlen egyenletbe akarjuk ö!!∀#)o1∃+∃∋−3 +//or azonos 4,+∃+k=,4!o/+, figyelembe v&-

ve, 

2 3 2 3 ∀t((t((
t

Χooke
rr

221
21

21
21

21

e
2

sh
2

ch
++

++++
&&

1

∃%

&
∋(

) !
!1

!
11"

""
 ha $% ,22 : , 

2 3 2 3∀ # ∀t((((
t

Χooke
rr

2
2121

21

e
++

&&

1

!111"
""

 ha $% ,22 " , 

2 3 2 3 ∀t((t((
t

Χooke
rr

221
21

21
21

21

e
2

sin
2

cos
++

++++
&&

1

∃%

&
∋(

) !
!1

!
11"

""
 ha $% ,22 ; , 

vagyis a [SZARKA�ASSZONYI�FÜLÖP (2009) 189. old.] alapj4∋< 

(22)          2 3 2 3∀ #
t

Χooke
rr tc(tsS $

%

&&
!

?1?1" e
""

, 

ahol S &! ( integr48−.! 4∃∃+∋∗.k, amelyek &r,&/&, � az elõ∀õ:ö∀ :+!o∋∃.+∋ � a kezdeti 

felt&,#∃#/5õ∃ :+,4ro∀∀2/ ;#13 s az 2 3ts  &! 2 3tc  f?11%&nyek form4Ε+ a diszkrimin4∋! elõ-

jel&tõ∃ f?11õ#∋: 

(23) 2 3 2 3

*
*
*
*
*
*

'

*
*
*
*
*
*

(

)

:!+
,

-
.
/

0

"

;+
,

-
.
/

0!

"

*
*
*
*
*
*

'

*
*
*
*
*
*

(

)

!+
,

-
.
/

0

!+
,

-
.
/

0

+
,

-
.
/

0!

+
,

-
.
/

0!

"

0,∀t
,

∀,

∀,∀t
,

tc

∀
,

t
,

∀t

∀
,

t
,

ts

$%
$$

%

$%

$%
$

%

$

$$

%

$$

%

$

%

$

$

%

$

2ha
2

ch

2ha1,

2ha
2

cos

2

2
sh

2

2
sin

2
2

2

2
2

2

2

2

2

 



142 

Az Χooke
r

tt
r (( &&

++ ""
11" 21 ee 21  ö!!zef?11&!  

(24)                2 3 2 3 Χooke
rr tc(tc( &&
""

11" 2211  

form45+∋ −! )#∃=r:+,.3 +:o∃ 

(25) 2 3 2 3

*
*
*
*

'

*
*
*
*

(

)

*
*
*
*

'

*
*
*
*

(

)

;+
,

-
.
/

0!

"""

:

+
,

-
.
/

0!

""""

!!
0∀

,

∀∀∀t

∀∀

∀
,

tc∀∀

∀

tc

t

t

t

t

t

t

$%
$

%

$

$%+++

$%

$

%

$

+++

$

%

+

+

$

%

+

+

2 ha
2

sine

2 hae

2 hae

2
cose

e

e

2
2

2
21

2

2

2211

21
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7. FEJEZET 

ÁLTALÁNOS ORIENTÁCIÓΗϑ PRIMER MEZÕΙEN KIΒAJTOTT VÁGAT  
HOOKE-MODELL ESETÉN 

 

 A MEGOLDÁS ELVI VÁZLATA. Az 4∃,+∃4∋o! reol.1−+− eset megold4!4, tö55 ∃&Χ&!5#∋ 

4∃∃=,Ε2/ #∃õ. Elõ!zör ;#1o∃∗Ε2/ + )#∃+∗+,o, + HOOKE-modell szerint, vagyis a mezõ)?1g-
v&∋(#/#, +∀ −∗õ,õ∃ )?11#,∃#∋∋#/ ,#/−∋,%#, s ennek ismeret&5#∋ /#r#!!?/ ;#1 + r#o∃.1−+− 

megold4!,6   
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mikö∀5#∋ +  kezdeti felt&,#∃#/ −! !∀#Χ+r4∃.∗∋+/: 
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biharmonikus differenci4∃#gyenletet. 

 Szem?1(r# %&%# #∀, + ∗−))#r#∋8−4∃#1(#∋∃#,#,3 ∃4,:+,.3 :o1( +55+∋ + , szerinti deri-

v4∃,+/ ;4!o∗r#∋∗5#∋ &! ∋#1(#∗r#∋∗5#∋ )or∗2∃∋+/ #∃õ6 E∀ azt sugallja, hogy az Ε f?1g-
v&∋(t c&∃!∀#rû ∃#∋∋#  

2 3 2 3 2 3,, ∀rΕrΕ∀rΕ 21 1−  

alakban megv4∃+!∀,+∋− 91(, hogy 2Ε -nek a  ,  szerinti m4!odik &! ∋#1(#∗−/ ∗#r−%4∃,Ε+ 

legfeljebb csak 4∃∃+∋∗. !∀or∀.5+∋ /?lö∋bö∀∀&/   2Ε  -tõ∃6  E//or 21(+∋−! + (28) egyenlet 

bal oldal4∋+/ #1(−/ r&!∀# 8!+/  r-tõ∃ )?113 ;4!−/ r&!∀# Χ#∗−1 2 3 2 3,)rg ?   alak96 E∀ ;#g-

kö∋∋(=,:#,− + ∗−))#renci4∃#1(#∋∃#, ;#1o∃∗4!4,6  

Ennek megfelelõ#∋ +  028)  differenci4∃#1(#∋∃#, ;#1o∃∗4!4, 

)()()(),( ,, )rgrfrΕ 1"  

alakban keress?/3 ahol 2 3 2 3 ,,, 2sin2cos
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Ezek ut4∋ )#∃:+!∀∋4∃%+ + ∗∗ oper4,or ∃−∋#+r−,4!4,3 %+1(−! +∀,3 :o1( 

2 3 g)fg)fΕ ∗∗1∗∗"1∗∗"∗∗ , 

a (28) alatti 0"∗∗Ε  differenci4∃#1(#∋∃#, alakja: 
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kaptunk. 

 A (29) differenci4∃#1(#∋∃#, Χ+r,−/2∃4r−! ;#1o∃∗4!+−, +rf "  alakban keress?/6 E∀, 
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∀01 "+ 4220 4321 "!""" ++++ ∀∀∀ ,  ! 4
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Ez ut 55− #!#,5#∋ /−:+!∀∋4∃,2/ , hogy 
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Ism&,#∃,#∋ )#∃:=%Ε2/ + )−1(#∃;#, +rr+3 :o1( + ;o!, /−!∀4;=,o,, )#!∀?∃,!&1#/ + /−#1&-

sz=,õ )#!∀?∃,!&1#/, melyek &rt&/# ∋2∃∃4:o∀ ,+r,3 :+  r  tart a v&1,#∃#∋:#∀6 E∋∋#/ /ö%#t-
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 Az  ∋,  ,  &!  Χ  4∃∃+∋∗./ ;#1:+,4ro∀4!4:o∀ +∀, + Χ#r#;)#∃,&,#∃, :+!∀∋4∃Ε2/ )#∃3 

hogy a v41+,∋(−,4! 2,4∋ + %41+, Χ#r#;# ,#r:#∃#,∃#∋6 A (9a)-b.∃ l4,hat., hogy ez a kieg&-

sz=,õ )#!∀?∃,!&1#/r# akkor teljes?∃3 :+  
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Fogalmazhatunk 91(3 :o1( + Χ#r#; +//or ,#r:#∃#,∃#∋3 :+ + /−#1&!∀=,õ )#!∀?∃,!&1#/ &r,&-
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Ezeket az 4∃∃+∋∗./+, +  032)-be helyettes=,%#3 + /#r#!#,, kiegész2tõ fesz?∃,!&1#/< 
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illetve4 a szek∃n%er fesz1ltségi +lla&ot: 

                                                 
4 nem a teljes feladathoz, hanem csak a s=/+∃+/%4∃,o∀4!− r&!∀&:#∀ ,+r,o∀. 
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A tengelyir4∋(9 )#!∀?∃,!&1et az 

2 3 0
18

23

2

1
"11

!
!" zrzz K,

,K

,
""""& ,

"""""     !    2 3,"""
"""

1
1
!

" rz ,K

,K

26

23  

felt&,#∃5õ∃ hat4ro∀tuk meg.  
 Az anyagtör%&∋( 

2 3

2 3

,

∀
K,

,K

,

∀
K,

,K

,

r
r

zr

zrrr

,

,

,,,

,

#
*

""""&

""""&

"

"""""

"""""

"

11
!

!"

11
!

!"

18

23

2

1
18

23

2

1

 

komponensegyenleteibõ∃ kiad.∗−/ 
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Az elmozdul4!o/ !∀4;=,4s4:o∀ + 1#o;#,r−+− #1(#∋∃#,#/#, :+!∀∋4∃Ε2/ )#∃6  

 Az 
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∃r
r #

#
"

"
"
& egyenlet integr4∃4!4%+∃ megkapjuk az ," %r∃ rr &

""
 sug4r−r4∋(9 #∃moz-

dul4!,3 :+ /−:+!∀∋4∃Ε2/ +∀,3 :o1( r∃
"

 &r,&/# + %&1,#∃#∋5#∋ ∋2∃∃+3 +;−∋#/ /ö%#,/#∀,&5#∋ + 

,�tõ∃ )?11õ −∋,#1r4∃4!− 4∃∃+∋∗. ∋2∃∃+65  

                                                 

5 Ez egyen&r,&/û +∀∀+∃3 ;−∋,:+ +∀ ,"
4

r

rr Ι%r∃ &
""

 improprius integr4∃, !∀4;=,o,,2/ %o∃∋+6 
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Az r∃
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ismeret&5#∋ meghat4ro∀:+,. az ,∃
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Ez ut.55− #!#,5#∋ ,∃
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 egy elsõr#∋∗û ∗−))#r#∋8−4∃#1(#∋∃#, ;#1o∃∗4!+/&∋, /+Χ:+,.66 
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7.2.  TORZULÁSI MEZÕΙEN KIΒAJTOTT VÁGAT 

 
 Most a feladatot arra az esetre oldjuk meg, amikor a primer 4∃∃+Χo,o, az 
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fesz?∃,!&1,#∋∀or #!#,&r# /#r#!!?/6 

 Az elõ∀õ ;#1o∃∗4!− ;.∗!∀#r,õ∃ #∃,&rõ#∋3 #55#∋ +∀ #!#,5#∋ + LAMÉ-egyenletek ∃z 

elmozdul4!r+ %onatkoz. +∃+/Ε4, )o1Ε2/ )#∃:+!∀∋4∃∋−3 )−1(#∃#;5# %&%# +∀,3 :o1( + ;#1-
hat4rozand. −!;#r#,∃#nek z-tõ∃ )?11#,∃#∋#/6 E//or 
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 Keress?/ #∋∋#/ megold4!4, 

(*)                                    2 3 2 3 2 3,erhrf∃ z 1−"
 

alakban.  

                                                 
6 A k&,)&∃# ;#1o∃∗4! ,#r;&!∀#,#!#∋ 21(+∋+∀, +∀ #r#∗;&∋(, +∗Ε+6 
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Behelyettes=,%# #zt a (36) differenci4∃#1(#∋∃#,5#3 a 
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gyobb &r,&/# 

2 3,∀R∃∃ zz
""

"max   &!  0lim "
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z
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∃
"

. 

Az 
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R
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R
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R
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t yz
"(cos ,   

∋

t z5"(sin  
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ö!!∀#)?11&!5õ∃ +∀ ∃4,:+,.3 :o1( +∗o,,  r  &r,&/ #!#,&∋  z∃
"

 akkor lesz maxim4∃−!3 :+  

2

-
(, "1 ,  azaz ha  (

-
, !"

2
;  &! +//or ;−∋−;4∃−!3 :+  (

-
, !"

2

3
, 

∋
r

R

,

R
∃ z +

,

-
.
/

0"
"

max ,           ∋
r

R
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R
∃ z +

,

-
.
/

0!"
"

min . 

7.3.  A TELJES MEGOLDÁS 

Az elõ∀õ /&, #!#, (7.1 &! Π6Φ7 szuperpoz=8−.Ε+/&∋,< 

a szek∃n%er fesz1ltségi +lla&ot: 
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az alak/+ltoz+si +lla&ot:  
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az elmoz%∃l+si +lla&ot: 

(40)                   
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7.4. A VÁGAT ALAKΗÁNAK MEGVÁLTOZÁSA 

 

A  v41+,∋(−,4! !or4∋ + /õ∀#,5õ∃ /ör!∀#∃%&∋(û :#∋1#r, #;#∃?∋/ /−6 A /?∃sõ #rõha-
t4!o/ ;−+,, 5#/ö%#,/#∀õ #∃;o∀∗2∃4!o/ ;−+,, +∀o∋5+∋ + ∋(−,4! 2,4∋ + /ör!∀#∃%&∋( +∃+/Ε+ 

megv4∃,o∀−/6 M−%#∃ +∀ #∃;o∀∗2∃4!o/ +  z  koordin4,4,.∃ ∋#; )?11#∋#/3 #∀&r, #∃#1#∋∗õ +  

0"z   s=/5+∋ ∃&%õ Χ#r#;1ör5#3 +∀+∀  R  sugar9 /ör +∃+/j4r.∃ ,4Ε&/o∀.∗∋−6 E∀&r, ;o!, 

azt vizsg4∃Ε2/ ;#13 :o1( #∀ + /ör + ∋(−,4! /ö%#,/#∀,&5#∋ ;−∃(#∋ 1ör5&%& ,or∀2∃,6  

A v41+, Χ#r#;&∋#/  #∃;o∀∗2∃4!4, ∋(−∃%4∋ +∀  Rr "  helyettes=,&!!#∃ /+ΧΕ2/ a (40) 
k&Χ∃#,#/5õ∃. E szerint 

(41)  
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∀t&&c
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cossin

2cos2sin
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1

2sin2cos
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1
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1!!"

1!"!"
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 A hengerpal4!,3 #1(9,,+∃ +∀  R  sugar9 /ör  )0,,( ,Rϑ   pontj4∋+/ #∃;o∀∗2∃4!+ 

0∃∃∃∃∃∃ zrzzrr ,,, "11" eeeu  

A !!0 +)r+n term&!∀#,#!#∋ +∀ u vektornak csak a  

0"z   s=/5#∃− %#,?∃#,# ∃4,!∀−/3 #rõ!#∋ ,orz=,%+3 +;−/or 

az elmozdul4! + %41+,5.∃ /−)#∃& ;2,+,6 

 Az  R  sugar9 /ör ;−∋∗#∋ #1(#!  ϑ  pontj4:o∀ 

=1( :o∀∀4r#∋∗#∃:#,õ #1(-egy  Κ  pont. Ha  ϑ  v&1−g-
halad az  R  sugar9 /örö∋3 +//or +  Κ  pont v&1−1:a-
lad egy t&r1ör5&∋6 A ,o%455−+/5+∋ :+1(Ε2/ )−1(#∃;#∋ 

k=v?∃ +∀ u
"

 vektor z∃
"

 koordin4,4Ε4,6 E//or ;#1kapjuk 

a t&r1ör5#  0"z   s=/r+ %#,=,#,, /&Χ&,6  !!0 +)ra 

y 
2

-
, "  

R 

r 

u 

rRe  

rr∃ e  

,,e∃  

5 

0",  

ϑ 

Κ 

0 

. 
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 Legyen az  0  &!  ϑ  pontokat ö!!∀#/ö,õ %#/,or  rRe ,  &! Ε#∃ö∃Ε#  r  az orig.5.∃ a  

Κ  pontba mutat. %#/,or,3 +;#∃( #1(9,,+∃ +∀ #;∃=,#,, !=/1ör5# 4∃,+∃4∋o! Χo∋,Ε4∋+/ :#∃y-
vektora. Ekkor ennek a s=/1ör5&∋#/3 %+1(−! + ,or∀2∃, /ör %#,?∃#,&∋#/ + %#/,or#1(#∋∃#,#< 

 (42)    2 3 2 3∀ # 2 3 ,, ,,, eerr ∀R∃∀R∃R rr
""

11"" . 

Ebben a vektor�skal4r )?11%&∋(5#∋,  a v4∃,o∀. Χ+ram&ter, r  a  Κ  fut.Χo∋, :#∃(-

vektora, re  &! ,e   pedig  ,   szö1:ö∀ ,+r,o∀. 54∀−s-

vektorok. Elsõ!or5+∋ #∋∋#/ + %#,?∃#,− 1örb&nek a 
jelleg&, Χr.b4∃Ε2/ /ör?∃=r∋−6  

Bebizony=,Ε2/3 :o1( #∀ + 1ör5# #∃∃−Χ!∀−!6 A  Κ  

pont  DESCARTES-f&∃# /oor∗−∋4,4− ∃#1(enek  y5, , =1(  

jir y5 1" .  Ekkor a  (42)  gör5# !/+∃4r−! #1(#∋let-

rendszere a  !20 +)ra alapj4∋ /önnyen fel=r:+,.< 
  

(43)            
2 3
2 3*'

*
(
)

11"

!1"

∀∃∃Ry

∀∃∃R5

r

r

,,

,,

,

,

cossin

sincos
""

""

 

ahol  r∃
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 &!  ,∃
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  a (41)  k&Χ∃#,#//#∃ +∗o,,+/6  

Ezeket felhaszn4∃%+3 /−!!& :o!!∀+∗+∃;+! 4,alak=,4!o/ 2,4∋ +  043)  egyenletrendszer 
alakja: 
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A tov455− /ö∋∋(ebb kezelhetõ!&1 &r∗#/&5#∋ %#∀#!!?/ 5# +∀ 
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&

∋(

) !11" y5 &&
,

k

,

a
R∋

2

1

22
1: , 2 3∃%

&
∋(

) !!1" y5 &&
,

k

,

a
R#

2

1

22
1: , 5yt
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jelö∃&!#/#,6 ≅1( +  044)  rendszer alakja: 

(46)            ∀(∋5 ,, sincos 1"      ,, cossin (#y 1" . 

Ebbõ∃ + Χ+r+;&,#r#! #gyenletrendszerbõ∃ /−/?!∀ö5ö∃Ε?/ +  ,   param&,#r,6 E∋∋#/ !or4∋ 

azt kapjuk, hogy 
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2 3 2222222 cossin22sincos (∋(#(#∋y5 1111"1 ,,,,  

ö!!∀#)?11&!5#3 + %#,?∃#ti gör5#  DESCARTES-koordin4,4! #1(#∋∃#,#< 

(47)  2 3 2 3 2 3 2 322222222 22 (∋#5y#(∋(y(∋5(# !"1!111 . 

 A bizony=,4!, #∀∀#∃ 5#)#Ε#∀#,,∋#/ −! ,#/−∋,:#,Ε?/3 21(+∋−! #1(r&!∀, + 047) egyen-

let 5 -ben  &!  y -ban  m4!o∗)o/93  ,#:4, #∀ egy m4!o∗r#∋∗û 1ör5# #1(#∋∃#,#3 m4!r&!∀, +  

(46)  egyenletekbõ∃ ∃4,!∀−/3 :o1( + 1ör5&∋#/ ∋−∋8! %&1,#∃#∋ ,4%o∃− Χo∋,Ε+ 05  &!  y  korl4-

tos), teh4, +∀ 8!+/ #∃∃−Χ!∀−! ∃#:#,6  

 Viszont tov455− −∋)or;48−./ ∋(#r:#,õ/ +∀ #∃∃−Χ!∀−! Εellemzõ +∗+,+−r.∃3 :+ +  047) 
gör5&∋&∃ #∃%&1#∀∀?/ + )õ,#∋1#∃( ,r+∋szform48−.,6 L#1(#∋#/ #//or +∀ 9Ε /oor-

din4,+r#∋∗!∀#r ,#∋1#∃(#− .  &! % . A koordin4,+r#∋∗!∀#r, / szö11#∃ #∃)or1+,Ε2/ +∀ or−1. 

kör?∃ 91(3 :o1( + 1ör5# #1(#∋∃#,&5#∋ + . %  tag egy?,,:+,.Ε+ ∋2∃∃+ ∃#1(#∋6 E::#∀ o∃∗Ε2/ 

meg a  
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(∋#(∋(

#(∋((#
 

karakterisztikus egyenletet.  

Ennek gyö/#i (a saj4,&r,&/#/7 legyenek 1+  &! 2+ . 

≅1( +∀ #∃∃−Χ!∀−! /+∋o∋−/2! #1(#∋∃#,# 
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Ha  0"5yt ,  akkor az elforgat4! !∀ö1#  Λ3  ,ov4554  0"(   &! =1( + )&∃,#∋1#∃(#/ :o!!∀+  

∋,  ill.  #. Ebben a speci4∃−! #!#,5#∋ +∀ #llipszis  DESCARTES�koordin4,4! #1(#∋∃#,#< 
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 A koordin4,+r#∋∗!∀#r #∃)or1+,4!4∋+/  /  szö1&r# + 
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ö!!∀#)?11&! &r%&∋(#!6 I∋∋#∋ ∃4,!∀−/3 :o1(  /   &r,&/# #1(r&!∀, )?11  5yt -t.∃ 3 ;4!r&!∀,  

( y5 && ! ) �t.∃6  Β+  0"5yt ,  akkor  0"/ ,  ha pedig  y5 && "  akkor  4/-/ " . 

 A fenti ö!szef?11&!#/ ∃#%#∀#,&!&∋&∃ /ö%#,,?/ +∀,3 + !∀−∃4r∗!41,+∋5+∋ +∃/+∃;+∀o,, 

meg4∃∃+Χo∗4!,3 ;#∃( !∀#r−∋, + Χo∀−,=% )#!∀?∃,!&1 :9∀4!,3 + ∋#1+,=% ∋(o;4!, Ε#∃#∋,6 A 

kõ∀#,;#8:+∋−/45+∋ ezt ford=,%+ +∃/+∃;+∀∀4/6 Β+ ;− −! #∀ 2,.55− ;#14∃∃+Χo∗4!!+∃ 

&∃?∋/3 +//or +∀ +∀, Εelenti, hogy pozit=%  r∃
"

 eset&∋ + %41+, Χ#r#;&∋#/ Χo∋,Ε+ 5#)#∃&3 + 

v41+, 5#∃!#Ε&5# ;o∀∗2∃ #∃6 E//or + (42) &! 0ΝΘ7 k&Χ∃#,#/ +∋∋(−5+∋ ;.∗o!2∃∋+/3 :o1(  

r∃
"

  hely&r#  r∃
"

! , ,∃
"

  hely&r#  ,∃!   ker?∃6 E55õ∃ /−)o∃(.∃+1 +∀  045)-ben szereplõ 

egy?,,hat./< 
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1 , 5yt
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A tö55− /&Χ∃#, )or;+−∃+1 %4∃,o∀+,∃+∋6 A∀ #∃;o∀∗2∃4!o/ ,#:4, #//or −! %4∃,o∀+,∃+∋2∃ a  
(41)  k&Χ∃#,#//#∃ !∀4;=,:+,./3 ∗# + ,or∀2∃, Χ#r#;1ör5# %#,?∃#,&∋#/ #1(#∋∃#,r#∋∗!∀#r#< 

(52)  2 3 ,, , sincos ∃∃R5 r
""

1!" ,   2 3 ,, , cossin ∃∃Ry r
""

!!" . 

   1. PÉLDA. Á5r4∀o∃Ε2/ Χo∃4r−! /oor∗−∋4,+r#∋∗!∀#r5#∋ +∀ 2 3 2 3,, ∀R∃Rr r
"

!"  f?11-

v&∋(,3 :+  0"5yt   &!  .0:: 5y &&  

 MEGOLDÁS. Ebben az esetben  2 3 2 3 ,, 2cos
2

1
y5 &&) !" ,  &! =1( 

2 3 2 3 ,, 2cos
222 y5 &&
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" ,   2 3y5 &&a 1"
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Innen l4,:+,.3 :o1(  2 3,r   &r,&/#− 91( !∀4r;+∀∋+/3 :o1y az  R  sugar9 /ör Χo∋,Ε+−,.∃ /−−∋∗2∃%+ 

sug4r−r4∋(5+ /#∃∃ )#∃;&r∋−   r∃
"

  &r,&/#−, + %41+, 5#∃!#Ε# )#∃& −r4∋(=,%+6 
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 Elj4r:+,2∋/ 91( −!3 :o1( +∀  
,

aR
R

2
!   sugar9 /ör Χo∋,Ε+−5.∃ /−−∋∗2∃%+ !214rir4∋(5+∋ #∃õΕ#l-

helyesen felm&rΕ?/  2 3 ,2cos
22 y5 &&
k

,

R
!   &r,&/&, (ne feledj?/3 :o1( 5y && : ).  Ez ut.55− 

f?1gv&∋(  -   szerint periodikus, &! #∃õΕ#∃#, %4∃, +  
4

7
,

4

5
,

4

3
,

4

----
, "   helyeken (!90 +)ra). 

Az 45r4∋  r∃
"

  &r,&/#− #rõ!#∋ )#∃∋+1(=,o,,+/3 ;#∃(eket sz?r/# 4r∋(+∃4! szeml&∃,#,6  

 Az  2 3,r   gör5&∋#/ 8!+/ + )#∃!õ 0a -, <<0  intervallumra esõ7 )#∃&, 45r4∀o∃,2/6 A 

gör5# ∋#; #∃∃−Χ!∀−! +∋∋+/ #∃∃#∋&r#3 :o1( ,#∋gelymetszetei (∋ &! #) a  (49)  k&Χ∃#,,#∃ +∗o,, #∃∃−p-
szis f&∃,#∋1#∃(#−%#∃ #1(#∀∋#/ ;#16 E∋∋#/ +∀ #1(#∀&!∋#/ +∀ +∀ o/+3 :o1( + ,#∋1#∃(;#,!∀eteknek 

megfelelõ Χo∋,o/5+∋  0",∃
"

, r&!∀∃#,esebben:   

2 3 2 3 "" 20 /∀R∃∀R∃ -,,

""
 2 3 2 3 023 "" /∀R∃∀R∃ -- ,,

""
. 

Az 45r4∋ !∀&Χ#∋ ∃4,!∀−/3 :o1( + Χ#r#; r+∗−4∃−! #∃;o∀∗2∃4!+  0"5 -n4∃3  +∀+∀  2/-, " -n&∃ &!  

23 /-, " -n&∃ + ∃#1∋+1(o553 ö!!zhangban azzal, hogy  .5y && :   A perem kiss& 5#∃+Χ2∃6  

   2. PÉLDA. Sz4;=,!2/ /− a peremgör5&:#∀ ,+r,o∀. 2 3,∀R∃r
"

, 2 3,, ∀R∃
"

 elmozdul4!-kom-

ponenseket, ha 30"5& MPa, 50"y& MPa, 20""" yz5z5y ttt MPa, 00042 0, " MPa,  

000203 0K " MPa,  200"R cm . 

 MEGOLDÁS. A (41) k&Χ∃#,#/#, :+!∀∋4∃%+3  

2 3 2 3 2 3 "1!1"∃%

&
∋(

) 1!1" ,,,,, 2sin22cos
22

17
22sin2cos

2

1

22 5yy5r t&&
,

Rk

,

Ra
∀R∃

"
 

               2 3122sin73,12 ,, !1" ,    o
1 2813Rad23180 ∀∀ "", . 

2 3 2 3 2 3 "11"∃%

&
∋(

) 1!!" ,,,,,, 2cos22sin
22

17
2cos2sin

2

1

2 5yy5 t&&
,

Rk
∀R∃

"
  

                2 3222sin73,1 ,, 1" ,        o
2 71931Rad55360 ∀∀ "", . 

2 3 2 3 2 34sin2cossincossin /tt
,

R
∀R∃ 5zyzz -,,,,,, !"1"1"

"
 . 

Figyelembe v&%# +∀,3 :o1( 

2 3∀ # ,,,
,

∃t&&
,

Rk

%

∃%
5yy5

r "
"

22cos22sin
2

"1!!" , 

l4,:+,.3 :o1(  r∃
"

-nek ott van sz&∃!õ&r,&/#3 +:o∃  ,∃
"

 -nek z&r2! :#∃(# %+∋6 A∀ r∃
"

 &! ,∃
"

  el-

mozdul4!o/ -  szerint,  z∃
"

  pedig  -2   szerint periodikusak. Az  r∃
"

  ebben az esetben negat=% 
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&r,&/#, ∋#; %#!∀ )#∃6 E∀ +∀, Ε#∃#∋,−3 :o1( + %41+, Χ#r#;&∋#/ ;−∋∗#∋ Χo∋,ja a v41+, 5#∃!#Ε# )#∃& 

mozdul el. 

  3. PÉLDA. Bizony=,!2/ 5#3 :o1( + ,or∀2∃, Χ#r#;1ör5# !=/1ör5#6  

 MEGOLDÁS. A  (46)  k&Χ∃#,#/5õ∃  &! +∀  2 3 2 3,, e
,

R
∀R∃ z "

"  ö!!∀#)?11&!5õ∃ + ,or∀2∃, Χ#r#;-

gör5#  DESCARTES-koordin4,4!3 Χ+r+;&,#r#! egyenletrendszere 

(*)   

*
*

'

*
*

(

)

""1"

1"

1"

yz5z t
,

R
Ηt

,

R
ΦΗΦz

#(y

(∋5

,,sincos

,sincos

,sincos

,,

,,

,,

 

alak96 A Χ+r+;&,#r#! %#/,or#1(#∋∃#,# 

2 3 2 3 2 3kjir ,,,,,, sincossincossincos ΗΦ#((∋ 11111" . 

A differenci4∃1#o;#,r−45.∃ −!;#r,3 :o1( + ,&r1ör5# ,or∀−.Ε+3 +∀+∀ + !=/5.∃ %+∃. /−8!+%+ro∗4!4∋+/ 

m&r,&/# +r4∋(o! +∀   rrr !!!!!!   vegyes szorzattal. Egyszerû#∋ 5#∃4,:+,.3 :o1( Ε#∃#∋ #!#,5#∋  

rr !!!! !" ,  =1( +∀  rrr !!!!!! ,,   vektorok line4r−!+∋ )?11õ/3 #∀&r,   0−rrr !!!!!! .  Ekkor pedig a gör5# 

torzi.Ε+ ∀&r2!3 =1( + 1ör5# !=/1ör5#3 %+1(−! 5#∋∋# )#/!∀−/ + !−;2∃.!=/Ε45+∋6 Ez a s=/ +  0"z   

s=//+∃  *   szö1#, ∀4r 5#3 +:o∃  

2 3

2 3 2 3 2 3
.cos

2222

2

(∋#∋Η(Φ#Φ(Η

(∋#

!1!1!

!
"

.

.
"

rr

krr

!!!

!!!
*  

 Mindebbõ∃ /ö%#,/#∀−/3 :o1( + ,or∀2∃, Χ#r#;1ör5# 0;−∋, ,&r1ör5#7 −! #∃∃−Χ!∀−!6 U1(+∋−! ;i-
vel annak a z = 0 s=/o∋ %#,, %#,?∃#,# #∃∃−Χ!∀−!3 #∀&r, +∀ r+Ε,+ )#/!∀−/ +∀o∋ +∀ #∃∃−Χ,−/2! :#∋1#r#∋3 

vagyis m4!o∗r#∋∗û )#∃?∃#,#∋3 +;#∃(∋#/ %#∀&r1ör5&Ε# #∀ + %#,?∃#,− #∃∃−Χ!∀−!6 M4!r&!∀, +∀ #∃õ55 

igazoltuk, hogy a torzult peremgör5# !=/1ör5#6 E∀ +∀, Ε#∃#∋,−3 :o1( #∀ 2,.55− 1ör5# #1( ;4!od-
rendû )#∃?∃#, &! #1y s=/ ;#,!∀&!1ör5&Ε#6 A∀ +∋+∃−,−/2! 1#o;#,r−+ #1(−/ ∋#%#∀#,#! ,&,#∃# !∀#r−∋, + 

m4!o∗r#∋∗û )#∃?∃#, !=/;#,!∀#,# ;4!o∗r#∋∗û 1ör5#6 M−%#∃ + 1ör5# (*) egyenletrendszer&5õ∃ 

l4,!∀−/3 :o1( ∋−∋8! %&1,#∃#∋ ,4%o∃− Χo∋,Ε+3 :−!∀#∋ +∀ 5∀y∀z koordin4,4/ ;−∋∗#1(−/# /or∃4,os, =1( + 

gör5# 8!+/ #∃∃−Χ!∀−! ∃#:#, 0−∗#!∀4;=,%+ + /ör, −!76 

 
 

8. FEJEZET 

AZ ÁLTALÁNOS REOLÓGIAI MEGOLDÁS A STANDARD MODELL ESETÉN 

 

A kö,#,5#∋ ∃&%õ #∃!õ 8−//?∋/5#∋3 &! −,, + #e/ezetésben m4r #;∃=,&!, ,#,,?∋/ +rr.∃3 

hogy az anyagtör%&∋( r#o∃.1−+− ;o∗#∃∃Ε#− )ormailag egys&1#!#∋3 + HOOKE�testn&∃ ;#1-
szokott m.∗o∋ + 

(53)        %% ,
6
åó 2"  &! oo 3 åó K

6
"  
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alakban =r:+,./ )#∃3 +:o∃ ,
~

 &! K
~

 alkalmas m.∗o∋ ;#1%4∃+!∀,o,, ∗−))#r#∋8−4∃oper4,oro/ 

(anyagoper4,oro/76 A Ν6 fejezetben az anyagegyenletek felsorol4!4∋4∃ + t idõ szerinti 
deriv4∃takat is tartalmaz. #1(#∋∃#,#/#, +z (53) egyenletekbõ∃ !∀4r;+∀,+,,2/3 ;&1Χ#∗−1 + 

stan%ar% test eset&5#∋ + 
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anyagoper4,or alkalmaz4!4%+∃. Ekkor a 

(55)      %%%% , óååó !! #% !1" 22   &!  o
o

ooo 33 óååó !! #!1" /KK  

k&Χ∃#,#t kapjuk. Az  (55)  elsõ #1(#∋∃#,&, 
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m.∗o∋ 4,r#∋∗#∀%#3 +  %% ,
6
åó 2"   alak9 )or;4∃−! #1yenlõ!&1:#∀ Ε2,2∋/6 M−∋, ∃4,:+,.3 +  

,
~

2   oper4,or, 91( :+!∀∋4∃Ε2/3 :o1( Χ&∃∗42∃  /∃, "
~

2   eset&∋ ,#∃Ε#!?∃Εö∋ + 

/
t

∃
t

, +
,

-
.
/

0
#
#

1"+
,

-
.
/

0
#
#

1 #% 122  

egyenlõ!&16 I∋∋#∋ ∃4,!∀−/3 :o1( :+ 0"
#
#
t

, vagyis 0"" /∃ !! ,  akkor ,, 2
~

2 " ,  ha pe-

dig  4"
#
#

46 tt
lim ,  vagyis  4""

4646
/∃

tt
!! limlim ,  akkor  

#

%2~
2lim "

46
,

t
. 

 Ezek ut4∋ +  r#o∃.1−+− ;#1o∃∗4!o/ +  HOOKE-f&∃#  ;#1o∃d4sokb.∃ )or;4∃−!+∋ 91( 

kaphat./ ;#13 :o1( a HOOKE-törv&∋( #!#,&r# /+Χo,, ;#1o∃∗4!o/5+ , hely&r# + ,
~

, K 

hely&r# + K
~

 oper4,or, /#∃∃ 5#=r∋−. Ezzel a feladat persze m&1 ∋−∋8! ;#1o∃∗%+3 :−szen 
ezeknek az oper4,oro/∋+/ +∀ +∃/+∃;+∀4!4%+∃ +  HOOKE-f&∃#  ;#1o∃∗4!o/ ∗−))#r#nci4∃-
egyenletekk& %4∃∋+/3 +;#∃(#/#, ;&1 ;#1 /#∃∃ o∃∗+∋−6 

ELSÕRENDÛ DIFFERENCIÁLEGYENLETRE VEZETÕ ESET. Ezek ut4∋ Χ&∃∗+/&∋, ∋&∀∀?/ 

meg, hogyan haszn4∃hat. )#∃ +  ,
~

2   oper4,or3 + )or;4lis jelö∃&!#∋ ,9∃3 + !∀ö1,or∀2∃4! 

2 3t∀∀rz ,* ,

"
 reol.1−+− %4∃,o∀+,4∋+/ ;#1:+,4roz4s4ra, ha ismerj?/ +   

2 3,*
,

%
r

R

,
Χooke
z

2
1

+
,

-
.
/

0"
"

 

HOOKE-f&∃# %4∃,o∀+,o,6 Ekkor 
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Kihaszn4∃,2/3 hogy az egyenlet jobb oldal4∋ !∀#r#Χ∃õ 2 3,%
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 V&1?∃ #1( #∃!õr#∋∗û  ∗−))#r#∋8−4∃#1(#∋∃#,#, /+Χ,2∋/3 +;#∃( 

   Χooke
zzz ,, ,,, ***%
""!" "1  

alakban is fel=r:+t.6 Á∃,+∃4∋o! ;#1o∃∗4!+  Χooke
z

t
,

z

✂
(e ,

%
, ** 1"

!"
.  Innen l4,:+,.3 :o1( 

ha  46t ,  akkor  Χooke
zz ,, **
""

6 ,  vagyis a reol.1−+− ;#1o∃∗4! 46t  eset&∋ ,+r, + 

HOOKE�f&∃# ;#1o∃∗4!:o∀  0, &! %  pozit=% 4∃∃+∋∗./76 A  (  integr4∃4!− 4∃∃+∋∗. ;#1:+t4-

roz4!4:o∀ ;#1 /#∃∃ +∗∋−  ,* z
"

  kezdeti, azaz  0"t -n4∃ )#∃%#,, &r,&/&,6 E∀ ∋(−∃%4∋ 8!+/  Λ  

&!  Χooke
z,*
"

  kö∀& #!:#,3 :−!∀#∋  ,* z
"

  nö%#/%õ )?11%&∋(6 E∀&r, 8&∃!∀#rû∋#/ ∃4,!∀−/ +  

2 3 2 3,*,* ,, ,0,, rkr Χooke
zz
""

"  v4∃+!∀,4!3 +:o∃  10 << k . Ekkor  2 3 Χooke
zk( ,*
"

1!" ,  =1( 
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!!" )1(1)(),()1(1
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. 

Azt kaptuk teh4,3 :o1( ebben az esetben a ,* z
"

 reol.1−+− megold4! + Χooke
z,*
"

  HOOKE-

f&∃#  ;#1o∃d4!5.∃ #1( )(t(  t&∋(#∀õ%#∃ %+∃. !∀or∀4!!+∃ /+Χ:+,.6 Β+ 0"k , akkor ,* z
"

 a 

v41+,∋(−,4! Χ−∃∃+nat45+∋ Λ�r.∃ −∋∗2∃6 Β+ 1"k , akkor ",* z
" Χooke

z,*
"

 m4r + %41+,∋(−,4! 

pillanat45+∋6 A 1(+/or∃+, !∀4;4r+ )o∋,o! ∃#:#, + 
%
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k "  v4∃+!∀,4!6 Ekkor  
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r Χooke
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")0,,( ,  vagyis a v41+,∋(−,4! Χ−∃∃+∋+,45+∋ + %&1,#∃#∋ 1(or! ∋(−,4!∋+/ 

megfelelõ !∀ö1,or∀2∃4! &r%&∋(#!6  E55#∋ +∀ #!#,5#∋ 
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Χooke
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Megjegyezz?/3 :o1( #∀#/ +∀ #r#∗;&∋(#/ ;+,#;+,−/+−∃+1 +∋∋+/ /ö%#,/#∀;&∋(#−3 

hogy b4r;#∃( 
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f)yya "1! ,   09a ,   09)   4∃∃+∋∗./3  f  nem f?11  t �tõ∃ 

alak9 ∗−))#r#∋8−4∃#1(#∋∃#, o∃(+∋ ;#1o∃∗4!+3 +;#∃( /−#∃&1=,− +∀  kfy ")0(   kezdeti felt&-

telt (k  val.! !∀4;73 
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MÁSODRENDÛ DIFFERENCIÁLEGYENLETRE VEZETÕ ESET. Kö%#,/#∀õ Χ&∃dak&∋, 4∃∃=,-
suk elõ + 
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fesz?∃,!&1 r#o∃.1−+− ;#1)#∃#∃õΕ&,6  

Elsõ ∃&Χ&!/&∋,  ,2   &! K3  hely&r# =rΕ2/ 5# +  ,
~
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~

3   oper4,oro/+,< 
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Felhaszn4∃%+  ,
~

2   &!  K
~

3   (54)�beli &r,#∃;#∀&!&,3 r#∋∗#∀&!#/ &! 4,+∃+/=,4!o/ 2,4∋ +∀ 

Χooke
zzzz ,K

r

R
,K)c)a ","""

""!"!!" )26()23)((4
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,
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.
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0!!"11 , 

(58)        o26 %## 1" /Ka ,   %## 2266 o 111" ,KK) / ,   ,Kc 26 1"  

m4!o∗r#∋∗û ∗−))#r#∋8−4∃#1(#∋∃#,#, /+ΧΕ2/6 Á∃,+∃4∋o! ;#1o∃∗4!+ 
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Χooke
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((tr  

ahol 1+  &! 2+  az 02 "11 c)a ++  karakterisztikus egyenlet gyö/#−6 M−%#∃ +z c)a ,,    

egy?,,hat./ Χo∀−,=%+/3 #∀&r, 1+  &! 2+  negat=%6 Ko;Χ∃#Κ 1(ö/ö/ #!#,&∋ + 1(ö/ö/ %+∃.! 

r&sze negat=%6 E ;−+,,  2 34""
46

,,:lim ,""" rz
Χooke
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A 1(  &! 2(  4∃∃+∋∗./+, +  2 3 2 3 Χooke
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"4"0  &! 2 3 00 "z"

!"  kezdeti felt&,#∃#/ 

felhaszn4∃4!4%+∃ :+,4ro∀∀2/ ;#1  10( << k ). Az elsõ )#∃,&,#∃ +55.∃ + ;#11o∋∗o∃4!5.∃ 

=r:+,. )#∃3  :o1(  z"
"

  kezdeti &r,&/#  Λ  &!  Χooke
z"  kö∀& #!−/, a m4!−/ +∀ ;02 &ont)an 

levezetett ö!!∀#)?11&!5õ∃6  Mindezek ut4∋ 
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ahol  )(t(  a szö1∃#,#! ∀4r.Ε#∃5#∋ ∃&%õ )?11%&∋(6  

 Itt felt&,#∃#∀,?/ +∀,3 :o1( + /+r+/,#r−!∀,−/2! #1(#∋∃#, 1(ö/#− %+∃.! !∀4;o/ &! /?∃ö∋-
bö∀∋#/ #1(;4!,.∃6 

Ha azonban  +++ "" 21 ,  akkor 

2 3 2 3411"" z
tt

zz t((t∀∀r ","" ++ """
ee 21 . 

A  2 3 Χooke
zz k""

""
"0 ,   2 3 00 "z"

!"   kezdeti felt&,#∃#/#, /−#∃&1=,õ ;#1o∃∗4! Χ#∗−1 
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Ehhez a megold4!:o∀ 91( −! #∃Ε2,:+,2∋/3 :o1( + /?∃ö∋5ö∀õ %+∃.! 1(ö/ö/ #!#,&∋ /a-

pott  z"
"

 megold4! :+,4r&r,&/&, /&Χ#∀∀?/  +++ "6 21   eset&∋6 

 Ha a karakterisztikus egyenlet gyö/#− /o;Χ∃#Κ !∀4;o/3 ∃#1(#∋#/ #∀#/ 

0+ iΛ 1"1 ,   0+ iΛ !"2 ,   
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Ehhez a megold4!:o∀ + /?∃ö∋5ö∀õ %+∃.! 1(ö/ö/ #!#,&∋ /+Χo,,  z"
"

  megold4! 4,+∃a-

k=,4!4%+∃ −! #∃ ∃#:#, Ε2,∋−6 E//or +∀, /#∃∃ )#∃:+!∀∋4∃∋−3 :o1( 

0+ iΛ 1"1 ,  ! 2 3tittΛt 00+ sincosee 1 1" , 

0+ iΛ !"2 ,  ! 2 3tittΛt 00+ sincosee 2 !" , 
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9. FEJEZET 
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