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ELOSZO

A kotetben talalhatd eléadasok a MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT ke-
retében folytatott kutatasi program elmult évi eredményeinek egy részét foglaljak Osz-
sze.! A tanulméanyok a Nemzetk6zi K6zetmechanikai Tarsasag (ISRM — INTERNATIONAL
SOCIETY FOR ROCK MECHANICS) Magyar Nemzeti Bizottsaga altal szervezett hazai
konferenciajara késziilt eléadasok, amelyek logikai rendbe szerkesztve keriiltek jelen
kotetbe. Ez a konyv a hatodik az éves kutatasok beszamolojabol.

Az itt kozolt eldadasok mogotti kozos vezérfonal az, amit a kdtet cime is Ossze-
foglal: ,,Id6- és térderivaltak anyagtorvényekben”. Miért és hogyan kellhet és lehet a
kontinuumok allapotat jelz6 mennyiségeket dsszekapcsold konstitucios dsszefiiggésben,
anyagtorvényben e mennyiségek ido- €s térderivaltjait is szerepeltetni? Mik az indokok
¢s milyenek a kovetkezmények? Mik a kinematikai, mechanikai, termodinamikai aspe-
ktusok, mik az elméleti és kisérleti vonatkozasok?

Jelen munkék kiilonboz6 iranyokbdl torekednek ebbe a kozds iranyba. Izgalmas vé-
gigtekinteni a felmeriild kulcsszavak szines kavalkadjan: stabilitds és disszipacio, de
instabilitas, bifurkacid és tonkremenetel; mikroszerkezet és kontinuumviselkedés, kés-
leltetések és korrelaciok, szilardsag és képlékenyedés, téridd és anyagi sokasag, rezgé-
sek €s hatasterjedési sebességek, linearis €s nemlinearis jelenségek, variacids elvek és
differencidlegyenletek, analitikus és numerikus vizsgalatok.

A szerzok nevében is megkdszonve mindazoknak, akik értékes észrevételeikkel és
javaslataikkal segitették az itt bemutatott eredmények megsziiletését és ismertetését,
kellemes és remélhetdleg tartalmas szakmai olvasmanyélményt kivan az Olvasonak:

Budapest, 2010. marcius 18.
A SZERKESZTO

" A tovabbiak a Mérnokgeoldgia-Kdzetmechanika Kiskonyvtar 9. kotetében talalhatok.
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EGY MODSZER AZ ANYAGTORVENY MEGHATAROZASARA

BEDA GYULA

BME MUSZAKI MECHANIKAI TANSZEK, BUDAPEST
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A kontinuum mechanika egyik fontos egyenletcsoportjat az anyagtorvények képezik. A dolgozat
a belsé erdrendszer virtudlis munkdjanak (vagy teljesitményének) kézéppontba adllitasaval tesz
Jjavaslatot az anyagtérveny egy lehetséges meghatdrozasara.

1. BEVEZETES

Az anyagtorvény elnevezés értelmét legegyszerlibben matematikai nézépontbol
lehet megmagyarazni. A kontinuumokra vonatkozo6 feladatok felirdsara szolgalnak a
mozgds- ¢és a kinematikai egyenletek, mint ismert egyenletek. Ezekben az
egyenletekben nagyobb az ismeretlen fliggvények szama, mint az egyenleteké, igy
sziikség van tovabbi egyenletekre, amelyek az anyag terhelés sordn mutatott
viselkedésébdl vonhatok le. Ezeket az egyenleteket szokas anyagtorvénynek nevezni.
Az anyagtorvény meghatarozasdhoz sziikség van egy megfeleld elméletre és olyan
kisérletekre, amelyek kiegészitik, ellendrzik, igazoljak, vagy elvetik az elméletet.

Az anyagtorvény meghatarozasdnak modszere az alabbi alkotorészekbdl all
I. meghatarozott ismert vagy felépitett elmélet, amely

(a) kivalasztja, vagy visszaigazolja a felvett fiiggetlen valtozoit az anyagtérvény szamara,
(b) feltételeket ad az anyagtorvény lehetséges fliggvény szerkezetére,
(c) lehetové teszi az anyag altalanos tulajdonsagainak érvényesitését.

II. a megfelel? kisérletek elvégzése
III. az elméleti és kisérleti eredmények Osszevetése, egyiknek a masikkal valo
kiegészitése,



IV. a kisérletek rendszerint egydimenzios terhelési esetre vonatkoznak, ehhez kell
az elméletet is igazitani, felmeriil az eredmények altaldnositasa.

2. A LAGRANGE-DERIVALT

A L. elmélet matematikai leirdsdhoz sziikséges a Lagrange derivalt fogalma. Nézziik az
I= j IF(u(x,t),Ll,u')dtdx

X=Xy ty

1ntegral variacigjat, amely ugy keletkezik, hogy az u(x,t) fliggvényt valtoztatjuk,

.....

X

Sl = ”FF —&u 6F§u}dtdx.

ou'

Az u és u'az u id6 és hely szerinti derivaltja.

Hasznaljuk a kovetkez6 képleteket du = (&t)’ és ou' = (éu)' . Gondoljuk meg, hogy

ai&'tz ai&u oF ou .
ou ou au

o] ()

Hasonlo modon

ou' ou' ou'

Ezeket a kifejezéseket a of képletébe helyettesitve a ( ) és ( ) tagokat integralva az

id6 és a hely szerint €s figyelembevéve, hogy ezek értéke nulla végiilis
ol = ” aF—d( ) d(aFJ Sudtdx .
ou ou ) dx\ou'

az integraljel alatt a du -val szorzott kifejezés az F' Lagrange-derivaltja (Schouten),

azaz

£F:8—F—i 8}j“ d (oF
ou dt\ ou dx ou'

Az F az u mellett még mas fliggvényvaltozdja is lehet de, az integralt csak az u
szerint varialjuk.

3. A LEHETSEGES ANYAGTORVENY
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Azt az anyagtorvényt, amely az 1. pont L. feltételének megfelel, lehetséges anyag-
torvénynek nevezziik.

Meg kell tehat valasztani a megkivant elméletet. A mechanikdban sok alaptorvény
variacios elv alakjaban is meg van fogalmazva, ezek rendszerint tartalmazzak az
X
[ | o e aar

o X0

kifejezést, ahol ¢ a fesziiltség, ¢ a fajlagos nyulas, a ¢ és x az id6 illetve a hely
koordinatak. Feltehetjiik, az eldzOeket egybevetve, hogy ha az elézéekben szerepld u
helyére az ¢ keriil, akkor a ¢ valamilyen W fiiggvény Lagrange-derivaltja, azaz

o _ew o OW _d (W) d(ow)
Oo¢ dt\ O¢ dx\ o¢g'

Lokalis reoldgiai testet tekintve ez azt jelenti, hogy
W=Wl(ség)

itt a g egy tetszlleges fliggvény. A lokalis azt jelenti, hogy egy adott helyen
meghatdrozott anyagtdrvény a test minden pontjaban ugyanaz, a reologiai jelzd pedig
elétérbe helyezi az idében lejatszodo folyamatok anyagi vonatkozasait.

Az itt elemi formaban kifejtett elméletet MINDLIN hasznalja az anyagtérvény eldre
felvett valtozoit figyelembevéve. Most az elére felvett valtozok legyenek &,£,g és az
elmondottak alapjan

oW d (aWj

o=~ |-
oe dt\ de

vagyis
ow oW . oW. oW .
o= - E— e -g.
oe 0Oegog o€ 0goe

Legyen g egyenld a o fesziiltséggel, és nem akarjuk, hogy a jobb oldalon a ¢
szerepeljen, ezért W =U(g,&)— f(c)é, s ezzel
ow _ou. oW _ou
0e 0Oe Og¢ O¢
végiil a lehetséges anyagtorvény
_oU U, oU. o .

o= -& S5 &
0e 0&0¢ oe oo

/(o)

b

4. A SZUKSEGES KISERLETEK
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Az el6zéekben kifejtett elméletben az anyagtorvény valtozoit
(W, U, vdltozéit)felvettﬁk a torvény alakjat a Lagrange-derivalt megszabta, kisérletekre

van sziikség, hogy az igy kapott lehetséges anyagtorvény lehetséges-e, és milyen
értékiiek vagy milyen fliggvények a valtozok szorzoéi. Ezek eldontéséhez kisérletekre
van sziikség. Ilyen kisérletek lehetnek, esetiinkben, az anyag kuszasanak ¢&s

s

masodikban a nyulas allando.

Mas hasonldan éltaldnos tulajdonsag az is, hogy az anyagot éré valamilyen fizikai
hatas a hatas helyén jelentkezik eldészor mds helyen késObb vagy egydltalan nem. A
lehetséges anyagtorvényt a gondosan elvégzett kisérletek mindsitik

EGY PELDA

Legyenek a lehetséges anyagtorvényben az €,&,6 egylitthatéi allandok, azaz
o=Y _ué-Bi-Hs.
oe

Ez az egyenlet W megfeleld felirdsaval lehetséges, amelyre BEDA ad javaslatot az
»lrodalom” szakaszban megnevezett cikkében.
Még tovabb egyszerlisitve
c=E¢—Aé-Bg—-Ho.
A kuszas esetében o =0, =const, vagyis

o,=Es—A¢—-Bs.

Ha a kuszasi kisérlet soran kapott ¢ = g(t) fliggvény megoldasa a fenti differencial-

egyenletnek, akkor az E, 4, B allandok ko6zott kapcsolatokat talalunk.

Az ernyedés vagy relaxacio esetében az ¢ = ¢, = const , igy a differencidlegyenlet
Ee,=c+Ho,

¢s ha a relaxécios kisérlet soran kapott o =c7(t) figgvény az egyenlet megoldasa

lehet, akkor kapcsolatot nyertink a / és £ kozott.

A MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT az itt bemutatott anyagtorvényt
vizsgalja és alkalmazza gyakorlati feladatok megoldasara, a kutatds eredményeirdl a
Meérnéokgeologia-Kozetmechanika Kiskonyvtar sorozatban rendszeresen beszamolnak.

5. AZ EGYDIMENZIOS ESET ALTALANOSITASA

Az egytengelyli fesziiltségi allapot vizsgéalata soran kapott eredmények
altalanositasara a 2. pont [ integraljanak értelmezése ad lehetdséget. A hasznalt, idézett

12



integral a belsd erdrendszer munkéjadnak iddszerinti integralja, amelyet a belsd
erérendszer hatasfiiggvényének nevezhetjiik (Budo'). Ez a hatéasfiiggvény altalanos

esetben

I= ]jW(g,g,vog,g)dth

oV

alaku, amelybdl a fesziiltségi tenzor

oW d (G_W)_V' ow

®" e ar\ o o(Vos)

¢s igy tovabb.

Lehet az [ integrdl a belsd erdrendszer teljesitményének idOszerinti integralja,
vagyis a belsé erdrendszer munkdja. Ebben az esetben a W Lagrange-derivaltja a
negativ eldjelll fesziiltségi tenzor idOszerinti derivaltja.
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A KEPLEKENYSEG TERMODINAMIKAJA

Vidn Péter

KFKI, RMKI, ELMELETI F1ZIKA FOOSZTALY, BUDAPEST,
BME, ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST,
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

1. BEVEZETES

Ebben az irdsban a képlékeny és a reoldgiai, (hibas sz6hasznélattal viszkoelaszto-
plasztikus) anyagmodellek kapcsolatat targyaljuk a nemegyensulyi termodinamika alap-
jan. Annak érdekében, hogy mondanivaldnk kénnyebben érthetd és attekinthetSbb legyen
roviden dsszefoglaljuk a legfontosabb fogalmakat a klasszikus rugalmassagtanbdl, illetve

a klasszikus €s a hagyomanyos termodinamikai hattert képlékenységtanbol.

Tobbféle képlékenységi elmélet attekintése utan részletesen vizsgaljuk a ZIEGLER-t0]
ered6 klasszikus termodinamikai képlékenységelméletet, amely a legelterjedtebb és sza-
mos szempontbdl a legjobbnak tekinthetd. Itt a képlékeny deformécio egy specialis belsd
valtoz6, ami csokkenti a termosztatikai fesziiltséget, vagyis az egyensulyi allapotban 1év6
kozeg fesziiltségét. A képlékenységi feltételt az ONSAGER-féle vezetési egyiitthatoknak a
belsd valtozo sebességének abszolut értékétdl vald fiiggése hordozza.

7 2

Ahogy a csuszasi surlédas kontinuumokra torténd altalanositasa vezet a viszkozi-
tashoz, és specidlisan izotrop folyadékok esetén a NAVIER-STOKES-egyenlethez, illetve
szilard testek esetén a kiilonféle viszkoelasztikus elméletek alapegyenleteihez, ugyan-
ugy kaphatjuk a tapadési strlédas kontinuummechanikai altalasnositasaként a képlékeny-
ség kiilonféle elméleteit. Eppen ezért a termodinamikai elmélet ismertetése elétt — és a
klasszikus és termodinamikai képlékenység kiilonbségének teljesebb megvilagitisa célja-
bol — kitériink a sirlodas €s csillapitas termodinamikai leirdsaira.

A termodinamikai képlékenységet teljesen a nemegyensulyi termodinamika fogalom-
rendszerén beliil targyaljuk, eltér6en a szokott, a mechanikdban kialakult fogalmakra ala-
pozott targyalastol. A nemegyensulyi termodinamika a képlékeny alakvéltozasokkal jard
folyamatok iddbeli lefolyasanak leirasat teszi lehetévé. A képlékeny és a rugalmas de-

formaci6 id6beli valtozasa kiuszasi €s fesziiltségrelaxacids jelenségekkel egyiitt leirhato.

15



Homogén testek példajan — kozonséges diferencidlegyenletek megoldasaval — mutatjuk
meg a disszipativ hatdsok numerikus regularizal6 hatasat.

2. A KEPLEKENYSEGI ELMELETEK ROVID OSSZEFOGLALASA

2.1. A KLASSZIKUS KEPLEKENYSEGELMELET

A képlékenység elméleteiben a teljes alakvaltozast rugalmas és képlékeny részre
szoktdk oszatni. A nagy alakvéaltozasos elméletekben a teljes alakvaltozast a rugalmas és
a képlékeny alakvaltozas szorzataként, vagy Osszegeként allitjak eld. A kis deformacios
elméletekben mindkét feltevés a deformaciok osszegzddésére vezet. Mi a tovabbiakban a
kis deformacios elmélettel foglalkozunk, ezért a teljes €;; deforméciot (strain) € rugal-

mas és e;)j képlékeny komponensek 6sszegére bontjuk:
e/ =¢) +¢), (D

ahol mindkét deformacié masodrendi tenzor. A késdbbiekben megmutatjuk, hogy egy
termodinamikai belsé valtozé milyen feltételekkel értelmezhetd képlékeny deformacio-
ként. Itt és a tovabbiakban a tenzorokat alsé és fels6 indexekkel jeloljiik, és az egy szorza-
ton beliil ismételt indexek 0sszegzést jelentenek, az EINSTEIN-féle Osszegzési szabalynak
megfelelGen. Altalaban iigyeliink az alsé és fels indexek megfelel§ hasznalatéra is.

A rugalmas fesziiltséget a termosztatikibol ismert modon termodinamikai poten-
cialfiiggvénybdl szarmaztatjuk. Ez a termodinamikai alapéllas megfelel a mechanikaban
hiperrugalmassagként ismert elméletcsaladnak. Mivel az entrépia és rajta keresztiil a ter-
modinamikai potencidlok 1étezése a masodik fotétel részeként természettdrvény,, ezért
termodinamikai szempontbodl az ilyen elméletek kitiintetettek. Mechanikai elméletekben
a leggyakrabban hasznalt termodinamikai potencidl az F' szabadenergia-fliggvény (illetve

v 7

stiriség). Ennek segitségével
oF

— i
Oed

2)

Uij
A vonatkoz6 GiBBs-relécié dF = SdT + o;;de”, ahol S az entrépia, o;; a fesziiltség

és T" a homérséklet. Idealisan rugalmas anyagok esetén
o = Cijme?, 3)

ahol a Cj;i; negyedrend( rugalmassagi tenzor 4llando, tovabba a szabadenergiabol torténd
szarmaztathatdsdg kovetelménye miatt Cjjp; = Cjyy;. Idedlisan rugalmas izotrép anyag
esetén i = A0i;j0k + 10105 és a szabadenergia

g A . iy
F(el) = S ((ee)i)” + nlec)ise @)
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Itt A és p a LamE-dllandok, d;; pedig a méasodrendii egységtenzor. A képlékenység
hatarat egy un. folyasi feliilet (yield surface) hatdrozza meg a fesziiltségtérben. Ezt a fo-

lydsfiiggvény segitségével adjak meg, a 0 értékéhez tartoz6 szintfeliilettel :

f(o-ij) ) =0.

Az f fuiggvény mas fizikai mennyiségektol is fiigghet. Képlékeny alakvaltozas akkor ko-
vetkezik be, ha a fesziiltség eléri a folyasfeliiletet. Képlékeny alakvaltozas kdzben ott is
marad. A folyasfeliileten "beliil", ahol f(o;;,...) < 0, az anyag rugalmasan viselkedik, a
folyasi feliileten kiviili rész, ahol f(o;;,...) > 0, nem érhetd el. A folyasi fiiggvény nincs
egyértelmlien meghatarozva, egyetlen szintfeliilete 1ényeges, ezért a fenti tulajdonsagok-
kal minden monoton fiiggvénye rendelkezik. Tobbnyire implicit mddon, de feltételezik
tovabba, hogy a folyasi feliilet id6ben allandd, azaz

f=0. ®)

Ez tulajdonképpen rogziti a folyasi hatar valamelyik valtozdjanak evolicios egyenle-
tét.

A képlékeny deforméci6 valtozasat a folydsi torvény (flow rule) adja meg, amit 4ltala-
ban a g(oyj, ...) képlékeny potencidl segitségével irnak fel, feltételezve, hogy a képlékeny
deforméci6 valtozasa merdleges a képlékeny potencial szintfeliileteire:

dg
doi;’

ahol A pozitiv skalar képlékeny szorzé. Ha f = g, akkor kapcsolt vagy asszociativ fo-

()7 = A (©)

lydsrol (associated flow), illetve normalitasrol beszéliink. A képlékeny potencialt sokszor
egy segédvaltozoval lenullazzak a folyasfeliilet azon pontjaiban, ahol a képlékeny folyas
torténik, felhasznélva a szintfeliiletes meghatarozas miatti hatdrozatlansagot.

A képlékeny deformacié mértékének meghatarozisara valtozatos elképzelések van-
nak. Leggyakrabban feltételezik, hogy a folyasfiiggvény egy & keményedési (hardening)
paramétertol fiigg. Ha a keményedési paraméter egyediil a képlékeny deformaci6 fiigg-
vénye, akkor £ kikiiszobolhet6 a folyasfiiggvénybdl, és deformdcios keményedésrdl (stra-
in hardening) beszélnek. Maskor ugyan a keményedési paraméter nem kiiszobolhetd ki,
de ra vonatkozoan fejlédési egyenleteket irhatunk fel, példaul € = (05, (€?), €, (€7)%)
formaban, ahol ay egyenlet jobb oldalan 4ll6 x fiiggvény mutatja a fejlodési egyenlet
szokasos valtozoit. A keményedési paraméter legtobbszor skalar. Ha a keményedés valto-
zasat éppen a képlékeny teljesitmény okozza, azaz x = Wr = 04(€,)", akkor beszéliink

munkakeményedésrol (work hardening).

Mindezek a feltételek egyiitt megadjak a képlékeny szorzot és megadjak a rugalmasa-
gi paraméterek megvaltozott, képlékeny tartomanyban érvényes értékeit is. Nézziink erre
két példat.
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a) ldedlis és nem kapcsolt képlékenység esetén, amikor a folyési fiiggvény csak a
fesziiltségtol fligg, azaz f = f(0;5):

0 0 ) 0
f = f = / Cz]kl€kl an”Cijkl <€kl J ) @)
ij

0011 aaij 8akl

Ahol az el6bb mér bevezetett negyedrendii rugalmassagi tenzort az altalanos nemline-
aris esetben a szabadenergia mésodik derivaltjaként Cjjj,; = _F_ médon értelmezziik.

9etd 9ekl
Ebbdl (5) alapjan:
O 1. ekl
0, ijkl€
T LA ®)

_97 99
Domm = NS §or,.

Ezek utan a fesziiltség megvaltozasa

of scd
Gii = Oy — Boay Cabed€” C,.klﬁ )
Zj Zj %Cmnr‘s 99 Y aO-k:l

Omn 9ors

Kiemelve ¢”-t leolvashatjuk a képlékeny viselkedés tartoméany4ban érvényes médo-
sitott rugalmassigi modulust:

af C
. o~ Cabk 0
Cijit = Cijig — < afa - 5a ) chda J (10)

mnrs g, . Cd

OTmn

Deformdcios keményedés esetén a folyasi feliilet a fesziiltségnek is fliggvénye, ezért

irhatjuk, hogy

~_<9f. af.ij_af. af ag_
= Doy, + aegep = 50,7 +)\8€g 2 =

Itt behelyettesitettiik a (6) folyasi torvényt. Ezutin akar eljarhatunk hasonl6an is, mint
az elébb, de esetleg kényelmesebb lehet a a fesziiltségnovekményekre alapozva szamolni.
Azaz a képlékenységi szorzd6 meghatarozasira a fenti egyenldoségbdl adodd kovetkezd

formulat hasznaljuk:
af - af

N 09500 B0y 7U 11

— 9 f 89 h ) ( )
dey Ooij

ahol a h = — 8{3 29 kombindci6t keményedési modulusnak hivjak. Ezutdn a rugalmas-

sagi tenzor helyett annak inverzét, a ¢/*' merevségi tenzort fogjuk hasznalni, amelyre

definici6jabol kovetkezden igaz, hogy:

ij gkl
€, =C” Okl

Természetesen a merevségi tenzor is szarmaztathaté potencidlbdl. Ennek segitségével ir-
hatjuk, hogy

Z_]kl 1 ag af
Tkl h 80'1] 8akl

¢ = ¢ (12)

18



Ezért aztan a képlékeny tartominyban érvényes merevségi tenzort konnyedén kiol-

vashatjuk:
99 g
80'2']' 8a'kl

86;71" OO mn

=

~

ngkl — ngkl +

A klasszikus képlékenység elméletében csak erre van sziikség, a fesziiltség €s a de-
formécid kapcsolatdnak igynevezett novekményes (incremental) formdira, mint (9), vagy
(12). A végeselem-programoknak ennyi elég. Annak ellenére, hogy latszélag idéderival-
tak szerepelnek benne (9) vagy (12) csak nagyon korlatozott feltételekkel vonatkoztathatd
valddi iddbeli valtozasokra, a rugalmassagi allandok csokkenését adja meg adott fesziilt-

ségszint elérésekor.

Osszefoglalva az eddigieket, egy klasszikus képlékenységelmélet feltételezi, hogy

1. A deformécio felbonthat6 képlékeny és rugalmas komponensekre.

2. A képlékeny viselkedés hatarat kritikus fesziiltségekkel jellemezhetjiik, Ennek
megfelelden a fesziiltségtérben definialt folyasfiiggvényt egy szintfeliiletével adjuk
meg, f(o;j,...) = 0 médon. Ennek definicidja tartalmazza a képlékeny deformacié
irreverzibilitasit, azaz azt a feltevést, hogy a képlékeny deformécid egyittal marado

deformécio, ha egyszer fellépett, akkor magatol nem csokken.
3. A képlékenységi hatér az (5) Osszefiiggés szerint allando.

4. Létezik a g(oy;,...) képlékeny potencial. Azaz a képlékeny deformacié novekmé-
nyeinek viszonyat a (6) folyasi szabaly alapjan - eléggé specialis médon - jellemez-
hetjiik (ez a PERZYNA-elmélet 1ényege).

5. Létezik valamilyen szabdly a képlékeny deformécié nagysidganak megha-
tarozasahoz (pl. deformécios képlékenyedés, vagy a keményedés fejlédési egyenle-
te).

Mindezek el6tt, a (2) 0sszefiiggés formajaban adott a termosztatikai hattér - hiszen a
szabadenergia létezése az entropia bevezethet6ségét feltételezi - az egyensulyi fesziiltség

€s a rugalmas deformacio viszonyanak megadésara.

Termodinamikai szemmel vizsgalva a fenti feltevésrendszert, érdekes, hogy a tobbi
empirikusan megadandé fiiggvény és kozvetlen tapasztalati szabaly mellett a (2) Ossze-
fiiggést, a szabadenergia, azaz tulajdonképpen az entropia létezésének feltevését is gyen-
giteni szoktdk valamilyen fesziiltség-deformacio fiiggvény feltételezésével, annak poten-

cialbol torténd szarmaztathatésaga nélkiil. Erre a motivaciét még TRUESDELL és NOLL
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[1, 3] adta a hiporugalmassagi elképzelésiikkel, akik igy illesztették a reoldgiai jelensége-
ket a mechanikahoz. A hiporugalmassag a fesziiltség novekményére vonatkozdéan posztu-

1al fiiggvénykapcsolatot
0y = Hij(0ij, €ij)- (14)

Ennek mintajara jott létre KoLyMBAS hipoképlékenységnek nevezett elmélete. Ebben el-
hagyjuk a képlékeny potencialt is és a képlékeny deformicidé meghatarozasara is egy ilyen
fiiggvényt keresiink (ami természetesen nem lineéris és legfeljebb az anyag szimmetriai
szoritjdk meg) [4]. A hiporugalmassigban és hipoképlékenységben a termodinamikai ko-
vetelményeket csak nagyon nehézkesen adhatjuk meg. A tovabbiakban latni fogjuk, hogy
a (14)-hoz hasonld, a fesziiltség idéderivaltjat tartalmaz6 egyenleteket viszont a neme-
gyensulyi termodinamika segitségével, matematikailag is kovetkezetesen és konnyedén

levezethetiink.

2.2. A TERMODINAMIKAI KEPLEKENYSEGELMELET

A klasszikus képlékenységnek a termodinamika masodik f6tételéhez vald viszonya
nem tisztazott. Sok anyagra nem tudjuk, hogy a folyasi és képlékeny potencidlra ponto-
san miféle kovetelményeket kellene még kikotniink, hogy képlékenyedd anyagokkal se
lehessen masodfaju perpétum mobilét 1étrehozni, illetve a képlékeny anyagfiiggvényeket
tartalmaz6 kontinuummechanikai modellek termodinamika egyenstilya aszimptotikusan
stabil legyen. A klasszikus képlékenység alapjan még az sem vildgos, hogy a mechani-
kai hiszterézis egyaltalan irreverzibilis jelenség-e. Szamos termodinamikai elmélet 1étezik

kiilonféle hidnyossagokkal.

Az els6 jelentds termodinamikai elmélet, RICE belsd valtozos elképzelése [S] a maso-
dik fotételhez koti, abbol bizonyitja a normalitast. Ez ma is az egykristily-képlékenység
termodinamikai alapja, minden egyes diszlokaciohoz kiilonboz6 belsé véltozokat rendel-

ve.

A makroszkopikus képlékenység klasszikus termodinamikai elmélete egyetlen belsd
valtozoéra - a képlékeny deformécidra - alapul6 sajatos nemegyensulyi termodinamikai el-
mélet. Az elmélet HANS ZIEGLERtOI ered [6], €s a francia iskola [7, 8] dolgozta ki (DUHEM
miiveibdl is mar kikovetkeztethets [2].)

A termodinamikai képlékenységelméletben a képlékeny deforméciot termodinamikai
belsd valtozonak tekintjiik és fejlddési egyenletét az entropiaprodukcid egy részeként azo-
nositott disszipacios fiiggvénybdl szarmaztatjuk. A vezetési egyenletek a termodinamikai
aramokra bevezetett disszipacids potencial formajaban jelennek meg. A disszipacios po-
tencidl egyben képlékeny potencial és folyasi fiiggvény is — a termodinamikai képlé-

kenység alapkiépitésben kapcsolt elmélet. A legfontosabb posztuldtuma, hogy a disszipa-
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cios potencial a termodinamikai &ramoknak nem kvadratikus, hanem elsérendi homogén
fiiggvénye (idedlis képlékenység esetén). A termodinamikai képlékenység természetes
modon tartalmazza a viszkOzus hatasokat is, az idedlis képlékenység egyfajta szingularis
eset, a potencidlok differencidlhat6sagat sérté modon jelentkezik. Emiatt az idedlis képlé-
kenységet magaba foglald, a klasszikus képlékenység formalizmusét pontosan azonositd
targyalasa specidlis matematikai eszkozok bevezetését igényli (pl. LEGENDRE-FENCHEL
transzformacid). A nem idedlis - viszkoképlékeny - elmélet alapegyenletei az idealis kép-

1ékenységi egyenletek egyfajta regularizacidjat eredményezik [9].

ZIEGLER - elég nehezen kovethetd - érvelése €s nevezetes ortogonalitasi feltétele ter-

mosztatikai kiinduléponton alapul [6, 10]:

Altalaban az entropia valtozdsa reverzibilis és irreverzibilis részre oszthato:

dsS =1Td.S+d;S, ahol, d;S>0. (15)

Tegyiik fel, hogy az entrépia csak az U belsd energiatol és a;, belsd valtozoktol fiigg.
Ekkor a GiBBs-relaci6 a kovetkez6 formaban irhat6:

dU =TdS — Aiday, = Td,S — Apday, + Td;S. (16)

Az utols6 tag - mint irreverzibilis jarulék - folyamatsebességek fliggvénye és ezt tekinti
ZIEGLER a disszipdcios fiiggvénynek, azaz ®(U,U, ax, ay,) = T'd;S. Ezutin ZIEGLER fel-
tételezi, hogy

1. az irreverzibilis jarulék csak a belsd valtozokhoz kotédik és ezért T'd; S = Frday,
ahol Fj, altalanositott disszipativ erdket jelol,

2. a disszipativ erdk parhuzamosak a disszipacios fiiggvény novekedési iranyaval a

nemegyensulyi allapottérben, azaz a kovetkez6 kapcsolatban vannak

B =022 (17)
Gak

ahol v pozitiv skalér értéki fiiggvénye a @ valtozdinak.

Ezek utan - még a homogén rendszerekre vonatkoz6 termosztatikai keretek kozott -
Z1EGLER kiaknéazza (15) egyenl6tlenségét, a tulajdonképpeni entrépiaprodukciot is, amely
az eddigiek alapjan

Fi.da, > 0

forméban irhat6. Intuitiv médon onsageri erének tekinti dag-t és meghatarozand6 aram-

nak Fj-t, €s egyrészt megallapitja, hogy
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— a vezetési matrix antiszimmetrikus része nem jarul hozza az entrépiaprodukciéhoz,
azaz a termodinamika - az § sz6hasznélataval - nem mond semmit a "giroszképikus

erOkrol".

— nemdisszipativ esetben, azaz ha d;S = 0, az F}, altalanositott disszipativ er6k merd-
legesek a day, aramokra. Ez a hires ZIEGLER-féle ortogonalitdsi feltétel, a klasszikus
képlékenységtan termodinamikai megalapozasanak sokat vitatott sarokkdve. Az or-
togonalitasi feltétel csak a nem disszipativ esetben kdvetkezménye a fenti gondo-

latmenetnek.

Az elsd (1) feltevést ZIEGLER semmivel sem probdlja indokolni, annyira természetesnek
érzi. A masodikat, (2)-t, késobb dudlis terekre vonatkoz6 (nem tuil meggy6z6) gondo-
latmenettel timogatja meg (lasd [10]) illetve egy plauzibilisnek latszo variacids elvet,
a Maximalis Entrépiaprodukcié Elvét posztuldlja helyette (vigyazat, ez nem azonos a
PRIGOGINE-féle Minimalis Entrépiaprodukcio Elvével, ami vegyész és bioldgus korok-
ben népszerli). Valgjaban ugy tlinik ZIEGLER felismerte, hogy ezzel a feltevéssel tudja
a klasszikus képlékenységelméletek fogalomrendszerét a nemegyenstlyi termodinamika-
val 6sszekapcsolni, mert a disszipacids potencidl ekkor természetes mddon a folyési és a

képlékenységi fiiggvényhez kothetd.

Ziegler javaslatat azutan MAUGIN (illetve a francia iskola) tobbféle iranyban kiaknaz-
za a mechanikai alapd elméletek termodinamikai 4ltalanositasaival (toredezés, karosodas,
anyagi sokasagok, stb.) [11, 8, 12]. O mechanikai alapon - HAMILTON- tipusii varidcios
elvvel - probalja indokolni Ziegler feltevéseit. Fontos felismerése, hogy az ONSAGER-
szimmetria miatt a ZIEGLER altal még tobbféle valtozorendszerben meghatarozott disszi-
pacios fiiggvénye mogott felismeri és azonositja a klasszikus RAYLEIGH-féle disszipacids
potenciilokkat.

Osszefoglalva: a ZIEGLER-féle termodinamikai képlékenységelmélet a klasszikus
képlékenység feltételeit egyszerisiti az el6z6 fejezet 2-5 pontjainak alabbi mddositasa-

val:

— Disszipacids pontencidlként értelmezi a képlékenységi fiiggvényt, és illeszti a nem-
egyensulyi termodinamika elméletéhez.

Py

— Lehet6vé teszi a képlékeny alakvaltozasra vonatkoz6 fejlddési egyenlet termodina-

z2. .z

mikai (vagy varidcios mechanikai) alapon torténd szarmaztatasat [13, 14].

A fenti feltevésrendszer vildgosan megalapozza, illetve termodinamikai elmélet ke-
retei kozé illeszti a kapcsolt képlékenységet, €s lehetdséget teremt az egyéb termodina-

mikai kolcsonhatdsokkal egyiittes targyaldsara. Ilyenek példaul a viszkozus hatisokat is
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figyelembe vevd viszkoplaszticitas, karosodas, stb. A termodinamikai hattér biztositja ro-
bosztus — azaz a paraméterek, kezdeti és peremfeltételek valtpzisara nem érzékeny —
€s stabil numerikus eljarasok l1étezését. A képlékenységen tilmenden is a hiszterézis je-
lenségének megfeleld leirasat adja.

v

Egy, az el6z6ektdl 1ényegesen kiilonbozd, de termodinamikailag kovetkezetes meg-
kozelitést ad ASSZONYI, VAN és SzarkA [15]. Ok a képlékenységi feltételt az entrépia-
figgvény valtozdjanak tekintik €s ennek segitségével adjadk meg a rugalmassagi allan-
dok képlékenység kovetkeztében bekovetkezd valtozasat. Alapfeltevésiik, hogy a kép-
1ékenységi feltétel munka alapd. Ez a megkozelités alkalmas viszkoelasztoplasztikus,
képlékeny-reoldgiai novekményes egyenletek kozvetlen levezetésére és a deformécid id6-
beli véaltozasanak lefrasira reoldgiai és képlékeny hatdsok esetén. A képlékenységi feltétel
kozvetlen hasznélata viszont azzal jar, hogy a rugalmassagi modulus a képlékenységi ha-
tar atlépésekor ugrisszertien valtozik, 1ényegében gy, ahogy C;ji; és (10) kiilonbozik Az
id6beli valtozasok differencidlegyenleteken alapul6 leirasakor viszont ez a deformécid
ugrasszeri valtozasat okozza, ami fizikailag irredlis, és ezért tovabbi feltételekkel kell ki-
kiiszobolniink. Az elmélet kiterjeszthetdségét nem-kapcsolt képlékenység leirdsara nem

vizsgaltuk.

A kapcsolt képlékenység azonban nem jé modellje a talajoknak és koveknek (di-
latancia), nem ad leirast a szoglethatasra, és nem magyarizhat6 vele a lagyulas (softe-
ning) jelensége [16, 17]. A hdrom probléma koziil az elsé kérdéskor, azaz a dilatancia
leirasaval kapcsolatos nehézségek kore tlinik a legalapvetdbbnek. A dilatancia azt jelen-
ti, hogy nyirasi képlékeny alakvaltozas térfogatnovekedést okoz - mindennapos jelenség
stirli szemcsés anyagokban. Amint majd latni fogjuk, a kapcsoltsag (asszociativitas) alap-
vetd termodinamikai feltételekhez kothets, igy feloldasa feltehetSleg sziikségessé teszi
a klasszikus termodinamikai képlékenység altalanositasat. Képlékenység-mechanikai ol-
dalr6] — ha nem vessziik figyelembe a masodik f6tételt —, akkor konny(i dolgunk van:
mar emlitettiik, hogy a folyasfiigvény és a képlékeny potenciil megkiilonboztetése vezet
eredményre. Ha viszont legalabb nagyjabol meg akarjuk tartani a termodinamikai kerete-
ket csak néhany altalanositast ismeriink.

RISTINMAA és OTTOSEN [18] két részre osztjak a belsé valtozokhoz konjugélt termo-
dinamikai dramokat, és mindkét halmazhoz disszipacids potencialt feltételeznek, illetve
gyartanak. A tobbféle potenciallal valgjaban megsértik a termodinamikai kereteket. Vi-
szont igy levezethetdek szoglethatdsok (amikor a folyasi fliggvény szintfeliilete torik) és
nem-kapcsolt képlékenység is, tobbek kdzott DuvouT-LIONS jellegli. A dinamikai folyéas-
feliiletre vonatkozo6 javaslatuk viszont visszaallitja a klasszikus képlékenység lazabb - és a
a masodik fotétellel tisztazatlan viszonyu - onkényes feltevéseit [19], ezzel gyakorlatilag
kikiiszoboli a termodinamikai megkozelités eldnyeit.
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1. ABRA. Csuszo, surlddo csillapitott mozgéasd mechanikai-termodinamikai test. Valgja-
ban pontszeriinek tekintett test, de a hagyoméanyoknak megfeleléen merev testként szem-
1éltettiik.

HouLsBY (és talan CoLLINS) hiperképlékenységnek nevezett elméletét a bels6 val-
tozokra vonatkoz6 kinematikai kényszerek teszik nem-kapcsoltta [20]. A tovabbiakban
kifejtett — tisztan termodinamikai — megfontolasokhoz (és a ZIEGLER-féle elgondola-

sok lényegéhez) ez all legkozelebb.

3. A SURLODAS TERMODINAMIKAJA

Tekintsiink egy vizszintes talajon F’ kiils6 er6vel mozgatott m tomegt testet, amelyre

......

féle kozegerdt szoktunk feltételezni a mozgés fékezdjeként.

— Az sebesség nagysagatol fiiggetlen Coulomb-féle surlddasi er6t

|Fo| =a=puN =4all, (18)
— a sebességgel aranyos kozegellenallast
|Fa| = B, (19)
— €s a sebesség négyzetével aranyos kozegellenallast

| Fiea| = v (20)
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Ezek mind a mozgast fékez6 erdk, ezért iranyuk a sebességgel ellentétes. Vagyis egy
dimenzidban a teljes fékezo erd pontosabb formaja:
v

[l

A fenti mozgésra vonatkoz¢ differencidlegyenlet pedig a kovetkezd lesz:

Fog=Fc+ Fr1 + Fro = —« Bu — yvlvl. 20

mi:F+E%:F—a§rﬁ%—vﬂﬂ. (22)

A csillapit6 er6k azonban nemcsak a mozgést fékezik, hanem egyuttal disszipativak.

Munkajuk melegiti a testet s kornyezetét. Ez utdbbi tulajdonsig termodinamikai keretek

kozott valik érthetové és egyittal levezethetd mozgast fékezd természetiik. Tehat vegyiik

észre, hogy az (1) abran egy termodinamikai rendszert latunk, egy kornyezetével kapcso-
latban all6 homogén termodinamikai testet.

A termodinamikai targyaldsban a konstitutiv mennyiségekre vonatkoz6 meg-
szoritasokat kaphatjuk meg. Ennek els6 1épéseként az alapmérlegeket irjuk fel. Az im-
pulzusmérleg esetiinkben az el6bbiekben felirt (22) egyenlet, de benne a rendszer és kor-
nyezet kapcsolatat leird, csillapito erd konstitutiv mennyiség, amit a masodik fotétel ko-

vetelményeinek megfelel6en szeretnénk eldirni:
mz = F + Feg. (23)

Tegyiik fel tovdbb4, hogy a tomegpont E energidjit csak a kiilsé F' erd6 munkdja valtoz-
tatja, annak hidnyaban megmaradna. Tehét

E = Fi. (24)

Latni, fogjuk, hogy ebbdl a feltevésbdl — termodinamikai keretek kozott — kovetkezik,
hogy csillapit6 er6k munkéja csak a tomegpont belsd energidjat noveli. Gondolatmene-
tilnkben az egyszertiség kedvéért nem foglalkozunk a kornyezet energiamérlegével. A to-
megpont U belsd energidja definici6 szerint a £ energidjanak és a kinetikus €s potenciélis
energidjanak kiilonbsége, azaz

-2

i
U=FE—m>.
my

Az entrépia a belsé energia fiiggvénye, belsd energia szerinti derivéltja pedig a ho-
mérséklet reciproka. Eppen ezért a (24) energiamérleg és a (23) impulzusmérleg felhasz-
nalaséaval kapjuk, hogy

. 1. 1 /. ' 1
ﬂmszzTQme@:-%@m—mz—T%@. (25)
A masodik fotétel értelmében pedig az entrépia novekszik,
. 1
S = _fFCs:.C >0, (26)
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tehat a csillapit6 erd ellentétes iranyu kell legyen a sebességgel. Ez a formula kinélja a
termodinamikai er6k és dramok azonositasat is. A sebességet a mozgas meghatarozza.
A csillapité erd viszont a test és a kornyezet viszonyat megadd fiiggvény, tehit ez lesz
a meghatarozand6 termodinamikai dram. Az egyenl6tlenség értelmében, a csillapitd erd,
mint konstitutiv mennyiség csak a sebesség fiiggvénye lehet, ami pedig jelen esetben
fiiggetlen valtozoként termodinamikai erd. A termodinamikai és mechanikai elnevezések
erre a furcsasagara, vagyis hogy a csillapité erd termodinamikai szempontbol dramnak
tekintendd, a kontinuummechanikai targyaldsban mar felhivtuk a figyelmet [21]. A kon-
tinuumok esetén sebességgradiens bizonyult termodinamikai er6nek, itt pedig a sebesség
(illetve a sebesség és a homérséklet hidnyadosa). Felhivjuk a figyelmet, hogy a sebesség itt
a surlodo feliiletek kozotti relativ sebesség €s a fenti targyalas - megfelelden altalanosit-
va - tillép a termosztatikan és a mozgo testek kozonséges termodinamikdjahoz tartozik.
A mozgbd homogén testek termodinamikija a mechanika és a termodinamika egyesitété-
sének fontos eleme, szamos régi és i) megoldatlan és megoldatlannak hitt problémaval
[22, 23].

Azonnal lathatjuk, hogy a kontinuumok esetén szokdsos szigortan lineéris ero-aram
kapcsolat csak egyik, a sebességgel aranyos, fajtijat adja a jol ismert csillapitisi er6knek.
A CouLOoMB- surlddas és a sebesség négyzetével aranyos csillapitas szintén megfelel a
(26) egyenldtlenségnek, a kovetkezd modon:

Fow = —L{#)i = — <5 4 aé + 7|5c|) i @7

Az er6-dram kapcsolat nemlinedris, a sebességtdl, mint termodinamikai er6tdl fiigg
az L vezetési egyiitthatd. A méasodik f6tétel egyenlStlensége megkoveteli, hogy az o, 3,y
egylitthatok ne legyenek negativok. Az entrépia ndovekedésének feltételébdl kovetkeztet-
tiink a csillapitd er6 iranyéra, utdlag igazolva fékez6 tulajdonsagit. A klasszikus irre-
verzibilis termodinamika a FOURIER-hOvezetés, Fick-diffizid, vagy példaul a NAVIER-
STOKES-egyenlet levezetésénél szigorian linearis (allando), vagy kvazilinearis (alapvalto-
z0ktol fliggd) erd-aram kapcsolatot feltételez. Itt most példat lathatunk ettdl 4ltaldnosabb,
nemlinedris vezetési egyenletre, riadasul egy nagyon egyszerii és jOl ismert jelenségkor

esetére.

A fenti (27) altalanos csillapitasi anyagtorvény és a beldle kovetkezd (22) differenci-
alegyenlet azonban fizikailag nem teljesen felel meg az elvarasainknak és a mindennapi
kisérleti tapasztalatnak, ugyanis nem ad szamot a tapadasi surlodéasrol. Tegyiik fel ugyan-
is, hogy a tomegpontra hat6 erdt egyenletes sebességgel noveljilk, azaz legyen F' = V't,
ahol V' a terhelési sebesség €s ¢ az id6. Az egyszerliség kedvéért legyen tovabba v = 0.
Ekkor latjuk, hogy megoldandé lenne a

v(t)
v (t)]

mi(t) =Vt —« — Bo(t)
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2. ABRA. Az elmozdulas és a sebesség idofiiggése a (28) differencialegyenlet szerint,
m=1kg,V =1m/s,a = 1N, § = 0%9 paraméterértékekkel szdmolva. A kritikus tapa-
dési surlodasi erd eléréséig a test nem mozdul el és sebessége is nulla.

differencidlegyenlet a v(0) = 0 kezdeti feltétellel. A matematikai feladat azonban igy, a
tovabbi fizikai feltevések nélkiil hatarozatlan, illetve fizikailag rossz eredményt ad. Egy-
részt a CouLoMB-surlddasi tag ¢t = 0-beli értékét rogziteniink kell, masrészt fel kell téte-
lezniink, hogy a surlodasi er6k nem gyorsitjak a tomegpontot, azaz példaul eldirni, hogy
a kezdeti feltétel legyen v(a/V') = 0, a sebesség novekedése csak a Coulomb stirl6da-
si er6 elérése utan kezdddik meg. Vagyis a differencidlegyenlet a kovetkez6 forméaban
pontosabb fizikai modell:

(1) = 0, ha Vit <a, (28)
S O‘|28| —pou(t), ha Vt>a.

Vegyiik észre, hogy egy kritikus erd jellegii feltételt adtunk meg, a képlékenység klasszi-
kus elméletéhez hasonldan. A differencidlegyenlet megoldasait a 2-3. abrdkon szemléltet-
tik.

Egy masik, triikkkdsebb modon viszont a tapadés feltételét eleve tartalmazza termo-
dinamikai vezetési torvény. A masodik f6tétel egyenlbtlenségének megoldasat ugyanis
nemcsak (27)-hez hasonld, hatvanysorszerli formaban kereshetjiik. Tegyiik fel ugyanis,

hogy
Foy = —L(Fe,)i = —(B+ A|Fey))i, (29)

vagy ezzel 1ényegében ekvivalensen

i = —L(#)Fos = —(B + Ali|) Fis. (30)

Pontosabban, fenntartva a fiiggvénykapcsolatok el6re rogzitett formdajat, azaz hogy

Fes(#) hatdrozatlan fiiggvényt keresiink, azt frhatjuk, hogy

B

€19
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3. ABRA. A teljes erd, azaz a (28) differencidlegyenlet jobb oldaldnak id6fiiggése, a 2.
abra paramétereivel.

A fenti formulakban A, B, A, B, = 1/A és 8 = 1/ B anyagi paraméterek. A méasodik
fotétel egyenlStlenségét anyagi tulajdonsagként, tehét a folyamatoktdl (azaz jelen esetben
1-t81) fuggetleniil megkovetelve, egyik fenti paraméter sem lehet negativ. Ha 1 > ||/,
akkor F.s ~ —(i.Ha 1l < f|t|/«, akkor F,.s ~ —ad/|x|. Tehat kis sebességek esetén
a sebességgel ardnyos a surlodasi erd, nagyobb sebességek esetén dllandd. Egyenletesen

novekvd erd hatdsinak kitett stirlddassal mozgd tomegpont mozgasegyenlete tehat

Pu(t)

mo(t) =Vt — W

(32)

Ez az egyiitthatok és az id6skila megfeleld bedllitdsaval pontosan az elvart tapadasi-
csuszasi surlddasos viselkedést eredményezi (4-5 dbrak). Az el6z0, klassszikus surlodasra
vonatkoz6 (28) differencidlegyenlethez képest (32) lathatéan szamot ad a mozgas kezde-
térdl, csak 3 — oo esetén kapjuk vissza az el6z6 egyenlet megoldasait, illetve (28) éles

feltételét.

Masrészt viszont ami az elénye ennek a modellnek, az egyuttal a hatranya is. Ugyan
az éles atmenet helyett egy, a 5 paraméterrel hangolhatd, tompitott 4l16-cstisz6 (merev-
képlékeny) dtmenetet kapunk, de a test mar az er6hatéds kezdetétdl fogva mozog egy kicsit.
A fizikai képiink is ennek megfelel6en valtozik: ez a fajta sebességgel aranyos csillapitas

kis sebességek esetén érvényes.

A surlddas jelenségének fenti nagyon egyszerli modelljét szemléltetésnek szantuk.

Nem vettiik figyelembe az erd iranyat és a nyomoderd hatasat sem. A jelenségkornek azon-
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4. ABRA. A csillapitdsi er6 id6fuggése. m = lkg, V = 1lm/s, o = 1IN, =
= {0.3, 3,30, 300, 3000}%". A legfelso, legszogletesebb gorbéhez tartozik a legnagyobb
g = 3000% érték. Nagy (3 esetén a surlddasi erd a terhelSerdvel egyiitt novekszik, majd
allando értéket vesz fel.

05 10 15 20 25 30 05 10 15 20 25

5. ABRA. Az elmozdulas és a sebesség idofiiggése az 1. dbra paramétereivel szamolva. A
legfelsd, gorbéhez tartozik a legkisebb [ = 0.3’“—5 érték. Nagy (3 esetén a test nem mozdul
el és sebessége nagyon kicsi amig a terhelés el nem éri az F' = « hatart.
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ban ezeken felill is szdmos tovabbi olyan vonatkozisa van, amelynek nincs megfeleld
termodinamikai leirasa [24, 25]. A strlddasi konstitutiv torvények termodinamikai meg-
szoritasainak vizsgalata 6nmagaban is érdekes, mert elkiiloniti a jelenségkor univerzalis
¢és anyagfiiggd vonatkozasait. Az els6 1épéseket ebben az irdnyban VERHAS irdsa jelenti
[26]. Valodi anyagi paraméterek azonositasa a kontaktmechanikaban (a surlodasi, gordii-
1ési €és litkozési tulajdonsagok vizsgalatakor) Gnmagaban is fontos, rdadasul a képlékeny-
ségi elméletek mélyebb megértéséhez és tovabbfejlesztéséhez vezethet. (30)-(31) vezetési
egyenletekhez tartoz6 er6-aram kép, azaz az egyenletek felallitdsa és ennek megfelel6en
az altalanositdsanak irdnya is kiilonbozo, de a kapott mozgasegyenletek ekvivalensek.
(29) nem ekvivalens az utébbiakkal, de a képlékenység irodalméaban mégis els6sorban ez
a forma terjedt el. Az utolsé fejezetben latni fogjuk, hogy a tapadasi viselkedést tiikkrozi,
nagyon hasonlé megoldasokra vezet, mint (30)-(31).

4. A REOLOGIA TERMODINAMIKAI ELMELETE - KIS DEFORMACIOK

4.1. MERLEGEK

A klasszikus képlékenységelméletek termodinamikai megalapozottsagdnak hidnya
kiilonosen a reoldgiaval torténd osszevetés fényében szembetling. A termodinamikai re-
oldgia egyenletei és egész anyagelmélete - azaz a konstitutiv egyenletek szarmaztatasi

modja - ugyanis vildgos moédon a masodik fotételen alapul.

A reologia gyakorlatban leginkabb hasznalt alapmodelljei az empirikus alapon szar-
maztatott skalér, linearis elemek ad hoc kapcsolasdbol adédnak. Az ilyen ’félempirikus’
modellezés teljesitoképessége azonban korlatozott, ugyanis altaliban nem anyagmodel-
lekrdl van sz6 benniik, hanem inkabb koriilménymodellekrdl, mert paramétereik fiigge-
nek a koriilményektdl (pl. terhelési feltételektdl, irdnyoktdl és sebességektdl). A valddi
anyagi paraméterek és modellek keresése vezetett az objektivitist (vonatkoztatédsi rend-
szertdl valo fiiggetlenséget) és a termodinamikai kovetelményeket érvényesité elméletek
kidolgozasahoz. Hidba egyszertiek a klasszikus reoldgia skalar linearis egyenletei, ha ér-
vényességiik korlatozott volta miatt a megfelel6 paramétereket mindig djra és tjra (esetleg
specialis gépekkel) meg kell mérniink. Van, amikor ez lehetetlen vagy koltségesebb, mint
egy megfelelden megbizhatd, kevésbé koriilményfiiged anyagmodell hasznélata. Ezért az
altalanos elvi koveteleményeknek is megfeleld, éppen ezért sokkal szigortibb keretekben
kidolgozott modellek iranti igény nem csak esztétikai, hanem végs6 soron gyakorlati,
gazdasidgossagi kovetelmény.

A reologia két alapjelensége a kuszés €s a relaxacio. Mechanikai testet ugrasszertien

megterhelve és a terhelést ezutan allanddan tartva a deformaci6 ugrasszerti kezdeti valto-
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zas utian fokozatosan veszi fel allanddsult értékét: ez a kiszis. Mechanikai testet ugras-
szerlien deformalva és a deformacidt alland6 értéken tartva a fesziiltség fokozatosan veszi
fel allanddsult értékét: ez a (fesziiltség)relaxacio. Mindkét jelenség magyarazata a rugal-
massagtanon tilmutat és viszkoelaszticitas, hipoelaszticitds nevek alatt talalhatbak meg
Oket a mechanikai irodalomban. A nehézséget altalaban a két alapjelenség egy modell

keretein beliil torténd, egységes értelmezése jelenti.

Az elvi, tobbek kozott termodinamikai kovetelményeknek megfeleld elsé elmélet,
a mar emlitett, TRUESDELL és NoLL nevéhez kothetS, hiporugalmassig, amely feltéte-
lezi, hogy a fesziiltségtenzor nemcsak a deformécid, hanem a deformaci6 iddderivalt-
janak is fiiggvénye. Azonban a termodinamikai potencidlok 1étezése nem dobhatd el
kovetkezmények nélkiil, a hiporugalmassag elmélete tilsdgosan laza, ezért konnyen vezet
rossz anyagfiiggvényekre.

Az elsd, termodinamikailag igazdn megfeleld, nagy deformacidkra vonatkoz6 és ob-
jektiv idoderivaltakat hasznalo, belsd valtozdkon alapul6 reoldgiai elméletet VERHAS dol-
gozta ki [27], KLUITENBERG [28, 29] ttor6 munkdira alapozva. E szerint az elmélet sze-
rint a relaxacio €s a kaszds egyenrangu €s az ezeket egyszerre tartalmazo alapmodellt, a
POYNTING-THOMSON-féle tn. standard modellt egyetlen belsd valtozo segitségével meg-
kaphatjuk termodinamikailag minimalisnak tekinthetd tovabbi feltételekkel.

Az alabbiakban roviden Osszefoglaljuk VERHAS elméletét, kis deformaciok esetére
szoritkozva. Az elméletnek tobbféle nagy deformacios kiterjesztése is 1étezik, amelyek az
objektivitas kovetelményét is figyelembe veszik. Ezeknek az elvi szempontbodl teljesnek
tekinthetd elképzeléseknek azonban a fent emlitett egyszerli reoldgiai alapjelenségeken
tdlmutato, kisérletekkel torténd 0sszevetése miig nem teljes; tobb probléma megoldasra
var. Megjegyezziik, hogy a reologiinak jelenleg nincs olyan modellje - sem olyan, amely
megfelel a fenti két elvi kovetelménynek (az objektivitdsnak és a termodinamikai kovet-
kezetességnek), sem masmilyen -, amely minden f6 reoldgiai kisérlet (egyszer(i nyiras,
viszkozitds, nyirdsi relaxicid, nyirasi sziinet, stb...) sordn kielégitd egyezést mutatna a

mérésekkel.

Minden képlékeny és reoldgiai modell felallitdsakor az alapmérlegek felirasabol és
entropiaprodukci6 levezetésébdl indulunk ki. Esetiinkben az entropiaprodukcid kiszami-

tasdhoz a tomeg-, lendiilet- és energiamérlegeket kell figyelembe venniink.

A tomeget megmaradonak tekintve kapjuk, hogy

p+ poiv' =0, (33)

7 2

ahol p a sfiriség, v a sebességmezd, a pont pedig a szubsztancialis idéderivaltat jeldli.
Az el6zdekhez hasonléan indexes irdsmodot alkalmazunk. A lendiiletmérleg formaja pe-

dig a kovetkezd lesz, ha eltekintiink a kiils6, térfogati er6ktdl, amelyek nem jatszhatnak
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szerepet az anyagegyenletek levezetésénél :

pit — 0,9 = 0. (34)

Itt ¢tV a fesziiltségtenzor. Feltételezziik, hogy a kidzegben nincs belsé impulzusmo-

mentum, tehat a fesziiltségtenzor szimmetrikus: t/ = /¢, A teljes energia mérlege
pé + Oigy = 0, (35)

ahol e a teljes energia fajlagos értéke, ¢! pedig az aramsirisége. Egykomponens(i egy-
szerll mechanikai kontinuumok - elsésorban folyadékok - esetén a belsé energia a teljes
€s a kinetikus energia kiilonbsége. Ezt a definiciot hasznaltuk az el6z6 fejezet surlédasra
vonatkzé megfontoldsaiban is. A rugalmassidgtanban a mechanikai energiat altalaban a
(HELMOLTZ-féle) szabadenergia segitségével kotik a termodinamikai kdvetelményekhez.
Reoldgiai rendszerekben feltételezik, hogy a mechanikai hatast az anyagban végbeme-
nd strukturalis valtozasok késleltetik. Ezt a memoria-, illetve tehetetlenségi jelenséget
egyetlen szimmetrikus masodrendii tenzor dinamikai valtozoval veszik figyelembe. Most
a belsd energidt a teljes energia és a mas energiafajtik (kinetikus, rugalmas) kiilonbsége-
ként fogjuk értelmezni. Mint latni fogjuk, ez egyszertsitéseket jelent a targyalasmodban
€s konnyen megmutathatd, hogy izoterm esetben ekvivalens a hagyomanyos, VERHAS al-
tal is alkalmazott megoldéssal, ahol az entrépiat egészitik ki a dinamikai (vagy belsd)
véltozok kvadratikus formajaval [30]. Az ideélisan rugalmas izotrop kontinuum fajlagos

rugalmas energidja kis deformaciok esetén

Erug = 5(63)2 + péve;, (36)
ahol X és 11 a LAME-allandok, €7 = € — ¢k /36" pedig a deformaci6 nulla nyomi része

(¢’ a nyoma indexes jeloléssel).

A dinamikai valtozot £9-vel jeldljiik és hatdsat figyelembe vessziik a teljes energia
meghatarozasakor. Feltételezziik, hogy jaruléka az eddigi energiafélékhez hasonl6an ad-
ditiv és fiiggetlen, forméja pedig a kinetikus energidéhoz hasonléan - nem véletleniil -
kvadratikus. Ebbdl kévetkez6en az ep belsd energia

U2

€Ep =€ — ? - erug(eij) - edin(gij)' (37)
Az elsd két tagot, a teljes és a kinetikus energia kiilonbségeként meghatarozott szo-
kasos belsd energiat e;-vel jeloljiik:

1)2

= (38)

A belsd, dinamikai viltozdkat nem a belsd energiit, hanem csak az entrépiat médosi-
t6 modon szokés figyelembe venni (1asd pl. [30, 31]). A kétféle megkozelités egyenértékii,
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illetve a homérséklet szerepét illetGen az energidt modositd javaslat fizikailag vildgosabb.
Ez a belsd valtozohoz kothetd kiegészitd energia jelzi, hogy a valtozo segitségével model-
lezett hatdsnak tehetetlensége van. Ha a tehetetlenségi hatasok mikroszkopikus, struktura-
lis mechanizmusat is ismernénk, akkor célszer(i lenne bevezetni a tehetetlenséget jellem-
20, belsd valtozohoz kotd6dd tomegszerl egylitthatot. Ennek hidnyaban a MORSE-lemma
értelmében izotrOp anyagra a belsd valtozdval reprezentalt anyagi kinetikus energia ja-
rulék altalanosan tiszta négyzetes formaban irhat6, mert a skalat nincs okunk barmihez
kotni, azaz:

. 1. ..
eain(€Y) = 55”&3‘. 39)
A hagyomanyos e, belsd energia fluxusara, azaz konduktiv dramsiir{iségére vonatkozdan

pedig a kovetkezd (szokdsos) Osszefiiggést feltételezziik
¢ =q, —t"v;. (40)
Ekkor az e, belsd energia mérlege

Péb + 8jqj = tijﬁjvi. (41)

4.2. ENTROPIA ES MERLEGE

2 7

Az entrépiamérleg felirdsakor az entropiasiirliség valtozoinak megallapitasa, illetve a
konduktiv entrépia-aramstirtiség forméjanak megtaldlasa az alapvetd feladat. Klassziku-
san, gazok és folyadékok esetén ezek az extenziv valtozok siirliségei. A kontinummecha-
nikdban a belsd energia siirlisége €s valamilyen objektiv deforméaciomérték a leggyako-
ribb véalasztasi lehet6ség. Kis deforméacids kozelitésben ezek egyenértékiiek. Az el6bbiek-
ben mar kivalasztottuk az entropia valtozdit, és mindet a belsd energian keresztiil vettiik
figyelembe, azaz s(e,,€”,£Y) = 5(ep). Ennek megfelelden (36)—(39) felhasznéldsaval a
GiBBs-relacio a kovetkezd:

dep = dey — (AN® 07 + ped)dey; — £9de;; = Tds + (t,)7de? — £9d;.  (42)
Itt ()" = %re = \ek 6 4 20 a termosztatikai fesziiltségtenzor, T’ a hdmérséklet.
ij
Innét leolvashat6 (illetve tulajdonképpen az intenziv mennyiségeket és rajtuk keresztiil az
entropiat a parcialis derivaltjain keresztiil definialja), hogy

9s 0s 1 Os  1deny (L)Y Os  1O0egn &

depy  0Oey, T 0éi T Oéi T ' 9gii T oci T

Ezek a parcialis derivaltak a termosztatikai intenziv mennyiségeknek felelnek meg. A
bels6 valtozonk a szokasos értelemben nem biztos, hogy extenziv (altaldban ennek a tulaj-

donsagnak nincs nagy jelent6sége belsd valtozokra), de a hozza tartoz6 entrdpiaderivalt
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nulla volta definidlja a termodinamikai egyensilyt. Mivel ennek értéke a fenti utolsé for-
mulabdl lathatdan &;;-vel ardnyos, ezért a bels6 valtoz6 egyittal VERHAS-féle dinamikai
szabadsdgi fok is, mert termodinamikai egyenstilyban értéke nulla. Dinamikai szabadsagi
fokok lehetnek példaul a kiterjesztett termodinamikaban fiiggetlen valtozoként bevezetett
termodinamikai dramok [32, 31], vagy bizonyos értelemben a relativ impulzus is [33].

7. 7 2 27

Az entrépia konduktiv dramsiriisége a klasszikus valasztds szerint a hGdrams{iriség
és a h6mérséklet hanyadosa: j' = ¢*/T. Mig az entropia véltozdinak kivélasztdsa a fizi-
kai modellezés része, az entrOpia aramanak form4ja a modern kontinuum-termodinamika
modszereivel kiszamolhat6. Itt most ezt a levezetést nem adjuk meg, mert egy hosszasabb
matematikai mddszer (pl. L1u- vagy a COLEMAN-NOLL-eljaras) alkalmazésaval csak a jol
ismert szoké4sos eredményre jutnank. Altaldban bizonyithat6, hogy lokélisan egyenstilyi,
elsérendiien gyengén nemlokélis irreverzilis termodinamikaban — azaz a mi esetiinkben
is — egykomponensi kozegekre az alapmérlegek €s az entropiamérleg egyenlStlenségé-
nek kovetkezményeként az entropia-aramstirliség altalaban a hbaramstrtiség és a hdmér-
séklet hanyadosa [34].

Az entrépiaprodukci6 ezek utan a kovetkezd:

, o J
ps =+ 0(7)" = pilen, e, €7) + O =

— 7056 = t900) = by — SRGy + O =
1, .. o ii ia 1
(17— (1)) ey 2y + g0 20 (43)

Itt felhasznaltuk a kis deformécidk esetén a sebességgradiensre érvényes Osszefiig-
gést:
v, = &5 (44)

Ezek utin a mechanikai folyamatokra szoritkozva feltételezziik, hogy a
homérsékleteloszlas homogén a kontinuumban, vagy a hdéaramsirliség nulla (izo-
term, illetve adiabatikus folyamatok). Ekkor a fenti formula utols6 tagja nulla és az

energiadisszipacio, azaz az entrOpiaprodukcid szorozva a hdmérséklettel a kovetkezd:

To,= (t7 — (ts)7) &; — £;€7 > 0. (45)

4.3. VEZETESI (KONSTITUTiV) EGYENLETEK

A Kklasszikus irreverzibilis termodinamikdban az entrOpiaprodukcié segitségével
termodinamikai er6ket €s dramokat azonositunk, és kozottiik linearis kapcsolatot feltétele-

ziink. Ezzel megoldjuk az egyenl&tlenséget. Ahogy mar az el6z6 fejezetben is emlitettiik,
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az aramok és erdk megkiilonboztetése nem Onkényes €s nincs benne fizikai feltevés, in-
kabb matematikai jellegli. A termodinamikai erdk az allapot ismert fiiggvényei, az ara-
mok pedig konstitutiv - azaz meghatarozando - fiiggvényeket tartalmaznak. Jelen esetben
a fesziiltség és a belsd valtozo evolicids egyenlete a hatdrozatlan, tehat

Er6 | & | ¢V
Aram ‘ t9 — (ts)¥ ‘ g4

A linedéris vezetési egyenletek ezek utan a kovetkez8k lesznek :
t9—(t)7 = Li"ew — Lty éu, (46)
& = Lyew — LY 6. 47

Itt Lyy, Lio, Loy és Loo negyedrendii csatoldsi matrixok, amik izotrop esetben 2-2
skalar egyiitthatot tartalmaznak a szimmetrikus tenzor deformaci6 és belsd valtoz6 gombi
€s deviatorikus részének megfeleléen. Ekkor a fenti egyenletrendszer is két fiiggetlen

részre esik szét:

th—(t) = mué; —mpk, (48)
CL = g e — Mgyl (49)
- (51)

A belsd valtozok altalaban kikiiszobolhetdk a fenti (46)—(47) illetve a (48)—(49)
egyenletrendszerekbdl. Kiilon-kiilon a deviatorikus és a térfogati részekre egy-egy un.
tehetetlenségi POYNTING-THOMSON-modellt eredményeznek [30, 21].

Ennek megfeleléen az entrépiaprodukci6 is kvadratikus lesz a termodinamikai erdk-
ben vagy aramokban, és a skalar és masodrendli szimmetrikus nyomnélkiili tenzorok szét-
csatolédnak :

To, = mu(&4)? — (Mis +mar)ESE7, + mas(€0)%+

+ klléijéij — (k12 + k‘zl)éijg}j + k22§ij§ij- (52)

A tovéabbiakban egy térdimenzids targyaldsra tériink at.

4.4, KOZONSEGES REOLOGIA - AVAGY REOLOGIA HOMOGEN TERMODINAMIKALI
TESTEKRE

Egy térbeli dimenzids eset tobbféleképpen is adddik a fenti egyenletekbdl. Egytenge-

lyti terhelés, vagy csak a térfogatvaltozas targyaldsa is egyetlen skalar egyenletre vezet.
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Ebben az esetben az eredd egyenlet egyiitthat6i a fenti anyagi paraméterek kombinéci-
01 lesznek. Ha az impulzusmérleget nem vessziik figyelembe, akkor a termodinamikai
egyenletek csak az id6beli valtozasokra szoritkozva kozonséges differencidlegyenletek,
homogén kontinuumra vonatkoznak, ezért ezek az esetek a kozonséges, avagy a homo-
gén testekre vonatkoz6 termodinamikanak — a klasszikus termosztatika nemegyensilyi
kiterjesztésének — részét képezik [35].

Osszefoglalva a fenti egyenleteket azt kapjuk, hogy az energiadisszipacié
Toy = (t —dee,) é — Deené >0, (53)

ahol eddigi jeloléseinken roviditve e, = €,,4 + €4in a rugalmas és a belsd véltozéhoz kot-
hetd energia 0sszege:

Ce = Gf + Gi (54)

‘ 2 2

Itt G' a megfeleld rugalmassédgi allando, pl. a YouNG-modulus, ha egytengely( terhelést
tekintiink. G a belsd véltozéra vonatkozé analég anyagi paraméter. A kontinuumegyen-
letekben nem vezettiik be, mert csak reoldgiai jelenségeknél nincs jelentdsége. A kép-
lékenység analdg targyaldasakor azonban lényeges lesz, mert ekkor a belsd véltozénak
konkrét fizikai jelentése van: képlékeny deformécidoként azonositjuk. A termodinamikai
er6k és dramok (53) alapjan

Er6 | é | —G¢
Aram ‘ t”:t—Ge‘ 5

A linearis vezetési egyenletek ezek utan a kovetkezbek lesznek :

tv == llé—llgég, (55)
£ = lyé—LGE. (56)

A belsd valtozot kikiiszobolve a fenti (55)-(56) egyenletrendszerbdl:
0+ 76 = 2nT4€ + 2n€ + 2Gk, (57)

ahol 7 = (Glo)™Y, 297y = [1(Glo)™Y, 2 = (I1ly — l1als1)l; ", Ez az tn. tehetetlenségi
POYNTING-THOMSON-modell, a minimélis modell, amely egyszerre képes szamot adni
a relaxaciorol és a kuszasrdl is, illetve figyelembe veszi az anyagi tehetetlenséget. Figye-
lemre méltd, hogy egyetlen dinamikai valtozos, minimélis termodinamikai elmélet ezt
adja alapmodellként.

Vegyiik észre, hogy a fenti modellnek a kereszteffektusok jelenléte, azaz 15 és loy
nem nulla volta 1ényeges elemét képezi két kiemelendd szempontbol is. Egyrészt ha nincs
kereszteffektus, akkor (55)-(56) két fiiggetlen egyenlet, a belsd valtozonak nincs hata-

sa a mechanikai jelenségekre, és nem kiiszobolhetd ki. Viszont (57)-ben, a kikiiszobolés
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utén, a kereszeffektusok egyiitthatit mar nullanak tekinve is érvényes egyenletiink van.
Masrészt, 115 €s Iy viszonyar6l semmit sem feltételeztiink, szdndékosan. A szimmetrikus
vagy antiszimmetrikus vezetési matrixok kérdése egyrészt a teljes termodinamikai képlé-
kenységelméletnek is egy kulcskérdése (sokak szerint ez donti el, hogy a képlékenységi
modell kapcsolt-e, vagy nem [7]), illetve az (55)-(56) vezetési egyenletekben G értéké-
nek megvaltoztatisa mindig elronthat barmilyen szimmetridra vonatkoz6 felvetést. Ez az
anyagi paraméter raadasul nem hatidrozhaté meg csupin mechanikai mérésekkel, mert
a belso valtozora csak kovetkezményeiben, (57) paramétereinek meghatarozasabdl sze-
rezhetnénk informaciot. Ha pedig G értékét egységnek valasztjuk és csak szimmetrikus,
vagy antiszimmetrikus vezetési egyiitthatokat feltételeziink, akkor szembesiiliink azzal,
hogy modelliink nem j6 a tapasztalatok egy részére ([27] p98). Méasrészt viszont csak a
vezetési matrix szimmetrikus része jelent disszipicidt, és annak antiszimmetrikus - "gi-
roszkopikus" - része nem ad jarulékot az entropiaprodukcidhoz. Azaz, altalanos vezetési
matrixok hasznélata lehet&séget teremt a termodinamikai leirds érvényességi korének je-
lentds kiterjesztésére is. Erre vonatkozdan fontos példat jelent, hogy a MAUGIN-féle dina-
mikai szabadsigi fokok és a belsd valtozok elmélete csak az altalanos esetben egyesithetd
[33]. Megjegyezziik, hogy az ONSAGER dltal adott bizonyitas a reciprocitasi relacidkra
csak tiszta mikroszkopikus hattér esetén érvényes, ezért fenti megallapitasunk nincs el-
lentmondasban vele.

A vezetési egyiitthatok matrixanak szimmetridja az igynevezett disszipacids potenci-
alok 1étezésének is sziikséges és elégséges feltétele. A disszipacids potencial a termodi-
namikai er6knek (vagy aramoknak) olyan fiiggvénye, amelynek parciélis derivaltjaiként
kaphaté meg a fenti (55)—(56) vezetési egyenletek jobb oldala. Jelen esetben, ha 15 = [y,
akkor

-2 A2
D(é,—GE) = zl% —119¢GE + 1 (G§ ), (58)
hiszen

o ) _

E = 516 - llQGfa
0P _

——— = [9e — [1GE.

8(—G€) 12€ 2 f

A disszipacios potencidlok a kapcsolt képlékenység termodinamikai elméletében
kulcsfontossaguak, a folyasfiiggvény, illetve a képlékeny potencidl szerepét jatsszak.

5. A KEPLEKENYSEG TERMODINAMIKAI ELMELETE - KIS
DEFORMACIOK

A termodinamikai képlékenység is egy belsd valtozés elmélet, ahol a belsé valtozot

azonnal fizikai, kinematikai jelentéssel felruhazva, képlékeny deformacioként vezetik be.
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Egy mechanikai leirdsban nincs is sok mas vélasztasunk, mechanikai fogalmakkal kell
megragadnunk a jelenségeket. A képlékenység oka valamilyen belsd szerkezeti valtozas
az anyagban (pl. diszlok4dciok mozgasa, de a szemcsék atrendezddése is ide tartozhat),
amely megvaltoztatja a mechanikai erdket, az anyag bels6 fesziiltségviszonyait. Azaz, a
jelentkezd deformacio csak kovetkezmény, nem vilagos, hogy milyen feltételekkel jelent-
heti alapjat a modellezésnek. Rdadasul a fizikai kép, a valtozo kinematikai jelentése is 1é-
nyeges, ennek feliiletes kezelése kovetkezetlenné teszi a képlékenységelméleteket, ahogy
ezt a nagy alakvéltozasok esetére Bertram megmutatta [36]. Egy termodinamikai leiras-
ban - altaldnosabb alapokon, a relevéns fizikai mennyiséget bels6 valtozoként bevezetve

- vizsgalhatobb a képlékenységre vezetd feltételrendszer.

Ez a bels6 valtozd azonban reoldgiai tarsatdl eltéréen nem tekinthetd egyuittal
VERHAS-féle dinamikai szabadsagi foknak (a VERHAS-féle dinamikai szabadsagi fok
olyan specialis belsd valtozd, amely termodinamikai egyensilyban nulla, azaz a hozza
tartoz6 intenziv mennyiség aranyos magaval a valtozoval). Ugyanis a szoban forgo szer-
kezeti valtozasok maradanddak lehetnek, a kiilsd hatds megsziinésekor sem enyésznek el.

7

Eppen ezért a képlékenység targyaldsakor mar sztatikai szinten is az el6z8 fejezet reold-
giai modelljétdl eltérd feltevéseket tesziink a belsd valtozo és a deformacié viszonyéra,
elképzelve, hogy a bels6 valtozd valtoztatja, adott feltételekkel csokkenti a fesziiltséget,
illetve végsd soron a tarolt rugalmas energiat. Ebbdl kovetkezden az ep belsd energia is

kiilonbozik a reoldgiai targyalasban bevezetett (37) formatol:

2

ep=e— % — e, (€, €M), (59)

A sztatikus mechanikai fesziiltséget az el6z6 rugalmas-reoldgiai esethez hasonldan,

az e, energia deforméci6 szerinti derivéltjaként hatarozzuk meg:

_ e
- 861']' ’

(ts)” (60)

Feltételezziik, hogy a belsd valtoz6é megvaltozasa a deformaci6 valtozasahoz képest
ellentétesen hat a fesziiltségre. A deforméci6 hatisat a fesziiltségre a rugalmassagi modu-
lussal jellemezziik, azaz nemlineéris esetben a fesziiltségnek a deformaci6 szerinti deri-
valtjaval. A fesziiltségnek a belsd valtozo szerinti derivéltja hasonlé negyedrendii tenzor
lesz, ezt a képlékeny deforméacidhoz tartoz6 rugalmassigi modulusnak tekintjiik. A fenti
kovetelmény alapjan a kétfajta rugalmassagi tenzor ardnyos kell legyen, méghozz4 nega-
tiv egyiitthatoval, azaz

ot Ot

86kl e agmn ’ ( )

ahol A®  szimmetrikus és pozitiv definit abban az értelemben, hogy A¥ = A7 tovabba

2;; A7z > 0 minden z;; # O-re. Ezenkiviill A% = AM ¢és AR = A% "a deforméci6 és
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a belsd véltoz6 szimmetrikussdga miatt. Ha A* = allando, akkor a (61) feltétel dgy is
felfoghat6, hogy a deformécioval ardnyos a belsé valtozo, azaz

kl _ Akl ¢#mn
€ = Amnf )

hiszen (61) megoldésa alapjdn ¥ (e® — AF. ¢mn) Ezért, a sztatikus fesziiltség elébbi (60)

definicidja szerint az ey, rugalmas-képlékeny energia
epa(€7,67) = €rug(€? — AP ™) + eqin(EY).

Vagyis a reoldgiai esethez teljesen hasonlé format kaptunk azzal a kiilonbséggel, hogy
a deformalodast a belsé véltozo novekedése csokkentheti. Masként fogalmazva, a rugal-
mas energia csak a deformécidé rugalmas részétdl fiigg, amely a valddi és a képlékeny
deformécid kiilonbségeként all el6. Bevezethetiink tehét egy dj valtozot:

()7 = A7,

Ez a valtoz6 pedig mar képlékeny deformécioként értelmezhetd, visszakapjuk (1)-et. Se-

gitségével a fenti rugalmas-képlékeny energia forméja
epla(eijv (Ep)ij) = erug(eij - (Ep)ij) + edin((ep)ij)- (62)

A tovabbiakban feltételezziik, hogy mind a rugalmas, mind a dinamikai energia kvadrati-

kus és izotrdp fiiggvénye valtozdinak, azaz

erug(€7 — ()7) = S (e — (Gp)§)2 + (€7 = (6,)7) (Ei; — (&p)is) » (63)

ij N2 | oz \id(z
edin«ep) J) = ((Ep)i) + ,U(Ep) ](Ep)ij- (64)
Itt hullammal az adott szimmetrikus masodrend( tenzor nulla nyomu részét jeloltiik
az eddigiekhez hasonléan, \ és u a rugalmas Lame-dllandok, ), i pedig a képlékeny
(keményedd) tartoményban érvényes analég anyagi paraméterek.

A termodinamikai leirds ezek utan is teljesen anal6g a reoldgiai esettel. Az energia
jarulékainak azonositisa utin az entrépia csak a belsé energian keresztiil fiigg az 6sszde-
formaciotol és a képlékeny deformaciotol: s(ep, €7, (€,)) = 5(ep). Ennek megfelelden a
GiBBs-relacio a kovetkezd:

dep = Td3 + (ts)ide” + (t,)id(€y)?, (65)

ahol (t,)Y = a(?iil)a-- a képlékeny fesziiltség. Az eddigieket osszefoglalva az intenziv
ij
mennyiségeket a fenti GiBBs-relicid, illetve (59) és (62) alapjan a kovetkezdképpen ad-
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hatjuk meg:

ds  0s 1
dep ey T’
ds 10epa  10epyy (ts)¥
ocii T 9éi T déi T
33 . 1 8epla . (tp>zg
de,)i — T T

Ha a deforméaci6 nem nulla, akkor bels6 valtozonk értéke termodinamikai egyensuly-
ban nem feltétlen nulla. Ezért a bels6 valtoz6 nem lesz VERHAS-féle dinamikai szabadsagi
fok, ellentétben a reoldgiai esettel. Az el6z0 fejezet szamitasait megismételve végiilis az

entropiaprodukcid kovetkezd lesz:

Tos= (tij - (ts)i]) éij - (tp)ij (ép>ij 2 0. (66)

Ezért aztan, szem el6tt tartva, hogy mind a sztatikus, mind a képlékeny fesziiltség
ismert fiiggvénye az alapvaltozoknak, a megfeleld termodinamikai er6k és aramok a ko-
vetkezbek lesznek :

Er6 | & | —(t,)Y
Aram | t7 — (t,)7 | (&,)y

A linearis vezetési egyenletek ezek utan
t7—(t)7 = LYew — Ly (t)w, (67)

(&))" = L¥Mew — LY (t,)u. (68)

A fenti egyenletrendszer izotrop esetben érvényes véltozata is nagyon hasonld, mint
az el6zo fejezetben:

—(ts)' = mué; —ma(ty);, (69)
(&) = maué;—ma(ty), (70)
— (1) = kel — k(L)Y (71)
(6,)9 = k1€ — koo(t,)V. (72)

A belsd valtozok kikiiszobolése most is lehetséges, ha feltételezziik, hogy a vezetési

egyiitthatok allanddak.

Ez az egyenletrendszer azonban még nem képlékenységi elmélet, a képlékeny visel-
kedés egy fontos eleme, maga a képlékenységi feltétel és hatir sehol sem jelenik meg

benne. A megoldasai is mutatjak, hogy eddigi feltételeink sem tartalmazzak rejtetten. A
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képlékeny deforméicidonak ugyanis megvan az a tulajdonsaga, amit a bevezetésben emlitett
Osszes elmélet alapul vesz, hogy csak bizonyos fesziiltség-, energia-, vagy egyéb feltétel
teljesiilése esetén kezd véltozni. A viselkedés a tapadasi surlodashoz hasonld, a termo-
dinamikai képlékenység elméletének mechanizmusat alkalmaztuk a masodik fejezetben.
Ha a képlékenység csak deviatorikus fesziiltség hatisara 1ép fel, mint a fémekben, akkor
az ott leirt gondolatmenet alapjan reoldgiai motivacioju egyenletrendszeriink mddositasa
kézenfekvd. Legyen (72)-ben a koo egyiitthatd nemlinearis és (31) szerint fiiggjon a ter-
modinamikai er§tdl, jelen esetben ()" -t61. Természetesen a kontinuummodell bonyolul-
tabb egyenletei tobb kérdést nyitva hagynak, de az egyik legegyszer(ibb olyan valtoztatas,

amelytdl képlékeny viselkedést varhatunk, a kovetkezd:

ks

1+ 22| 7

k22

= 1/(%,)¥(t,);; a képlékeny fesziiltség deviatorikus részének abszolit értéke.

It |2,

Ez a képlékenységi modelliink kulcsfontossagu utolso feltevése.

A kapott vezetési egyenletekkel az entrépiaprodukcid

To, =mu (€92 — (Mg +ma1)éL(ty): + maa(t,) 2+
ko

k11€55€" — (kio + ko1 )€ ()" + T_iﬁﬂ

> > 0. (74)
Az utolsé tag figyelemre mélté. Ugyanis, ha ks|t,|/o. > 1 akkor a o.|t,| formara
egyszertisodik, ekkor a tobbivel ellentétben nem kvadratikus. A kovetkezd fejezetben latni
fogjuk, hogy ez felel meg az idedlis képlékenységnek. A termodinamikai d&ram abszoltit
értékét tartalmazo entropiaprodukcié — a kvadratikus forma helyett — a termodinamikai
képlékenységelmélet védjegyszeri jellemzGje. Ha a fenti vezetési matrix szimmetrikus,
akkor az entrépiaprodukciobdl konnyen megadhatjuk a vonatkozo disszipacids potencidlt,
amit az els6 fejezetben mondottak alapjan a képlékeny potenciallal azonosithatunk :
miy
2

ki . ... . N 2 ko -
—ng‘jgﬂ — ko€ (tp)" + ‘70|tp’ -2 In(1+ _2’tp| (75)
2 k2 Oc

® (6,7, (1p);, (1)) = = (€)= muaéi(t,); + = ()" +

A disszipacios potencidl egyes valtozoi szerinti derivaltak a (69)—(72) egyenletek jobb
oldalai adjak.

A tovabbiakban néhiny nagyon egyszer(i esetben szemléltetni fogjuk, hogy valéban
képlékenységi elméletet adtunk meg, méghozza egy dinamikus, kinematikai keménye-
do és disszipativ képlékenységi elméletet, a viszkoelasztoplaszticitis talan legegyszer(ibb

modelljét.
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5.1. KOZONSEGES KEPLEKENYSEG - KEPLEKENYSEG HOMOGEN TESTEKRE

Hasonl6an a reoldgiai esethez, a homogén képlékeny test egyenletei is tobbféle ter-
helés hataséra johetnek 1étre.

A rugalmas-képlékeny energia kvadratikus formdja, azaz (62) az egydimenzios ho-

mogén esetben a kovetkezd lesz:

_e)2 2
eptal€, €) = G% +G2. (76)

Ennek megfelelGen a sztatikus fesziiltség és képlékeny fesziiltség

aepla

Oe = G(€ - 61’)7
Depla - -
e = G(e, — ) + Gep, = —Ge + (G + G)ep.
p

A rugalmas-képlékeny energiafiiggvény konvex, ha G és G pozitiv. Emlékeztetiink,
hogy ez a termosztatikai kép interpretalja bels6 valtozonkat képlékeny deformécidként, a
két allandot pedig a rugalmas és a keményedési modulusként (tehat a G = 0 esetben lesz
a képlékenység idedlis).

Az entrépiaprodukcid (66) formulaja valtozatlan marad:

0€pia Oepla .
Tas:(t— g’: )é— 55 ¢y > 0. 77)
p

A termodinamikai erd6k és dramok pedig a termosztatikai és a képlékeny fesziiltsé-
Bepla 2 8epla

gekre bevezetett ¢, = == és 1, = = jelolésekkel
E6 | ¢ |-t
Aram ‘ t—ts | €
A vezetési egyenletek ezek utan a kovetkezdek
(t - ts) = 116 - l12tp, (78)
€p = loe—lst,. (79)

Ezeket most atranszformaljuk az dgynevezett vegyes er6-aram reprezenticioba [37]. Az

atrendezés a szigoruan linearis esetben (konstans és invertalhat6 vezetési matrix) ekviva-

7 7z c 2z

lens az el6z6 fejezet reprezentacidjaval [38, 39]:

E=ITMt—ts) — Tty = Lt —ts) + Loty (80)
ép - lfllgl(t - ts) + <—l2 + lf1l12l21>tp == 221<t - t3> + ZQtp. (81)
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A teljes nemlinedris transzformacio helyett viszont a nemlinearitast most mas, a kép-
lékenységi irodalomban hagyoméanyos mddon, (29)-el analdég forméban fogjuk a szami-
tdsokban hasznilni. Tegyiik fel tehat, hogy az ly egylitthato specidlis. Egyrészt tartalmaz
egy konstans, reoldgiai tagot, amely (57) szerint a relaxicids €s disszipativ hatasokért
lesz felel6s. Masrészt, ha ez a konstans tag nulla, akkor a képlékeny deforméacidhoz tarto-

Oepiq

Oep
erd - csak a képlékeny deformécid eldjelét képes meghatarozni, nagysagat nem. Azaz

z6 termodinamikai intenziv paraméter ¢, = - jelen esetben egyuittal termodinamikai

feltételezziik, hogy

Iy = &yl o0+ 1, (82)

ahol [ és o, pozitiv dllandok. Latni fogjuk, hogy o. a folyési hatarfesziiltség szerepét
jatsza. Az 21,212, 221,1 vezetési egylitthatokra a nemnegativ entrépiaprodukcidbdl kovet-
kez6 szokasos termodinamikai egyenldtlenségek érvényesek. Latni fogjuk, hogy ez a faj-
ta - termodinamikailag kovetkezetlen, de a képlékenységtanban szokasos - nemlinearitas
ugyanolyan hatdst eredményez, mint amit a tapadasi sirl6das kapcsan mar tapasztaltunk:
a képlékeny deformécid csak egy fesziiltségkiiszob atlépése utan kezd névekedni.

Az entropiaprodukcid, illetve az energia disszipacié megfelel6 tagja most sem kvad-
ratikus, hanem |¢,|-vel aranyos, ha [ = 0. Ez a vegyes reprezenticié miatt nem egészen
nyilvanval6, mert ha (77)-be egyszeriien visszahelyettesitjiik a fenti vezetési egyenleteket,
kvadratikus format kapunk. Teljes aramreprezentacidt valasztva, azaz a termodinamikai
erbkkel kifejezve a termodinamikai dramokkal és behelyettesitve az entrépiaprodukcid-
ba nem keveredik az l, vezetési egylitthato €, fiiggése a hozzé tartoz6é termodinamikai
erovel. Ez a kovetkezmény - vagyis, hogy a disszipacié a képlékeny deformacié iddde-
rivaltjanak elsérendli homogén fiiggvénye - a termodinamikai képlékenység elméletének

kiindul6pontja szokott lenni.

A vezetési egyiitthatok tulajdonsigait kidomborité targyaldsunk arra mutat ra, hogy itt

224 2

a masodik f6tétel egyenldtlenségének egy olyan megoldisardl van sz6, amely az irreverzi-
bilitas egy, a megszokottol eltérd, uj modjat reprezentalja. A linedris vezetési egyiitthatok
a surlodasos, diffuzios, relaxacids jelenségekben megnyilvanul6 disszipaciot jellemzik, a
tapadasi strlddasos jellegliek pedig hiszterézises jelenségekben jelentkezd irreverzibilitas

mechanizmusat mutatjak meg.

A képlékenység elméletének alapfeltevése, hogy a képlékeny deformécio csak egy
bizonyos fesziiltség felett 1ép fel. A termodinamikai elmélet sz€psége, hogy ezt a visel-
kedést a klasszikus képlékenységnél mélyebb szinten modellezi, mivel nem kozvetleniil a

tapasztalt kovetkezményeket, hanem az okokat probalja matematikailag megragadni.
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5.2. MEGOLDASOK

A megoldandé differencidlegyenlet-rendszer tehét a fentiek alapjn az iddderivaltak
kikiiszobolésével adodik :

Ha ¢, > 0, akkor

. e\ < Oeya  » . _
g = ll (t— il )—f—lu i :ll(t—G(E—Ep))+l12(—G6+(G+G)€p),(83)

Oe Oep
3 Oepiq Oepia N
. l12 (t B 861 > +1 E)ezl, llg(t — G(€ — Gp)) + O'Cl
& = - — o+ —- e (84)
R 1+ 0.4 (—=Ge+ (G+ G)ep)

Ha ¢, <0, akkor

. Bea\ 5 Oepa - \ a
g = l1 (t— il >+l12 . = 1<t—G<€—€p))+l12(G€—(G+G)€p), (85)

Oe Oep
7 — aeplﬂ« 86pla ~
: _ l12 (t Oe ) +1 Oep _ O'kl i llg(t — G(E — Ep)) — ?’Cl (86)
’ | — g1 %t 1— 0, 1(~Ge + (G+ Q)ey)’

Vagyis, attdl fiiggden, hogy a képlékeny deforméacié novekszik, vagy csokken, a o,
elotti eldjelet megvaltozatjuk az (83)-(84) egyenletrendszerben. Az itt targyalt homogén
esetben a POYNTING-THOMSON-modellhez hasonl6an €, akar ki is kikiiszobolhetd. A (83)-
(86) egyenletekkel egy reoldgiai-képlékeny POYNTING-THOMSON-testet adtunk meg fe-
sziiltségi (TRESCA) tipusu képlékenységi feltétellel.

Tekintsiink el6szor egy mechanikai egyensulyi esetet, amikor nincs viszkozitas, a fe-

Oepla

de °
sziiltség nulla. Legyen a felterhelés sebessége v = 1, a hatarfesziiltség 0. = 1, a tovabbi

paraméterek értékei pedig [ = 0.05, G =1 és G = 0.05 ¢(0) = 0. Ekkor a deformaci6
id6fiiggése az 6. abran, a fesziiltség deformaciofiiggése pedig a 7. dbran lathat6. Az [ kép-

a viszkozus fe-

sziiltség megegyezik a termosztatikai fesziiltséggel, azaz t = t, =

1ékenységi paraméter szerepét a 8 abran szemléltetjiik, ahol [ = 0.01,0.1,1,. Itt a kisebb
paraméter €lesebb folyashatart jelent. [ és A szerepe tulajdonképpen hasonld, ha egyiitt
1épnek fel. Nagy I, éskis [ eredményez éles képlékeny dtmenetet.

A fenti egyenletrendszer egy linedrisan kinematikai keményedési modell, ahogy azt a
4. abra mutatja. Itt 0. = 0.5 és t = 0.6-ndl a terhelési sebesség eldjelet valt. A szinvaltdsok
a képlékeny deformécié monoton véltozdsanak szakaszait jelzik, amikor a differencial-
egyenletben a megfeleld tag eldjelet valt. Megfigyelhetd a "ratcheting” jelensége is, bar

itt csak egyetlen ciklust abrazoltunk.
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6. KOVETKEZTETESEK ES MEGJEGYZESEK

A képlékenységtanba disszipacidt is bevezetd elméletek altaldban csak a KELVIN-
VoIGT-testet tartalmazzak, azaz csak a viszk6zus hatdsokat képesek modellezni. Maugin
ugyan emliti, hogy a relaxacids hatasért felel6s MAXWELL-test is a termodinamikai elmé-
let része, de annak modellezésére kiilon belsé valtozot vezet be [8]. Masrészt, a kemé-
nyedésért és a képlékenységért felelds belsd valtozokat is sokan kiilonvalasztjak [16]. Az
altalunk targyalt modellben egyetlen belsé valtozé modellezi a kiszési, a relaxicids és a
képlékenyedési jelenségeket.

A képlékenységre vezetd alapfeltevés az, hogy a vezetési egyenletek altal eredménye-
zett disszipacidé nem feltétlen a klasszikus lineéris és konstans egyiitthatok altal sugallt
kvadratikus, a termodinamikai &ramokban mésodrendlien homogén forméaju lehet, hanem
attol eltérd, a termodinamikai &ramokban els6rendiien pozitivan homogén is. Specidlisan
a belsd valtozohoz tartozé tagrdl elegendd feltételezni ezt a tulajdonsagot. Az altalunk itt
javasolt ONSAGER-egyiitthaté formak erre vezetnek.

A hagyomdinyos targyalasban alapfogalomként — képlékeny potencialként és egyut-
tal folyasfiiggvényként - hasznalt disszipacios potenciilok 1étezésének feltétele a ONSA-
GER reciprocitasi relacidinak fennélldsa, azaz a szimmetrikus vezetési métrix (pontosab-
ban a nemlinedris GYARMATI-LI reciprocitési relaciokat kell megkovetelniink [40, 41]).
Ezért egy altalanos targyaldsban a bels valtoz6 iddderivaltjatdl fiiggd disszipacids po-
tencial helyett érdemes a vezetési egyenletekbdl kiindulni. Ez esetben vizsgalhatd, hogy
ez az altalanositds mennyiben vezet a nem kapcsolt képlékenység leirasra.

Viszkozus, reologiai hatasok regularizaljak és stabilizaljak, megoldhatobba teszik az
az idedlis képlékenység egyenleteit [9]. Az egyenletek (teljes parcialis differencidlegyen-
lete rendszer) sajatos szerkezete miatt a szokasos numerikus stabilizalasi technikdk (hi-
perbolikus kiegészités, numerikus viszkozitds) nem miikodnek a képlékenység esetén. A
fenti differencidlegyenletek példaul | = 0 esetben mar nem differencidlegyenletek, ezért
nehezebben értelmezhetdek és targyalhatdak numerikusan. Targyalasmodunk értelmezi
a képlékeny deformacioval kapcsolatos irreverzibilitast, ezért klasszikus képlékenység-
elméleten tulmutatd, valodi dinamikus képlékenységi feladatok esetén lehet jelentdsége,

mint példaul a képlékenyedési frontok terjedésének modellezése.

7. KOSZONETMONDAS

Ko6szonet MATOLCST TAMASsnak, aki ravildgitott a képlékenységelmélet miikodésére,
AsszoNYI CsABAnak, FULOP TAMASnak és FEKETE TAMASnak akikkel egyiitt még most

sem gondolom, hogy ez ilyen egyszerl lenne, de akik biznak benne, hogy mar igy is sok
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mindenre j6. A munkat az Otka K81161 palyazataval timogatta.
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International Society for Rock Mechanics
Meérnékgeologia-Kozetmechanika 2010 Konferencia, Budapest

AZ ANYAGI INSTABILITAS VIZSGALATANAK LEHETOSEGEI

Béda Péter
MTA-BME GEPEK ES JARMUVEK DINAMIKAJA KUTATOCSOPORT, BUDAPEST
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A kontinuumok anyagi instabilitasanak vizsgalatai soran a kovetkezo alapveto kerdések és
problémak vethetdk fel: van-e egységes definicio az anyagi instabilitasra, talalhato-e altalanos
modszer az egyes instabilitasi esetek vizsgdlatdara, indokolt-e a szakirodalomban mutatkozo
eltéerés a véges szabadsagfoku rendszerek és a kontinuumok stabilitasvizsgalati modszereiben. A
dolgozat a felsoroltakat a dinamikai rendszerek elméletének eszkozeivel kivanja targyalni.
Ennek megfelelden elonyosnek igérkezik a kontinuumot dinamikai rendszerként kezelni, és
sziikséges a szilard testek mechanikdjaban hasznalt anyagi instabilitasi esetek és a stabilitds-
vesztéssel kapcsolatos egyes fogalmak, valamint a dinamikai rendszerek stabilitiselmélete és
tipikus stabilitasvesztési modjai (statikus, illetve dinamikus bifurkacio) kozotti dsszefiiggések
megkeresése.

BEVEZETES

A szilard testek mechanikédjanak az utdbbi évtizedekben egyre nagyobb jelentoségii
kutatasi terlilete az anyagi instabilitds jelenségeinek tanulmanyozasa. A témaval
kiilonosen az 1960-as, 70-es években tobb dolgozat foglalkozott. Ezek koziil alapvetd
RUDNICKI ¢s RICE cikke [65]. Ebben a szerzok a szakirodalomban publikalt olyan
vizsgalatok eredményeit Osszegzik, melyek a szokdsos nyomokisérlet sordn a kdzetek-
ben jelentkezd rideg toréssel foglalkoznak. Azt talaljak, hogy a kisérleti probatestekben
a kvazi-statikusan ndvekvo terhelés hatasara kialakulo roncsolddas egy keskeny, nyirdsi
vonalnak (az angol szakirodalomban ,,shear band”) nevezett rétegre korlatozddik.

RUDNICKI €s RICE hipotézise szerint ez a (lokalizdcionak is nevezett) jelenség az
anyag (makroszkopikus) inelasztikus viselkedésének egyfajta instabilitdsaként
értelmezhetd. Mivel ennek az allapotnak a kialakuldsdban az anyag tulajdonsagat leird
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konstitutiv egyenletek szerepe a meghatarozo, a jelenséget konstitutiv, vagy késobb
anyagi instabilitasnak nevezik.

A konstitutiv egyenletekhez kapcsoldodd instabilitds fogalma eredetileg DRUCKER
[34], [35], [36], illetve HILL [42], és BisHOP [25] munkain alapszik. Ezen klasszikus
definiciok mellett, a dinamikai rendszerek elméletében az utdbbi évtizedekben
bekovetkezett jelentds fejlodés hatasara, tobb szerzé alkalmaz a Ljapunov stabilitassal
analog megfogalmazasokat. Igy jar el példaul BoLOTIN [26], ERINGEN [37].

A legtjabb kutatdsok dontden numerikusak, azonban szinte minden esetben
végeznek analitikus szamitasokat is (példaként emlithetjiik PETRYK €s THERMANN 2002-
ben megjelent cikkét [64]). A kiilonféle feladatokban felmeriild anyagi instabilitasi
jelenségek vizsgalatat az egyes cikkek szerzdi, az alapegyenletek felirasa utan, mas-mas
stabilitasi—instabilitasi definiciok mellett végzik.

A stabilitds megfogalmazas mellett természetesen az alkalmazott mddszerekben is
eltérés van. A legfontosabbak

e a DRUCKER-posztuldtumra alapozott szamitas;

o a konzervativ rendszerekre érvényes teljes potencialis energia minimum
feltételeinek keresése;

e a RICE [9] altal alkalmazott m6édon a negyedrendi konstitutiv érintd
tenzor, és a hozza kapcsolddo akusztikus tenzor sajatértékeinek vizsgalata;

e az anyag homogén allapotanak harmonikus hullammal, vagy
periodikusan perturbalt viselkedésének kovetése.

Az eddigiekben emlitetteknek megfelelden, a kapott eredmények értelmezése tobb
ponton is erdsen vitatott. A megoldatlan kérdések két példaja keriil eldtérbe a jelen
értekezésben. Az egyik a végeselem modszer alkalmazasanal sok esetben fellépo ,,mesh
sensitivity”, melyet részleteiben DE BORST ¢s munkatarsai 1993-ban publikalt [29]
Osszefoglalo cikke mutat be. Az angol nyelvii szakirodalomban a ,,mesh sensitivity”
alatt azt — a lényegében numerikus bizonytalansagot — értik, amikor egy végeselem
modszer alkalmazasaval megoldott feladat eredményét (példaul a lokalizacids zona
méretét vagy orientacidjat) dontéen befolydsolja az alkalmazott végeselem hald
felvétele.

A mar 1976-ban RICE [9] altal felvetett ,flutter” jelenség értelmezése a masik
probléma. Fontosabb cikkek ebben a témaban példaul NEEDLEMAN és TVERGAARD [8],
LORET €s HARIRECHE [44], illetve BIGONI €s WILLIS [6] munkai.

Mindezek alapjan felmeriil, hogy lehetséges-e egységes megkozelités, és ha igen,
akkor milyen modon végezhetd el az anyagi instabilitas vizsgalata.
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Ebben a dolgozatban az anyagi instabilitasi jelenségeket a dinamikai rendszerek
stabilitdselméletének eszkozeivel fogjuk vizsgalni. A  kontinuumot dinamikai
rendszerként vizsgalva megmutatjuk példaul, hogy 0Osszefliggés van a dinamikai
rendszer kritikus sajatértékeihez tartozo altér dimenzidja és a ,,mesh sensitivity”
jelenség kozott. Hasonld médszerrel levezetjiik azt is, hogy a klasszikus értelemben vett
[9] lokalizacié (illetve ,,divergencia”) tipusu instabilitds soran egy dinamikai rendszer
sajatértékei nullan 4t negativrol pozitivra valtanak eldjelet, mig a , flutter” tipusa
instabilitas esetében a komplex sajatértékek valos része valik pozitivva.

AZ ANYAG STABIL VAGY INSTABIL ALLAPOTA A KONTINUUM MECHANIKABAN

A szakirodalomban alapvetd RUDNICKI €s RICE cikke [65]. Dolgozatuk kiinduld
gondolata az, hogy a lokalizacios réteg nem mikroszkopikus repedések egyesiilése
révén jon létre, miként azt korabban masok feltételezték. A szerzék magyarazata szerint
a lokalizacids tartomany kialakulasa — a kontinuum hipotézis fennallasa mellett — az
anyagnak a konstitutiv egyenletbdl levezethetd egyfajta instabil viselkedésére utal.

Feltételezésiik szerint a szilard test deformacidja

A kiindulaskor homogén, és a konstitutiv relacidok
szerepe a dontd abban, hogy a novekvd terhelés soran

Stabil Instabil az alakvaltozasi allapot egy eldgazasi (bifurkécios)
________________ ponthoz ér. Ekkor egy olyan inhomogén alakvaltozasi
allapot jelenik meg, amelyben a deformacié nagy
része egy sikokkal hatarolt igen keskeny lokalizacids
zonaba (pl. nyirasi vonal) koncentralodik gy, hogy

de | azon kiviil a homogenitds megmarad.

Az instabilitas ilyen értelmezése részben eltér a
kontinuumok  mechanikdjaban, a  konstitutiv

&
'

egyenletek megfogalmazasa soran, korabban felvetett
1. abra . Az egytengelyii szakito-

: : . stabilitdAs — instabilitds problematikatdl. Ennek
diagram stabil és instabil szakaszai

részletes dsszefoglalasa talalhaté LUBLINER konyvében
[46]. Megtudhatjuk beldle, hogy az egytengelyll o fesziiltség és & nyuilads fliggvényét
abrazold szakitodiagramon, az /. dbran bemutatott

dedo

szorzat eldjele alapjan, stabilnak, illetve instabilnak adodé szakasz kiilonithetd el.
Tobbtengelyt fesziiltségallapotra torténd kiterjesztésébdl DRUCKER 1951 és 1959 kozott
publikalt cikkeiben [34], [35], [36], valamint BiSHOP és HILL 1951-ben [25] adott
stabilitasi kritériumokat. Az idézett konyvében LUBLINER megemliti azt is, hogy
MANDEL mar 1964-ben kimutatta [47], hogy a DRUCKER (illetve BisSHOP és HILL) altal
kidolgozott feltételek nem sziikséges feltételek.
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Egy masik, a konstitutiv elméleteknél jelentkezd stabilitdsi fogalom az alapja
PETRYK [54], [55], [56], [57], [58], [59], illetve PETRYK és THERMANN [60], [57], [61],
[62], [63] szdmos publikdcidjanak. A megkozelités [46] értelmezésében a rugalmas
stabilitason, illetve a LAGRANGE-DIRICHLET tételen [38] alapszik. A rugalmassagtanban
alkalmazott stabilitds fogalom egész részletesen olvashatdo példaul NGUYEN [53]
jegyzetében. Ki kell azonban emelni, hogy a PETRYK altal végzett stabilitasvizsgalat
csak konzervativ rendszerekre érvényes.

Ez a definici6 és stabilitdsvizsgalati modszer tulajdonképpen megegyezik a
dinamikai rendszerek elméletében alkalmazott Ljapunov értelemben vett stabilitassal, és
az ugynevezett Ljapunov-féle direkt modszerrel (részletesen lasd ROUCHE és
szerzétarsai [68] konyvében).

A rugalmasséagtanban alkalmazott képletek (lasd TRUESDELL [73], illetve MARSDEN
¢s HUGHES [48]) kiterjesztésével, a stabilitds egy masik megkozelitése is ismert. Itt
fontos szerepet jatszik a

(1) (szkl )elastic (i,j,k,l _ 1,2,3)

negyedrendli rugalmassagi tenzort felhasznalva definialt, a testben az n; (j = 1, 2, 3)
egységvektor iranyaban terjedd hullamok sebességét megado

1 elastic . .

(1) [—(Kl.jk,)’ f nin]} (i, j,k.1=123)
o,

akusztikus tenzor, mellyel tobbek mellett GURTIN [40] foglalkozik részletesen.

Kimutatja, hogy ez a tenzor pozitiv definit akkor €s csak akkor, ha a negyedrendii

rugalmassagi tenzor egy szigoru értelemben vett elliptikus (,,strongly elliptic”) tenzor.

A (1) és (2) tenzorok altalanositasaként vezetik be a nem-rugalmas alakvaltozasra a
konstitutiv érintd tenzort, valamint a hozza kapcsoldédd akusztikus tenzort (példaul HiLL
[42] és RICE [9] ). A szakirodalom szerint ha a konstitutiv érintd tenzor Osszes
sajatértéke valos és pozitiv (vagyis fennall szigoru értelemben vett elliptikus tulaj-
donsag), akkor az anyag allapota stabil. RICE nyoman az anyagi instabilitas felléptét a
szigoru értelemben vett elliptikussag elvesztésével (,,loss of strong ellipticity”’) azono-
sitjak.

RUDNICKI és RICE [65] az anyagvizsgalati nyomd kisérletnek megfelelden terhelt
kontinuumok esetét vizsgalta. STOREN €s RICE [67] egy, a probatestek htizasa soran
megfigyelt, instabilitasi jelenség esetét vizsgalja hasonlé modon. Ez az instabilitas a
fémes anyagok jellegzetes szakitd vizsgalataban Iép fel a torést kozvetleniil megeldzo
beflizodés kialakulasanal (az angol szakirodalomban ,,necking”).

Egy késébbi dolgozataban RICE [9] kettévalasztja a lokalizacids zona egzisztencia-
jara, illetve az anyagban mozgd szingularis feliilet (altaldnositott hullam) terjedésének
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feltételeire vonatkoz6 vizsgalatokat. Ebben témaban alapvetd munka THOMAS konyve
[71], mely szintén targyal stabilitdsra vonatkoz6 vizsgalatokat HADAMARD [41] kony-
vére épitve. RICE [9] a hulldm terjedésének tulajdonsédgait leiré akusztikus tenzor
felhasznalasaval az anyagi instabilitas két alaptipusat kiiloniti el. Ezek az akusztikus
tenzor sajatértékeinek vizsgalatdhoz kapcsolodnak, és a negyedrendli konstitutiv érintd
tenzorhoz kapcsolodo akusztikus tenzorra vonatkoznak.

Az anyag allapota stabil, ha az akusztikus tenzor Osszes sajatértéke pozitiv.
Amennyiben egy koziiliik nulla értéket vesz fel, ugynevezett ,,divergencia” tipusu
ségei adjak. A masik lehetdség az anyagi instabilitas fellépésére az az eset, amikor az
akusztikus tenzor sajatértékére komplex szam adodik. Az angol nyelvii szakirodalom
ezt az esetet ,,flutter” néven emliti. A ,,flutter” tipusu instabilitdsra mindezidaig kielé-
git6 fizikai interpretacidt nem talaltak [8], noha bizonyos részeredmények mar ismertek
példaul BIGONI, LORET €s WILLIS tobb munkajaban [6], [23], [24], [21], [22]. MARTINS és
munkatarsai kimutattak a peremfeltétel altal generalt ,,flutter” megjelenését is [45].

Mivel az akusztikus tenzor sajatértékei a hullam terjedési sebességeinek négyzetei, a
hullamterjedéssel kapcsolatos megkozelités kissé leegyszertiisitve azt jelenti, hogy a
szilard test allapota stabil, ha a benne keltett hullamok regulérisan terjednek. Gyakran
ezek a hulldmok harmonikusak, mint RICE [9], vagy az utobbi években ZHANG és
SCHREFLER [74] cikkében.

RICE 1976-ban publikalt cikke [9] az anyagi instabilitas egyik klasszikus és sokszor
idézett referencidja. Az ott alkalmazott negyedrendii konstitutiv érint6 tenzorhoz kap-
csolédo akusztikus tenzor jelenleg is fontos eszkdze az anyagi instabilitdssal kap-
csolatos vizsgalatoknak. Ezen tenzor sajatértékeinek vizsgalatara épitett eljaras alapjan
kiterjedt képlékeny instabilitasi vizsgalatokat végez SCHREYER [52].

Még a legfrissebb publikacidk is gyakran a RICE [9] munkdjaban leirt modszert
kovetik (RUDNICKI [69]). Egyes esetekben kisérleti adatokkal is kiegészitik a vizsga-
latokat mint DESRUES €s CHAMBON [31]. Hasonl6 eredményre vezet a periodikus pertur-
bacios stabilitasvizsgalat. BENALLAL és CoMI [20] 6sszehasonlitja a RICE-féle (a negyed-
rendl konstitutiv érintd tenzor €s a hozza kapcsolddd) akusztikus tenzorra alapozott, a
harmonikus hullamokkal végzett €s a perturbaciés modszereket. A szerzok a feladatban
alkalmazott valtozé fliggvény mezoket (az elmozduldsmezdt, a fesziiltségmezot, stb.)
perturbaljak.

A jelen dolgozatban az egyes instabilitasi tipusokat, a hagyomanyosan a negyed-
rendi konstitutiv érintd tenzorhoz kapcsolddd akusztikus tenzor sajatértékeivel definialt
,divergencia” és ,flutter” elnevezések helyett, statikus és dinamikus bifurkacio-nak
fogjuk hivni. A két fogalom részletes bevezetését a dinamikai rendszerekkel foglalkozo
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szakirodalomban taldljuk (példaként emlithetd CHOW €s HALE [28] vagy TROGER €s
STEINDL [72] konyve).

A hagyomanyos anyagmodelleken végeselem moddszerrel végzett numerikus
vizsgalatok, az anyagi instabilitas jelenségeinél, egyfajta szamitasi bizonytalansagot,
nevezetesen erds fliggést mutattak az elemek méretétdl. Egyes konkrét dinamikus
feladatokban sebességfiiggd anyagtorvény (példaul viszkozus csillapitas hatésa)
alkalmazasaval oldjak meg ezt a problémat. Igy jar el példaul DE BORST, SLUYS,
MUHLHAUS szerzotarsaival tobb cikkében [66], [29], [51].

A bizonytalansag kikiiszobolésére a numerikus vizsgalatokban alkalmazott masik
lehetdség az ugynevezett nem-lokalis anyagmodellek (gradiens-fiiggd anyag, anyagi
hosszlsag stb.) hasznalata [12], [13], [10]. MUHLHAUS és AIFANTIS [50], DE BORST és
MUHLHAUS [30], valamint DE BORST €s tarsszerzOi részletes Osszefoglaldst adnak az
egyfazisu, gradiens-fiiggd szilard kontinuumokban fellépo lokalizacids jelenségek anali-
tikus €s numerikus vizsgalatairdl.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a szilard testek anyagi instabilitasi problémaiban mar
tobben sikerrel alkalmaztak — pl. AN [3], [4], illetve AN €s SCHAEFFER kozleményében
[5] — a bifurkacidelmélet strukturdlis stabilitas, tipikussdg fogalmat (az ARNOLD [17]
konyvben szereplé felfogasban), vagy a stabilitisnak a dinamikai rendszerekkel
kapcsolatos értelmezését (DE BORST [27], DOBOVSEK [32], vagy DOBOVSEK €és MORAN
[33]). Ezek a dolgozatok azonban csak a mar (végeselemes, illetve periodikus
perturbacios modszerekkel) diszkretizalt esetre szoritkoztak, €s a probléma végtelen
dimenzios jellegétdl Iényegeben eltekintettek.

DINAMIKAI RENDSZEREK ES A BIFURKACIOELMELET

A Ljapunov értelemben vett stabilitds Iényege az, hogy a vizsgalt (példaul a v = 0)
egyensulyi megoldast (az S° allapotot) stabilnak mondjuk, ha a megzavart v’ (t) megol-

das (sebességmezd) ,,elegendden kozel” marad v = 0-hoz a ¢ id6 minden pozitiv
értékére. Hasonlo definiciokat a kontinuum mechanikéban is tobben hasznalnak, példaul
HiLL [43], ERINGEN [37], vagy NGUYEN [53]. A kovetkezd bekezdésben a legalapvetobb
stabilitasi definiciot irjuk fel.

Legyen valamely
3) x=g(x), xeR"

n-dimenzids kozonséges autonom differencidlegyenlet-rendszer egyensulyi helyzete
x =0, azaz

0=g(0).
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Jelolje a (3) rendszernek az x° kezdeti értékhez tartozé megoldasat x(xo,t) . Ekkor a

definici6 a kovetkezoként adhaté meg:

Azt mondjuk, hogy a (3) differencidlegyenlet-rendszer O egyensulyi helyzete
Ljapunov értelemben stabil, ha minden tetszdleges kicsi ¢ > 0 -hoz 1étezik olyand >0
szam, hogy minden olyan megoldasra, amelynél

‘x0—0‘<5 = ‘x(xo,t)—0‘<8

¢t minden pozitiv értékére.

Kiemeljiik, hogy ebben a definicidoban — és csak itt — a dolgozat jelolési rendszerétol
eltérve & nem alakvaltozas, vagy alakvaltozasi tenzor, hanem az analizisben hasznalt
kis pozitiv valés szam. Ezt a jel6lési anomaliat azért vallaltuk, mert tovabbi fontos
definicidk, és a Ljapunov fliggvényen alapuld stabilitasi vizsgalatok, a dinamikai
rendszerek elméletének szakirodalmaban ilyen jelolésekkel talalhatok meg (lasd példaul
ROUCHE és munkatarsai [68] konyvében).

A dinamikai rendszer legegyszerlibb reprezenticidja az n dimenzids autondém

differencialegyenlet-rendszer. Egy R"-ben definialt (3) alaki autoném differencial-
egyenlet-rendszer egy

@, : U R"

folyamot [14] definial, ahol U — R", azaz

0, (x0) = x{x".¢).

A ¢, az x U és t valtozok sima fliggvénye, €s teljesiti a

4) @,(x)=x, illetve ¢, (x)=9,(p, (x))

félcsoport tulajdonsagokat. A (4) feltételek megfogalmazasa lehetdvé teszi a dinamikai
rendszer értelmezését végtelen dimenziora is. A részletek megtalalhatok példaul TEMAM
konyvében [70], ahol a galgebrai operator helyett egy adott fliggvénytér elemein
értelmezett differencialoperator all.

Szot kell még ejteni a strukturalis stabilitas és bifurkacié fogalmainak a dinamikai
rendszerek elméletében szokasos értelmezésérdl. A pontos és altalanos definiciok az
alkalmazott matematikai szakirodalomban taldlhatok meg (néhany fontosabb
Osszefoglald6 MARSDEN €s MCCRACKEN [49], CHOW és HALE [28], TROGER €s STEINDL
[72], WIGGINS [11] konyve).

A szakkifejezéseket ARNOLD magyar nyelven is megjelent konyveinek [14], [15],
[16] megfeleléen hasznaljuk. Jelen munkidban mindossze a fogalmak vazlatos
bemutatasara toreksziink az alkalmazott széhasznalat egyértelmtisége céljabol. Erre
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azért van sziikség, mert a bifurkacid kifejezést a mechanika szakirodalma tobbféle
értelemben is hasznalja.

Vezessiik be elészor a 4,

oyl <<1,
valds (ugynevezett bifurkacios) paramétert, illetve a (3) egyenlet helyett vizsgaljuk a u-
tdl fiiggd
(5) J'c:g(x,,u), xeR", ueR

egyenletet. Legegyszerlibb esetként tegyiik fel, hogy az (5) differencidlegyenlet-
rendszernek az x = 0 egyensulyi helyzete marad x € R paraméter minden értékére:

0=2g(0,4).

Korlatozzuk a vizsgalatot a 0 egyenstlyi helyzet ,.elegendéen kicsiny” S, — R"
kornyezeteire (0 € S ), illetve a bifurkdcids paraméter ,,elegendden kicsiny” értékeire:
adott 0 > 0 mellett
(6) | <6 <<1.

Definidlja az [ intervallumot a (6) feltételt kielégitd p értékek halmaza. Vizsgaljuk

ezutan a
(7) g,:S—>U,ahol pel;
leképzéssel megadott lokalis vektormezdket.

Tegytik fel, hogy barmely 1, <0, u, <0 (u,u, € 15) paraméterparra teljesiil,
hogy a g, és g, vektormezbkre fennall az Gigynevezett orbitalis topologikus ekviva-

lencia (részletes definicio példaul ARNOLD [16] konyvében talalhaté a 80-87. olda-
lakon). Ekkor azt mondjuk, hogy (7) strukturalisan stabilis.

Hasonlé konstrukcié adhato pozitiv eldjelii paraméterparokra is. Feltessziik, hogy
barmely 11, >0, 1, >0 (5,44 €15) paraméterparra teljesil a g, és g, vektor-
mezOk orbitalis topologikus ekvivalencidja. Végiil tegyilk még fel, hogy nem létezik

olyan s <0, p;,>0 paraméterpar, amelynél a g, és g, vektormez6k orbitalis

topologikus ekvivalensek. Igy két diszjunkt ekvivalencia osztalyt kapunk u negativ,
illetve pozitiv értékeire, melyeken beliil fennall a strukturalis stabilitas.

A szakirodalom (példaul TROGER és STEINDL [72], vagy GOLUBITSKY és SCHAEFFER
[39]) a strukturalis stabilitashoz tarsitja az gynevezett tipikussag fogalmat (,,generic”).

Ebben az értelmezésben lényegében azt mondjuk, hogy valami akkor tipikus, ha
strukturdlisan stabilis. E két fogalom egészen altaldnosan is értelmezhetd (a részletek
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megtalalhatoak tobb konyvben igy ARNOLD [17], TROGER és STEINDL [72], GOLUBITSKY
€s SCHAEFFER [39] munkaiban), és fontos szerepet jatszik a fizikai jelenségek mate-
matikai modellezésének kérdésében.

Az eddigi feltételek mellett a x = Oeset nem tartozik egyik ekvivalencia osztalyba

sem, ezt bifurkacids pontnak nevezziik. Amennyiben — a bifurkaciés vizsgalatokban
[72] szokasos mdédon — a u paraméter értékét negativrdl kvazistatikusan noveljik,

1 =0-nal az (5) fazisterében (lokalisan) kvalitativ valtozas jelentkezik. Ez lehet a

megoldasok szamaban vagy a Ljapunov stabilitdsdban torténd valtozas, melyek
torténhetnek egyszerre vagy kiilon (példaul a Hopf-bifurkacio).

Ki kell emelni, hogy a bifurkdciés pont megkereséséhez altaldban elegendd a
linearizalt egyenletet figyelembe venni. A bifurkacids vizsgalat soran azonban arra
toreksziink, hogy megallapitsuk a fazistérben végbemend kvalitativ valtozas jellegét. Itt
valdjaban a bifurkacié tipusat vizsgaljuk, ezért ilyenkor mar nemlinearis egyenletre van
sziikség.

KONTINUUM ALAPEGYENLETEI KIS ALAKVALTOZAS ESETERE

Mivel a dinamikai rendszerek elméletében egy megoldéds stabilitdsa lokalis
tulajdonsag, ebben a részben a mozg6 szilard kontinuum mozgasegyenletét irjuk fel a
kontinuum mechanika alapvetd egyenleteinek kis alakvaltozasra érvényes formainak
felhasznalasaval.

Vezessiik be az € alakvaltozasi tenzort, a kontinuum elem u elmozdulas-vektorat

illetve a ,,°” diadikus szorzast. Ekkor a geometriai egyenlet
1
(8) s=5@OV+vo®,

a mozgésegyenlet

) pu=06V,

ahol p a stiriséget, 6 pedig a (szimmetrikus) fesziiltségtenzort jelenti. Legyen adott a

konstitutiv egyenlet a kovetkezd altalanos formaban
(10) 0= F(a,é,Vza,Vs,d,cj ,
illetve a kés6bbi szamitasokban hasznalt derivalt (,,rate-form™) alakban

(11 O:F(é,é,vzé,Vé,é,é).
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A (10) anyagtorvény osszefoglalja a sebességfliggd (,,rate-dependent™) tagokat [66],
[29], az elsé [18], illetve masodik gradienst [19], [12], [13], [10], tartalmazo
anyagtorvényeket.

frjuk fel a V alakvaltozasi sebességre ismert kinematikai egyenletet
1
(12) V:E(V0V+Vov),

ahol v a sebességmez0. Végiil megjegyezziik, hogy kis alakvaltozas esetén érvényes a
(13) V=¢
képlet.

Tegyiik fel, hogy a kontinuum valamely S° allapotanak stabilitasat vizsgaljuk, és ez
az €, 6°, v',... értékekkel irhato le. Ekkor az

0j valtozok bevezetésével (11) linearizalt és atrendezett formaja az S° allapotban

(14) C’ =C'¢€ +C’€ +C’V?*¢ +C*VE +C6
ahol'
OF OF OF
c® =—— , C' =— , C* =—A ,
8(6)| 50 0(&)| 0 0(€)| 50
o3 _ OF ci _ OF o5 _ OF
a(vzé) ’ o(Ve) o 0(6), 50
SO

Tehat a kontinuum S° allapotanak linearis stabilitasvizsgalata a (8), (9) és a (14)
egyenlet felhasznalasaval végezheto el.

Transzformaljuk az egyenleteket a (12) €s a (13) felhasznalasaval a sebességmezore,
és az egyszeriliség kedvéért hagyjuk el a ,,” jelet, megjegyezve, hogy ezentil az S°
allapot kis perturbacidira szoritkozunk. Ekkor a (9), a (8) és a (14) egyenletek
felhasznalasaval

' Megjegyezziik, hogy a (14) képletté] fogva a matematikaban szokésos operétor jelolést alkalmazzuk a
C' tenzorokra. Ezek koziil C°, C', C?, C*, C° negyedrendi (pl. C° = [cg,d] négyindexes), mig a ct
6todrendli tenzor. Amikor az operatorokat alkalmazzuk a mogottiik allé tenzorokra, akkor 2-szeres, illetve

C * esetén 3-szoros kontrakcit értiink alatta, (pl. C°G = [cgkﬁvy-] stb. lasd [7]).
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2pC%%=C'(voV+Vov)V+C*(VoV+Vov)V+

(15)
CV*(voV+VovIV+C*V(voV+Vov)V+2pCV

adodik. Természetesen a (15) egyenlet mellé az adott feladatnak megfelel6en kezdeti- és
peremfeltételek is kapcsolodnak.

Megjegyezziik, hogy ha a (14) képletben C° = 0, azaz a (10) konstitutiv egyenletben
nem szerepel 7, akkor nyilvanvaloan a (15) egyenlet is modosul. A klasszikus esetnek
tekintett RICE [9] cikkben szerepld konstitutiv egyenlet ugyanis nem fligg 6 -tol. Ekkor
a (10) egyenlet csak gy lehet konstitutiv egyenlet, ha nem fiiggetlen 6 -t6l, azaz C°# 0.
Az ellenkezd esetben C° = 0, C° = 0 mellett a (10) egyenletben egyaltalan nem szere-
pelne a fesziiltségtenzor semmilyen formaban, ezt a lehetéséget pedig nyilvanvaldan ki
kell zarni.

A (15) egyenletbdl kis atrendezéssel

(16) =0, C+0
és (C° ) inverz létezése mellett
5L A1 5L A2
=€) C vy €V C vy
2p
B )
2—V2(v<aV+VoV)V——V(VoV+Vov)V
P
adodik.

STABILITASVESZTESI MODOK, STATIKUS ES DINAMIKUS BIFURKACIO

Legyen C#0, azaz tegyiik fel, hogy a (10) konstitutiv egyenletben szerepel a
derivalt fesziiltség. Tegyiik fel tovabba, hogy a (C° ) inverz létezik. Ezutéan irjuk 4t a
kis perturbaciokra vonatkozo (15) egyenletet a

(18) V=F'V+F*V+F%
alakba, ahol
Vi
v=|v,
V3

a perturbald sebességmezd fiiggvényei, amelyek kielégitik a homogén perem-
feltételeket. A rajuk hato F',F°,F° linearis differencialoperatorok pedig a (15) jobb
oldala szerint definialtak, azaz:
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oY ! A1 0Y! 3
Flv::(Czl(voV+Vov)V—MVZ(voV+Vov)V
P
oY1 4
—%V(VOV+VOV)V,
(19) &
0 4
F2V:=M(VOV+VOV)V,

2p
Fv=(C") C%

fgy a (18) egyenlet egy végtelen dimenzios dinamikai rendszernek tekinthet6 (lasd
[70D.

Definialjuk a kontinuum valamely S$° allapotanak stabilitasat a (18) operétor
egyenlet megfeleld 0(= v’ (t)) trivialis megoldasanak Ljapunov-féle stabilitdsaként. A 0

megoldas (lokalis) stabilitdsvizsgalata ezen megoldas kis perturbacidira vonatkozik.
Transzformaljuk most (18)-at egy differencidlegyenlet-rendszerré. Az

(20) ¥y =VLY, =V Y3 =V Ya =V Ys =V, Y =V3, Y7 =V, Y5 =V, Y9 = V3,
Uj valtozok és az
(21) Y, (0=123), y, (B=456),y, (v=789)

vektorok bevezetésével a keresett egyenletrendszer

(22) Yo =Yg
(23) Y=Yy,
(24) v, = Fly(/) +F2yﬂ +F3yw.

A stabilitési tulajdonsagokat a (22), (23) és (24) egyenletek jobb oldaldval definialt

Fyp ¥ sy, )= ¥ ¥, Fly, + Fly, + Fy, )
operator sajatértékei hatarozzak meg. Ljapunov indirekt modszere szerint a 0 megoldas

e aszimptotikusan stabil, ha az F operator minden sajatértékének a valds része
negativ;

e a stabilitas hataran van, ha van egy olyan sajatérték, amelynek nulla a valos
része és az Osszes tobbié negativ.

Az F karakterisztikus egyenlete

ﬂ‘y(p :yﬁ’
(25) AYp =Yy
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iyl// =F1y¢ +F2y/3 +F3yw.
Helyettesitsiik be (25) elso két egyenletét a harmadikba
(26) Ay, -AFy,-AF%,-JF'y, =0.
A stabilitasi feltétel tehat:
Rel, <0

minden olyan /; -re, melyre (26) érvényes.

Egy dinamikai rendszer (igy a (22), (23), (24) rendszer) tipikus stabilitdsvesztéskor
a stabilitds hataran van, ha vagy

SB:  egy valds sajatérték nulla A. = 0, vagy pedig
DB: egy komplex, illetve konjugalt komplex A.1, Ao(= 4,,) sajatérték par valos
része nulla, Red,, =0, Red, =0,
mig a tobbi sajatértékre Red, <0, i #c,illetve i #cl,c2.

Tehat a stabilitasvesztés kétféle tipusu lehet, vagy statikus (SB), vagy dinamikus
(DB) bifurkacio [1], [2].

Az SB esetben (26)-nak kell legyen nulla sajatértéke:
A.=0
azaz a statikus bifurkacio sziikséges feltétele
(27) Fly,=0.

Ezt az esetet ,,divergencia” instabilitdsnak, illetve a lokalizacié kezdetének (,,onset
of localization™) [9] szoktak nevezni. Ekkor a (Ljapunov) stabilitds mellett a 0 megoldas
egyértelmiisége is elvész, €s attol kiilonbozd (nem-trividlis) megoldasok is jelentkezhet-
nek.

Dinamikus bifurkacié (DB) esetén a kritikus sajatértékek tiszta képzetesek
(28) A=io, (0=#0),

A (28)-at behelyettesitve (26)-ba a valos és a képzetes részekre kapott egyenletekbol

(29) -~w’Fy,-F'y, =0,
(30) o'y, +F%,=0.
A (30)-bel
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a)zy(p =-F 2y¢
amit (29)-be helyettesitve adodik a dinamikus bifurkacio sziikséges feltétele:
(31) F*(F2y, )+ Fly, =0.

Az SB és DB esetek kozotti legfontosabb kiilonbség az, hogy a DB esetben a
megoldas 1étezése és egyértelmiisége megmarad mikdzben a Ljapunov stabilitas elvész.

Mivel az dsszes y, fliggvény ki kell elégitse a homogén peremfeltételeket, a (27) és
(31) bifurkacids feltételek vizsgalata parcialis differencidlegyenletek, illetve a hozzajuk
kapcsolodo peremérték feladatok megoldasat teszi sziikségessé. Az altalanos esetben ez
nem végezhetd el analitikusan. Helyette kétféle egyszertisitést alkalmazhatunk. Egyrészt
végezhetjik a vizsgalatokat egytengelyli esetben, amikor az analitikus megoldas
egyszerlien kiszamithatd. Masrészt, megmaradva a tobbtengelyl feladatnal, a
megoldasokat bizonyos specidlis (altalaban harmonikus) fliggvények korében keresve, a
(27) és (31) instabilitasi feltételek algebrai egyenletekké egyszertisodnek. Ezt a masodik
modszert a szakirodalomban harmonikus perturbacionak nevezik.
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Ebben az irdsban a viszkoelasztikus anyagok mozgdsgradiensben mdsodrendiien nemlokdlis
anyagtorvényeire vonatkozo termodinamikai kovetelményeket vizsgdljuk. A L1U-eljdrds alkalma-
zdsdval megmutatjuk, hogy a termodinamikai feltételekkel kompatibilis egy olyan anyagtorvény,
amely tartalmazza a mozgdsgradiens harmadik és a fesziiltség mdsodik térderivdltjdt. Végiil izot-
rop szildrd testekre kiszdmitjuk a longitudindlis sikhulldmok diszperzios reldciojdt.

1. BEVEZETES

A termodinamikai kovetelmények a kontinuummechanika minden elméletében alap-
vetdek. A CLAUSIUS-DUHEM-egyenlGtlenség, a nemnegativ entropiaprodukcié klasszikus
formaja [1, 2] példaul kizarja a fesziiltség mozgasgradiens térderivaltjatol vald fliggését,
azaz, a TRUESDELL és NOLL altal bevezetett terminoldgidval, az egynél magasabb foku ru-
galmassagtant és képlékenységtant. Ez GURTIN hires eredménye 1965-bdl [3]. Ha csupéan
mechanikai oldalrél nézziik, akkor ez a megszoritds nem igazan érthetd, féleg ha a ter-
modinamikai feltételeknek érvényességét kezdjiik feszegetni. Eppen ezért tobb kisérlet is
tortént ennek az eredménynek a meghaladasara [4, 5]. Végso soron ennek kovetkeztében,
a termodinamikai tiltds megkeriilésére, a magasabb fokud rugalmassagtani és képlékeny-
ségi elméletek fellazulnak és dj fogalmakat kénytelenek bevezetni, azért, hogy megért-
sék bizonyos tapasztalati uton javasolt anyagtdrvények sikeres hasznilhatosagénak okait
[6, 7].

Ebben az irasban megmutatjuk, hogy a GURTIN altal hasznalt és sz€les korben elfoga-
dott feltételek megfeleld altalanositasaval a véges deformacios magasabbfoku rugalmas-
sagtan és viszkoelaszticitds nem mond ellent a masodik f6tételnek. Matematikai modsze-

rekkel megadunk egy olyan fesziiltség-alakvaltozas anyagtorvényt, amely kompatibilis a
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szigord termodinamikai kovetelményekkel. Mddszeriink harom 1ényeges ponton altala-
nositja a GURTIN altal elfogadott klasszikus keretfeltevéseket:

— az entrOpia aramslirliségét konstitutiv, meghatidrozand6 anyagfiiggvénynek tekint-
juk,

— az alapvaltozok egynél magasabb rendd térderivaltjait tartalmaz6 konstitutiv alla-
potterekben a mérlegek és egyéb kinematikai kényszerek gradiense tovabbi kény-
szereket jelent az entropiaprodukcié egyenl6tlenségéhez,

— az anyagi objektivitds NoLL-féle megfogalmazisanak altalanositasa lehetové teszi

a konstitutiv allapottér valtozéinak rugalmasabb megvalasztasat.

Az entropia dramstiriiséget a GIBBS—-DUHEM-egyenl6tlenség, azaz az entropiamérleg

klasszikus formaja meghatarozott formaban posztulalja:

J :=q"/T. (1)

Azaz az entrépia J' konduktiv aramsfirtiségét megkapjuk, ha a belsd energia ¢
konduktiv dramstiriségét, a hdaramot elosztjuk a 7" homérséklettel [1]. Ez a feltevés
azonban altaldban nem igaz, példaul keverékeknél az entrOpia dramsiirlisége tartalmaz-
za a diffizids aramstrliségeket is, ezért az entrOpia dramstirliséget célszerlibb nem el6-
re definidlni, hanem meghatarozand6 anyagfiiggvénynek tekinteni. Ez a GIBBS-DUHEM-
egyenldtlenség INGO MULLERtO] szdrmaz6 fontos dltalanositasa [8]. Bebizonyithatd, hogy
elsérendtien gyengén nemlokélis termodinamikai elméleteknél (vagyis amikor a konstitu-
tiv allapottér csak elsdérendi térderivaltjait tartalmazza az alapvaltozoknak), és ha minden
fejlodési egyenletiink mérleg formaju, akkor a termodinamika masodik f6tétele miatt az
entropia arama a kovetkezd formaju lesz

Itt a4 az A-adik fajlagos extenziv termodinamikai mennyiség, ;% ennek konduktiv dram-
stirlisége, s a fajlagos entropia, n pedig az extenziv termodinamikai mennyiségek, illetve
a rajuk vonatkoz6 mérlegeknek a szdma. Tehat a fenti feltételekkel meghatarozott irre-
verzibilis termodinamikdban az entrOpiadramot az extenzivek konduktiv aramainak és
a megfeleld inteziv mennyiségeknek a szorzatdsszegeként kapjuk [9]. A fenti formabol
tiszta hdvezetés, vagy keverékek esetén az entrépiadram szokdsos formai adédnak. Példa-
ul elsérendlien gyengén nemlokélis termorugalmassagtan specialis esetére visszakapjuk
(1)-et [10]. Ez érthet6vé teszi, hogy a mechanikan beliil miért tartja magét az eredeti de-
finicid, habar a konstitutiv entropiadram széleskoriien elfogadott és hasznalt ettdl sokkal

altalanosabban is [11, 12, 2].
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A masodik f6tétel kovetelményeit a Liu-eljaras segitségével fogjuk érvényesiteni. Ez
a modszer FARKAS GYULA egyenlGtlenségi tételein alapul és az entrOpiamérleg egyen-
16tlenségéhez a tovabbi kinematikai kovetelmények és mérlegek differencidlegyenleteit
szorzd faktorok, tgynevezett LAGRANGE-FARKAS-multiplikatorok segitségével csatolja
[13]. Alkalmazasa gyengén nemlokalis allapotterek esetén tovabbi koriiltekintést igényel,
mert ekkor a kényszerek derivéltjai is tovabbi kényszereket jelenthetnek [14]. Ez a leglé-
nyegesebb pont, ami elkeriilte GURTIN figyelmét [3]. A mddszer altalanos, a nemegyensu-
lyi termodinamika alkalmazhatdsagat jelent6sen kiterjeszti és a masodik f6tétel szerepé-
nek feltardsaval a fizika kiilonféle teriiletein mér eddig is szdmos meglepd eredményre ve-
zetett. Ilyenek példaul a nemlokalis hévezetés Guyer-Krumhansl-egyenletének szarmaz-
tatisa és altalanositasa [15, 16], stirtiségben masodfoku folyadékok esetén a Schrodinger-
Madelung-egyenlet levezetése [17], a kétfazisu fazisszeparalt (pl. szemcsés) anyagokban
a nyiro instabilitdsok megjelenésének felderitése [18, 19] és a belsd valtozokra vonatkozo

dinamikai egyenletek altalanos szerkezetének levezetése [20, 21, 22].

A tovabbi kényszerek — tovabbi LAGRANGE-FARKAS-szorzOkkal — viszont az ere-
deti kényszer nélkiili esethez képest altalanosabb konstitutiv egyenletekre vezetnek [23].
Végsd soron ennek a kovetkezménye itt kovetkez6 f6 eredményiink, azaz hogy a fesziilt-
ség fligghet a mozgésgradiens térderivaltjaitél. Ehhez nem sziikséges elére bevezetniink
sem magasabbrendii (hiper)fesziiltségeket, sem mas tovabbi fizikai fogalmakat, s6t a vé-
gén latni fogjuk, eredményeink egy része visszaadja a magasabbrendii fesziiltségek segit-

ségével kapott Osszefiiggéseket.

A gyengén nemlokdlis rugalmassagtanban a nemlokalitas fokat TRUESDELL és NOLL
eredeti definicidja szerint ([1], 63.0.) a fesziiltségre vonatkoz6 anyagfiiggvényben megje-
lend legmagasabb rendi mozgasfiiggvény térderivaltnak a rendje hatdrozza meg. Ebben
az irasban egyik alapvaltozonak a mozgésgradienst fogjuk tekinteni, és a mozgasgradi-
ensben maximum masodik térderivaltakat tartalmazhatnak az anyagfiiggvények. Tehat az

elmélet harmadfoku, de mozgasgradiensben masodrendlien gyengén nemlokalis.

Megmutatjuk, hogy a termodinamikailag megengedett kapcsolatot nem anyagfiigg-
vények jelentik, hanem altaldnosabban, differencidlegyenletekkel meghatarozott anyag-
torvények, amiknek két tulajdonsigat emeljiik ki:

— tartalmazzdk a mozgasgradiens mésodik derivaltjait, anélkiil azonban, hogy ehhez
sziikség lenne a hiperfesziiltségre fliggetlen fizikai fogalomként,

— mar a nemdisszipativ fesziiltség-mozgasgradiens anyagtdrvényben is megjelenik a
fesziiltség mésodik térderivaltja, AIFANTIS ad hoc javaslatahoz hasonldan (lasd [24]
és a hivatkozasokat benne).

Az anyagfiiggvényt altalanositd differencidlegyenlet fizikai szerepének szemlélteté-
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séhez levezetjiik a longitudinélis sikhullimokra vonatkoz diszperzids relaciot.

2. KONTINUUMOK A PIOLA-KIRCHHOFF-RENDSZERBEN

A tovéabbiakban minden fizikai mennyiségiink anyagi mennyiség amit a referencia-
konfiguricion értelmeziink, illetve a szamitasokat anyagi mérlegekre alpozzuk. Ezt konti-
nuumok leirdsanak Pr1oLA-KIRCHHOFF-rendszere, kordbban részletesen targyaltuk ([25],
20-30 oldal). Azonban az el6z6 targyalashoz képest indexes jelolésmodot vezetiink be
a magasabb mint masodrendd tenzorok miatt. A szubsztancidlis derivaltat tovabbra is
ponttal jeloljiik, de az anyagi térderivaltat 0;-vel, ahol i € {1,2,3} (ennek jele Vg volt
[25]-ben), a magasabb derivaltakat ismételt indexekkel 0;0; = 0;;. Ha egy kezdeti ¢
idépontban R’ helyen taldlhat6 pont ¢ idSpontbeli helyét x*(R’,t) mozgasfiiggvénnyel
adjuk meg, akkor ennek anyagi térderivaltjaként kapjuk az F]Z = 0;X" mozgéasgradienst
(ennek jele H volt [25]-ben). A kontravaridns komponenseket felsd, a kovarians kompo-
nenseket alsé indexekkel, a kontrakciot pedig azonos als6 és felsé indexek jeloljiik az
EINSTEIN-féle 0sszegzési szabdly szerint. Az indexekre batran gondolhatunk ugy, mint
amik DESCARTES-koordindtarendszerbeli vektor komponenseket jelolnek, de megjegy-
zendd, hogy ettdl dltalanosabban a tenzori mennyiségek tipusara €s a veliik torténd mi-
veletekre utalnak kényelmes jelolésként, azaz a koordinatazastdl fiiggetlen, ’absztrakt in-

dexként’ is értelmezhetdek [26].

A kinematikai megfontoldsokban, azaz, a mechanikai elmélet alapvdltozoinak kije-
I6lésekor egy kontinuumelméletben figyelembe kell venni a fizikai torvények és anyag-
torvények fliggetlenségét a vonatkoztatasi rendszertdl, azaz az objektivitds kovetelmé-
nyét. A hagyomanyos elképzelés szerint a mezdk visszahizasa a térbeli helyzetrdl a
referencia-konfiguracidra biztositja a targyalds objektivitdsat, amennyiben a konstitutiv
allapotteret is objektiv fliggvények feszitik ki, azaz az anyagfiiggvények objektiv mennyi-
ségektdl fliggenek. Az objektivitdis NOLL altal megadott matematikai megfogalmaza-
sénak, azaz az objektiv mennyiségek szokdsos meghatarozdsanak helyessége azonban
kérdéses [27, 28, 29]. Ezért egy pontos téridé fogalmakon alapuld altalanositasét java-
soltunk, amelynek alapja egy négydimenzids fogalmakra épitett nemrelativisztikus tér-
1d6 targyalas [30, 31, 32]. Ebben a munkdban nem hasznaljuk ki ennek a javaslatnak
a teljes altalanossagat, ink4bb egy egyszerlibb megoldast valasztunk és a négydimenzi-
Os targyalds helyett csak a kovetkezményeit alkalmazzuk. Mindenekel6tt kényelmes a
referencia-konfiguracion, az un. PIOLA-KIRCHHOFF-rendszerben dolgoznunk, az Osszes
mennyiséget és a mérlegeket is ott értelmezve ([6, 33] hasonldan jarnak el). Az elsd
PioLA-KIRCHHOFF-fesziiltséget kontravarians tenzornak fogjuk jeldlni. Ahogy az el6bb
mar emlitettiik, ha a konstitutiv fliggvények valtozoinak NoLL-objekiv fizikai mennyisé-

geket tekintenénk (pl. a jobb CAUCHY-GREEN-deformaciot), akkor ezzel az anyagi objek-
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tivitas szokott kovetelményeit ki tudnank elégiteni. A fent emlitett ltalanosabb objektivi-
tds azonban megengedi, hogy a sebességet €s a mozgasgradienst is a konstitutiv allapottér
elemeinek tekintsiik. Ugyanis a sebesség és a mozgasgradiens egyiittesen egyetlen fizikai
mennyiséget, egy objektiv vegyes négyestenzor részeit alkotjak [32]. Ezen kiviil a teljes
energiat fogjuk még a valtozdként bevezetni.

A harmadfoku rugalmassagtanra vonatkoz6 termodinamikai feltételek targyalasahoz
a konstitutiv dllapotteret tehat a kovetkezd referencia fiiggvények feszitik ki (v*, 90",
v’ i, Ok FY, O F,e,05e). Ttt v* a sebesség, az F'; mozgasgradiens és az e fajlagos
teljes energia is anyagi fiiggvények. A konstitutiv allapottér alapjan az elmélet mésodren-
ddien gyengén nemlokalis a sebességben és a mozgéisgradiensben, és elsérendiien gyengén
nemlokalis az energia tekintetében. A teljes energia szerepeltetése alapvaltozoként egy-
részt kényelmes szamitasi szempontbdl, mésrészt fontosnak érezziikk megmutatni, hogy
a belsd energia bevezethetd a targyalas végén. Latni fogjuk, hogy az energia- €s impul-
zusmérlegeket atfuttatva a Liu-eljardson, €s a belsd energiat csak a szamitasaink végén
felhaszndlva €s a kapott anyagtorvényt a lokalis valtozokra specializélva, a végeredmény
visszaadja az ismert fesziiltség-deforméacié anyagfiiggvényeket. Vagyis mostani targyala-
sunk a lokalis esetben ekvivalens a bels6 energidra alapozottal. El6nye, hogy kiemeli a
szokésos targyalasmod feltevéseit, radadasul altalanosabb a megszokottnal : sikerrel alkal-
maztuk relativisztikus folyadékokra, ahol a bels6 energia fogalméat tudtuk megsejteni vele
[34].

Ezek utan az entrépiamérleg egyenlStlenségéhez 6t egyenlséget vezetiink be kény-
szerfeltételként. Egyrészt a j6l ismert kinematikai kompatibilitasi feltételt a sebesség és a
mozgasgradiens kozott:

F — 0t = 0. (2)
Misrészt az impulzusmérleget, azaz

pot’ — ;T =0, 3)

ahol py az anyagi siiriség, és T az els§ ProLA—KIRCHHOFF-fesziiltség, amit tenzorként

vezetiink be. A teljes energia megmaradasat kifejez6 mérleg

ahol ¢' a teljes energia dramsfirlisége. Ezenkiviil, mivel a konstitutiv 4llapotteriink ma-
sodrendiien gyengén nemlokalis, ezért az (2) kinematikai rel4ci6 és a (3) impulzusmérleg
gradiense is kényszerek, mert ezek az egyenletek is a konstitutiv allapottér elemei kozotti
kapcsolatot irnak le [14, 35]:

pod;i' + 0T = 0. (6)
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Az energiamérleg gradiense nem ad tovabbi kényszerfeltételt, mert a konstitutiv alla-
pottér az energidban elsdrendiien gyengén nemlokalis. Az entrépia egyenlGtlenség pedig

azt koveteli meg, hogy

ahol s a fajlagos entropia és J° a konduktiv dramsfir{isége. A tovabbiakban azt keressiik,
hogy az egyenlStlenség milyen feltételeket kovetel meg a 7%, ', J* konstitutiv, anyagi
mennyiségeinktdl, ha a fajlagos entropiat tekintjiik az alapvetd konstitutiv mennyiségnek.
Fontos észrevenniink, hogy az impulzusmérleg derivaltja kiterjeszti a folyamatiranyok

terét, amit eredetileg a konstitutiv allapottér valtozéinak térderivaltjai adtak meg.

Bevezetve a A] Miy K, A¥ N LAGRANGE-FARKAS-szorzokat az (2)-(6) kényszerek-

1 77N

hez a Liu-eljarasnak a kovetkezd egyenlotlenség szolgal kiindulépontul :

0 < pod + 00" — A (Fy = 90") = Ailpo’ — 0;T) — w(poé + ') —
Ajk<asz — (9kjvi) — /\f(poajvz + Gk]T““) =

o ag 05 +poa§ Ol +p°£m F +”Oa§Fz OF+
p0338lez 8MFZ —|—pog e+poaaa 0,6+
gia + 8%5; v’ + %aﬁﬁvi + g—‘]zakFg ag‘]l; O F'+
LIRS Lo LT
A (mH%@ Z+%ziakjvi+ ag; v+ ggw OF' + 8(§sz O Fit

g™ ., 0 d¢’
—881kF§ 8mlij + Je 816 + aa c%e)
. oorm . orTTk . orm . oT* ; oT" ;
A (W’ " 0 Y T G Y T g —a—FgakF 5~ g i
or™™ - oTT orm
. Pl — ——0e — —5—0j; N(F
POnF Omik %% O;e 90 8ﬂe> ( — O;v -
s . 8T” .o o1 oT"* o1k
A (poasv — W@ — 0jv"0s [ 50 } ERE askj — OV’ 0, {88 } -
8Trl ; ; aTrl aTrk ; ; aTrk
mﬁslkjv - 8lkjv 83 |:38k]1)l:| - 8F3 8sij - 6ij(‘)s |:8—FZJ} —
aTrl ) ) 8Trl @Trm ) ) 8Trm
——Ogp " — Oy F".0s _| — Ok F — O 05 | =———= | —
aakF;a w5 = k50 [aakF;] aalkF;a w5 = Onan 50 {aalkF;]
oTr orr oT"I oT™ , . :
e 3 8 € 8 |: Je 1 — Wieﬁsﬁe (9]16 8 |:88 €:|> — Azk(akF] — 3kjv ) (8)
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A Liu-egyenleteket a konstitutiv allapottérbe nem tartoz6 magasabbrendli derivaltak
egylitthatoiként kapjuk. Az iddderivaltat is tartalmazo egyiitthatok a kovetkezd egyenl6t-

lenségeket eredményezik

s 0s
ot £o (8UZ - /\z) = 0, (9)
i Os ;
8]@ ) (aa'[}l — )\Z> = O, (10)
j
, 0s
TOR - = 11
0" G =0, (11)
i s j
s opo (50— A ) =0, (12)
J
bi Js ik
J
. O0s
o - = 14
akl j a&mﬁ? 07 ( )
. 0s
e po (% — )\) =0, (15)
) 0s

Ezért a LAGRANGE-FARKAS-szorzokat az entropia derivaltjai meghatarozzak, és ezen
kiviil a fajlagos entropia nem fligg a konstitutiv allapottér legmagasabb rend(i derivaltjai-
tol: s = s(vi,ﬁjvi,F’;,@kF’;,e).

A legmagasabb rendi térderivaltak egyiitthat6iként ad6do Liu-egyenletek a kovetke-

zbek:
; ds  OT*
8'I‘lkj/U . aarvs aakjvz - 07 (17)
;. Os orem
armlij . aaT'US 3@sz] - 07 (18)
ds OT%

Ezeknek az egyenleteknek az a megoldasa, hogy a fesziiltség sem fiigg a konstitu-
tiv llapottér legmagasabb rendti derivaltjaitol, azaz 7" = T (v', 0;0", F';, O F%, e). Itt
fontos leszogezniink, hogy nem toreksziink a (17)-(19) egyenletek legaltalanosabb meg-
oldasara (ilyet példaul Liu csinélt egy egyszeriibb esetben [10]), csak meg szeretnénk
hatarozni egy megoldast, amely nem mond ellent a termodinamikai kévetelményeknek.

Valgjaban a fenti egyenl&ségek akkor is teljesiilnek, ha a szorzétényez6 tenzorok ortogo-
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nalisak. (17)-(19)-at a megmaradt Liu-egyenletekre alkalmazva kapjuk, hogy

- aJ! ds OT*  0s 0O¢

O V" . - — — - =0 20
WV Dot T Do 90,0 De 000 20)

, oJ™ ds O™ ds Oq™
O ™ - -— ——— =0, 21
S O S W W A A, W b

0J7 ds OT™ 0s O¢’
Diie - — =t —0. 22
i€ C e T 90, de e v @2)
Ezeknek megoldasa az entrépia dramsiriiségét a kovetkezd forméra redukalja:
. 0s ;, Os [OT" OT*kr oT*kr :

J'=—q" — 0, O™ o F, K. 23
e~ Do ( e T am U T g En m) N 23)

Itta K™ = Km(v",ajvi,Fz,akF
natkozik, nem a teljes konstitutiv allapottéren értelmezett fiiggvény. Végiil a disszipacios

é», e) extra entropiadramra a jelolt véltozérendszer vo-

egyenldtlenséget megkapjuk, ha a Liu-egyenleteket alkalmazzuk (8)-re:

0s Os g 0s 0s 0s
il T T 4 22
qaa +8Jal +88k JGIW —I—aF]@v +88 F’

ds (O orvr 9T
8 [a@vr( de 8je+—65kv + == leF ):| ZO (24)

Op0" —

00, F",

Ahhoz, hogy fenti egyenlotlenséget megoldjuk, at kell alakitanunk az irreverzibilis
termodinamikdban megszokott er6-aram formaba. Ehhez el6szor is bevezetjiik a belsd
energiat egy olyan altalanositott alakban, ahol a mozgéasgradiens megvaltozasanak szintén

tehetetlenséget tulajdonitunk:
1 S
u=e— vl - %(FZ) 22 FiFi, (25)

és feltételezziik, hogy az entrdpia a belsé energidn keresztiil fiigg a sebességtdl és a se-

bességgradienstol :
s(v', 90", F;,@sz, e)=3§ (u, Fg-, 8kF§-, e) =
V2
5 (e -5 - %(trE)z . %tr(E E), F,VF,e) . (26)

Ekkor a disszipacios egyenl6tlenség egyes tagjai atrendezhetdek :

0s 0s Os,
%8 T] = —8k (a—’U]T ]> + De T]a Vi, (27)
Os ; Os
W@kT"” = 86 (Oélalle 5] -+ aga] Tk) 8 U (28)
0s , 0s 0s .
A Ny — . 2t 2
aakFga‘”“ O (68kF’ Osv ) O (aam ) Oy 29)
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Ezeknek a formuldknak a vizsgélata megmutatja, hogy az extra entrépiadram-stiriség
milyen valasztisa egyszer(isiti a a disszipacids egyenlotlenséget megoldhatdé formaba.

Ezért azt feltételezziik, hogy

, 0s iy 0s
i. iy .k
K' .= —ev]T ) ,;ajv .

Végiil, bevezetve a hdaram megszokott definicidjat: ¢* := ¢" + v;T", az entrépia

2

aramstriisége a kovetkezd lesz:

, Os., Os [OT" orkr 9T . Ds .
J' = %q + 000" ( e 8j€+ " OV +m81ka) +WF§8]‘U . (30)

A disszipacids egyenl6tlenség pedig

. Os (0s_ . O0s Os ; ; Os
niey i T 2 Tk §I AT — | > 0. 1
T0et o (ae IRTIE (O TH0+ 0adT) a’“ﬁasz)‘o b

Ekkor bevezetjiik a 6 termosztatikai h6mérsékletet az entropia derivaltjaként % =
—0s _ 1
T Ou 0
egyszersitsiik. Rdadasul, izoterm folyamatokra szoritkozva, azaz feltéve, hogy a h6mér-

, és a szabadenergiat: ¢ := u — 6s azért, hogy a fenti formula mechanikai részét

séklet homogén és allando 6, érték, azt kapjuk, hogy

000'3 _ ajvz (T’zj _ a_;_é _ C(lallek(Sg — 0428]le2- + ak 88}:@,3) . (32)

Végiil pedig még az o és o, anyagi paraméterekrdl is feltételezziik, hogy allanddak,
hogy az entropiaprodukcié mechanikai részét a lehetd legattekinthetébb formaba alakit-

suk:

VY . . )

O o

Wi|T—-——-V. \YARB] VT — —= > 0. 33

( OF <O‘1( )+ e aVF)) = 59

Itt az indexek hasznalata nélkiill megadott masodik sorban a pont jeloli az indexek

Osszegzését, igy példaul V- a divergenciat. A fenti kifejezés zardjelében lathato elsé két

tag jol ismert a klasszikus rugalmassagtanbdl [36]. (32) utolsé tagja a hiperfesziiltség
bevezetésével, a virtualis teljesitmény modszerével kaphato tagra emlékeztet.

A nemdisszipativ esetben, amikor a fenti jobb oldali szorz6tényezd, a termodinamikai
aram zé€rus, kapjuk a harmadfok] rugalmassag anyagtorvényét, ami a kdvetkez6 relaciot
jelenti a fesziiltség, annak térderivéltjai, illetve a szabadenergia megfeleld derivéltja ko-

oy oy

zOtt
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Ez nem a szokdsos anyagi fiiggvénykapcsolat, hanem a balodla mésodik tagja miatt
ez egy differencidlegyenlet, melynek szerkezete a fesziiltség derivaltjainak megjelenése
miatt hasonlit a reol6gia POYNTING-THOMSON testének anyagegyenletéhez. A jobboldal
elsé tagja a hagyomanyos nemlinearis rugalmassag, az utolsé tagja pedig harmadrendd
hiperfesziiltség-tenzor segitségével posztulalt hiperrugalmassag anyagfiiggvényének for-

majat mutatja.

3. EGYSZERU HULLAMOK

Ebben a szakaszban kiszamoljuk az egydimenziés longitudinélis hullimokra vo-
natkoz6 diszperzids reliciot a kis deformécids kozelitésben, hogy a fenti fesziiltség-
deformaci6 kapcsolat fizikai jellegérdl képet kapjunk.

Tegyiik fel, hogy a szabadenergia kvadratikus €s izotrop a szimmetrikus deforméacio-
ban, amit a kovetkezSképpen definidlunk: ¢ = 1(F% + F — 26%). Ez a kis deformécis
idedlis rugalmassagtan anyagfiiggvényét adja. Tegyiik fel tovabba, hogy hasonléan kvad-
ratikus és izotrop a szimmetrikus deformacidk gradiensében is. Ekkor a reprezentacids
tételeknek megfelelden a szabadenergia-fiiggvény két tovabbi anyagi paramétert, a;-et és
ao-t tartalmaz [37]:

. ) A o a o a .
P(€}, Opej) = 5(62)2 + pese; + El&-e;ale,’z + Ez@eialeﬁ. (35)

A fesziiltség-deformacio relacid

TV — W T™ 6 — a0k T = Neko) 4 2ue) — a1 (0F )] — az0f (€)). (36)

Vizsgéljuk a lehetd legegyszerilibb egydimenzids esetet, a targyaldsunkat a fenti ten-
zoregyenlet egyetlen kompnensére korlatozva. Bevezetve a T = T és € = ¢!! jeloléseket,

és 0;-et vesszovel jelolve kapjuk, hogy

T —aT" = X\e —aé’.

~

ahol v = a1 + a, A = A+ 2u és a = a; + ao. Ez a differencidlegyenlet csatolddik az

impulzusmérleghez, ami esetiinkben

poé —T" = 0.

Alland6 anyagi paraméterek esetén a diszperzids relicid ezek utin a kovetkezd:

s K2+ ak?)
W' = ———C.
p0(1+0ék2)
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raméterek értékei pg =1, A=1,a=1¢ésa =
Ez az w(k) diszperzios relacié a kis hulldamhosszd és a nagy hullamhosszd hatareset-

w( L= \/ N po és limy_.oq # =+a/(apy),

ahogy azt az 1. abran szemléltettiik. Ez a Vlselkedes példaul a kettds hullamegyenlet jel-

ben is véges hullamsebességre vezet: limy g

lemzdje [38]. Kett6s hullaimegyenletet mikroszerkezeti megfontoldsokkal kaphatunk, pél-
daul mikrodeformaci6-elméletben, vagy dudlis bels6 valtozok segitségével [37, 21].

4. OSSZEFOGLALAS

Az els6 foku viszkoelaszticitds elméletének harmadfokig torténd gyengén nemloka-
lis kiterjeszthetoségét vizsgaltuk . Az entrOpiadramot konstitutiv mennyiségnek tekintve
a Liu-eljarast alkalmaztuk olyan médon, hogy a (2) kinematikai feltétel é€s az impulzus-
mérleg gradiensét is, mint tovabbi kényszereket is fegyelembe vettiikk a mésodik f6tétel

egyenlGtlenségéhez.

A szamitisokat a PIOLA-KIRCHHOFF-rendszerben, az anyagi objektivitds NoLL-féle
megfogalmazasanak altalanositasat felhasznalva végeztiik. A konstitutiv allapottérben
ezért a sebesség és €s a mozgisgradiens alkotta téridé négyestenzor komponenseit és
ezek elsé és masodik térderivaltjait, illetve a fajlagos teljes energiat €s annak gradiensét
vezethettiik be a meghatarozand6 anyagfiiggvényeink véltozoinak.

Nagyon fontos megjegyezniink, hogy konstitutiv allapottér magasabb derivaltakkal

torténd kiterjesztése nem fogja megvaltoztatni az entrépiaprodukcié forméajat, ha egyuttal
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a kényszerek tovabbi derivaltjait nem vezetjiik be tovabbi kényszerként. Ez a kiterjesztés
val§jaban sziikséges is legalabb egy tovabbi rend erejéig, mert kiilonben a tisztan rugal-
mas eset anyagtorvénye sem értelmezhetd, hiszen vegyiik észre, hogy a fesziiltség példaul
nem fiigghet a deformaciogradiens masodik derivaltjatdl, legalabbis (18) altalunk alkal-
mazott megoldasa kizéarja ezt. Eggyel magasabb rend bevezetése konnyen megfontolha-
téan mar csak a harmadik derivalttol valo fiiggést zarja ki, szdmitisaink az anyagtorvény
formajat tekintve lényegében trividlisan ugyanarra vezetnek, viszont a formuldk mérete és
az egyenletek szama is jelent6sen megnd, illetve a szamitasok attekinthetdsége lecsokken.

A nemlokalisan kiterjesztett allapottérrel megadtuk a Liu-egyenletek egy teljes meg-
oldasat és ezt felhaszndlva az entrépiadramot és a disszipacids egyenltlenséget is. Az
extra entropiafluxus célszerli megvalasztiasaval illetve a kvadratikus belsd energia be-
vezetésével megoldhatéva, azaz er6-aram forméjiva alakitottuk az entropiaprodukciot.
Ebbdl megkaptuk a nem disszipativ, tisztin mechanikai esetre vonatkoz6 fesziiltség-
mozgasgradiens anyagtorvényt. Ez tartalmazta a fesziiltség térderivaltjait is a szokasos
rugalmas tagon feliil, rdadasul a mozgasgradiens térderivaltjanak divergenciijat tartalma-
z0 tagot is, amit altalaban a kettds fesziiltség (double stress), vagy hiperfesziiltség segit-

ségével vezetnek le. A mi eljardsunk sordn nem kellett ilyen fogalmakat bevezetniink.

s sz

tottuk, hogy ilyen diszperzios relacidkat az anyagok mikroszerkezetének figyelembe vé-
telével kapnak. A magasabbrendli nemlokalis kontinuumoktdl pedig pontosan az anyag
tiszta rugalmassigan tdlmutato, azaz a mikroszerkezetet robosztus €s univerzalis médon
leképezd konstitutiv relacidkat varunk [39].

Végezetiil, ahogy mar a bevezetésben is emlitettiik, (34)-hoz hasonl6 fesziiltség-
deforméco relaciot mar javasoltak [24]. Azonban ott ennek motivacioja a fesziiltség szin-
gularitisainak eltiintetése volt egyfajta ad hoc "reakcid-difftizié" forma bevezetésével. Itt
most megmutattuk, hogy a gyengén nemlokalis termodinamikai elmélet megengedi ezt
a fajta kiterjesztést, s6t szamos tovabbi informéciot is nyerhetiink. Igy példaul egy vari-
aciés megfogalmazasbol adodoval egyenértékll természetes peremfeltételeket kaphatunk
(az entrépiadram nulla legyen a peremen) vagy példaul lattuk, hogy a fesziiltségderivaltat

tartalmazo tagok a mozgasgradiensre vonatkoz6 kinetikusenergia-tagok kovetkezményei.

5. KOSZONETEK

A szerz6 halas ARKADI BEREZOVSKInak a remek beszélgetésekért és vitakért, tovab-
ba CHRISTINA PAPENFUSSnak a szamitasok ellenérzéséért. A munkat az Otka K81161

palyazataval tamogatta.

80



IRODALOM

[1] C. Truesdell and W. Noll. The Non-Linear Field Theories of Mechanics. Springer
Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1965. Handbuch der Physik, I11/3.

[2] Verhéas J. Termodinamika és reologia. Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 1985.

[3] M. E. Gurtin. Thermodynamics and the possibility of spatial interaction in elastic
materials. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 19:339-352, 1965.

[4] C. Papenfuss and S. Forest. Thermodynamical frameworks for higher grade material
theories with internal variables or additional degrees of freedom. Journal of Non-
Equilibrium Thermodynamics, 31(4):319-353, 2006.

[5] A. Acharya and T. G. Shawki. Thermodynamic restrictions on constitutive equa-
tions for second-deformation-gradient inelastic behaviour. Journal of Mechanics
and Physics of Solids, 43:1751-1772, 1995.

[6] M. E. Gurtin. Configurational forces as basic concepts of continuum physics. Sprin-
ger, New York-etc., 2000.

[7]1 G. Maugin. The thermomechanics of nonlinear irreversible behaviors (An introduc-
tion). World Scientific, Singapore-New Jersey-London-Hong Kong, 1999.

[8] L. Miiller. Thermodynamics. Pitman, Toronto, 1985.

[9] P. Van. Weakly nonlocal irreversible thermodynamics. Annalen der Physik (Leip-
zig), 12(3):146-173, 2003. (cond-mat/0112214).

[10] I-Shih Liu. Entropy flux relation for viscoelastic bodies. Journal of Elasticity,
90(3):259-270, 2008.

[11] D. Jou, J. Casas-Vazquez, and G. Lebon. Extended Irreversible Thermodynamics.
Springer Verlag, Berlin-etc., 1992. 3rd, revised edition, 2001.

[12] 1. Miiller and T. Ruggeri. Rational Extended Thermodynamics, volume 37 of Sprin-
ger Tracts in Natural Philosophy. Springer Verlag, New York-etc., 2nd edition,
1998.

[13] I-Shih Liu. Method of Lagrange multipliers for exploitation of the entropy principle.
Archive of Rational Mechanics and Analysis, 46:131-148, 1972.

[14] P. Van. Exploiting the Second Law in weakly nonlocal continuum physics. Pe-
riodica Polytechnica, Ser. Mechanical Engineering, 49(1):79-94, 2005. (cond-
mat/0210402/ver3).

81



[15] P. Van. Weakly nonlocal irreversible thermodynamics - the Guyer-Krumhansl and
the Cahn-Hilliard equations. Physics Letters A, 290(1-2):88-92, 2001. (cond-
mat/0106568).

[16] V. A. Cimmelli, A. Sellito, and D. Jou. Nonlocal effects and second sound in a
nonequilibrium steady state. Physical Review B, 79:014303, 2009.

[17] P. Van and T. Fiilop. Weakly nonlocal fluid mechanics - the Schrédinger equation.
Proceedings of the Royal Society, London A, 462(2066):541-557, 2006. (quant-
ph/0304062).

[18] M. A. Goodman and S. C. Cowin. Two problems in the gravity flow of granular
materials. Journal of fluid Mechanics, 45/2:321-339, 1971.

[19] P. Van. Weakly nonlocal continuum theories of granular media: restrictions from
the Second Law. International Journal of Solids and Structures, 41(21):5921-5927,
2004. (cond-mat/0310520).

[20] P. Van, A. Berezovski, and Engelbrecht J. Internal variables and dynamic degrees
of freedom. Journal of Non-Equilibrium Thermodynamics, 33(3):235-254, 2008.
cond-mat/0612491.

[21] A. Berezovski, J. Engelbrecht, and G. A. Maugin. Generalized thermomechanics
with dual internal variables. Archive of Applied Mechanics, 2010. online first.

[22] Van P. Weakly nonlocal non-equilibrium thermodynamics - variational principles
and Second Law. In Ewald Quak and Tarmo Soomere, editors, Applied Wave Ma-
thematics (Selected Topics in Solids, Fluids, and Mathematical Methods), chapter
II1, pages 153—186. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, 2009. arXiv:0902.3261.

[23] W. Muschik, Vita Triani, and Christina Papenfuss. Exploitation of the dissipation
inequality, if some balances are missing. Journal of Mechanics of Materials and
Structures, 3(6):1125-1133, 2008.

[24] E. C. Aifantis. Update on a class of gradient theories. Mechanics of Materials,
35:259-280, 2003.

[25] Asszonyi Cs. Van P. és Szarka Z. Izotrop kontinuumok rugalmas és képlékeny dl-
lapota, volume 5 of Mérnokgeologia-Koézetmechanika Kiskonyvtdr. Miegyetemi
Kiado, Budapest, 2007. ISBN 978-963-420-932-4.

[26] R. M. Wald. General Relativity. The University of Chicago Press, Chicago and
London, 1984.

[27] W. Noll. Space-time structures in classical mechanics. In The foundations of mecha-

nics and thermodynamics (Selected papers by Walter Noll), pages 204-210. Springer

82



Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1974. originally : pp28-34, Delaware Seminar
in the Foudnations of Physics, Berlin-Heidelberg-New York, Springer, 1967.

[28] T. Matolcsi and P. Van. Can material time derivative be objective? Physics Letters
A, 353:109-112, 2006. math-ph/0510037.

[29] T. Matolcsi and P. Van. Absolute time derivatives. Journal of Mathematical Physics,
48:053507-19, 2007. math-ph/0608065.

[30] Fiilop T. Kontinuumok kinematikdjanak dj értelmezése. In Fiilop T., editor, Uj
eredmények a kontinuumfizikaban, volume 8 of Mérnokgeologia-Kozetmechanika
Kiskonyvtdr, chapter 3, pages 55-99. Miiegyetemi Kiadd, Budapest, 2008.

[31] P. Van. Objective time derivatives in non-equilibrium thermodynamics. Proceedings
of Estonian Academy of Sciences, 57(3):127, 2008.

[32] P. Van. Anyagi sokasigok a nemrelativisztikus téridében. In Fiilop T., editor, Uj
eredmények a kontinuumfizikaban, volume 8 of Mérnokgeologia-Kozetmechanika
Kiskonyvtdr, chapter 2, pages 37-54. Miiegyetemi Kiadd, Budapest, 2008.

[33] 1. Pawt ow. Thermodynamically consistent Cahn-Hilliard and Allen-Cahn models
in elastic solids. Discrete and Continuous Dynamical Systems, 15(4):1169-1191,
2006.

[34] P. Van. Internal energy in dissipative relativistic fluids. Journal of Mechanics of
Materials and Structures, 3(6):1161-1169, 2008. Lecture held at TRECOP’07, ar-
Xiv:07121437 [nucl-th].

[35] V. A.Cimmelli. An extension of Liu procedure in weakly nonlocal thermodynamics.
Journal of Mathematical Physics, 48:113510, 2007.

[36] In Asszonyi Cs., editor, Izotrép kontinuumok anyagtorvénye, volume 3 of
Meérnokgeologia-Kozetmechanika Kiskonyvtdr. Muegyetemi Kiad6, Budapest,
2006.

[37] R. D. Mindlin. Second gradient of strain and surface-tension in linear elasticity.
International Journal of Solids and Structures, 1:417-438, 1965.

[38] A. V. Porubov, E. L. Aero, and G. A. Maugin. Two approaches to study essential
nonlinear and dispersive properties of the internal structure of materials. Physical
Review E, (79):046608, 2009.

[39] S. Forest and R. Sievert. Nonlinear microstrain theories. International Journal of
Solids and Structures, 43:7224-7245, 2006.

83



84



International Society for Rock Mechanics
Meérnékgeologia-Kozetmechanika 2010 Konferencia, Budapest

A KOZETTESTEK MINOSEGI JELLEMZESENEK ES
KAROSODOTTSAGANAK VISZONYAROL
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Sokféle empirikus osszefiiggést ismeriink a kézettestek mechanikai jellemzdi és a kozettest osztalyo-
zasi paraméterek kozott. Ezek az dsszefiiggések és az alapul szolgalo kisérleti vizsgalatok egyontetiien
azt mutatjak, hogy a két legfontosabb mechanikai jellemzd, az alakvaltozasi modulus és nyomoszilard-
sag novekszik a kozettest épsegével. Ismeretes, hogy a karosodottsag és a kozetmindség osszefiiggenek.
Ennek az irasnak a célja ezt az dsszefiiggést vizsgalni és dsszhangba hozni a kdzettestek mechanikai
jellemzoivel. Megmutatjuk, hogy a koézettest alakvaltozdasi modulusa és a nyomoszilardsaga nem fiig-
getlenek egymastol, valamint karosodasmechanikai megfontoldsokkal ez a kapcsolat meghatarozhato.

1 BEVEZETES

A koézettestek mechanikai jellemzésére szamos fizikai anyagi paraméter ismerete sziikséges.
A két legfontosabb ezek koziil az alakvaltozasi modulus és a nyomdszilardsag. Ezeket az
anyagi paramétereket gyakran viszonyitjuk az ép préobatestekre vonatkozo laboratoriumi
jellemzokhoz és a kdzetest mindsitési paraméterekhez, mint példaul az RQD, RMR, Q, GSI
vagy RMi értékekhez [ezeket bovebben lasd: Galos & Vasarhelyi, 2005]. Ezek a mindsitési
paraméterek szamszerlsitik a kozettest ép kozethez viszonyitott toredezettségét ezért
értelmezhetéek nagy kozettestek karosodottsdganak olyan mértékeként, amelyek
meghatdrozasi modja a gyakorlati felhasznalas igényei szerint alakult ki.

Az aldbbiakban a kozettestek alakvaltozasi modulusdnak és nyomoszilardsaganak a
kézetmindséghez vald viszonyat jellemezziikk karosoddsmechanikai keretek kozott. A
karosodasmechanika, amit esetlinkben specialis belsé valtozos nemegyensulyi
termodinamikaként értiink, kényelmes €s egyszerli elméleti keretet ad ennek a viszonynak a
jellemzéséhez, ¢és segit felderiteni a mechanikai jellemzok kozotti kapcsolatokat. A
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karosodasmechanikat  4ltaldban  kontinuumelméletként  targyaljak.  Szokasosan a
kontinuummechanika karosodasfiiggd parcialis differencidlegyenleteihez a karosodas iddbeli
fejlodésére vonatkozé kozonséges differencidlegyenletek csatolodnak. Bonyolultabb, gyengén
nemlokdlis karosodaselméletek elvetik a homogén karosodas egyszeriibb belsd valtozodit és
parcialis differencidlegyenleteket javasolnak a karosodas fejlodésének leirasara is. A
karosodasmechanika nagy elméleti kihivasa a karosodas valtozasat leird egyenletek
meghatarozasa. Ebben a cikkben szerepl6 megfontolasainkban csak a lehetd legegyszertibb,
mind a mechanikai, mind a karosodasi valtozé szempontjabol homogén rendszer
feltételezésével éliink, ezért az elméleti termodinamikai modellek felallitasanak alapja a
homogén testek termodinamikajanak az iddbeli valtozasokat is figyelembe vevd — tehat tobb
szempontbdl is nemegyenstulyi — elmélete, az ugynevezett kozonséges termodinamika
[Matolcsi, 2005].

1.1 A kozettest alakvaltozasi modulusa

A kozettestek alakvaltozasi jellemzésére szamos javaslat sziiletett. A legelfogadottabb és mért
jellemzd az alakvaltozasi (vagy har-) modulus, amelyet a nemlineéris, tonkremenetelig
terjedd fesziiltség-deformacié gorbébdl hatarozhatunk meg. Az alakvaltozasi modulust az
origobol a fesziiltségmaximum feléig huzott hir meredeksége hatarozza meg [Zhang, 2005,
120.0.]. A nemzetkodzi szakirodalomban szamos empirikus Osszefliggést javasolnak az
alakvaltozasi modulus €s a kozettest mindség(érték) kozotti viszony jellemzésére. Az
Osszefliggések egy része figyelembe veszi az ép kdzet alakvaltozasi (rugalmassagi) modulusat
is. A legjelentdsebb ilyen fliggvényeket, melyek RMR rendszerben adjdk meg a kozettest
alakvaltozasi modulusat, valamint figyelembe veszik az ép kdzet rugalmassagi modulusit is,
az 1. tablazatban mutatjuk be.

1. tdblazat. A kézettest E,,,, alakvaltozasi modulusanak kiszamitdsa az RMR értékbdl az ép kdzet E; rugalmassagi
modulusanak ismeretében (Megj.: s=exp((RMR-100)/9) )

Fuggvény Ref.
Em / E; = 1/100(0.0028RMR” + Nicholson és Bieniawski,
+0.9 exp(RMR/22.82) (1990)
E/ E; = (s9™, Sonmez et al.,
a=0.5+1/6((exp(-RMR/15)-exp(-20/3))  (2004)
En/E= s Carvalcho,

(2004)

Zhang & Einstein (2004), szdmos mérési eredmény statisztikai elemzése utan, RQD és
E.n/Ei kozott az alabbi 6sszefliggést javasolja:

EITI]/EI — 100.0186RQD7 191 (1)

A fenti empirikus egyenleteknek nincs fizikai interpretacioja. Palmstrom & Singh (2001),
Kayabasi et al. (2003) és Gokceoglu et al. (2003) analizaltdk oket, megmutatva elonyeiket,
hatranyaikat ¢és néhany pontositast is javasoltak (pl. a nedvesedési €s a mallasi hatas
figyelembe vételét).
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1.2 A kozettest szilardsaga

Kdézettest nyomdszilardsaganak (o.m) a toredezettséget tekintetbe vevd becslésére szamos
empirikus formula vonatkozik. A 2. tablazat felsorol néhany olyat ezek koziil, ahol az ép
kézet nyomoszilardsaga (c.) szerepet jatszik, valamint ugyancsak RMR értékkel tortént a
kézettest mindsitése. A fliggvényformajuk egységesen exponencidlis, de kiilonbozo
paraméterekkel.

2. tablazat Empirikus fiiggvénykapcsolatok a kézettest o, egyiranyd nyomoszilardsagara a kozettest

mindségének (RMR) fiiggvényében, ha az ép kdzet o, nyomdszilardsdga ismert.
Fiiggvény Ref.

/0= exp(7.65(RMR-100)/100)  Yudhbir et al. (1983)

Oen/ 0= exp((RMR-100)/18.5) Ramamurthy et al. (1985)

Oun/ 0= exp((RMR-100)/25) Kalamaras & Bieniawski (1993)
e/ 0= exp((RMR-100)/18) Hoek et al. (1995)

Oen/ 0= exp((RMR-100)/20) Sheorey (1997)

2 A KAROSODAS BEVEZETESE

A kovetkezokben a kozettestek osztalyozasara a kozetmechanikaban hasznalt empirikus
kézetmindségi mértékeket (pl. RQD, RMR, GSI) skalar karosodasi mértékként értelmezziik
és Dpy-el jeloljik. Ezek a kdzettest osztalyozasra bevezetett mennyiségek azonban inkabb
‘épségi’, mint karosodasi mennyiségeknek tekinthetdek, mert nulldk maximalis karosodas
esetén €s szazalékban mérve 100 %-ot adnak a teljesen toredezett kozetre. Ezért célszerii
bevezetiink és D-vel jeloliink egy karosodast jellemzd valtozot. A D = 0 érték fogja az ép
(tagolatlan) kozetet jellemezni és egy D = D,, kritikus karosodasi érték a teljesen toredezett
kozetet. A tovabbiakban a szdmszerii jellemzés relativ értékeit megtartva a legegyszertibb
linedris Osszefliggést javasoljuk az *épségi’ mértékek karosodasként torténd értelmezésére:

D D
D=D |1-—Rv ezért D, =100 1-—— |. 2
( 100] M ( D J @

Itt Dry a kozettest mindsitési értéke, ahol RM valamelyik kdzettest osztalyozasi rendszert
jeloli (RQD, RMR vagy GSI értékek, amelyek 0 ¢&s 100 kozott valtozhatnak).
Egyszertsitésként feltételezziik, hogy D, = 1. Esetiinkben ez nem jelent megszoritast, mert
nem probalunk a karosodasnak kozvetlen fizikai jelentést tulajdonitani (mint amilyen példaul
a mikrorepedések slirlisége vagy fraktdldimenzidja lenne) ¢és elfogadjuk a kozettest
osztalyozasra bevezetett mérési €s normalasi modszereket helyes jellemzésnek. Tudjuk, hogy
mind a Q, mind az RMi moédszereknél a kdzettest mindsége nemlinedrisan fligg ezektdl a
paraméterektdl, ezért az ezekre a paraméterekre alapozd empirikus 6sszefliggéseket itt most
nem vizsgaljuk.

A tovabbiakban tehat feltételezziik, hogy
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e a D = 0 esetben a kdzettest mechanikai paraméterei megegyeznek az ép kdzet
megfeleld paramétereivel,

e a D #0 esetben az ismert empirikus 0sszefiiggések jol jellemzik a kdzettestet.

2.1 Karosodasi modell a kozettest alakvaltozasanak jellemzésére

Az 1. tablazat fliggvényeit a D kéarosoddsvaltozd bevezetésével a kovetkezd forméba
transzformalhatjuk

B _ gm0, (3)

Az A anyagi paraméter értékeit a publikalt empirikus 6sszefliggésekre vonatkozdan egyrészt
kozvetleniil leolvashatjuk az empirikus formulakbol, masrészt illesztéssel meghatarozhatjuk.
Adatok hianyaban mi a formulakbdl szamolt adatsorra illesztettiink ez utobbi esetben. A
kapott 4 értékeket a 3. tablazatban osszegeztiik.

3. tablazat A (3) egyenlet A paramétere az 1. tdblazat empirikus képleteibdl

A Egyenlet:
4,358 Nicholson & Bieniawski (1990)
4,440 Zhang & Einstein (2004)
2,624 Sonmez et al. (2004)
2,778 Carvalho (2004)
1

09

08

0,7 1

06

g “
E 09 N
= N Carvalho (2004)
] SN
-~ . .
03 ] NN
Zhang & Einstein (2004) Sonmez et al. (2004)
0.2
Nicholson & Bieniawski (1990
0,1
0

0 0,1 02 0,3 0,4 05 06 0,7 08 0,9 1
kirosodas (D)

1. dbra A kozettest alakvaltozasi modulusara és a kézettest mindségre vonatkozo empirikus Osszefiiggések a
karosodasvaltozora atszdmolva (1asd (3) egyenletet €s 3. tablazatot).
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Az A paraméter kétféle jellemzd értéket latszik felvenni. A Nicholson-Bieniawski (1990)
¢s a Zhang-Einstein (2004) esetben 4,4 koriil van, viszont a Sonmez et al (2004) €s Calvalho
(2004) altal javasolt 6sszefliggésekben értéke kozelitleg 2,7.

Viszont mind Sonmez et al. (2004), mind Carvalho (2004) az ép kdzetekre vonatkozo s
Hoek-Brown-allandé hasznalatat javasolta formulaikban ép és csatlakozd kézettestek esetén
is. Ha az 4 paramétert a zavart kozeteknek megfelelden szamoljuk at (s = exp((RMR-100)/6),
Hoek & Brown, 1988), akkor 4 = 3,936 és A = 4,167 a két modellben, mely értékek
megkozelitik a masik két empirikus eredményt.

2.2 Karosodasi modell a kézettest nyomoszilardsaganak jellemzésére

A kozettest alakvaltozasi modulusdhoz hasonldan, atszamoltuk a o, nyomoszilardsag
empirikus formulait is karosodas valtozoba, felhasznalva az ép kézet 6. nyomoszilardsagat

9en — exp(-BD). 4)
(o2

c

A szamitott B paramétereket a 4. tablazatban soroltuk fel.

4. tablazat. A kozettest nyomoszilardsaganak karosodasfiiggését megado (4) egyenletben szereplé B paraméter
értékei

B Ref.
7,650 Yudhbi et al. (1983)
5,333 Ramamurthy et al. (1985)
4,167 Kalamaras & Bieniawski (1993)
5,556 Hoek et al. (1995)
5,000 Sheorey (1997)

A B paraméter atlagos értéke 5,542 (4,167 és 7,650 kozott; 1,291 szoérassal). A 2. abran
abrazoltuk ezeket az 6sszefliggéseket.

2.3 Termodinamika és karosodasmechanika

A karosodasmechanika a tonkremenetel jellemzésére vezet be fizikai mennyiségeket
(Krajcinovic, 1996). A karosodas termodinamikai elméletei belsé termodinamikai valtozoként
értelmezve ezeket a mennyiségeket biztositjdk, hogy az 1) valtozok bevezetése a
termodinamika masodik fétételével 6sszhangban torténjen. A termodinamikai keretek egyik
elénye, hogy lehetévé teszik a karosodasmechanika legfontosabb részének, a karosodas
idobeli valtozasat megado fejlodési egyenleteknek lehetséges forméjanak meghatarozasat,
Osszhangban a masodik fotétellel. Az elméleti keretek nagyon hasonléak ahhoz, mint amire a
reologia és a képlékenység elméletei is épiilnek [Asszonyi et al., 2007]. A masik fontos el6ny,
hogy a fejlédési egyenletek ismerete nélkiil, mér a sztatikai vizsgalatokkal tonkremeneteli
feltételeket fogalmazhatunk meg, a tonkremenetelt az anyag karosodottsdganak
novekedésekor bekovetkezd termodinamikai stabilitasvesztéseként értelmezve [Van, 2001,
Vién & Vasarhelyi, 2001].

89



0,9

0,8 A
A\
‘
0,7 o
\ AN
0,6 s
j \\ W\
A IS
£ 05 \ \ N
‘ \\ o Kalamaras & Bieniawski, (1993)
04 L\
\ \\ Ramamurthy et al. (1985)
-~ ~
0,3 N S
Yudhbi et al. {19 ~ ~ Sheorey (1997)
0,2 N e
D S
~ AN T -
0,1 s % ——
’ Hoek et al” (1995) <~ e T
_— o m em= — S —
0 = e i i A
0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1
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2. éabra. A kozettest nyomdszildrdsdgdnak a kozettest mindségétol vald fiiggésére vonatkozd empirikus
Osszefliggések. A D karosodas fiiggvényében atszamolt gérbék abrazolasa (lasd (4) egyenletet és 4. tablazatot).

A karosodasmechanika szamos elmélete a termodinamikai potencidlok (pl. szabadenergia)
polinomialis fliggését tételezi fel a deformaciotol és a karosodastol. Ezt a fajta fliggést
mezoszkopikus szamitasok [Papenfuss et al. 2007] és a rugalmassagtan elméletével megtartott
teljes analdgia motivalja. Masodrendi tenzort (fabric tensor) vezetve be karosodasi
paraméterként, a rugalmassagtannal azonos elveket alkalmazhatunk a szabadenergidnak a
karosodastdl €s a deformaciotdl valo fiiggésének meghatarozasara. Példaul izotrop karosodas
esetén a szabadenergia legaltalanosabb, mésodfoku polinomialis fliggvénye [Papenfuss &
Van, 2008] 11 anyagi paramétert tartalmaz a rugalmassagi paramétereken kiviil. A
masodrendli tenzor azonban nem az egyetlen lehetséges karosodasi valtozd, példaul a
mikrorepedezés irany €s hossz szerinti atlagolasa skalar illetve vektori rendii karosodasi
paraméterekhez is vezethet, a repedésrendszer szimmetriditol fliggden. Mivel a kozettest
osztalyozasi mddszerek nem veszik figyelembe a repedés- és toredezés-rendszer részleteit,
ezért mi is a tovabbiakban a lehetd legegyszeriibb, skalaris valtozot tartalmazo és minimalis
szamu anyagi paramétert bevezetd modell feldllitdsara toreksziink. Raadasul a kozettestek
mechanikai tulajdonsagainak meghatarozasara szinte kizardlag egytengelyli terheléseket
tudunk alkalmazni, ezért a mechanikai valtozoink is skalarok lesznek.

A termodinamikai megfontolasok biztositjak, hogy elméleti modelliink robosztus, azaz a
paraméterek valtozasara érzéketlen legyen. A tovabbiakban izoterm rendszereket targyalunk,
ezért a hdmérséklet nem szerepel a megfontoldsainkban és termodinamikai potencidlként a
szabadenergiat vezetjiik be.
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Exponencidalis modell: Els6 észrevételink az, hogy a karosodas kiilonbozik a
nemegyensulyi termodinamika klasszikus bels¢ valtozoitdl az egyirdnyl terjedési
tulajdonsagban: a karosodas az id6 fliggvényében tipikusan novekszik, csokkenni csak ritka,
kivételes esetekben hajlandé. Ezért a szabadenergia karosodasfiiggésekor olyan
figgvénykapcsolat is szoba keriilhet, amely nem szimmetrikus a nullara, esetleg nem is
értelmezett negativ karosodas esetén. Ez a megfigyelés vezet az elsé alapfeltevésiinkhoz: a
karosodas egységesen gyengiti a koOzettest rugalmas kotéseit, €s a rugalmas energia
csokkenése aranyos az anyag rugalmasenergia-tartalmaval. Azaz feltételezziik, hogy a
karosodas energetikai jellegli, és ugyanaz a karosodds a jobban deformalddott kozeg
energiatartalmat jobban csokkenti.

1. FELTEVES. Az F = F(&D) szabadenergia karosodasfiiggésére vonatkozoan a kovetkezo
differencidlegyenlet vonatkozik:

oF

D =-aF(¢,D). 5)

£

Itt £ a karosodott kdzettest deformacidja.

2. FELTEVES. A nyomas aranyos a deformacioval, azaz karosodasfiiggd az alakvaltozasi
modulus:

oF

=0 =E(D
% ~° (D)e, (6)

D

ahol E(D) az emlitett karosodasfiiggd alakvaltozasi modulus. A szabadenergia parcialis
derivaltja a deformaci6 szerint a nyomas. Az (5) és (6) feltételek alapjan a szabadenergia a
kovetkezd

2
F(e,D)=e (Ei % +F, j 7
Itt az E; és Fy allandok az ép kozet alakvaltozasi modulusa (D = 0) és a terheletlen, ép
kézet szabadenergidja Fp = F(g=0, D=0).

Ennek megfelelden az alakvaltozasi modulust a (6) egyenlet alapjan szamolhatjuk:

ror
& 0¢

S —E(D)=Ee™. (8)
&

D

Ez az exponencidlis kapcsolat megfelel a kisérleti adatoknak, ahogy az elsd fejezet
empirikus formuldi mutatjak.

Masrészrol pedig a termodinamikai stabilitas feltételei, azaz a szabadenergia konvexitésa is
vizsgalhat6. Ha a szabadenergia konvexitasa sériil, akkor a termodinamikai allapot nem stabil.
Ez pontosan az, amit a karosodastol elvarunk: egy bizonyos karosodasérték felett az anyag
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instabil. Azaz, a nyomast novelve, egy adott karosodottsagnal elériink egy kritikus
deformaltsdghoz (és nyomasértékhez), ami felett a karosodottsag novekedésnek indul. Ez a
feltétel esetiinkben a szabadenergia masodik derivaltja segitségével vizsgalhato:

Ee ™ —aEe ¢
2 _ 2
k= —aEe e aze“D(El. %+FOJ ' ©)

Sylvester kritériumat hasznalva tudjuk, hogy a fenti matrix pozitiv definit, ha a
determinansa pozitiv, azaz

2
det(0’F) = a2EiezaD(Fo ~E, %) > (. (10)

A determinans zéro volta tonkremeneteli feltételt eredményez. Felismerhetjiik, hogy ez egy

kritikus mechanikai energia feltétele, ahol a kritikus deformacié ¢, a kovetkezo:

= |, (11)

Ebbdl kiszamolhatjuk a o, kdzettest szilardsagot, a (8) egyenldségnek megfelelden

o, =ED)e, =E e /%. (12)

Az ép kozet szilardsaga o, = Eig., ezért (12)-bdl kapjuk, hogy
— =, (13)
Ez az alak megfelel a 2. tablazat empirikus kapcsolatainak, és a deformacidt tartalmazé (8)

egyenletnek is. Tovabba, a (13) szerint az empirikus « paraméter értéke egyenlé az
nyomoszilardsagra vonatkozé (4) formula B paraméterével.

Hatvany-exponencidlis modell: Singh ¢és Rao (2005) kisérletei azonban finomitjak a fenti
képet. Toredezett, tagolt mintadkon végzett laboratoriumi kisérleteik a tagoltsagi €s iranyoktol
rendszertdl lényegében fliggetleniil azt mutatjak, hogy

q
L:(S_j ’ 14
O . &

ahol g = 0,625 [Singh & Rao, 2005]. Ez a formula azonban csak q = 1 esetén konzisztens
termodinamikai modelliinkkel, illetve az azt megalapoz6 két alapfeltevéssel.

Az elso feltevésiink latszik ellentmondani Singh és Rao méréseinek, ezért kovetkezo
modelliinkben csak annyit fogunk megkévetelni, hogy a deformdlatlan kézet gyengiilése
legyen aranyos az energiatartalmaval, vagyis
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1-A. FELTEVES. Az F = F(0, D) szabadenergia karosodasfiiggésére vonatkozéan a
kovetkezd differencidlegyenletet irhatjuk fel:

oF

D =—-alF (0, D). (15)

£=0

Illetve tovabbra is megtartjuk, hogy:

2. FELTEVES. A nyoméas aranyos a deformacidval, azaz karosodasfiiggd az alakvaltozasi
modulus:

oF

=o=E(D)e, (16)

D

ahol E(D) az emlitett kdrosodasfiiggd alakvaltozasi modulus. (15) és (16) feltételek alapjan
egy megfelel szabadenergia a kovetkezo

F(s,D) = e"“D[E(D)%+E]J. (17)

Latjuk, hogy (7)-hez képest az el6zéekben az ép kdzet alakvaltozasi modulusanak tekintett
paraméter ez esetben egy deformaciotdl fliggd fliggvényként adodik. Az Fy allando tovabbra
is a terheletlen, ép kdzet szabadenergidja F = F(&=0, D=0).

Ennek megfelelden az E(D) alakvéltozéasi modulust a (16) egyenlet alapjan szamolhatjuk:

10F -9 _ E(D)= E(D)e™. (18)
go0g|, ¢

Az eredmény tovabbra is kozelitéleg exponencidlisnak tiinik (pl. ha az alakvaltozasi
modulus  karosodasfiiggése polinomialis). Az ép koézet rugalmassagi modulusara
vonatkoztatva kapjuk, hogy

E,, _EWD) _ED)}e”

cm

E  E©) E(0)

C

(19)

A termodinamikai stabilitas feltételei, azaz a szabadenergia konvexitdsa megint a
tonkremeneteli feltételiinket, azaz végsd soron a szilardsagot adja. Ez a feltétel ismét
szabadenergia masodik derivaltja segitségével vizsgalhato:

E (E'-aE)e

OF=e® (20)

2
(E—aE)e (E"—ZaE'+a2E)%+a2E) '

Sylvester kritériumat hasznalva most két feltételt kapunk a matrix pozitiv definitdsara. A
jobb also tag pozitivitasa eredményezi az els6 kritikus deformaciot:
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—2ak,
e (D)=,|———F2——
en (D) \/E"—ZaE'+a2E

1)

ahol a vesszé a karosodas szerinti derivaltat jeloli. A matrix determinansanak pozitivitasa

miatt pedig azt kapjuk, hogy

—2aF;
gcmZ(D): “ :

E"—2aE‘+a2E—z(E'—aE)2

(22)

Eszreveheté, hogy mindkét kritikus deformacié karosodasfiiggé. A tovabbiakban az elsé

feltételt fogjuk vizsgalni, mert ez adja kisebb kritikus deformacidt, amint ezt a nevezd utolsé

tagjanak pozitivitasa mutatja.

Ebbél szamolhatjuk a o, kritikus kdzettest szilardsagot a (18) egyenldségnek megfelelden,

Ezt az ép kozet szilardsagaval elosztva kapjuk, hogy

o

cm

o, =ED)

cml

(D).

o

A (14) Singh-Rao feltételbe helyettesitve az adédik, hogy

c

_ E(De,,, (D) _ ED) \/(E 2aE+a’E),
EO), (0) EO)\ E'-2eE+a’E

E,D) _(EY _o,_E [E'©

(23)

(24)

(25)

Ezt Kkicsit atrendezve, (5)-hoz hasonldan, differencidlegyenletként megfogalmazhato

feltételt kapunk az alakvaltozasi modulus karosodasfliggésére:

Evv_évv ' (O)e*ADEA‘ZU*‘D — O

(26)

Az ehhez tartoz6 peremfeltételek a kovetkezok E(l) =0,E 0)=E.

E/EO
12

10|

06
04|

02F

Fe
0.8 %

A deformaci6 modulus kérosodésfiigegse

0.0
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5. abra: Az alsé szaggatott
vonal a Zhang-Einstein for-
mula, a pontozott vonal pedig
differencialegyenletbdl  sza-
molt E, /L =E/E, A
fels6 vonal ez utobbinak az
exponencialistdl valo eltéré-
sét mutatja, azaz .

E/E,=Ee™ | E -,
q=0,625, A=3,6, FE(0)=0.9,
E(1)=0,9, E’’(0)=36 para-mé-
ter értékekkel. A modell para-
méterei azok, amik a Zhang-
Einstein képletben illesztéd-
nek az adatokra, illetve g €s
E(0).



3 DINAMIKAI VIZSGALATOK

A termodinamikai  megfontoldsokbol a  karosodds idébeli  valtozasat leird
differencidlegyenletet is megkaphatjuk, ha az entrépiaprodukcidban a karosodasvaltozo
idéderivaltjat, azaz a ra vonatkozd fejlédési egyenletet, tekintjiilk termodinamikai aramnak a
termodinamikai reologidhoz hasonléan [Verhas, 1986; Van és Asszonyi, 2006]. Ennek
legegyszertibb formaja az exponencialis modellre felirva a kovetkezo:

. oF

D=-L"—
oD

= —Le_“D{E 8—2+F] 27)
- i 2 (U

Itt L a linearis nemnegativ Onsager-féle vezetési egyiitthatd, amely a valtozasok sebességét
jellemzd anyagi paraméter. Feltételezve, hogy a mechanikai egyensuly beallasa sokkal
gyorsabb, mint a karosodasi folyamat, a fesziiltség idébeli valtozasat (16) miatt egyértelmiien
megadja a deformacio idofiiggése. Tegyiik fel, hogy a deformacié valtozasi sebessége
egyenletes ¢és a sebessége v, azaz & =vt. Ekkor (27) differencidlegyenlet megoldasaval
kiszamolhatjuk a kiilonb6z6 deformacidsebességek mellett fellépd fesziiltség-deformacio
gorbéket. A 6. abran a fesziiltség-deformécid viszony alakuldsat dbrazoltuk kiilonbozo
deformacio sebességek esetén. A 7. abra pedig az anyagfiiggvény egyetlen karosodasi

paraméterének a szerepét abrazolja.

. 6. abra: A fesziiltség

Egyenletes deformacié sebesség, v={0.2, 0.5, 1} deformaciofiiggése kii-

16nb6z6 egyenletes de-

formaciosebességek e-

setén. A sebesség no-

vekedésével  ndvek-

szik a latszdlagos nyo-

moszilardsag (a gorbék

maximuma). A nem ri-

deg viselkedés, azaz a

. negativ meredekségii

FE AN rész a  karosodas

s ~ novekedésének  ko-

) . sz6nhetd. Az dbra csak

N s T a kvalitativ viselkedést
! N mutatja.
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4 KOVETKEZMENYEK

A koézettest alakvaltozasi modulusara vonatkozo empirikus fliggvények s=exp((RMR-100)/9)
esetén Osszegezhetdek a kovetkez6 forméaban

RMR-100

< (14)

Ery _
E

l
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ahol 22,5 < a < 38,1 (5. tablazat) és az atlagérték 30 (szoras: 8,3!) koriil van, mig ha a zavart
= exp((RMR-100)/6) Hoek-Brown paramétert hasznaljuk, akkor az
atlagérték 23,7 (szoras csupan 1,3!).

5. tablazat A (14) egyenletben szerepld anyagi paraméter értéke a 3. tablazat adataibol, az 1. tablazat
egyenleteinek felhasznalasaval. A zardjelben levd szam a zavart kdzettestet jellemz6é s Hoek-Brown paraméter

kozettestet jellemzd s

hasznalataval adodik.

Egyenlet: a
Nicholson & Bieniawski (1990) 22,95
Zhang & Einstein (2004) 22,52
Sonmez et al. (2004) 38,11 (25,41)
Carvalho (2004) 36,00 (24,00)

A kozettest nyomoszilardsagara hasonld egyenletet hasznalhatunk

O-Cm

o

c

=e

RMR-100
b

(15)

ahol 13,75 < b < 24,00, az atlag 18,76 (szorés: 3,94). Kivéve a tobbi eredménytdl teljesen

eltéré Yudhbi et al. (1983) egyenletét, akkor b = 20,19; 2,67-es szorassal.

Egyenletes deformécio sebesség, a={1, 2, 3}

7. 4bra: A fesziiltség
deformaciofiiggése e-
gyenletes deformacio-
sebesség és kiilonbo-
76 karosodasi paramé-
terek esetén. Az o pa-
raméter novekedése ri-
degebbé teszi az anya-
got abban az értelem-
ben, hogy megndveli a
latszolagos nyomoszi-
lardsagot. Ugyanakko-
ra karosodas nagyobb
fesziiltség hatasara
megy végbe. Az abra
csak a kvalitativ visel-
kedést mutatja.
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6. tablazat. A b paraméter a (15) egyenletbdl a 4. tdblazat paraméterértékeinek felhasznalasaval.
Ref. b
Yudhbi et al. (1983) 13,07
Ramamurthy et al. (1985) 18,75
Kalamaras & Bieniawski (1993) 24,00
Hoek et al. (1995) 18,00
Sheorey (1997) 20,00

Vegyiik észre, hogy egyszeriibb, exponencialis karosodasmodelliink azt kovetelné meg,

hogy a = b legyen az RMR valtozékban torténd kozettest jellemzés esetén is, nemcsak a

karosodasvaltozdkban.

Feltételezve az a = b egyenlOséget, az alakvaltozasi modulus és a szilardsag kozotti

viszony:
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em _ Tmo_ 0 22 ) (16)

A fentebb elemzett empirikus Osszefliggések azonban kiilonboz6 értéket eredményeznek a-
ra és b-re (lasd az 5. és 6. tablazatokat). A kiilonbség kicsinek tekinthetd, ha figyelembe
vesszilk az alakvaltozasi modulus és karosodasi (kdzettest-mindségi) jellemzOk mérési

s

Zm oL (17)

ahol E, /o, az MR (modification ratio) médositasi hanyados (lasd Palmstrom & Singh 2001).

Masrészrdl a (3) és (4) empirikus formuldk szintén megadnak fliggvénykapcsolatot az E,y
alakvaltozasi modulus és a o.n nyomdszilardsag kozott, a karosodasi modell figyelembe
vétele nélkiil is:

E E (B-4)(RMR-100)

O_—””:je 100 , (18)

ahol 4 és B a (3) és (4) egyenlet alapjan adottak. A 3. és 4. tablazat értékeinek
felhasznalasaval a B-A kiilonbségek 0 és 5 kozott mozognak, 2-es atlagértékkel. Tehat az
atlagértékkel

2(RMR-100)

E””=MR><e 0o (19)
o

cm

ahol MR a mddositési hanyados.

Mint lattuk, a részletesebb informacidkat szolgaltaté Singh & Rao (2005) Osszefliggés
szintén beilleszthet6 egy modositott - a hatvany-exponencidlis - modell keretei kozé, azaz
termodinamikailag kovetkezetes kiegészitést jelent. Az ismertetett termosztatikai
Osszefliggések nemegyensulyi altaldnositdsai a stabilitdsvesztés részletesebb, dinamikai
vizsgalatat is lehetdvé teszik.

Végiil megjegyezzilk, hogy az ismertetett modszer alapjan karosodason alapuld
haromdimenziés tonkremeneteli feltételrendszer is kidolgozhat6é, ugy, ahogyan azt ép
koézetekre Van & Vasarhelyi, 2001-ben megmutatta, és alkalmasint hasznalhato 6sszetettebb
gyakorlati kérdések vizsgalatara is, mint példaul a viztartalomnak a koézet szildrdsagara
gyakorolt hatasa (1asd pl. Romana & Vasarhelyi, 2007).
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VEGES RUGALMAS ES KEPLEKENY DEFORMACIOK
LEIRASA
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A szildrd kozegek véges rugalmas és képlékeny deformdcioinak mdig ismert leirdsai szdmos

fizikai szempontbol nem kielégitdek (sot, nem elfogadhatoak). E tanulsdgokat lesziirve, jelen irds

egy olyan tdrgyaldsmédot épit ki, amely mentes mindezektdl a problémdktol.

1. ELOSZO

A kontinuumfizika (termodinamikéval egyesitett kontinuummechanika) idéderivalta-
kat is tartalmaz6 rugalmas és képlékenységi konstitiicids Osszefliggéseihez (,,anyagtor-
vényeihez”) sziikség van a rugalmas és a képlékeny alakvaltozas idébeliségének kielégitd
leirasara. Ezek az id6beli folyamatok olyanok is lehetnek, melyek sordn véges (azaz nem-
kicsi') alakvaltoz4sok Iépnek f6l. Emellett mind az id6-, mind a térderivéltas konstitdci-
Os Osszefliggések igénylik az anyagi objektivitis elvének (a vonatkoztatasi rendszertdl,
térido-megfigyel6tdl fliggetlen leirds) biztositdsat. Ezek a szempontok indokoljak, hogy
ebben az, id6- és térderivaltas anyagtorvényekrdl sz616 kotetben egy kontinuumkinemati-
kai irés is helyet kap: egy olyan irds, mely ezeket a szempontokat kivanja megvaldsitani,
biztositani, és igy alapul szolgalni az id6- és térderivaltakat tartalmazo konstiticids 0ssze-

fiiggések témakorének jovobeli fejlédéséhez.

Az itt ismertetett megkozelités el6futara a [FULOP (2008b)] munka, amely problé-
makat fogalmazott meg a kozegkinematika szokasos leirasaval kapcsolatban, lefektette

'nem »végtelen kicsi”, nem ,.infinitezimalisnak tekinthet6”
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azokat az alapelveket, amelyek mentén ezek a problémak elkeriilhetdk, és ismertetett két
olyan deforméciotenzor-jeldltet, melyek eme elvek fényében kiilondsen egyszerii defini-

cioval rendelkeznek.

Az ott megkezdett munka folytatodik itt. A felallitott alapelvek tovabbi elemzésével
ugyanis az ott bemutatottakon is tilmenden, 1ényegében egyértelmiire sziikithetd a ru-
galmas alak- és deformaltsagtenzor definicioja. Emellett a képlékeny alakvaltozasok —
mégpedig a véges, azaz nem feltétleniil kicsi képlékeny alakvaltozasok — minden ismert
szempontnak megfeleld kinematikai targyaldsa is kiadodik, teljes szerves 0sszhangban a

rugalmas folyamatok kinematikai jellemzésével.

Az 4j eredmények egy része a 2009-es lisszaboni ESMC2009 konferencidn (7.
EUROMECH Szilardtestmechanikai Konferencia) is bemutatasra keriilt [FOLOP—VAN
(2009)], a tobbi — koztiik a képlékenyedésre vonatkozd 6sszes — itt mutatkozik be el6-

SzOr.

2. BEVEZETES

A kontinuumok fizikai leirdsa a kontinuumok mozgasanak leirdsival, a kinematika-
val kezdédik. Ennek megfelelGen a teriilet rengeteg miiveldje foglalkozott mar a ,,véges”
(azaz nem feltétleniil kicsi) alakvéltozdsok mennyiségi jellemzésével, és szamos javaslat
sziiletett a rugalmas alakvéltozasi tenzor?
tasra az a kérdés meriil fel, hogy van-e még kutatnival$ ezen a teriileten, nem elegendd-e

egyszeriien fellapozni az irodalmat.

Maisodik ranézésre mar kevésbé kielégitd a helyzet. A b&ség zavardban taldljuk ma-
gunkat: tdl sok a definici6, €s til kevés hozza az instrukcid, hogy miért van ennyi, és hogy
melyiket hasznaljuk, vagy hogy melyiket mikor hasznaljuk.

Még kozelebbrdl szemlélve pedig problémékat is felfedezhetiink e definicidkkal kap-
csolatban is, és a kozegkinematika méds pontjain is. Igy példdul a képlékeny alakvélto-
zasok leirdsa a rugalmas esetnél is kevésbé kielégitonek bizonyul. Kideriil tehét, hogy
van még teendd — mégpedig nem bizonyos ,,akadémikus” szempontok miatt, hanem a
kozegek mozgisanak és az ahhoz kapcsolddo dinamikai jelenségeknek a fizikai inkon-
zisztencidktdl mentes leirasa érdekében. Anndl is sziikségesebb ez, mert ha a kinematika
fizikai hibakat hordoz, akkor azok mind 6roklédnek a kontinuumfizika 6sszes tobbi ré-

szére, melyek mint felépitmények alapoznak a kinematikara.

2Ez alatt jelen fras olyan mennyiséget fog érteni, mely deformalatlan 4llapotban az egységtenzor.
Angolul deformation tensor.
3 mely deformalatlan llapotban nulla; angolul strain tensor
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3. A KOZEGKINEMATIKA SZOKASOS TARGYALASA

Hogy lassuk, mik azok a problémak és fizikai inkonzisztencidk, amik a kozegki-
nematika tipikus targyalasaban felmeriilnek, tekintsiik 4t a szdmos tankonyvben, szak-
konyvben és enciklopédidban megtaldlhatd szokasos megkozelitést. (Bizonyos miivek,
pl. [TRUESDELL-NOLL (1965)], [HaupT (2002)], tartalmaznak ehhez képest néhany eld-
relépést, de a problémdak zome ezeknél a targyaldsokndl is fennmarad, illetve pusztan
atfogalmazodik. Ezért az alabbiak nem térnek ki az 0sszes ismeretes valtozatra.)

A szokésos targyalas szerint tehét nulladik 1épésben valasztanak egy inercidlis vonat-
koztatasi rendszert, egy idGorigét, és az inerciarendszer terében egy térorigét. Ez a 1épés
azért nevezhet6 nulladiknak, mert altalaban hallgatélagosan torténik, nem fogalmazzak
meg expliciten. Ezutan valasztanak egy ¢, referencia-idépontot, a kdzeg akkori allapo-
tat nevezik ki referencia-allapotnak (referencia-konfiguricionak), és ezutan minden egyes

anyagi pontot azzal jellemeznek-indexelnek, hogy ¢y-kor mely X helyvektord helyen jart.

A tg-kor X-ben jart kzegpont t-kor az

x = x(t,X) ey
helyen jar, igy
u(t,X) = x(t,X) = X (2)
az elmozdulésa ¢, 6ta. Sebességét
V(t,X) = x(t,X) =u(t,X) 3)

adja meg, ahol a feliilpont a szubsztancidlis id6derivaltat jelenti, mely az X ,,anyagi hely-

valtoz6” hasznélata esetén egyszertien a 0; |x parcidlis idoderivalt.

Bevezetik ezutin, a x mozgésfiiggvény illetve az U elmozdulasfiiggvény térderivalt-

jaként az
Fim=xoVy =1 +UsV, o)

un. mozgasgradienst vagy elmozduldsgradienst, melyre definicidja kovetkezményekent

teljestil
FF' =vaV, és (FoVy)™ =0; 5)

itt Vy a 0y anyagi térderivaltat, V, pedig a 0, inercidlis térderivaltat jeloli, melyek a helyes
tenzoridlis sorrend (,,indexsorrend”) érdekében kontextustol fiiggéen hatnak balra (V)

illetve jobbra (V') [kérdéses esetekben a kontextust zardjelezés fogja egyértelmdisiteni],
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® a diadikus vagy tenzorszorzat jele*, végiil * a tenzorok antiszimmetrikus részét jeloli
[a szimmetrikus részt pedig 5, tovdbba T a transzponaldst; tobbindexes tenzornil pedig

pl. A23 3 masodik és harmadik ,,indexben” vett antiszimmetrizaltat, mely indexesen pl.
$(Cijr — Cirj) 1.

A kovetkezd 1épés az, hogy tekintik a — nemnulla determinénsu tenzorokra egyértel-
mi — bal ill. jobb CAucHY-dekompoziciot (poléris felbontést):

F=U.0 = OUg, (6)

ahol O ortogondlis, Uy := VFFT és Uy := VF'F pedig szimmetrikus, pozitiv definit

tenzorok?.

Ezek segitségével definidljak, kiillonboz6 valés n hatvanykitevokkel, a kiilonb6zo

(CAUCHY-GREEN, FINGER, ...) bal és jobb alakvaltozasi tenzorokat:
i = (Uy) i = (Up)" @)
L L) > R R) -

Azokbdl pedig a kiillonbdz6 (GREEN-LAGRANGE, ST. VENANT, BIOT, ALMANSI, HENCKY,
...) deformacidtenzorokat vezetik be:

EM = %[Cﬁ”’ 1] - H(UL)” 1], E” =y, ®)
EW = %[cgw 1] = H(UR)” 1], EY = InUy ©)

(az n = 0 eset, a HENCKY-féle vagy ,természetes” deformicidtenzor® az n # 0 esetek
természetes folytatasaként, azaz n — 0 hataratmeneteként a L’HOSPITAL-szabéllyal szar-

maztathato). A kis deformacidkra hasznalt CAucHY-deforméciotenzor pedig
ECV = FS — | = (uaVy). (10)

Ennek a deformacidtenzornak egyébként bevezethetd az a véltozata is, amelyben az anya-
gi Vy helyett az inercialis V, all:

E™CAUHY = (ue V)%, (11)

A Vy tipusu és a V, tipusu térderivélt érték az F szorzoval szamithato at egymésba,

mely kis alakvaltozasok soran koriilbeliil az | egységtenzor, ezért kis deformacidkra e

4 A magyar irodalomban szintén gyakori o jelen frasban a fiiggvénykompoziciét (osszetett fiiggvényt)
kell jelolje.

3 A bal és a jobb oldali felbontdsban felléps ortogonalis tenzorok egyenldnek bizonyulnak, ezért jelol-
hetjiik Sket a kozos O modon. U = FFT illetve U3 = F'F determinénsat véve konnyen belathato,
hogy detU; = detUg = detF = det FT.

®Egy pozitiv sajatértékekkel rendelkez6 szimmetrikus tenzor logaritmusa az a tenzor, melynek sajat-
vektorai megegyeznek az eredeti tenzoréval, a sajatértékei pedig az eredeti sajatértékek logaritmusai.

2 2

Vagyis a fétengelyrendszerben a f64tlobeli elemeket a logaritmusukkal helyettesitjiik.
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két deforméacid-valtozat vezetd rendben megegyezik. Utdbbi azért viselheti az >inercidlis
CAUuCHY< nevet, mert mindkét ,.tenzori indexében” (tenzori komponensében) inercialis
vektori tipusu, hiszen V is inercidlis vektor, és V, is inercidlis vektori értéki derivalt.
ECAUCHY viszont olyan ,.hibrid”, amely részben inercialis, részben viszont anyagi vekto-
ri tipusd. Emiatt az E™€AUCHY yiltozat konzisztensebbnek tiinik. (Ez a megitélés késébb
fokozatosan egyre megalapozottabba fog valni.) A CAucHY-deforméciotenzor (mindket-
t6) szimmetrikus, sajatirdnyai vannak, sajatértékei pedig e foirdnyokba torténd relativ
megnyuldsokat adjdk meg (amint az geometriailag megéllapithatd). A tobbi deforma-
ciotenzor pedig mind tgy van kialakitva, hogy szintén szimmetrikusak legyenek, és kis
alakvaltozdsokra — amikor is F ~ |, — vezet6 rendben megegyezzenek a CAUCHY-

deformaciodtenzorral (vagyis mindkét valtozattal).

4. A KOZEGKINEMATIKA SZOKASOS TARGYALASANAK PROBLEMAI

4.1. TUL SOK DEFORMACIO-JELOLT

Lathatjuk tehat, hogy tulajdonképpen végtelen sok alakvaltozas- és deformacidtenzor

keriil bevezetésre. Rdadasul, egy kis tobblet fantiziival a

1 n —n 1 n -n

S(EMHE), S (BU+ECY) (12)
tovabbi jeloltek is természetesnek tlinnek. Megéllapithatjuk tovabba, hogy az F = U, O
felbontés egy olyan jelentést hordoz, miszerint a kozeg (egy kis helyi darabkéja) el6szor
csak fordul (O), utdna pedig csak tagul és torzul (U ). A masik felbontas pedig a forditott
értelmezés: el6szor torténik tagulas és torzulas (Ug), utdna pedig csak elfordulés (O). Va-
16jaban azonban helyesebbnek tlinik az a felfogés, hogy a kett6 egyszerre torténik minden
egyes pillanatban. Ezért nemcsak igazsagosabbnak, de helyénvalobbnak is tinnek példaul
az

(o)

jeloltek. Vagy, ha belathat6 lenne, hogy 1éteznek ,,kozbiils6” poléris dekompoziciok is,

pl.

JUI0+0U), V0,000, vy VU;0/U;,  (4)

akkor ezekre is timaszkodhatnank.”
"Még igazsigosabbnak tiinik a kicsiny idStartamok alatti kicsiny elforduldsokat valahogy felintegral-

ni. Latni fogjuk azonban, hogy az elfordulas altalanos k6zegmozgéasok esetén csak egy korlatozott
mértékben értelmezhetd, ezért ezt az elgondolast sem érdemes erdltetni.
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Mas szempontbdl viszont nem tiinik egyenértékiinek a bal és a jobb lehetdség. Egy
egyszer(i szemléltetésként, ha az egyszer(i nyiras® specidlis péld4jat tekintjiik®, akkor Up
(és igy a hatvanyai, és a belSle képezett bal deformécidtenzorok) féirdnyai a szemlélete-
sen vart irdnyba forognak, egyre lassuld modon; az egyik sajatirdny a nyirds irdnyihoz
tart, egyre novekvo, ,,nyulo” sajatértékkel, a masik pedig egyre kisebb, ,rovidiil6” sa-
jatértékkel. A jobb tenzorok (Ug és fliggvényei) sajitirdnyai viszont természetellenesen,
visszafelé iranyba forognak (szintén lassuld, és ,,nyul6/rovidiil6” médon). A visszafele
forgas azzal magyarazhatd, hogy a jobb tenzorok az anyaghoz rogzitett irinyokhoz vi-
szonyitanak — mig a bal tenzorok az inercidlis tériranyokhoz —, és kideriil, hogy az
anyaghoz rogzitett irdnyok az inerciarendszerbdl nézve gyorsabban forognak, mint a f6-
iranyok, ezért latszik az anyagi irdnyokhoz képest visszafele forgas. (A f6iranyok for-
gésa és nyulasa-rovidiilése egyébként egyezdnek bizonyul egy anyagi gombocskének a
nyiras hatasara ellipszoidda val6 torzulasat jellemzd fotengely-forgassal és -nyulassal-
rovidiiléssel.) Ez a példa tehat kiilonbséget jelez a bal €s a jobb tenzorok kozott: egyrészt
hogy eltérd irdnyviszonyokhoz mérnek, mésrészt hogy a bal tenzorok viselkedése szem-
léletesebb, konnyebben atlathatd, mint a jobb tenzoroké. Ebbdl a szempontbdl viszont
akkor hiba volna ezek valamilyen igazsagos atlagat, koztes kompromisszumat keresni an-
nak kifejezésére, hogy valojaban egyszerre torténik elfordulas és nyulas+torzulds. No de

akkor mitévok legyiink ?

A végtelen sok deformécidtenzor-jeldlt 1attan pedig joggal meriil fel benniink a kér-
dés: akkor melyiket rakjuk példaul egy rugalmassagtani konstiticios 0sszefiiggésbe ? (PI.
melyikben a leg-HOOKE-szer(ibb egy anyag?'?) Gyakorlati tapasztalatok is arra mutat-
nak, hogy ez a vélasztas egy fontos kérdés: amikor példaul egy hatarozottan nemlinearis
rugalmassagu kozegre folvett kisérleti adatokbdl a nemlinearis MURNAGHAN-modell sze-
rinti anyagi egyiitthatokat kivanjak meghatéarozni, az El(f) deformécittenzor feltételezése
esetén irrealisztikus, és Oridsi hibaval terhelt értékeket kapnak, mig az El(f ) valasztas
esetén sokkal megbizhatébb eredmények adédnak [PLESEK-KRUISOVA (2006)], [KRUI-

SOVA-PLESEK (2007)].

4.2. A SZINGULARIS HATARESETEK LEIRASA
Furcsa tovabba, hogy a pozitiv n-i E(Ln) , El({‘) -ek végteleniil 6sszenyomott anyagra
(azaz a detF — 0 hataresetben) véges értéket vesznek fel. A negativ n-liek ellenben a
végtelen kitagultsag (det F — oo ) hataresetében maradnak végesek. Kifejezbbnek tlinik
egy olyan geometriai mennyiség, amely mindkét ilyen szinguléris hataresetben divergal.
Az elvi kifejezderd mellett az alkalmazasokban fontos numerikus stabilitas is az ilyen

8
9

Vg 1= cy, vy =0, v, := 0 alakban megadhat6 sebességmezd (inercidlis helykoordinitikban)
a szamolasi részleteket mell6zve
10Ertsd: melyikben a leglinearisabb a rugalmassagtani konstiticiés osszefiiggés ?
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mennyiségektdl varhatd. Ilyen szempontbdl az n = 0-ji deformacidtenzorok tlinnek jo
véalasztasnak [de ilyen tulajdonsaguak példaul a (12)-féle kombinaciok is, tetszdleges n-
re]. Az imént emlitett [PLESEK-KRUISOVA (2006)], [KRUISOVA—-PLESEK (2007)] eredmé-
nyek is rogton illusztraljak ennek az aspektusnak a fontossagat, és hogy példaul az n =0
véalasztas valoban jobban teljesit ilyen szempontbdl.

Erdemes egyébként itt feltenni a kovetkezs kérdést is. A kis deformacidkra hasznélha-
t6 CAucHY-tenzor rendelkezik azzal a — fizikai értelmezéshez és alkalmazashoz egyarant
értékes — tulajdonsaggal, hogy a gombi része irja le a deformalddas térfogatvaltozasi ré-
szét'!, a deviatorikus része pedig az alland6 térfogatu részét. Ismeretes-e, vagy legalabbis
létezhet-e olyan véges deformécids deformaciotenzor-fajta, amely szintén ilyen tulajdon-
sagu, tehat nem-kicsi deformaciokra is egzaktul atorokiti ezt az értékes viselkedést? A
védlasz az, hogy igen, mégpedig az n = 0 -jui, azaz HENCKY-féle deformacidtenzorok ilyen

tulajdonsiguak. Ez a kovetkezoképpen mutathaté meg.

Tekintsiink egy, pozitiv A1, A2, A3 sajatértékekkel rendelkezd szimmetrikus A tenzort.
Ennek determinansa a sajatértékek szorzata, melyre

)\1)\2)\3 — eln(/\l)\Q)\g) — eln>\1+ln/\2+ln)\3’ (15)
tehat a 6. 1abjegyzet fényében
det A = ™A azaz atrendezett alakban trin A = Indet A. (16)

Mivel pedig a deformalodas térfogatvaltozasi része a mozgas mint transzformacio JACOBI-

determinansa,
det F = det Uy = det Uy, (17)
1gy
trinUp =trlnUg = Indet F. (18)

A HENCKY-tenzorok nyoma tehat pontosan akkor nulla, amikor a JACOBI-determinans 1,

tehat amikor nincs térfogatvaltozas.

4.3. AZ ELFORDULAS JELLEMZESE

Visszatérve a gondok attekintésére, dilemma 1ép fel az elfordulas jellemzésénél is. O
merevtestszerl (tdvolsagbérzd) mozgas esetén valdban az elfordulast irja le, és 4ltalaban is

egy ortogonalis tenzor, €s igy
oo™! (19)

"1 Ezért szok4s a tenzorok gombi részét térfogati résznek is nevezni.
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is egy matematikailag kielégitdnek tlind (mert antiszimmetrikus) szogsebesség-jelolt. Ha
azonban vesziink ¢, t; és t, idGpillanatokat, és az egyes iddintervallumokhoz rendelhet6
Fleo,t1]» Fiete) €8 Fp .1, mozgésgradienseket, akkor a hozzajuk tartozd Oy, 1, Ojy 4]
€s Oy, 1,] ortogondlis tenzorokra altalaban

O[t11t2] O[to,tl] 7£ O[to,tz]v (20)

csak merevtestszerli mozgasok esetén 4all fenn egyenldség, noha egy elfordulas-
fogalomtdl ezt altalaban is elvarnank. Van emellett egy méasik természetes lehetdség is
a szogsebesség definidlasara: (Ve V)A , mely altalaban nem egyezik meg az eldbbivel:

00! £ (vaV)*. 21)

Mivel veV firja le egy kicsiny At id6tartam alatti elmozdulasok helyi kiilonboz&ségét
[(veV)At], és ezen belill (Ve V)S fejezi ki a pillanatnyi relativ tigulasokat és torzula-
sokat [FULOP (2008b)], ezért hihetének tlinik, hogy (V®V)A jellemezze az elfordulast,
0 jelentse a kozeg szogsebességét. Sajnos, a Vo'V jellemezte valtozdsok sordn egy adott
helyen a kiillonboz6 irdnyu vektorok dltalaban kiilonb6z6 moédon fordulnak el, azaz irdny-
fiiggb a szogsebesség [FULOP (2008b)]. Az viszont belathatd, hogy a (V®V)S okozta
(altalaban nemnulla és irdnyfiiggd) elfordulas iranyokra vett atlaga nulla [1d. ugyanott].
Ezért a maradék, (V®V)A jellemzi az elfordulést, legalabbis az irdnyokra vett atlag ér-
telmében. Ez tehat a (V®V)A szogsebesség-jeloltet latszik tdmogatni, mig OO~! nem
latszik semmi Kkitiintetett szerepet jatszani a pillanatnyi elfordulési sebességek szemszo-
gébdl nézve.

Mivel pedig a szogsebességhez is csatolddhatnak dinamikai jelenségek, ezért a kozeg-
kinematikdban a szdgsebesség dilemmajat is fontos feloldani. Sajnos, a jelenlegi tipikus
gyakorlat az, hogy vagy csak az egyik, vagy csak a mésik szogsebesség-jeloltrdl tesznek
emlitést, és azt alkalmazzak pl. a kdzeggel egyiittforgd idéderivalt értelmezésére.

4.4. A REFERENCIA-IDOPONT

Gond van aztan a ¢, referencia-idéponttal is. Mint lathattuk, az alakvaltozast jellemzo
tenzorok definidlasahoz sziikséges volt egy ilyen iddpillanatot valasztani. Elvi szempont-
b6l azonban nem jogos ez a 1épés, mert az id6 homogén, minden id6pillanat egyenértékd,
ezért egyikiik sem jatszhat kitiintetett szerepet a mozgésjellemzdk leirasaban.

A ty referencia-id6pont azonban nemcsak az idé6 homogenitisa miatt problémas, ha-
nem a hozza kapcsolt fizikai szerep szempontjabdl is. A szokisos kinematika-targyalas
ugyanis a kozeg ty-kori allapotat egy referencia-allapotnak tekinti. A deforméaciétenzor
to-kori értéke pedig definicid szerint nulla, legyen az a definici6 a fenti végtelen sok lehe-

t6ség barmelyike, mert mindegyik a mozgasgradiens egységtenzortdl vett eltérését méri
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valahogy, a mozgasgradiens pedig ?o-kor definicié szerint az egységtenzor. Marpedig a
deformécidtenzor nem azért kell nekiink, mert a mozgést szeretnénk jellemezni vele —
arra a célra nem is lehetne kielégits, mert egy tetsz6leges merevtestszeri mozgaskor nul-
la kell legyen. Arra kivanjuk haszndlni, hogy a szilard kézegekben ébredd rugalmas (és
esetleges mas) erdket leir6 konstitticios Osszefiiggésekben szerepeljen, a kozeg kinema-
tikai 4llapotanak jellemzésére. Egy tartésan magara hagyott, zavartalan, teljesen relaxalt
szilard kozeg ugyanis egy bizonyos meghatarozott alakot vesz fol. Egy kristalyos anyag
példaul a szabalyos kristalyszerkezetet veszi fol, a hozz4 tartoz6 szabalyos racstavolsa-
gokkal és szimmetridkkal. Ez a geometriai elrendezddés a szilard kdzeg természetes, ki-
tiintetett, idedlis allapota. Ha ettdl eltérd alakviszonyok kozé kényszeritjiik, rugalmas (és
esetleg mas) er6k ébrednek benne, €s a konstiticids relaciok feladata eme er6k megadasa
az idedlistdl eltérd geometriai allapot fiiggvényében. A deformaciotenzortol elvart fizikai
szerep tehit az, hogy a geometriai allapotnak az idedlistdl, kitiintetettdl, alapallapottol
vett eltérését mérje. A szilard kozeg deformaltsagat (tagultsagat és torzultsdgat) kell mér-

je, mely természetesen az idedlis alaki elrendez6déshez képest értendd.

Mit tesz ezzel szemben a szokdsos deforméciotenzor-definiciok mindegyike: a ¢y-kori
allapottol vett eltérést, az azdta bekovetkezett valtozast méri. Mikor esik egybe a defor-
maltsdg véltozdsa a deformaltsaggal: ha ¢y-kor a kozeg deformélatlan volt. Ez azonban
altaldban nem teljesiil. Példaként, talaj- €s k6zetmechanikai laboratériumi probatestekre
tobbnyire teljesiil. Mélyépitési szituadcidkban (alagitnyitds talajban, stb.) pedig altalaban
nem, mert a talaj vagy kézet egy, az onsuly és més foldtani viszonyok altal terhelt allapot-

bol indul. Egy éltalanosan érvényes leiras tehat nem alapozhat egy referencia-idépontra.

Altaldnosan a helyzet az, hogy a kizeg egy adott deformaltsagi kezdeti feltételbSl
indul, és tovabbi mozgésa a deformaltsig iddfejlédését szabja meg.'* A deformécidtenzor
definici6janak kérdése tehat az a kérdés kell legyen, hogy a deforméltsag valtozasi gyor-
sasdgat hogyan szabja meg a kozeg mozgasa. A kezdeti feltételt pedig a gyakorlatban
példaul az ismert kezdeti fesziiltségbdl (pl. onsuly altal nyomott talaj, vagy in situ kimért
kezdeti fesziiltségeloszlas) és a kozeg ismert konstiticids Osszefiiggésébdl hatdrozhatjuk

meg.

Hogy a deformaéltsag valtozasi gyorsasdgat mi szabja meg, arra a (hamarosan részlete-
zésre keriil inercialis kovetelményeket is kielégits) v V, igérkezik ésszer(i jeloltnek.'?

s 2 2

A deformécidtenzor fejlédési egyenlettel torténd értelmezési modja egy egyszert pél-
didn maris bemutathatd: a CAucHY-deforméacidtenzor a hagyoméanyos (10) értelmezés,

12Ez a séma pedig ugyanaz, ami altaldban minden mez& jellegli mennyiségre fenn szokott 4llni: az
id6beli véltozast valamilyen fejlédési egyenlet hatarozza meg, és emellé kezdeti feltételt kell meg-
adni.

13 Ezen beliil v® V, szimmetrikus és antiszimmetrikus része esetleg kiilon-kiilon is szerepet jatszhat,
mégpedig kiillonboz6t — ilyenre mindjart latni is fogunk példat.
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megismételve az
ECAUCHY . _ (u 2 Vx)s (22)
definici6 helyett ezentdl az
ECaucHY _ (V® Vx)s (23)
id6beli fejlodési egyenlettel definidlandd, mely differencidlegyenletnek a megoldasat egy
ECAUCHY (1) — E, (24)
kezdeti feltétellel rogzithetjiik. A (11) inercidlis valtozat fejlddési egyenlete pedig

EinACAUCHY _ (V®VX)S _ (25)

A fejlédési egyenletes felfogas egyébként rogton tj, természetes és egyszerd jelolte-

ket is javasol a deformécio jellemzésére. Ezek egyike a
Eco-rotating — (V® v)()S (26)

fejlédési egyenletii deformécidtenzor'*, ahol ~ a (V®VX)A szogsebesség-definiciot hasz-
nal6é JAUMANN-féle egyiittforgé idéderivalt, amelynek definicidja

T=T- VeV \T+T eV, . 27)

Ezt az egyiittforgds deformacio-definicidt az az elgondolas veti f6l, hogy egy merevtest-
szer(i forgdsnak nem szabad valtoztatnia a deforméciét. Az EC™@ine deforméciétenzor
tulajdonsédgairdl részletesen lasd [FULOP (2008b)].

Emellett érdemes kiszamolni a tobbi ismert deformécidtenzor fejlédési egyenletét is.
Technikai okokbdl (mivel egy tenzor altaliban nem cserélhet6 fel az idéderivaltjaval)
bizonyos alakvaltozasi tenzorok, a bal és jobb CAUCHY-GREEN-tenzorok id6derivaltjat

sikeriil kiszamolni:

(U) = (vo V) Ui + Ui (ve V)", (28)

mely egyenlet mas alakban (észrevéve, hogy egy JAUMANN-derivalt is kialakithato):

o

(U) = (vo V)P Ui + UZ (veV,)°. (29)

Masrészt

(U3) = 2F" (ve V)’ F. (30)

Ezeknek a fejlddési egyenleteknek a késdbbiekben hasznat fogjuk latni.

14 co-rotating = egyiittforgd (angol)
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4.5. AZ ANYAGI SOKASAG SZERKEZETE

A referencia-idéponthoz és referencia-konfiguracidhoz kapcsolddik az a probléma is,
hogy magéat a kozeget, az Un. anyagi sokasdgot a szokésos leirdsban a referencia-kon-
figuracio reprezentalja. (Fejlettebb targyalasok, pl. [TRUESDELL-NOLL (1965)], [HAUPT
(2002)] formilag valamennyire méishogy jarnak el, de az elkovetett fizikai hibak 1énye-
gében ugyanazok.) Lattuk ugyanis, hogy altalaban nem létezik olyan id6pont, amikor a
kozeg minden pontban az idedlis, természetes, magara hagyott allapotdban van (pl. 6n-
suly és egyéb koriilmények miatt), ezért egy referencia-idopontbeli allapot, elrendezés
nem hasznalhat6 fel a kozeg tulajdonsagainak fizikailag helytallo jellemzésére. Mégpe-
dig nemcsak a referencia-idépontbeli deforméltsdg nemnulla altalaban, hanem az akkori
irdnyviszonyok sem a kozeg természetes, zavartalan allapotbeli irdnyviszonyai. Ezért a
vektorok, tenzorok referencia-irdnyviszonyok szerinti kifejtése sem hordoz semmi kitiin-

tetett fizikai jelentést, s6t, épp félrevezetd/téves lehet.

Egy szilard kozegnek 1étezik egy természetes, sajat szerkezete: az az elrendezbdés,
azok a tavolsag- és iranyviszonyok, amiket a természetes, teljesen zavartalan allapotaban
felvesz. Ahogy a kozeg kirdgja magat, két kiilonbozd kozegpont tdvolsiga egy jol meg-
hatarozott érték lesz, ahogy az is meghatarozott lesz, hogy mely kdzegpontok esnek egy
egyenesbe, €s hogy egy kozegpontok alkotta haromszognek mekkorak lesznek a szogei,
stb. A szilard kozegnek ez a sajat természetes szerkezete egy fontos tulajdonsaga, ezért
fontos, hogy hiien legyen leirva, nem pedig egy fizikailag altalaban nem helytall6 médon
(a referencia-konfiguracidval torténd reprezentalds pedig altalaban nem helytallo).

Ezzel ellentétben, folyadékoknal és gdzoknil més a helyzet: naluk nem kapcsolédik
fizika a deformacidhoz mint tenzormennyiséghez. Folyadékoknal egy skalar mennyiség-
hez, a tagultsighoz tud kapcsolddni, ahol a tagultsdg az a mér6szam, hogy egy elemi
anyagtartomanyocska pillanatnyi térfogata (V') mennyivel nagyobb a természetes, zavar-
talan, idealisan békénhagyott allapotbeli térfogatanil (4), viszonyitva ehhez a nyugalmi
térfogatértékhez (V%OVO ). A tagultsaghoz varhatéan rugalmas energia kotddik, mely az
alapallapotban, azaz 0 tagultsagérték esetén nulla, ettdl barmelyik irdnyba kitérve a ru-
galmas energia — és igy a visszatériteni kivan6 rugalmas fesziiltség nagysdga — nd.
Mi tobb, a nyugalmi térfogati allapot olyannyira kitiintetett, hogy a folyadékokat sok-
szor 0sszenyomhatatlannak veszik. Torzuldsi szempontbdl viszont minden konfiguracid
egyenértékli. Gazok esetén viszont a tagultsagnak sincs értelme, mert egy gz annyira
tagul ki, amennyire csak hagyjik, nincs egy nemnulla természetes anyagsiirlisége, amire

beszabalyozna magat (igymond V[ = 00).

Hib4aja tehat a szokésos kozegkinematikanak az is, hogy nem tesz kiilonbséget asze-
rint, hogy milyen tipusu kozegrdl beszél, mikozben pedig fiigg ettdl, hogy mik a relevans

kinematikai jellemzdi.
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4.6. A KEPLEKENY DEFORMACIO

Tekintsiink most rd a képlékeny alakvéltozassal is jar6 kontinuumfolyamatok leira-
sara. Itt az egyik szokdsos megkozelités az, hogy egy 0ssz-deformaciot tekintenek, mint
egy rugalmas deformécio és egy képlékeny deformacid 6sszegét. A rugalmas tagot rugal-
mas konstiticids Osszefliggés valtozojaként hasznéljak, a képlékeny deformacid értékét
pedig szintén egy allapotjelzOnek tekintik, és szerepeltetik képlékeny és termodinamikai

potencidlok véltozdjaként.

Mint azt az imént mar lattuk, a szokdsosan értelmezett deformacidtenzor-tipusok nem
allapotjelzdk, nem a pillanatnyi fizikai dllapotot jellemzik, hanem vdltozdst mérnek —
a referencia-idopontbeli viszonyokhoz képest. A rugalmas deforméacié fogalma azonban
feljavithat6 volt a rugalmas deformaltsdg fogalmara, mely mér dllapotot jellemez: a pilla-
natnyi kitérést a szilard kozeg természetes sajatszerkezetéhez képest. Mas viszont a hely-
zet a képlékeny deforméacidval.

7 7

Nézziink egy egyszerl (soOt, leegyszer(sitett, csak a szamunkra 1ényeges momentumo-
kat hangsulyozo6) példat. Az acélontodében a csapolas utan az acél megdermed. A kapott
acéltombot atvezetik egy hengerpéar kozott, amellyel laposabbra nytjtjak, azaz képlik.
A hengerpar utan megy tovabb, (Iényegében) békénhagyottan (csak gorgdkon docog to-
vabb). Ezutan atvezetik egy mésodik, egyméshoz kozelebbi hengerpar kozott, amellyel
megint valamennyivel laposabbra alakitjadk. Ezutain megint mehet tovabb egy szakaszon
békénhagyottan. Aztin megint tovibblapitja egy hengerpar. Es igy tovdbb: a végén egy
lapos acéllemez jon ki. Ezt teherautora rakjak, és elszallitjdk egy lemezfeldolgozé tizem-
be.

Kijelolhetd-e fizikailag egy olyan természetes nullhelyzet, amitdl vett eltérést fejez-
ne ki a képlékeny deformicié? A mikori elrendezése lenne tekinthetd az ,,igazi sajat-
elrendezésének”? A dermedés utidni? Az elsd hengerpar utdni? Az 6tddik utdni? A le-
mezfeldolgozo tizembe érkezd ? (Vegyiik észre, hogy a lemezfeldolgozdban dolgozé mun-
kasok szamara az lizembe beérkezéskori allapot a ,kezdeti”...) Az elsé hengerpar utani
és masodik elotti, 1ényegében békénhagyott szakaszon csak egy kicsike terhelés éri az
acélt, ahogy a tovabbitd gorgdkon zotyog €s a sajat stlya miatt egy kicsikét behorpad: ez
rugalmas behorpadas, mely az elsd hengerpar utan allandésult alapelrendez6désétdl vett
eltérés. Ha itt befejeznénk a folyamatot, ez az alapszerkezet maradna meg az acélnak.
Am jon a masodik hengerpar, elvéltoztatja ezt az alapelrendezdést, atrendezi a kozeget,
aztan a kovetkezd hengerpéarig ismét nincs valtozas az alapelrendez6désben, csak eset-
leg kicsike rugalmas kitérések a gorgékon az uj, szintén allandosult alapelrendezddéshez
képest. A masodik alapelrendez6dés ugyanolyan legitim, mint az elsd, és minden tovab-
bi képlés utani allapot tgyszintén. Egyikiik sem Kkitiintetettebb a tobbinél. A képlékeny

deformécié csakis valtozast tud mérni. Mégpedig mi olyat mérhetne, ami nem valami

110



onkényes viszonyitasi ponttél mért valtozas, hanem valami fizikai tartalmi dolog vélto-
zésa: az alapszerkezet megvdltozdsdt mérhetné. Az alapelrendez6dés megvéltozasat egy
t; és egy t, id6pont kozott. Olyan mennyiség, ami nem két, hanem egy idépontra vo-
natkozik, az alapszerkezet valtozasi gyorsasaga, iddderivaltja lehet. Ez a képlékenyedési
sebesség mar dllapotjelzének tekinthetd, és joggal szerepelhet konstiticids Osszefiiggé-
sekben, termodinamikai potencidlokban. (Természetesen egyeldre még nem tudjuk, hogy
az alapszerkezetet pontosan milyen matematikai médon lehetne megadni, igy most még
nem vilagos az sem, hogy ez a valami hogyan lenne derivalhat6 id6 szerint. A kovetkezd
szakaszokban fog majd fény deriilni a konkrét megval6sitds modjara.)

Megjegyzendd, hogy a képlékeny deformacid bevezetésére 1étezik egy masik megko-
zelités is, ahol a mozgasgradienst irjak fel rugalmas és képlékeny mozgasgradiens szor-
zataként. Ez természetesen 0rokli a referencia-idéponttal és -konfiguracidval kapcsolatos
ellenvetéseket, €s szintén nem észleli a kiillonbséget, hogy a rugalmas deformaltsig al-
lapot, mig a képlékeny alakvaltozas valtozas. (Tovabbi megjegyzéseket is lehetne tenni,
de mar az eddigiekbdl is latszik, hogy ez az ut sem kielégitd a képlékeny kinematika
megnyugtatd megfogalmazisihoz.)

A helyzet jellemzéséiil és kovetkezmények sulyossdgarol érdemes megismételni
BERTRAMNAK az [ASSZONYI-VAN-SZARKA (2007)] miiben mar felidézett sorait:

»A véges képlékenységelméletek egyik alapvetd probléméija a belsd valtozok
definicidja, és kiillonosen a képlékeny vagy inelasztikus alakvéltozasé. Habar
a képlékeny deformdcio kifejezés meglehetdsen szokasosnak tlinik a mérnoki
irodalomban, kideriil, hogy nagy deformacidk esetén meghatarozasa rendki-

7o

viil bonyolult.” [BERTRAM (2005), 249. o., kiemelések a szerz6tol].

4.7. A TERIDO ALTAL KIROTT KOVETELMENYEK

Az utolsé kritikai észrevételhez idézziik fel a 3. szakasz elején tett nulladik, impli-
cit 1épést. Ott tulajdonképpen egy szivességet tettiink a hagyomanyos targyalas szamara,
azzal, hogy megelSlegeztiik, hogy a leirds egy inercidlis vonatkoztatasi rendszer szerint
fog torténni. Ez ugyanis — a nulladik 1€pés implicit, s6t, fel nem ismert volta miatt — a
szokésos targyaldsban egyaltalan nincs biztositva, a formalizmus barmely nem-inerciélis
(hanem csak merev/tavolsagtartd, vagy akar még altalanosabb) vonatkoztatasi rendszer
szerint zajlhat. Ezzel viszont a leirds nemcsak a kozeg, hanem jOkora mértékben eme
tetsz6leges megfigyeld viselkedését is tartalmazza, és ez a kettd alaposan 0ssze van ke-
veredve. Ez a probléma j6 ideje felismerésre is keriilt, €s az anyagi objektivitis elvének
nevezték el azt a torekvést, hogy a kozeg viselkedése és a megfigyeld viselkedése szEétva-

laszthato legyen.
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Ennek egy lehetséges megvaldsitasdnak tekintik az ,,anyagi sokasdgon” dolgozast.
Ez azon a felismerésen alapul, hogy a kdzeg maga is tekinthetd egy megfigyelonek, ezért
ha 6hozza viszonyitunk, akkor nem kellett semmi kiilsd, segéd-elemet felvenni, hanem a
viszonyitas egy 1ényegi, fizikailag valoban kitiintetett szerepl6hoz torténik.

Sajnos ez a megoldds csak latszatmegoldas. A kozeg ugyanis onmagahoz képest
nyugszik (definici6 szerint). fgy tehat nem lehet leirni, hogy a kzegpontok valéjaban alta-
laban tavolodgatnak-kozeledgetnek egymashoz, porognek egymas koriil stb., valamilyen
gazdag 1d6fliggd mintat kirajzolva. A kdzegmozgasok leirdsdhoz ezért fel szokds ven-
ni a x mozgasfiiggvényt ill. az F mozgéasgradienst, mint valamilyen anyagi mezdket az
anyagi sokasdgon — és az id6n — értelmezve. Ezek a fiiggvények azonban akkor milyen
halmazban is veszik fol az értékeiket? Mihez is viszonyitanak ? Tovabbra is valamilyen
kiils6 viszonyitéasi alaphoz. Sehogy se lehet megtriikkdzni ezt a helyzetet, mindenképpen

sziikséges marad egy kiilsé mérce, tampont, amihez képest a kdzeg mozgasat kifejezik.

Ezenkiviil a kozegnek mint egésznek az altalaban neminercialis, gyorsuld és forgd
mozgdsa még igy is elsikkad a fizikai leirasbol.!> Ezek a nemtehetetlenségi mozgasok
pedig szintén fizikai hatasokkal jarnak a kozeg szdmara. Ezt mar egyszerl hétkoznapi
tapasztalatok is mutatjak: az ember egyensulyszerve (€s gyomra) megérzi, amikor az au-
tobusz, amin iil, gyorsit, fékez vagy kanyarodik, amikor a lift hirtelen elindul vele folfelé
vagy lefelé, és amikor a repiil6 hirtelen siillyedni kezd vele egy alacsonyabb nyomasu

levegdtartomanyba érve.

A kozeghez mint megfigyel6hoz viszonyitasnal tehat ilyen szempontbdl jobban ja-
runk, ha egy tetszoleges, de inercidlis megfigyel6hoz viszonyitunk, mert igy kifejezhet-
jik a neminercialis kozegmozgasokat. Tény, hogy viszont ekkor is van egy nem-lényegi
tetszOlegesség leirdsunkban: az onkényesen vélasztott inerciarendszer. Rdadasul egy ren-
des kinematikaban matematikai megfogalmazast, kritériumot kellene adni arra, hogy egy
megfigyeld, egy vonatkoztatasi rendszer inercidlis-e.

Rejlik azonban itt egy olyan tovabbi probléma is, amelybe az inerciarendszerek hasz-

£

nalata esetén is beleiitkoziink : az abszolut tér, ,,a geometriai tér” problémaja. Hétk6znapi
térélményeink zome, ,,foldhdzragadt” — a Fold bolygé felszinéhez ragadt, ahhoz rogzi-
tett — tapasztalataink és latismodunk ugyanis egy abszolut tér 1étezésének illiziodjat épiti
fel benniink. Akadnak azonban olykor olyan élményeink is, melyek megingatjak ezt az il-
lizidnkat. Vegyiik példaként a kdvetkezd, €letbdl ellesett szitudcidt. Andras (A) és Bence
(B) két kiillonboz6 vonatban iil, melyek szomszédos viganyokon allnak egymas mellett.
Kint s6tét este van, kiils6 fények nem latszanak, fiilkéikben viszont €g a villany. A térél-

ménye a sajat fiilkéje, B-€ az 6vé. Meglatjadk egymast az ablakon keresztiil (ugyebar ég a

15 A mozgasgradiens ugyanis érzéketlen egy tetsz&leges merevtestszer(i mozgasra, igy a tetszleges
id6fiiggésti forgd és gyorsuld mozgasra.
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vilagitas mindkét fiilkében). Néhany perc eltelik, aztdn egyszercsak mindketten észreve-
szik, hogy egyméshoz képest mozogni kezdenek. Olyan finoman indulhatott el az egyik
— vagy esetleg mindkét? — vonat, hogy semmit nem érzett sem A, sem B. Elbizony-
talanodva néz mindkettd a masikra: melyikiink vonata indult el? A tere mozog B-éhez
képest, B-é A-éhoz képest. Egyikiik tere sem tiinik kitiintetettebbnek a mésikéhoz képest.

A tudoméanyos gondolkodasban a geocentrikus vilagkép helyett terjedni kezdd helio-
centrikus felfogas vilagitott ra arra, hogy a Fold porogve €s a Nap koriil korbekeringve
mozog, és a gravitacios hozzakotddés és surlddassal hozza képest lefékezddés tiinteti csak

ki életiinkben a Foldhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszert. '

Az inerciarendszerek fizikai egyenértékiiségét pedig el6szor GALILEI fogalmazta meg
(remek hajos példabeszédét 1d. [GALILED (1632)], de elolvashatd [FULOP (2008a)]-ban
is). Ez a GALILEI-féle relativitasi elv képletileg azt mondja ki, hogy az inerciarendszerek

kozotti atjaras nemrelativisztikus jelenségkorben érvényes
t' =t, r'=r—Vt 31

formuldjara, az Gin. GALILEI-transzformdciora (ahol V az inerciarendszerek relativ sebes-

sége) minden fizikai képletnek invariansnak kell lennie.

Namarmost, err6l a képletrdl leolvashatd, hogy az id6 abszolit, mert a transzforma-
cios képlet t' = f(t) alakd'’.

Hasonl6 szemmel ranézve, a méasodik képletrdl pedig az olvashat6 le, hogy a tér nem
abszoliit, ugyanis a transzformaciés képlet nem r’ = g(r) alakd, hanem r’ = g(r,t) ala-
k.

Az is lathatd, hogy a térbe belekeveredik az id6 is. Ha a térvektorokbodl szeretnénk
konstrualni valami abszolit mennyiséget (olyan mennyiséget, amelyek halmazabdl méar
nem visz ki a GALILEI-transzformécid), akkor az id6t kell hozzakapcsolni valahogy. Ez
megtehetd gy, ha a

(32)

N\
=
~~
Il
[SENS S I

négydimenzids vektort képezziik. Ilyen négyesvektor alakban a GALILEI-transzformacio

()= (D)) &

16 A nehézkedést mar NEWTON el6tt is magyaraztak egyesek a Fold vonzédsaval [SIMONYI (1978),
218.0.].

1786t, az id6 egydimenzi6s 1évén, belathaté, hogy ekkor sziikségképpen ¢/ =t .

18 Az egy adott inerciarendszeren beliili térbeli forgatdsok r’ = g(r) alakdak. Nem visznek ki tehét az
Osszes helyvektorok halmazabol. Ha csak rajtuk mulna, a tér abszolit lenne.
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(blokkmatrix alakba irva), tehat a lehetséges négyesvektorok halmaza mar abszoldt: nem

visz ki bel6le a GALILEI-transzformacié.'®

Abszoltt térid6 van tehat, és ezen beliil 1étezik abszolut id6 is?°, abszolut tér viszont
nincs. Minden vonatkoztatasi rendszer sajat teret cipel magaval, melybdl még jobban lat-
szik, hogy mennyi Onkényességet jelent és mennyi nemkivanatos, zavar nyiigot jelent
egy megfigyel6hoz viszonyitani — még egy inercidlishoz is. Mindezekbdl a gondokbdl
igazabdl igy tudnank kikeveredni, ha rendelkeznénk egy olyan térid6- és mozgasleirassal,
amelyhez nem kell vilasztani semmilyen segéd-elemet, referencia-akarmit, vonatkoztata-

si barmit.

5. MODSZERTAN A PROBLEMAK MEGOLDASAHOZ

A j6 hir az, hogy rendelkeziink is ilyen leirassal. Néhany évvel a specialis relativités-
elmélet sziiletése utan WEYL ismerte fol el6szor, hogy mar a nemrelativisztikus fizikaban
is sziikséges a térid6 fogalma, és egybdl egy olyan megfogalmazast adott ra, amely megfi-
gyeld, vonatkoztatasi rendszer nélkiil beszél a téridordl és a benne jatsz6dé mozgasokrol,
folyamatokrol. Ezt a targyalast azota tobben gazdagitottak, példaul JAGLOM vizsgalta a
geométer matematikus szemszogébdl [JAGLOM (1969)], ARNOLD ismertette a mechanika
miivelGivel [ARNOLD (1974)], részletes elvi és gyakorlati kidolgozasat pedig MATOLCSI

adta meg [MAToLCSI (1984)], [MATOLCSI (1993)].

Ez a targyaldsmod olyan, ahol a matematikai forma végre pontosan a fizikai tartal-
mat fejezi ki, nem mast, nem tobbet és nem kevesebbet. A téridordl a fizika torténete
soran kialakult 6sszes tapasztalatunk és konzisztens elképzelésiink helyet kap benne, az
igy-ugy kialakult inkonzisztens beidegzddések pedig nem. A leirds 0sszes matematikai
szerepl6je fizikai tartalommal bir, nincsenek pusztan technikai vagy kényelmi szempont-
bol bevezetett segéd-elemek. Ezzel a latdsmoddal a téridé pontosan annak latszik, amit a
fizika val6jaban kideritett r6la, és a benne €16 szerepldk sorsa is kozvetleniil fogalmazddik
meg és kozvetleniil vizsgalhat6. Kritériummal rendelkeziink arr6l, hogy mely mozgésok

inercilisak, és igy tovabb.

Hogy GALILEInek és kortarsainak térrdl, id6rdl és relativitisrdl tett felismerései miért
évszazadokkal kés6bb nyertek csak korrekt megfogalmazast, arr6l vélhetdleg leginkabb
NEWTON tehet. Az & tomegvonzasi elmélete ugyanis pillanatszerti tadvolhatast tételez fel,
€s ehhez nem tudott mas matematikai keretet elképzelni, mint egy abszolit tér feltéte-
lezését [SiMONYI (1978), 227. o.]. Ez a feltételezés pedig ,,sziven szirja” a GALILEI-

relativitdsi elvet. Ezt a problémat § is latta, €s LEIBNIZ is joggal birdlta emiatt, de az utékor

19 A (32) alak a négyesvektornak egy inercialis koordinitarendszer szerinti alakja. Vonatkoztat4sirend-
szer-mentes alakjat 1d. a kovetkezd szakaszban.
20 Ne feledjiik, most csak a nemrelativisztikus jelenségkorben mozgunk.
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a newtoni fizika nagy sikerei miatt elfogadta az abszolut tér fogalmat is — jo résziik talan
az imént emlitett hétkoznapi, F6ldhoz ragadt beidegzddés miatt is —, a GALILEI-féle re-
lativitasi elv fontossaga pedig csak az elektromagnesség és a specidlis relativitdselmélet
sziiletése kortil keriilt ismét elStérbe.

Kétségtelen, hogy NEWTONt a korabeli matematika fejlettségi szintje akadalyozta egy
abszolut tért6l mentes, a GALILEI-relativitasi elvet megvaldsité elmélet megadasaban. A
geometria fogalménak fejlédése egy nemtrividlis folyamat volt [FULOP (2008a)], mely
szintén a specidlis relativitaselmélet megsziiletése utan és az euklideszi sik-/térgeometrian
tuli geometria megfelel fejlettségi fokan tudott csak eljutni az olyan affin tér fogalmaig,
amelyen nincs egy teljeskorii euklideszi szerkezet, csak egy részleges, van viszont rajta
egyéb struktira is. Ilyen ugyanis a nemrelativisztikus térid6 szerkezete, és ilyenen lehet-

séges megfogalmazni a pillanatszer( tdvolhatast abszolit tér feltételezése nélkiil.>!

Az affin teres térid6leiras tehit olyan keret, amelyben a kozegkinematika garantél-
tan megvaldsitja az anyagi objektivitas elvét és az Osszes egyéb ismert fizikai kivanalmat
is. Minden mas ismert leirds pedig szenved a fent emlitett probléméktol, ezért egyetlen
kitorési irany adddik: az affin teres térid6-megfogalmazasban adni meg a kozegek moz-

gasanak targyalasat.

A feladat ekkor az, hogy ebben a térid6-formalizmusban értelmezziik az alakvaltozasi
és deformaciotenzort, a rugalmassag €s a képlékenyedés kinematikai aspektusait, és még

mindent, ami a kontinuumok dinamikéjdhoz majd sziikséges lesz.

Jelen iras ezt az utat fogja valasztani. Lattuk, hogy a szokasos leirashoz felvett segéd-
elemek mennyire elhomalyositjak a fizikai 1ényeget, joszerivel guzsba kotik az embert,
Iépten-nyomon belezavarnak a fizikai tisztanlatasba. Ilyen elem a referencia-idGpont, a
referencia-konfiguracid, a vonatkoztatasi rendszer, €s ilyen indokolatlan kovetkezményiik
folyadékra és gizra az anyagi sokasadg metrikus szerkezete. Ugyanilyen nem-lényegi tet-
szblegességek 1épnek fel mindig olyankor is, ha térpontokat vektorokkal (helyvektorok-
kal) reprezentalunk, vektorokat szamharmasokkal reprezentalunk, de mar az is, ha dimen-

zi6s mennyiségeket valds szamokkal reprezentdlunk, mértékegység-valasztas révén.

Igen, a mértékegység-valasztas is egy olyan segéd-mozzanat, ami nem lényegi, és
emiatt olykor értelmetlen képletekre vezet. Ha ugyanis mértékegységeket valasztva, valos
szamokkal reprezentdljuk a tavolsdgértékeket is és az id6tartamokat is, akkor mi akada-
lyoz meg benniinket abban, hogy 0sszeadjunk egy tavolagot egy id6tartammal ? Hiszen
valés szamok Osszege értelmezve van. Bizony, csak a fizikai jézan ész akadalyoz meg,
mert tudjuk, hogy ezt azért mégsem helyes megtenni. Formalizmusunk azonban megen-

gedi, és ismeretesek az irodalomban olyan képletek, sot, nagyivii elméleti konstrukcio is,

21 Amire sziikség van, az ugyanis egy picit kevesebb: az abszoliit térszerfiség fogalma {1d. a kovetkezd
szakaszt}.
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ahol ilyen meg nem engedett 1épéseket kovettek el. A fizikai jozan ész nem kapcsolt be,
annyira masra figyeltek az illeték. Az ilyen szarvashibak elkeriilésére szintén az a biz-
tos ut, ha olyan a formalizmusunk, hogy egyszerlien nem enged meg ilyen hibédkat, azaz
szamiizve van bel6le minden segéd-elem, minden szerepld fizikai 1ényeggel rendelkezik.

A dimenziés mennyiségek kapcsan is, €s altalaban is, nem helyes, ha mindennek a
leirasdhoz valos szamokat, illetve valds szamharmasokat hasznalunk. Sokszor valamilyen
hasonld, de kicsit mas mennyiségtipusok lennének fizikailag adekvatabbak, példaul egy
vektor, egy affin tér egy pontja, vagy egy sokasig egy pontja lenne a fizikai 1ényeghez il-
leszkedd matematikai modell. A valds szamok (szdmharmasok, stb.) olyan tulajdonsagok-
kal is rendelkeznek, amikkel a modellezni kivant fizikai szerepld nem, és ilyen esetekben
a tobblet tulajdonsagok utakadalyként nehezitik a boldogulast.

Ugyanigy példaul ha azt allapitjuk meg, hogy a bal és a jobb deforméaciétenzorok
fizikailag mas jelentéstick — mert egyik fajta az anyaghoz rogzitett tavolsig- €s irdnyvi-
szonyokhoz viszonyit, a mésik az inercialis/térid6-viszonyokhoz, és emiatt fizikailag bléd
lenne egy bal és egy jobb mennyiség atlagat venni [v.0. (13)], akkor a bal és a jobb ten-
zorok legyenek kiilonbozd tipusti matematikai mennyiségek, amelyekre nincs értelmezve
az Osszeadas, €s akkor garantdltan nem lehet az atlagukat venni, a formalizmus automati-
kusan meg fogja gétolni a fizikailag hibas konstrukciot.

Leirasunkhoz tehat olyan matematikai objektumokat keressiink, amik pont annyit fe-
jeznek ki, ami fizikai tulajdonsagokat veliik épp ki szeretnénk fejezni: nem tébbet, nem
kevesebbet, nem mast. Pontosabban — €s itt egy fontos mddszertani megallapitas kovet-
kezik : meg kell kiilonboztetni elvi szerepii-tartalmu és technikai-alkalmazéssegitd fogal-
makat. Elobbieket a modelliink, a fizikai 1ényeg megfogalmazasahoz hasznéljuk, utébbi-
akat pedig egy-egy konkrét alkalmazasban, specidlis elrendezésben a szamolas, a kezelés
minél praktikusabb leirdsahoz.

Példaul a tomegpont-mechanika bolygémozgasos alkalmazisaban hasznos specialis
fogalom a palyaexcentricitas, altalanos tomegpont-mechanikai szerepe, jelentése azonban
nincs. A kontinuumfizikdban a referenciakonfiguracié hasznos technikai segédfogalom
szamos konkrét feladat analitikus?? illetve numerikus (pl. végeselemes) megold4sahoz,
elvi szerepe ellenben nincs. A henger-koordinatarendszer igen célszeri hengerszimmet-
rikus elrendezésekhez, gombszimmetrikus szitudciokban viszont alkalmasabb a gombi
koordinatarendszer, altalanos elvi targyalashoz pedig a koordinatarendszer-mentes leiras
a legjobb.?

221d. pl. [FULOP-BEDA (2009)], [ASSZONYI-SZARKA—BEDA (2009)]

23 Az a felosztas is csak nagyjabol igaz, hogy az alkalmazas-oldalon valés szamokat, szimharmaso-

kat stb. hasznalunk, elvi célokra pedig vektorokat, affin tér elemeit, sokasag pontjait stb. A fizikai
mérések példaul nem mindig szdmokat adnak eredményiil : az irdnyt példaul egy irdnyt magat mér.

Bizonyos szamitdgépes programok pedig képesek kezelni a dimenziés mennyiségeket is, nem kell
mértékegység-valasztas révén szammal reprezentalni dket.
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Az alkalmazisok természetesen fontosak, azonban nem az egyediil fontosak: az el-
mélet megalkotasaban nem jo, ha kizirdlag az vezérel benniinket, hogy hogyan fogjuk
majd tudni alkalmazni. Példaul ha EINSTEINt az vezette volna az 4ltalanos relativitasel-
mélet megalkotdsa sordn, hogy hogyan lehet majd elméletét alkalmazni, konkrét szituaci-
okban megoldani, akkor az altalanos relativitaselmélet — mely alkalmazasokban egy, tiz
ismeretlen négyvaltozos fiiggvényre vonatkozd, csatolt nemlinearis masodrendii parcia-
lis differencialegyenlet-rendszer megoldasat kivanja meg — bizonyéara sohasem sziiletett
volna meg. Szerencsére EINSTEINt néhdny egyszerl fizikai elvaras és észrevétel vezé-
relte, a megsziiletett EINSTEIN-egyenlet pedig az alkalmazhat6sag terén is kiemelkedSen
sikeres lett: a fizika mdig ismert legnagyobb kisérleti pontossaggal igazolt egyenletének
bizonyult.?*

Ezen a ponton arra is érdemes kitérni, hogy egy tudoményos elméletnek két fontos
szerepe van: a magyarazo erd és a joserd. Az elso az, hogy szeretnénk megérteni az adott
szituiciot minél jobban. (Ez egyrészt valoszintileg egy altalanos intellektualis igénye az
emberiségnek. Emellett konkrét konstruktiv haszna is van: ezaltal tudunk egy elméletet a
tobbihez viszonyitani, kapcsolni, és 1j elméleteket kidolgozni.) A masodik pedig az, hogy
az elméletet alkalmazni tudjuk tudomdanyos joslatok kimondasira. Mindkét feladatban
szempontjabol szerepet jatszik az elmélet elvi-lényegi alakja is és az alkalmazasai is, de
az alkalmazasok els6sorban a joserd kapcsan jatszanak nagy szerepet, a magyarazé er6hoz
kisebb stllyal jarulnak hozz4, mint az elvi-lényegi rész.

Namérmost, az elvi oldalon olyan matematikai megfogalmazast alkossunk, aminek
lehetSleg minden tulajdonsidga megfelel fizikai jelentésnek (marmint kozelitleg, hiszen
azt azért ne varjuk, hogy tokéletesen pontos lesz egy modell a valdsdgra, illetve annak
egy szeletére). Ugyanigy a mar meglévo elvi munkak is feldolgozandok az irodalomban:

ha valaminek nincs elvi szerepe, és ha nélkiile is boldogulunkzs, akkor mell6zziik.

Minden elméletrdl szOl6 irdsnak: cikknek, konyvnek, tankdnyvnek helyes lenne
feltiintetnie ezt a megkiilonboztetést elvi €s alkalmazassegité fogalmak kozott. Sajnos
még az olyan igényességre torekvé miivek, mint [TRUESDELL-NOLL (1965)] és [HAUPT
(2002)] is keverik a kétfajta fogalmakat, amelynek meg is issza a levét kozegkinematika-
juk (és bizonyara kozegdinamikajuk is). Pedig segitene is az adott teriilet megértésében €s
elorehaladasdban, ha ezt a megkiilonboztetést mindig megadnédk, mert igy rogton latnak,

hogy hol vannak olyan pontok, ahol egy technikai segéd-elem szerepel, amelyet az elvi

24 A kettSscsillagok egymas koriili keringési idejének megjosolt — gravitacios hullamokkal kisugér-
zott energiaveszteség miatti — apré, 102 nagysagrendii relativ csokkenése 10~2 relativ hibdval
telmezésének eme 10~ relativ hib4jii pontossdga mdig lekorozi a részecskefizikaban elért eddigi
legnagyobb pontossigokat is.

2 hiszen azért nem mindig olyan kiforrott fizikailag vagy matematikailag kezelhetS a helyzet, hogy
boldoguljunk barmi technikai segéd-elem nélkiil
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targyalasbdl el kellene tavolitani: megoldand6 elvi tennivalokra mutatna rd, orientalna a
kutatast.

Jelen iras példaul a tovabbiakban csak az elvi oldallal fog foglalkozni. De csak terje-
delmi okokbdl: folytatasaként egy kovetkezd irdsmiiben be kell majd mutatni az itt fel-
allitott targyalas specialis esetekben egyszeriibb, alkalmazéissegitd alakokra atforditasit

1S.

Ami pedig a fogalmak megadasat illeti, az érdemi el6rehaladashoz ajanlatos elta-
volitani bel6liik minden hallgat6lagos feltételezést, magétdl értetdddnek tartott és ezért
ki nem mondott mozzanatot, de a kifelejtett elemeket is fel kell tarni. Ennek az ismert
legkonstruktivabb mddszertana, melyet tobbek kozott MAToLcs1 képvisel teljes kovetke-
zetességgel®S, az, hogy az elvi alapvetésben (is) minden fogalom teljesen matematikai
legyen, definicidja csupa olyan objektumra hivatkozzon, amely mir matematikai defini-
ci6t kapott. Igy példaul ,A tavolsagértékek halmazanak egy L egydimenzids valds ird-
nyitott vektorteret neveziink.”, vagy ,,Nemrelativisztikus téridének egy (M, T,r,L, h)
fogalomotost neveziink, ahol M egy négydimenzids valds iranyitott affin tér, T az id6tar-
tamok egydimenzids valos irdnyitott vektortere, stb.”. A gyakorlatban ez tobbnyire ugy
szokott kinézni, hogy minden fogalom vagy egy halmaz, vagy egy halmazbdl egy hal-
mazba képez6 fiiggvény.?’

Ezért tulajdonképpen konnyl megallapitani, hogy egy — akar rengeteg matematikét
hasznal6 — irdsmi eleget tesz-e ennek a tudomanymodszertani kritériumnak. Ha min-
den fogalma (marmint annak matematikai modellje) egy matematikai definici6, melyben
semmi definidlatlan fogalom nincs, az eleget tesz neki. Azonban valéban semmi definia-
latlan fogalom ne szerepeljen a definiciéban. A mar tobbszor emlitett [TRUESDELL-NOLL
(1965)] és [HaupT (2002)] miivekben példaul definialatlanok maradnak tobbek kozott
olyan fogalmak, mint idd, tér, fizikai megfigyeld (igy a megkiilonboztetés is inercialis és
neminercialis megfigyeld kozott).

Nem valamiféle ,rendmaniar6l”, formalis és oncéld igényeskedésrdl van itt sz6. A
hétkéznapi mondas is azt tartja [BLOCH (1985)]: ha mar minden prébalkozas cs6dét mon-
dott, olvasd el a hasznélati utasitast! Vagy ahogy POPPER meséli [POPPER (1995)], amikor
egy hosszu kiilfoldi tanulmanyuton szerzett tapasztalatairdl probalt konyvet irni: ,,Neki
is fogtam a konyv megirasanak, de rovidesen elakadtam. Hamisnak éreztem azt, ami a
papirra keriilt. Banatomat elkeseregtem egy muzsikus baratomnak, aki elgondolkozott,
majd azt mondta: — Tudod, én is jartam mar gy, hogy késziiltem egy darabra, és nem
sz6lalt meg bennem. En ilyenkor nekiallok >technikdzni<: tokéletesen kigyakorolom a

261d. pl. [MATOLCSI (1984)], [MATOLCSI (1986)], [MATOLCSI (1993)]

27 A fizikai érzék természetesen szintén fontos szerepet jatszik : ott, hogy milyen tulajdonsdgi matema-
tikai objektumot valasztunk az adott fizikai objektum modellezésére. Az alabbiak ezt részletesebben
is hangsulyozni fogjak.
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darabot. Es nemegyszer azt tapasztaltam, hogy munka kozben életre kelt, amit csinaltam,
és bennem is megtortént az, ami a hangszeren.” Ugyanigy, ha egy tudomanyteriilet mar
régdta meg van akadva egy fogalommal vagy problémaval, el6bb-utébb nem marad mas
ut: neki kell latni és kitechnik4zni az adott dolgot: pontos matematikai megfogalmazast
prébalni adni neki.

Nem csak akkor érdemes azonban rendet rakni, amikor mér sehogy se boldogulunk a
rendrakdas nélkiil, hanem jo, ha 4ltalaban is alland6, folyamatos munkastilusunkka valik,
hogy mindig mindent rendes matematikdval fogalmazunk meg. A tapasztalat ugyanis azt
mutatja, hogy amikor a fizikdban valamit nem sikeriil matematikailag pontosan megfogal-
mazni, akkor azt fizikailag sem értjiik. Ezért egy produktiv alland6 onellendrzési modszer
az, ha mindig minden fogalmat pontos matematikaval sikeriil megadni.

Ez a tapasztalat, mely egy érdekes megfigyelés, tulajdonképpen viszonylag érthetd is.
A matematika ugyanis nem més, mint az emberiség eddig ismert legalaposabb, legszisz-
tematikusabb gondolkodasi forméja. Ha valamit nem sikeriil ebbe a keretbe beilleszteni,
arrdl valésziniileg még nem vagyunk képesek elég konzisztensen gondolkodni.

Egy fizikai elmélet pontos matematikai megfogalmazasa emellett azért is praktikus,
mert onnantdl kezdve tudjuk, hogy konkrét feladatok megoldasara milyen (egzakt és ko-
zelitd) modszereket hasznilhatunk, a matematika eszkoztaraban mikhez nyudlhatunk. Egy
matematikai tételre ugyis csak akkor tdimaszkodhatunk, ha a tételhez felsorolt feltételek
biztositva vannak. Természetesen felmeriilhetnek olyan nehéz matematikai problémak,
amikre még nem ismeretes megoldas, amikor az altalunk bevezetett, céljainkra alkalmas-
nak talalt matematikai fogalmak tulajdonsagair6l még nem rendelkeziink elegendd tu-
déssal. Ilyenkor jogunk van sejtéseket megfogalmazni, és azokkal haladni tovabb. Ilyen
esetekben azonban végeredményeinknél fel kell tiintetni, hogy azok is csak sejtések, és

sz 2

hogy mely feltételezéseink teljesiilése igazolna Sket.

A teljes — esetleg csillogd6 — matematikai megfogalmazas azonban 6nmagéban ke-
vés. Az is sziikséges, hogy az éltala megfogalmazott fizikai tartalom fizikailag helytalld
legyen (legalabbis modelliink érvényességi korén beliil, egy elfogadhaté pontossagu ko-
zelités erejéig). Rossz fizikai tartalmon annak pedans matematikai megfogalmazasa nem
javit. Léteznek olyan szerz8k és olyan irasmiivek, akik ill. amelyek a 16 tilsé oldaldra
esnek-csusznak 4t: formalizmusuk preciz, &m a fizikai tartalom kérdéses, vagy explicite
hibas. A matematikai modellezésnek két oldala van: a valésag és a matematika. Tiszteljiik
a valosagot, annak minél hiibb figyelembe vételére torekedjiink. Mésrészt, a valdsaghoz
rendelt — annak egy részéhez rendelt, egy adott pontossagig elfogadhat6 — modelliink
teljesen matematikai modon legyen megfogalmazva. A 16 hatan, kozépen iiljiink, nem
pedig az egyik, és nem a mésik oldalara lecstiszva.

Egy mérnok, egy tudds annak a felel6sségének is tudataban kell legyen, hogy mun-
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kajan emberi életek és rengeteg emberi erdfeszités értelme mulik. Csak egyetlen példat
emlitve: 2009 juliusiban szinte teljesen ledllt a 300 kilométeres német S-Bahn gyorsvas-
uthalozat [INDEX.HU (2009-10)]. Az egyik szerelvény kerekén ugyanis torést €szleltek,
majd ezt kovetden elrendelték az dsszes vonat valamennyi kerekének ellendrzését. A vizs-
gélat soran bebizonyosodott, hogy a kocsik kétharmadat ki kell vonni a forgalombol és a
kerekeket biztonsagi okokbdl siirgdsen ki kell cserélni. Varhatdan legalabb masfél évig
nem 4all helyre a menetrend, az okozott kozlekedési kdosz legalabb egymilli6 embert érint
naponta, és csupan az utasok kartalanitasa tobb, mint szdzmillié eurdba keriil. A kerekek
torékenységének valdszinii oka pedig az, hogy készitési eljarasuk egy djfajta — és a je-
lek szerint hibds — képlékenységi elméleten alapult [MEZEI (2008)]. Ezt a felel6sséget
€szben tartva kell arra torekedniink, hogy az elméletek az adott szituacid Osszes relevans
fizikai aspektusat lefedjék, és teljesen kovetkezetes, szisztematikus gondolati konstrukci-
ok legyenek.

6. A SZUKSEGES ESZKOZOK, ES AMIKHEZ SZUKSEGESEK

Tekintsiik most 4t azokat a matematikai eszkozoket, amelyekre sziikségiink lesz a ko-
zegkinematikdhoz az imént megfogalmazott modszertannak megfelel6en, €s egybdl las-
suk is fizikai alkalmazasuka: hogy melyik milyen célra is kell majd. Az itt céliranyosan
Osszefoglaltakon tuli részleteket példaul a 26. 1abjegyzetben hivatkozott miivekben talal-

hatjuk meg.
6.1. VEKTORTEREK ES ALKALMAZASAIK

Els6 hasznos eszkoziink a vektortér lesz (nevezik lineéris térnek is). Egy valds vek-
tortér olyan halmaz, melynek elemeire értelmezve van az 6sszeadds és a valos szammal
valo szorzas, és ezek a miiveletek eleget tesznek bizonyos kellemes miveleti tulajdon-
sagoknak®®. Egy véges m dimenzios vektortéren kivalaszthat6®® m darab linedrisan fiig-
getlen nemnulla vektor, ezek bazist alkotnak, azaz a vektortér barmely eleme el6all ezek
egy bizonyos linearkombinacidjaként. A bazisok sodrasirany szerint kétfélék lehetnek,
ha egyiket kivalasztottuk pozitiv sodrasirdnynak, akkor iranyitotta tettilk a vektorteret.
Egy egydimenzios vektortéren — mely szemléletesen egy ,,origdval ellatott egyenes”, és
melyen egy bézis egyetlen nemnulla vektort jelent —, az irdnyitds megadésa arra egysze-
riisodik, hogy a vektortér egyik felét nevezziik ki pozitivnak, tehét az egyik ,,félegyenes”

elemeit nevezziik ki a pozitivaknak, —1-szereseik lesznek a negativ elemek.

Egy m dimenziés U és egy n dimenzidés V vektortér diadikus vagy ten-

zorszorzata, U®V egy mn dimenziés vektortér. Rajta az wu;®v; vektorok

281d. asszociativitas, disztributivitds, kommutativitas
2 messze nem egyértelm{i médon: folytonosan végtelen sok lehet&ség van
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(t=1,2,...m; j=1,2,...n) egy bazist adnak meg, ha u;-k egy bazis U-n és v;-
k egy bazis V-n. Egy m dimenziés U és egy egydimenziés W vektortér diadikus
vagy tenzoridlis hanyadosa, U /W egy m dimenzids vektortér. Rajta az u;/w vek-
torok (i =1,2,...m) egy bazist adnak meg, ha u;-k egy bazis U-n és w egy bazis
W -n. Ez a tenzorialis osztds a vektorok valos szamokkal osztasanak értelemszert kiter-
jesztése.’® Az egydimenzids vektorterekkel vett tenzorszorzds kommutativ: Ue W =
= WoeU, usw = wou. Mivel az irdnyitott egydimenzids vektorterek ugyanigy vi-
selkednek a tenzorszorzasra és -osztasra vonatkozoan, mint a valds szamok R halmaza, a
tovabbiakban a valds szamok halmaz4hoz hasonl6an iireges betls jelolést kapnak, pl. W,

és roviden mértékegyeneseknek is fogjuk hivni Sket®'.

Ertelemszer(i médon definialhaté mértékegyenesek tenzorialis hatvanya, pl. W) .=
= WeW, dm nemcsak pozitiv egész, hanem tetszdleges valos kitevore is, igy a tenzori-
alis gyokvonasok is értelmesek. Az egydimenziés W p-edik tenzorialis hatvanya, W(®)
egydimenzids, és elemei rendelkeznek az elvart (Aw)(?) = \»w(?) tulajdonsaggal, min-
den \ pozitiv valds szamra. Kideriil, hogy W(=1) = R /W = W* (itt * a dualis vektorteret
jeloli, definicidjat 1d. hamarosan).

Ha A egy U-bdl V-be hat6 linedris leképezés, jeloléssel A : U — V, akkor ter-
mészetes, Kkitiintetett, egyértelmi modon tartozik hozzd egy UeW — V oW lineéris
leképezés (ugyanis ha A egy u-t v-be visz, jeloléssel A : u — v, akkor ehhez az
uew — vew leképezés tartozik), mely leképezést jelolhetiink szintén A-val. Igy ter-
mészetesen minden p-vel is mondhat6, hogy A : UsW®) — VoW

A véges m dimenzids U vektortér kovektorainak a k : U — R linearis leképezéseket
nevezziik. U 0sszes lehetséges kovektoranak halmaza egy szintén m dimenzids vektorte-
ret alkot, jele U*, neve U dudlisa. Egy U-beli u; (i =1,2,...m) vektorok alkotta béazis
duélis bézisa az az egyértelm@ modon 1étez8, k7 (j = 1,2,...m) vektorok alkotta bazis
U*-ban, melyre k7 (u;) = 7, ahol 6! a KRONECKER-delta. A linearis leképezések hatdsa

7

a tovébbiakban zarojel nélkiil lesz jeldlve (,,szorzat jeldlés™), tehat pl. k’/u; = 55 .

U dualisanak dualisa természetes modon azonosithatd az eredeti U-val, tehat mond-
hatjuk, hogy (U*)* = U, mert minden u € U egyben U* egy kovektora is, uk := ku
moddon hatva minden k € U* -ra, és U* minden kovektoraegy uc U. Egy A: U — V
lineéris leképezéshez egyértelmd, kitiintetett modon tartozik egyrészt egy bilinedris V* x
x U — R leképezés*?, masrészt V @ U* egy eleme. Mindkettejiiket szintén egyszeriien
A-nak jelolhetjiik. Ezek a megfeleltetések, azonositasok konnyen szemléltethetéek azzal,

hogy egy matrixra is hArom mdodon nézhetiink ra. Egyrészt egy kétvaltozos fliggvényként

39 Megjegyzés: a tenzoridlis hdnyadosnak nincs koze ahhoz, amikor egy vektorteret egy alterével fak-
torizdlunk, noha a két miivelet jelolése hasonlo.

31 Az elnevezés eredete az a fizikai alkalmazasuk, mely hamarosan bemutatasra kertil.

32 » itt a halmazok DESCARTES-szorzatdnak a jele.
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— balrdl egy sor-, jobbrdl egy oszlopmaétrixszal szorozva. Méasrészt egy vektorbdl vektort
készitd fiiggvényként — jobbrol egy oszlopmétrixszal szorozva egy oszlopmatrixot ka-
punk. Harmadrészt egy diadikus/tenzori szorzatként — egy oszlopmatrix és egy sormatrix
diadikus szorzataként (vagy tobb ilyen Osszegeként).

Az A: U — V linedris leképezés dudlis transzpondltja az az A*: V* — U”* li-
nedris leképezés, mely £ +— £ o A. A kompozicid (6sszetett fiiggvény) o jele linedris le-
képezések kompozicidja esetén a tovabbiakban el lesz hagyva (szintén ,,szorzat jelolés”).
Tehat A* : £ +— LA, azaz A*f: u— LAu € R. Leképezések szorzatdnak (vagyis iga-

(AB)* = B*A*.
Ha egy C linedris leképezés U-bol U*-ba hat, akkor C* : U — U™, és ilyen-

kor értelmezhet6 C szimmetrikus része, C5 := %(C + C*), és antiszimmetrikus része,
Ch .= %(C — C*). Egy ilyen C szimmetrikus, ha antiszimmetrikus része nulla, és anti-
szimmetrikus, ha szimmetrikus része nulla. U-bdl U-ba hato6 lineéris leképezésnek nem
értelmezhetd a szimmetrikus €és antiszimmetrikus része, szimmetrikussiga, antiszimmet-
rikussaga. A tr leképezés ellenben Uo U* és U*o U, azaz U — U és U* — U~

tipusu tenzorokra értelmes, és specidlisan tr(ue k) = tr(kou) = ku = uk.

Egy G: E — E* szimmetrikus linearis leképezés skalarszorzat (mas néven : metrika)
E-n, ha minden nemnulla e € E-re (Ge)e > 0. Ilyenkor E-t euklideszi térnek nevez-
ziik, G-re vonatkozéan. Egy skalarszorzat invertalhato, és inverze, G : E* — E egy
skalarszorzat E*-n. A fentebbiek értelmében G felfoghat6 egy bilinedris E x E — R
leképezésként és E*o E* egy elemeként is, G~! pedig egy bilinearis E* x E* — R
leképezésként és E® E egy elemeként is.

A G: E — E* skalarszorzat egy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést 1étesit E és
E* elemei kozott. Ezért nem szokds egy euklideszi tér kovektorairdl beszélni: mert a ska-
larszorzat révén azonositani szoktak a vektoraival. Mi most ne kovessiik ezt a gyakorla-
tot, mert a kovetkezd szakaszokban olyan vektorterekkel lesz dolgunk, melyeken egyetlen
skalarszorzat helyett két kiilonbozé skalarszorzat is fel fog bukkanni, melyek kiilonb6z6
modon fognak megfeleltetést jelenteni E és E* elemei kozott — és akkor inkdbb mér
egyiket se vilasszuk.

Egy e € E vektornak a G : E x E — R skaldrszorzat szerinti hossza az ||e|| s :=
= /G(e,e) e R} (itt RS anemnegativ valos szamokat jelsli). A G : E — E* alakkal
megadva ugyanez az |e| = \/(Ge)e € Rf modon irhatd. Az e és f éltal bezart
$z0g:

Gle, f)

lellglIflle”

és specidlisan e és f merSlegesek, ha G(e,f) = 0. Szemléletformal6 az az észrevétel,

(1= arccos (34)
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hogy ha egy vektortéren nincs skalarszorzat megadva, akkor nem beszélhetiink vektorok
merdlegességérdl. Két vektor lehet linedrisan fiiggetlen egymastol, de a linearisan fiig-
getlen helyzetek kozott nincs egy kitiintetett, merSleges helyzet. Két vektor bezart szoge
sem értelmezhetd skaldrszorzat nélkiil. Ugyanigy nincs vektoroknak hossza sem, mind-
0ssze olyan vektorok ,,hosszaranyardl” tudunk beszélni, melyek egymas szdmszorosai.

Mint az elhangzott, egy A : E — E linedris leképezésnek nem létezik szimmet-
rikus és antiszimmetrikus része. Egy G : E — E* skalarszorzat segitségével azonban
értelmezhetd az AT := G 'A*G : E — E metrikus adjungéltja, és az ezzel definialt
metrikusan szimmetrikus és antiszimmetrikus rész. Lathatjuk tehat, hogy amikor egy euk-
lideszi téren egyszerlien ,,transzponaltrol” beszélnek, amogott két dolog is lehet: a dualis
transzponalt (mely nem tdmaszkodik a vektortér skalarszorzat szerkezetére), és a metri-
kus adjungalt (amely timaszkodik). Ha az E és E* kozotti azonositast feloldjuk, az addig
egyféle E — E linearis leképezések (tenzorok) négy kiilonbozd fajtiji mennyiségnek
bizonyulhatnak: £ — E, E — E*, E* — E vagy E* — E* tipusi mennyiségnek.
Ezek koziil az elsdnek és a negyediknek nem beszélhetiink szimmetrikussagarol, anti-
szimmetrikussagardl, csak metrikus szimmetrikussagardl, metrikus antiszimmetrikussa-
gardl. Amivel nincs is baj, ha van egy kitiintetett skalarszorzatunk erre a célra. Ha viszont
két kiillonb6z6 skalarszorzatunk is mutatkozik, akkor mar el kell gondolkoznunk, hogy mit
is akarunk csindlni. Sajatérték-problémaja ellenben csak E — E és E* — E* leképezé-
seknek van — mert a sajatvektor valahdnyszorosat kell visszakapnom, tehat ugyanabba a

vektortérbe kell visszaérkezzek.

Az E x E — R bilineéris, szimmetrikus, pozitiv definit leképezések altalanosita-
saként az E x E — W) bilineéris, szimmetrikus, pozitiv definit leképezések is ska-
larszorzatok, ahol W egy mértékegyenes. A fentiek értelmében ezek egyben (E/W) x
X (EJW) — R leképezések is, és igy E/W — (E/W)* leképezések is és (E/W)*
x©(EJW)* -beli elemek is. Egy e € E vektornak a H : E x E — W) skalarszorzat
szerinti hossza az |e| := /H (e, e) € W, azaz nemnegativ W érték(i mennyiség. A
H:E/W — (EJ/W)* alakkal megadva ugyanez az ||e||; := \/(He)e € W mddon
irhato.

Az eddig elhangzottak els6 alkalmazasaként a dimenzids fizikai mennyiségek ma-
tematikai modelljét adhatjuk meg. Vegyiik példaként a tavolsidgértékek halmazat. Ha az
erd6ben vagy parkban sétalva taldlunk egy botot, ennek a botnak a hossza 6nmagaban
egy fizikai realitas. Van értelme két bot hosszanak az 6sszegének: egymas mogé, egymas
meghosszabbitasaiként egy egyenesbe tesziik oket. Van értelme egy bothossz egész szamu
tobbszorosének és tortrészének, €s ésszerll absztrakcidval — és joforman tetszés szerinti
pontossagu gyakorlati eljarassal — szdrmaztatva egy hossz tetszéleges valos szdmszoro-
sanak. Vélaszthatunk egy hosszat egységként, ekkor barmely hossz megadhat6 azzal a

valés szammal, ahanyszorosa egységiinknek. Egységnek valaszthatjuk példaul egy ural-
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kod6 alkarhosszat, bolygonk Egyenlitdjének valahanyadrészét, vagy egy eldirt szamu szi-
liciumatom alkotta egykristaly gomb sugarat, de ezek egyike se univerzalisan kitiintetett

masikukhoz képest.

A fentiek fényében ésszerli a tavolsagértékek halmazat egy IL egydimenzids valds
irdnyitott vektortérrel, rovidebb nevén mértékegyenessel modellezni. (A mértékegyenes
elnevezés eredete tehat az, hogy egy ilyen halmaz célszerien hasznélhat6 fizikai mennyi-
ségek, mérési értékek matematikai modelljeként.) A mértékegység-valasztast egy bazis-
vektor vilasztasa modellezi, a mértékegységvaltast egy bazisvaltas. Az id6tartamokat mo-
dellezze egy mésik, T mértékegyenes. Ekkor nincs értelmezve — fizikailag helyesen —
egy £ € L ésegy t € T érték Osszege, értelmezve van viszont — fizikailag szintén he-
lyesen — szorzatuk, £® t és hanyadosuk, £/t. Ez a szorzat és hanyados teljesiti a fizikai
érzék szerint elvart miveleti szabdlyokat, pl. (€; +£2)/t =€/t +L:/t, (af)/(6t) =
= (o/B) (€]t).

A mértékegyenes valtozojd, és a mértékegyenes értéki fiiggvények analizise (foly-
tonossdg, derivalas, integralas, miiveleti szabélyaik) ugyanugy zajlik, mint az R — R
fiiggvényeké. Automatikusan teljesiil minden olyan elvarasunk, hogy példaul egy T — LL
fiiggvény —pl. egy tavolsag az eltelt id6 fiiggvényében — derivéltja IL /T értékd, tehat
sebesség dimenzidju.

6.2. AFFIN TEREK ES ALKALMAZASAIK

Ahogyan egy vektortér szemléletesen egy origoval ellatott egyenes (origoval ellatott
sik, origdval ellétott tér, stb.), ugy az affin tér az origdvalasztis nélkiili, ,,szliz” egyenes
(sik, tér, stb.) fogalma.’® Maga a szintiszta egyenletesség.

Minden affin tér egy vektortér segitségével definidlodik, egy vektortér tartozik hozza.
Ezt a vektorteret az affin tér alulfekvd vektorterének is nevezik. Szemléletesen sz6lva, egy
affin tér barmely két eleme (pontja) kozé behtizhaté egy vektor, az alulfekvd vektortér
egy egyértelmiien meghatarozott eleme. Ugyanezt egy kicsit mashogy nézve, ha az affin
térnek barmelyik pontjat megragadjuk, onnan mint origdbdl nézve egy vektortérnek néz
ki — mégpedig ugyanannak a vektortérnek, az alulfekvé vektorterének fog kinézni. Ez
utdn a baratkozd bevezetd utan lasuk a pontos definiciét is: affin térnek neveziink egy
(U,U,d) fogalomharmast, ahol U egy nemiires halmaz, U egy vektortér, d pedig egy

33 Annyira vigyazzunk csak ezeknél az egyébként kivalo szemléltetéseknél, hogy az origéval ellitott
papirlapunk sikjan, az origébol hizott irdnyitott szakaszainknak fizikailag van merdlegességiik, be-
zart szoglik és hosszuk, mig a vektorterek koziil ezek csak az euklideszi vektorterekre 1éteznek. Az
egyéb vektorterek szemléltetéséhez el kell feledkezniink papirlapunk euklideszi tulajdonsigairdl.
Ugyanigy affin térbdl is van euklideszi is és euklideszi szerkezet nélkiili is, mint azt mindjart 14tni
fogjuk.
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U xU — U leképezés, melyre

d(p,q) +d(q,7) =d(p,r) (35

minden p,q,r € U -ra, tovdbba minden p € U-raa ¢q+— d(p,q) leképezés kolcsondsen

egyértelmii megfeleltetés U és U kozott.

U tehat az alulfekvo vektortér, és d hiuzza be a vektort (kiilonbségvektort) az affin
tér két pontja kozé. A rovidség kedvéért U-t magét szokds az affin térnek hivni, de persze
mindig ott kell legyen hozza az U alulfekvd vektortér és a d ,,vektorbehizo leképezés”
1S.

Az U affin tér dimenzidja definici6 szerint U dimenzi6ja. Ha U iranyitott, akkor U-t
is irdnyitottnak nevezziik. Hasonloan, U euklideszi affin tér, ha U euklideszi vektortér. Ha
nem, nem.** Minden U vektortér egyben egy affin tér is 5nmaga mint alulfekv$ vektortér
folott, a d(p,q) := q— p vektorkivonassal mint vektorbehtiz6 leképezéssel. Ugymond
ugy lesz egy vektortér affin tér, hogy eldobjuk beldle az origé kitiintetett voltit. (Persze
az igazan izgalmas affin terek azok, melyek nem vektorterek.)

Az affin tér fogalma azért sziikséges jelen céljainkhoz, mert segitségével adhaté meg
a nemrelativisztikus téridémodell. A nemrelativisztikus térid6 tulajdonsagair6l [FULOP
(2008a)] adott egy ismertetdt, ott egy inercidlis koordinatarendszer szerinti koordina-
tdkkal szemlélve. Most a vonatkoztatasirendszer-mentes targyalds kovetkezik. Nemre-
lativisztikus téridémodellnek neveziink egy (M, T,r,LL, h) fogalomotost, ahol M egy
négydimenzids valds irdnyitott affin tér egy M vektortér folott, T az idotartamok mér-
tékegyenese, T egy M — T nemelfajuld lineéris leképezés, S jeloli M -nek azt a hdrom-

dimenzids alterét, melyen 7 a nulla értéket veszi fol, IL a tadvolsagértékek mértékegyenese,
hpedigegy S x S — L®  azaz S/ — (S/L)* skaldrszorzat.

Ertelmezve mindazt, ami itt elhangzott: M elemei a téridSpontok, hely- és id6-
szempontbol pontszerti ,,lehetdségek arra, hogy valami itt €s ekkor torténjen”.> Két ilyen
kozé lehet behuzni egy téridovektort. 7 minden téridovektorhoz egy idStartamot rendel,
ugymond minden téridévektornak megmondja az ,,id6 szempontd tulajdonsdgat” — ez
nem valamifajta merdleges vetiilet (M nem egy euklideszi tér! nincs rajta egy négydi-
menzios skalarszorzat!), hanem csak egy valamifajta aspektusa, egydimenzios jellemzdje
a téridovektoroknak: az id6 szempontu aspektusa. A nulla id6 aspektusu téridévektorok
neve térszerl vektor, a tobbiek az id8szerl vektorok (jovészertek ill. multszertiek, az id6
aspektus eldjelétdl fiiggden). Csak a térszerli vektorok S halmazan van egy euklideszi
szerkezet, h, mely tavolsagnégyzet dimenzidju, tehat minden térszerii vektorhoz egy ta-

volsidg dimenzidju hosszot rendel. Barmely t-re az ¢ idGtartamu téridovektorok egy affin

vz

3+ Es akkor itt tekintsiink vissza az el6z6, 33. labjegyzetre.
35 A térid6 nem események, torténések halmaza, hanem csak a torténések szintere, kerete, egyfajta
hattérszerkezet. A vaszon, amire a festmény késziilhet.
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hipersikot alkotnak M-ben, minden ilyen affin hipersik egy haromdimenzios euklideszi
affin tér az S alulfekvd vektortérrel és annak h skalarszorzataval. T tehit nem egy egydi-
menzids altere S-nek, hanem 7 dgymond felszeleteli M-et parhuzamos szeletekre, egy
csikozast fest r4, T pedig ennek a csikozdsnak a szinskalaja (képzeljiik el, hogy minden
csik a szivarvany szinspektruménak egy-egy kiilonb6z szinét kapja).

1. dbra. A nemrelativisztikus téridGvektorok halmazanak (M) szemléltetése

M dualisa, M* nem azonosithaté M-el, mert M-en nincs egy négydimenzids euk-
lideszi szerkezetiink. Egy k € M* térid6-kovektor ugyebar definicid szerint M — R,
mely fliggvénynek a megszoritdsa az M -nek az S részhalmazara S — R | azaz eleme S*-
nak. Jelolje i ezt a megszoritast, azaz azt az M* — S* linearis leképezést, mely minden
térid6-kovektorhoz az S-re megszoritottjat rendeli. Igy n* : S — M, mely nem mis,
mint az a trividlis leképezés, ami minden térszerii vektorhoz megmondja, hogy 6 melyik

M -beli vektor (azaz 6nmaga), tehat M identitas-leképezésének S-re vett megszoritasa.

M szerkezete 6roklodik M -re. Két téridépontot egyidejilinek hivunk, ha térszerii vek-
tor koti ket Ossze. Az egymaéssal egyidejl tériddpontok haromdimenziés euklideszi affin
altereket rajzolnak ki M -ben az S alulfekvé euklideszi vektortér folott. A ,felszeletelés,
csikozas” tehat oroklédik M-re. Egy ilyen térszer(i affin alteret neveziink egy id&pont-
nak. Az id6pontok halmazat — tehat ezeknek az affin altereknek, szeleteknek a halmazat
— T'-vel jeloljiik, mely egy egydimenzios iranyitott affin tér T folott. Az id6pillanatok
tehat nem valami elemi, ,,pici” objektumok, hanem térszer(i irinyban nagyon is kiterjedt

objektumok : mindazon térid6pontok, melyek egymassal egyidejiiek.

Egy pontszertinek tekinthetd fizikai objektum mozgasat, helyesebben téridében va-
16 1étezését egy vilagvonal modellezi: egy vilagvonal egy jovOszeri folytonos €s kelléen

sokszor differencidlhat6 gorbe a téridén (jovOszerl: minden érintdvektora jovoszerd). A
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vilagvonal tehat egy pontszer(i 1étezd sorsat, annak térido-lenyomatat modellezi (ki mi-
lyen ,,csikot hiz” a téridon, élete folyaman).

L~
/,_\ T //
pd ] —
} f } - T
t to ts

2. &bra. Az M nemrelativisztikus téridd, az id6pontok, és a viladgvonalak

A vildgvonalak kitiintetett és kényelmes mdédon paraméterezhetéek a 1" idovel: az igy
paraméterezett vildgvonalakat vilagvonalfiiggvényeknek hivjuk, melyek tehat T — M
fiiggvények. Mégpedig nem is akarmilyenek: minden pontban az érintévektoruk, me-
lyet abszoltit sebességnek vagy négyessebességnek neveziink, olyan, hogy a 7 leképezés
(mely M — T, ezértegyben ugye M /T — R is,) az 1 értéket adja rajuk. A négyessebes-
ségek tehat olyan elemei M /T -nek, amelyek nemcsak hogy jovoszeriiek, de 1 T-jdak.
Az ilyen vektorok halmazat V(1) -nek fogjuk jel6lni, mely egy haromdimenziés euklide-
szi affin tér S/T folott.

Egy kiterjedt anyagi objektum, egy folytonos anyagi kozeg sok anyagi pontbol 4ll,
melyek teljesen siirlien helyezkednek el egymis mellett. Ennek modellje az lesz, hogy
tigymond teljesen siirtin egymés mellé pakolunk egymast nem metszd vildgvonalakat.
Egy ilyen vilagvonalmezonek tekinthetjiik az érintvektorait, azaz minden téridopont-
hoz hozzarendeljiik azt a négyessebesség-értéket, amennyi az adott térid6ponton atha-
ladé vildgvonal ottani érint6 négyessebessége. Egy M — V(1) négyessebesség-mezd
rajzolddik tehét ki.*® Forditva is eljarhatunk: vesziink egy kelléen sokszor differenci-
alhaté négyessebesség-mez6t a tériddn, €s tekintjiikk ennek integralgorbéit, azaz azon
vilagvonalak seregét, mely vilagvonalfiiggvények érinté négyessebességei az ott eldirt
négyessebesség-értéket. A két tt ekvivalens, és utobbi matematikailag kényelmesebb és
egyszerlibb megfogalmazis, ezért egy folytonos kozeg sorsdnak modelljét egy téridon vett

négyessebesség-mezdvel fogjuk megadni.

36 Ha kozegiink nem tolti ki az egész téridét, akkor a négyessebesség-mezd is csak egy Osszefiiggd
részhalmaza M -nek.
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Minden vonatkoztatisi rendszer, (térid6-)megfigyel6 is egy ilyen anyagi kozeg va-
16jaban. Ha a val6sidgban nem is toltjiikk ki az egész térid6t stirlin anyagi referencia-
objektumokkal, azért rendelkeziink olyan eljarassal, amellyel ezt ki tudjuk po6tolni, meg
tudjuk szerezni azokat az adatokat, amiket a hidnyz6 anyagi referencia-objektumok ész-
lelnének és ahogy észlelnék. Miikodo illuzidt tudunk felépiteni, mert kiilonben nem tudna
vonatkoztatni rendszeriink, nem tudna megfigyelni megfigyel6nk. A megfigyel6 matema-
tikai modellje tehat joggal egy siir(i, sima vilagvonalsereg, illetve valasztott matemati-
kai megfogalmazasunkkal egy négyessebesség-mez6. Ennek integralgorbéit a megfigyeld
térpontjainak nevezziik. A megfigyel6 minden térpontja egy-egy anyagi referenciapontot
modellez. Szemléletesen sz6lva, minden egyes térpont egy icipici torpe, mely rendelke-
zik egy 6raval, és mindig feljegyzi, ha valamikor valami 6nala jart. (A modellben: mikor
metszette vilagvonalat egy megfigyelend6 anyagi pontot modellez6 vilagvonal.) Minden
torpe a térido egy fonalat figyeli meg, ebbdl all dssze a torperendszer mint megfigyeld
szAmara az 6sszkép. A megfigyel6®” tgy figyel meg tehat egy vilagvonalat, hogy ,,torpé-
inek jelentése alapjan” felallit egy fiiggvényt: hogy melyik id6pillanatban a megfigyel6
melyik térpontjaban jéart a vildgvonal.*® Ennek a fliggvénynek az id6 szerinti derivéltja a

megfigyeld szerinti relativ sebesség.

A megfigyelSk koziil kitlintetettek a merev (szabatosabb széval: tdvolsagérzd) meg-
figyel6k, ahol barmely két térpont pillanatnyi tdvolsaga allandé id&ben. Itt a pillanatnyi
tavolsag ugy értendd, hogy a ¢ iddpillanatot mint haromdimenzids euklideszi affin teret
elmetszi a két térpont mint vildgvonal, és a két metszéspontot 0sszekotd térszeri vektor
hosszardl beszéliink.

A tavolsagdrz6 megfigyel6k koziil pedig még specidlisabbak az inercidlis avagy
tehetetlenségi megfigyel6k, melyeknél a négyessebességmezd minden téridGpontban
ugyanazt a négyessebesség-értéket veszi fol. A megfeleld vildgvonalak egyméassal par-
huzamos egyenesek a tériddben. A térid6 id6szerli egyeneseit azért hivjuk inercialis-
nak/tehetetlenséginek, mert ezek modellezik az egyenes vonalu egyenletes mozgasokat,
amikkel a magukra hagyott testek mozognak (tehetetlenségi sajaitmozgas). GALILEI re-
lativitdsi elve valositodik abban, hogy modelliinkben minden tehetetlenségi vilagvonalat
egyenértékd, nincs olyan, hogy ,,egyik 4ll, a tobbi mozog”, hanem mindet egy-egy V'(1)-
elem jellemez, mely elemek egyike sincs kitiintetve a tobbihez képest, és az altaluk veze-

37 amit az 4ltaldnos relativitaselméletben sokszor megfigyelémez6nek hivnak

38 A térid6 nemrelativisztikus modelljében 1étezik egy mddszer, ahogyan az egyes térpontokban tels
id6 (a torpék oréi) osszehangolhatbak, szinkronizalhatéak. A legnagyobb ismert jelterjedési sebes-
ség, a vakuumbeli fénysebesség véges volta miatt a valdésdgban ilyen szinkronizal4s nem lehetséges,
nulla idejii jelkiildés nem lehetséges. A specidlis relativisztikus tapasztalatok alapjan kideriilt, hogy
altalaban egy megfigyel6 szamara nem 1étezik értelemszerti, kielégitd szinkronizalas, mert igymond
helyfiiggden telik az id6 a megfigyel kiilonbozé térpontjaiban. A helyfiiggd id6 aldl csak az iner-
cialis/tehetetlenségi megfigyelSk, és a nemtehetetlenségi megfigyeldk egy sziik kore kivétel csak.
Gravitaci6 gorbitette téridén pedig mar 6k sem.
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tett egyenes vildgvonalak is mind egyenértékiiek (mind valamilyen id6szer( irdnyba halad

a téridében).

Az inercidlis, és altalanosabban a tavolsagdrzé megfigyeldk tere egy haromdimenzi-
0s euklideszi affin térnek bizonyul, mely tér (vilagvonalrendszer) neminercialis esetben
gyorsul és/vagy forog/csavarodik a téridoben, mig az inercialis megfigyeldké eltolassze-
rlien egyenletesen halad. A nem-tavolsag6rzé megfigyelSk tere csupin egy haromdimen-
zi0s sokasig (a sokasidgok fogalmat hamarosan szintén attekintjiik), de még csak nem is
euklideszi sokasdg (mas néven RIEMANN-sokasdg): ami metrikus szerkezet definidlhat6

rajta, az id6fiiggo.

A térid6n értelmezett fliggvények analizise hasonl6 a vektortéren értelmezettekéhez
(az pedig az R"-en értelmezettekéhez), bar vannak bizonyos tartalmi kiilonbségek, amik
abbol fakadnak, hogy R" egy euklideszi vektortér, az M alatt fekvd M-en viszont a ra-
vaszabb 7 és h struktirdk vannak. Egy téridon értelmezett, valos értékii skalarfiiggvény
(skalarmezd), f : M — R téridé-derivaltja, f® D (I1d. 39. labjegyzet) minden egyes tér-
id6pontban egy M ™ értéket vesz fol. Egy dimenzids skalar mennyiség értékii, azaz egy
W mértékegyenes értéki skalarfiiggvény téridé-derivaltja pedig M* oW = We M™* ér-
tékl. Az f® D térid6-derivalt azt mondja meg, hogy f mennyit véltozik helyileg a egy
téridé-irdnyban. Megszoritottja, az n(f® D) = (f ® D)n* médon® definialt f &V pedig
azt, hogy mennyit valtozik térszerl irdnyokban. V tehat a térderivalas, mely tehét érdekes
modon egy abszoltt, azaz megfigyelofiiggetlen opericid, annak ellenére, hogy nincs ab-
szoltt tér, hanem minden megfigyel6nek sajat kiilonbozd tere van. Abszoltit térszerliség

ugyanis van, és a térderivalashoz ez elég.

V skalarfiiggvényekre a gradiens, illetve vektorfiiggvényekre a tenzori gradiens (1d.
derivélttenzor). Egy f : M — S térszerl vektormezd térderivaltja S« S* értékd, ezért ér-
telmes ra a tr leképezés, és ennek eredménye a (harmas) divergencia vagy térdivergencia,
jelolésben V- avagy -V .*!' Egy S* értékd, azaz térszer(i kovektormezd térderivaltja vi-
szont S*©S* értékd, ennek antiszimmetrikus részével definidlhat6 a rotacio, jelolésben
Vx . S értékli mezd rotacidja és S* értékili mezd divergencidja csak éttételesen, S/LL és
(S/L)* azonositdsa utan értelmezhetd, mely azonositds a h skalarszorzat révén hajthat6

végre.

Hasonlé megallapitasok tehet6k arra a szdmunkra fontos esetre, amikor egy
négyessebesség-mezot derivalunk: egy v : M — V(1), azaz v: M — M /T derivalt-

39 Skalarfiiggvényekre frhatnank egyszertien D f -ként is, de az f ® D frasméd, amilyen konvencié a
korabbi szakaszokban is szerepelt (pl. V& V,), vektori és tenzori értékii fliggvényekre a tenzoridlis
sorrendet is helyesen tiikrozi.

401 definici6jat 1d. a 126. oldalon.

41 Létezik a négyes vagy téridé-divergencia is: egy M négyesvektormezé D térid6-derivaltjanak nyo-
ma.
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ja minden téridépontban M © M* /T értékd.** Ennél azonban t5bb is mondhat6, mivel
V(1) -beli elemek kiilonbsége S /T -beli: vi,vo € V(1) C MJT esetén T7v, = Tvy =
=1, ezért T(vy — vi) = 0. Emiatt egy sebességmez térid-derivaltja Se M* /T ér-
tékd. Térderivaltja pedig S®S* /T értékd. Automatikusan értelmes tehat egy négyesse-
bességmezd térdivergencidja, rotacidja viszont csak a h térszerli euklideszi szerkezetre
tamaszkodo azonositas utan. Ugyanigy a (25) egyenletben hasznalt (V®VX)S -nek is csak

h bevonasaval van értelme, célszertien az

SveVeh ' (veV) B = [veV+h ' (Vev)h| (36)
modon. Az inercidlis CAUCHY-deforméci6 igy a
B et — vV 4 b7 (Ve v) bl (37)

fejlodési egyenletes definicidval valik térido-kompatibilissé€, ahol a feliilponttal jelzett
szubsztancialis derivalt téridon értelmezett mennyiségekre (pl. az EULER-leirdssal meg-
adott kontinuumfizikai mezdékre)

T — (TeD)v, (38)

egy adott négyessebességmezdre vonatkozdan. (48) elott azért all a ,,célszerlien” sz6, mert
igy EnCAvey T, — S/IL (azaz S — S) tipusi tenzornak definialodik. Ez azért a sza-
munkra fizikailag érdekes eset, mert az ilyen tenzornak értelmes a sajatérték-problémaja,
rdaddsul sajatvektorai S tipustak, azaz a téridg térszer( iranyvektorai kozé tartoznak. Igy
pedig térido-kompatibilis médon fenn tudjuk tartani azt az értelmezést, hogy a deforma-
cidtenzor sajatvektorai térszerli megnyulas-foiranyok (v.6. 103. oldal). Lenne harom mas
lehetGségiink is, mert h teljes atjarast biztosit S/L és (S/L)* kozott, tehat a mar ér-
telmesre kialakitott (48) kombinaciot beszorozhatjuk balrél h-val, jobbrél h™! -el, vagy
mindkettovel. Ennek a harom masik lehet6ségnek azonban egyike sem rendelkezne tér-
szerl sajatvektorokkal.

6.3. SOKASAGOK ES ALKALMAZASAIK

At kell még tekinteniink a sokasigok szdmunkra fontos jellemz&it és alkalmazasait.
Az itt kovetkezd 0sszefoglalo nem fog minden pontos részletre kitérni, csak a tdjékozodas

szempontjabol fontosabb jellegzetességekre.

Egy m dimenziés sima sokasag olyan halmaz (topologikus tér*®), amelynek kornye-

zetei kOlcsonosen egyértelmii és sima (végtelen sokszor derivalhat6) kapcsolatban vannak

42 A specidlis relativitiselméletben a négyessebességekre az u jelolés a szok4sos, a kontinuumkinema-
tikdban azonban keverhet6 lenne az U elmozdulasfiiggvénnyel, emellett a v jelolés azt is sugallja,
hogy ez a szokésos, inercialis megfigyeld szerinti v relativ sebesség megfigyeldmentes négyes meg-
feleloje.

43 Az itt kovetkezd allitasok egy része azt is megkovetelheti majd, hogy legyen HAUSDORFF-féle,
masodik megszamlalhatd, esetleg egyszeresen Osszefiiggd is. Ezek nem ,,vészes” igények.
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egy m dimenzids affin tér alkalmas kdrnyezeteivel.** Egy R™, egy vektortér, egy affin tér
tehat sokasag, de ezeken a ,.linedrisan feszes, sik” eseteken tul sokasag példaul egy affin
tér (vektortér, R") egy kell6en sima, m dimenzids részhalmaza is, mint példaul egy két-
dimenzids gombfeliilet egy haromdimenzids euklideszi affin térben. Helyi koordinatazas-
nak hivjuk, amikor a sokasag egy kornyezetét R™ egy kornyezetével hozzuk kdlcsondsen
egyértelmi kapcsolatba. Ekkor a kdrnyezeten beliil minden sokasagpontot m darab valos

koordinataval lattuk el.

Egy m dimenzi6s U sokasdgnak minden p pontjaban 1étezik egy tgynevezett érints-
tere, jelolésben T, (U) , mely egy m dimenzids vektortér. Euklideszi (1d. alabb) sokasag
esetén — amilyen példaul a gombfeliilet, — ez felfoghat6 ugy, mint a sokasag p koriili
kornyezetének a ,kisimitasa”, sik kozelitése. Létezik azonban euklideszi szerkezet nél-
kiil is, mint a p-beli 0sszes lehetséges irdnymenti derivalas halmaza. Affin tér érintStere
minden pontban ugyanaz a vektortér, mégpedig a sajat alulfekvé vektortere. Altalaban

azonban minden pontban mas és mas az érintotér.

Egy f: U — 9V sokasiagbdl sokasidgba képezd fiiggvény p € U pontbeli derivaltja,
(feD)(p) egy T,(U) — Ty (V) linedris leképezés (mér persze ha f derivilhatd).
Lathatéan a sokasagbol és/vagy sokasdgba képezd fliggvények analizise cirkalmasabb
az affin tér eseténél, mert p-fiiggd a derivalt értelmezési tartomanya és értékkészlete.*
Vektormezdnek neveziink egy olyan sima fliggvényt, amely a sokasdg minden p pontja-
hoz hozzarendeli a T, (U) érintStér egy elemét, azaz egy ottani érintdvektort. Ugyanigy
egy tenzormezd a T, (U) ®T,(U) egy elemét rendeli hozza p-hez, egy kovektormezd
T, (U)" -nek, az érint6tér dudlisanak vagy koérintStérnek egy elemét, egy kotenzormez
pedig T, (U)" T, (U)" egy elemét.

Az eddigiek alkalmazéasaként emlékezziink vissza a folytonos kdzegeknél mint térido-
megfigyel6knél elhangzott megjegyzésre, hogy altalaban egy megfigyeld tere — vilagvo-
nalainak halmaza — csupan egy haromdimenzids sokasag szerkezetet kap a téridotdl,
csak a megfigyelok egy specidlis szlikebb korének tere nyer egy euklideszi affin tér szer-
kezetet. Azt a 1épést viszont ne tegyiik meg, hogy minden anyagi pontot a téridében hu-
zott vildgvonaldval modelleziink. Egy vildgvonal csak egy lenyomata, aspektusa az anyagi
pont életének, de azon kiviil, hogy e pont a téridében valahogy 1étezik, szimos mas dolog
is torténhet még vele fizikailag (egyéb mennyiségei valtoznak, példaul a néla észlelhetd
hémérséklet valtozik, vagy barmi egyéb torténés is zajlhat). Ezért vezessiink inkabb be
egy C haromdimenziés sokasagot maga a folytonos kdzeg mint fizikai realitds matema-
tikai modelljeként.*® A C anyagi sokasag pontjaival sokminden torténhet, ezek egyike az

4 Sima: mindenhol, ahol kirnyezetek egymdssal atfednek, az egyik kapcsolat a mésikhoz képest le-
gyen sima.

4 Emiatt az f ® D jelolés is leegyszer(isitS: a pontos részletekrdl Id. pl. [0’ NEILL (1983)].

46 Hiszen legyen harom koordinataval paraméterezhets, mégpedig folytonosan, ugyanis a kozegek fi-
zikailag kozel ilyenek. Példaul érintsiink egy fiirdészivacsot egyik lapjaval piros festék felszinéhez:
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a kotelezd ,,feladatuk”, hogy valahogyan 1étezniiik kell a térid6ben, ezt egy leképezéssel
adjuk meg, mely minden p € C kozegponthoz egy vilagvonalat, egy r(p) vildgvonal-
fiiggvényt rendel, sima médon. Minden r(p) vildgvonalfiiggvény ugyebér egy t — M
fiiggvény, bizonyos célszeriiségi okokbdl a ¢ idGpontban felvett értéke r,(p) modon lesz
jeldlve. Az r; :p — ri(p), C — t leképezésrdl? fel fogjuk tenni, hogy kdlcsondsen egy-
értelm, amivel fizikailag azt mondjuk, hogy a kdzeg, aramlasa sordn nem esik 0ssze vég-
telen kicsire és nem tagul ki végtelen nagyra. r;® D nem mas, mint a mozgasgradiens
megfigyeldmentes, abszolit alakja. Hogy kozegkinematikai formuléink kellemesebbek,
beszédesebbek, jobban atlathatéak legyenek, érdemes lesz bevezetniink azt a konvenciot,
hogy az anyagi irdnyviszonyok szerinti mennyiségek, tehata 7, (C) értékii vektormezdk,
T,(C) eT,(C) értéki tenzormezdk stb. feliilhullamos (™) jelolést kapnak, és az anyagi
sokasdgon vett derivaltat (az anyagi térderivaltat) is D helyett V-nak irjuk, tehat pl. az
abszoluit mozgasgradiens (1étezésgradiens) r;® V. A hulldmtalan mennyiségek pedig a
térid6-irdnyviszonyok szerintiek (M, M ® M stb. értékiiek), illetve specidlisan a térsze-
rli irdnyviszonyok szerintiek (S, S© S stb. értékiiek) lesznek, pl. h.

Most mar minden hozzavalonak birtokaban vagyunk, hogy megitéljiik azt az anyagi
objektivitds biztositasara tett kisérletet, amikor a térid6t az anyagi sokasidgon keresztiil
probaljak meg leirni. Sokkal hatarozottabban latszik, hogy az anyagi sokasag és az id6
DESCARTES-szorzata egy igencsak tokéletlen, fizikailag problémas térid6-potlék. Altala
egy nemtehetetlenségi ide-oda tekergd vilagvonalrendszeren keresztiil nézik a vilagot,
melyben pedig fizikailag oly kitiintetettek a tehetetlenségi mozgasforméik. Raadéasul, som-
mdsan szOlva, fizikailag a kozeg mozog — fejlédik, 1étezik — a téridében, nem a téridd
mozog — fejlddik, létezik — a kozegben.*® (Nem beszélve arrol, amikor egynél tobb ko-
zeg van jelen egyszerre a térid6ben, egymason esetleg at is fedve — lasd tobbkomponensi

kozegek.)

Visszatérve az eszkoztar ismertetéséhez, euklideszi vagy RIEMANN-sokasagnak ne-
veziink egy sokasigot, ha meg van adva rajta egy — euklideszi szerkezetnek vagy met-
rikdnak nevezett — pozitiv definit €s szimmetrikus kotenzormezd, azaz minden p soka-
sagpontban egy skalarszorzat a p-beli érint6téren (mely simén valtozik, ahogy p valtozik).
Lehet ez a skalarszorzat valés szam értékdi is, de lehet dltalanosabban W(2) értékdi is, ahol
W egy mértékegyenes. A metrikat legtobbszor abban az alakjaban lesz célszer(i hasznal-
nunk, amikor 6 minden p pontban egy g : 1, (U) /W — [T, (U) /W]* leképezés.

a festék felszivodik, magassagfiiggd stirliségeloszlassal. Ezutan elforditva egy masik lapjat érintsiik
sarga, majd harmadik oldalat kék festékhez. Igy minden kézegpont kiilénboz6 ,,RGB” (RYB —
Red-Yellow-Blue)-koordinatazast kapott, és kozeli kozegpontok kozeli koordinataértékeket.

47 Sose feledjiik, t a téridd egy szelete, mely egy haromdimenziés euklideszi affin tér. Az egyszeriiség
kedvéért feltessziik, hogy minden pontjan halad at kozegvildgvonal, azaz a kozeg kitolti az egész
térid6t. Ha nem tolti ki, akkor sokasag helyett peremes sokasagként modellezendd.

8 Egy hétkoznapi kozegkinematikai példaval: a takarito is a felmosévizet 16ttyinti ki az udvarra, nem
az udvart a felmosdvizre.
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A metrika egy adott pontban az ottani érintStéren definidl tavolsag- és szogviszo-
nyokat, az egész metrika mez0 pedig a sokasdgon magan is, mar amennyire ezek a fo-
galmak ,,begdrbithetSek” (hiszen egy RIEMANN-sokasag dltaldban ,,gorbiil”). Igy példaul
értelmezhetd a sokasdgban haladd gorbék ivhossza: egy gorbének véve egy tetszbleges
s : a1, as] — U valds paraméterezését, az s'(a) derivalt egy s(a) sokasdgpont-beli érin-

t6vektor, melynek hossza [[s'(a)|| (s, - Ennek a szerint a;-t6l ap-ig vett integralja fiig-

||g[
getlennek bizonyul a paraméterezés modjatol, €s ez az integral a gorbe ivhossza. Két
sokasagpontot (pl. p-t és ¢-t) sok mdédon lehet gorbékkel 6sszekotni, ezek koziil a legki-
sebb gorbehosszot nevezziik a két pont tavolsaganak, jelolésben d(p, ¢). Egymast metsz4

gorbék metszéspontbeli szoge pedig a metszéspontbeli érintdvektoraik altal bezart szog.

A szemlélet szamara kézzelfoghatobb a tavolsag és szog, mint az euklideszi skalar-
szorzat. Ha a d kétvaltozos tavolsagfiiggvényt ismerjiik, abbol a metrikat is rekonstru-
alhatjuk, a tavolsagfiiggvényt masodik valtozojaban kétszer derivalva, és a két pontot
egybeejtve, azaz jeloléssel

1
g(p)=§{[QHd2(p,Q)} ®D®D}(p), (39)

vagy egy nagyon mas jelolésvilag szerint is megadva,

g(p) =5 02 (p.0) (40)

q=p
A tavolsagfiiggvény €s a metrika tehat ekvivalens egymassal. A tovébbiakban az ut6bbit
lesz érdemes haszndlnunk, mert nem két-, hanem csak egyvaltozos, tehat lokélis mennyi-

7

ség.

A metrika egyébként, az dltala definialt tdvolsagviszonyok alapjan érthet6 mddon,
egy térfogatfogalmat is bevezet-kitiintet a sokasdgon, ez a \/|g| médon jelolt térfogati

mérték W™ grtéki (ahol m a sokasig dimenzi6ja).

Amint az mar elhangzott, egyeldre heurisztikus megjegyzésként, egy RIEMANN-
sokasag altalaban nem ,,sik”, hanem ,,gorbiilt”, a gorbiilése azonban pontosan és
mennyiségileg értelmezhet6 is, a metrika helyfiiggésébdl leolvashaté modon. Ez egy
T,(U)eT,(U) T,(U) «T,(U)" tipusd vegyes RREMANN tenzormezdvel tehets meg,
melynek neve gorbiileti vagy RIEMANN-tenzor. Lathatéan a RIEMANN-tenzor egy megle-
hetdsen bonyolult objektum, 1étezik szerencsére egy vele ekvivalens jellemzése a gorbii-
letnek, a kétdimenziés vagy sikgorbiilet, amely érintésikokhoz rendel skalart. Masrészt,
a RIEMANN-tenzorbdl szarmaztathaté egy kovetkezménye, az elsé és negyedik tenzori
komponense egybeejtésével (nyomaval) kapott RR'“" Ricci-tenzor. m < 3 dimenzi-
6s RIEMANN-sokaségon ez az egyszeriibb, ,kétindexes”, azaz T, (U)" T, (U)" tipu-
su szimmetrikus Ricci-tenzor is egyértelmiien meghatarozza a sikgorbiiletet, €s igy a
RIEMANN-tenzort [O’NEILL (1983), 88. 0.]%.

49 Az oldal legfolsé képletét mint m darab egyenlet alkotta linearis egyenletrendszert m < 3 ese-
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A gy(p):T,(U) /W — [T, (U) JW]|* metrikdji U RIEMANN-sokasdgota g,,(q) :
Ty (V) JW — [T, (V) JW]* metrikdji 7’ RIEMANN-sokasdggal osszekots f: U — V
kolcsondsen egyértelm, sima leképezést izometridnak hivjak, ha igymond a metrikét is

atszallitja, azaz minden p-re

gu() =[(foD)p)]" gy (f(p) (f>D)(p). 1)

azaz

gy =(feD) (gyof)(feD). (42)

A tovabbiakban atlathatobba fogja tenni képleteinket, ha az Gsszetett fiiggvény jelolését
elhagyjuk, amikor ez nem okoz zavart, azaz amikor a valtozok konnyen kitalalhatoak,
tehat példaul azt irjuk, hogy

gu=(feD) gy (feD). (43)

Belathato, hogy az izometridk atszallitjdk a RIEMANN-tenzort, a sikgorbiiletet és a RiccCI-
tenzort is (ezek atszallitasai is hasonlo, értelemszerd, linedris miiveletek). Az is teljesiil,
hogy izometridk kompozicidja is izometria.

A nulla gorbiileti tenzord RIEMANN-sokasdgokat sik sokasagnak nevezik. [lyenek pél-
daul az euklideszi affin terek. Egy tétel szerint [DIEUDONNE (1976), 408. o., 20.23.5 tétel]
pontosan azok a RIEMANN-sokasidgok izometrikusak sik RIEMANN-sokasdggal, amelyek
sikgorbiilete nulla (igy RIEMANN-tenzora is nulla). A fentiek alapjan m < 3 dimenzi6-
ban ugyanez a Ricci-tenzorral is igaz: pontosan a nulla Ricci-tenzordak izometrikusak
sikkal.

A hamarosan kovetkez6 alkalmazasainkra kikacsintva, nevezziink metrikus segédpo-
tencidlnak egy olyan izometriit, mely egy sik U RIEMANN-sokasaghoz egy F euklideszi
affin teret tarsit. Rogzitett U és E esetén ez az izometria F tavolsagtarto transzformacioi
(az eltolasok és forgatasok) erejéig hatarozatlan — ugyanis pontosan ezek £ dnmagéval
vett izometriai, marpedig barmely két (azonos dimenzidjui) euklideszi affin tér izomet-
rikus egymassal, 1évén nulla gorbiiletliek (és izometridk kompozicidja ugyebér szintén

izometria).

Az izometridkkal torténd atszallitas egy gyors €s fontos kozegkinematikai alkalmaza-
sa a kovetkezd. Ahogy a kozegpontok mozognak (1éteznek) a tériddben, a p és g kozeg-

pontok ¢ id6pillanatbeli tdvolsiga a téridében

di(p,q) = lre(q) — re(p) |l - (44)

tén meg lehet oldani a bazisvektor-parok kijelolte m(m — 1)/2 érintGsikhoz tartozé sikgorbiilet-
értékekre.
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Ehhez a tdvolsagfiiggvényhez a (39) mdédon rendelhetd C-n egy metrika, jeldljiik ezt I~1rt -
ként. E,«t tehat nem mas, mint a kbzeg » mozgésa soran a ¢ pillanatban a téridoben realiza-
16dott tavolsag- €s szogviszonyok. Ha megvizsgéljuk ezt a C-n levd metrikat, definicidja
alapjan azt talaljuk, hogy a 132. oldalon bevezetett r; leképezés izometriaként kapcsolja

Gt 0ssze a t-n €16 h metrikaval :
h,, = (r,eV) h (r,oV) (45)

[v.6. (43)], mely egy p kézegpontban T}, (C) /L — [T, (C) JL]* leképezés. Tulajdonkép-
pen természetes is, amit kaptunk: a pillanatnyi tavolsigokat h adja meg, a téridén —
annak pillanatnyi szeletén — kozvetleniil, az anyagi irdnyviszonyokra atszamitva pedig a
létezésgradiens révén (45)-tel, vagy ami ugyanaz kell legyen: a mozgas (térido-létezés)
ismeretében (44)-gyel. A tovabbiakban nevezziik 1~1Tt -t a pillanatnyi metrikdnak, ponto-
sabban a pillanatnyi metrika anyagi alakjanak. A pillanatnyi metrika térid6-alakja pedig
természetesen h: S/L — (S/L)* marad.

7. A RUGALMAS ALAKVALTOZASOK LEIRASA

7.1. MENNYISEGUNK DEFINICIOJA ES ALAPTULAJDONSAGAI

Miutan 4ttekintettiik az 6sszes sziikséges eszkozt, segitségiikkel és eddigi alkalmaza-

saik felhasznélasaval nekifoghatunk a rugalmas alakvaltozasok leirasanak.

A célunk itt az, hogy a 107. oldalon kifejtett okokbodl, a szilard kozegeknél tapasz-
talhaté rugalmas belsé erd (fesziiltség) erdtorvényéhez (konstiticios Osszefiiggéséhez)
egy kinematikai mennyiséget keresiink, amitdl az ébredd rugalmas fesziiltség fiiggene.
Namarmost, a nemrelativisztikus mechanikaban a testek kozotti parkolcsonhatasok élta-
laban j6 kozelitéssel pillanatszer(i tivolhatdssal m{ikodd, a pillanatnyi tdvolsagtol fiiggd
erdk. Ezért a szilard kozegben ébredd helyi rugalmas fesziiltséget is a helyi pillanatnyi
tavolsagviszonyok fliggvényének ésszerti varni. A 133. oldalon lattuk, hogy a tavolsag-
viszonyok ekvivalensek egy RIEMANN-metrikaval, a 135. oldalon pedig, hogy konkrétan
a kozegmozgés pillanatnyi tavolsagviszonyai a (45)-ben mutatott E,,t metrikaval ekviva-
lensek.

Azt gondoljuk tovabba (Id. a 107. oldalt, és az ennek az alszakasznak a végén tett
megjegyzéseket is), hogy szilard kozegeknek van egy nyugalmi elrendez6dése, alapszer-
kezete, amelyet a kozeg, ha lehetGsége van ra, igyekszik folvenni. Eme nyugalmi tivol-
sagviszonyokhoz is tartozna egy metrika, a kozeg nyugalmi metrikéja. Jeloljiik ezt g -mal,

az anyagi irdnyviszonyok szerint értve, azaz

g(p): T, (C) JL — [T, (C) JLI". (46)
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Ez a metrika a térid6 irdnyviszonyaiba atszdmitva — mely 4tszamitas olyan, mint (45),
csak most a forditott irianyban —, a téridoben a ¢ idopillanatban a

g = [(neV) "] & (rneV) " i S/L—(S/Ly (47)

RIEMANN-metrika, mely tovébbra is p € C véltoz6ju. Egyel6re maradhatunk ugyanis en-
nél az in. LAGRANGE-leirasndl, raériink a legvégén attérni a térid6-valtozdju, azaz EULER-
leirasra, az r; véltozétranszformacioval. g, tehat a nyugalmi metrika téridobeli megje-
lenése az adott kbzegmozgas esetén. Maga g id6fiiggetlen, téridSbeli g, megjelenése
azonban 1d6fiiggo.

A rugalmas deformécié iigyében pedig azt kivanjuk egy valamilyen mennyiséggel
jellemezni, hogy hogyan térnek el a pillanatnyi tavolsdgviszonyok a nyugalmitél. Ez a
jellemzd a téridd iranyviszonyai szerint legyen megfogalmazva, ne az anyagi iranyviszo-
nyok szerint, mert a téridd a fizikailag biztos hittér, keret.

Tovabbi indokolt elvards leendd mennyiségiinktdl, hogy kis deformécidkra adja ki
a CaucHY-deformacidtenzort. Kozelebbrdl, annak E™ CAVCHY yiltozatat sikeriilt térid6-
szempontbol kielégitd modon értelmezni [a (37) fejlddési egyenlettel], tehat 6t lenne
JO visszakapni hatiresetként. Mint a 139. oldalon lattuk, a szempontjainknak megfele-
16 E™CAUCHY g0y § /T, — S /1L értékii tenzormezd. Atszallitva az anyagi iranyviszo-
nyokra pedig 7, (C) /L — T, (C) JL értékii a p kozegpontban. Ezért véges rugalmas
deforméciét mér mennyiségiink szintén legyen S/ — S/IL értékd, avagy atszallitva
T,(C) /L — T,(C) JL értékii, hogy egy adott hataresetben egybe tudjanak esni.

Ilyen mennyiséget épiteni nem is lehet majd sok mdédon. Ugyanis fizikai szituacionk-
ban két kitiintetett metriknk is van — a pillanatnyi €s a nyugalmi —, emiatt egyiket se
indokoltabb vektortér é€s dudlisa beazonositasara hasznidlni. Ha pedig nincs ilyen azono-
sitdsunk, az hatarozottan megszoritja a lehetdségeket.

Miutan minden koriilményt attekintettiink, nekifoghatunk rugalmas deforméltsagot
jellemzd mennyiségiink felallitdsdnak. Ha a kozeg irdnyviszonyai szerint fogalmazunk,
akkor a pillanatnyi tivolsagviszonyokat megadé h,, (p) : T,(C)JL — [T,(C) JL]* le-
képezést szeretnénk viszonyitani a g(p) : 7, (C) /L — [T, (C) JL|* leképezéshez, és az
eredmény legyen 7, (C) /L — T, (C) JL leképezés. Ezt az

A, =g 'h, (48)

kombinaci6 valdsitja meg. A térid0 iranyviszonyai szerint megfogalmazott célkittizésnek
pedig épp ennek atszéllitottja,

A, =g 'h (49)

//////

anyagi iranyviszonyokat pedig csak atmeneti, technikai célokra fogjuk hasznalni.
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Ha van egy olyan id6pillanat, amikor a pillanatnyi tavolsagviszonyok épp megegyez-
nek a nyugalmi tivolsdgviszonyokkal, akkor g, = h = A = Ig, ahol Is a térszerd
vektorok egységtenzora. Ez arra latszik utalni, hogy A nem a deforméaci6 (mely nyu-
galmi allapotban nulla kell legyen), hanem az alakvéltozas (mely nyugalmi allapotban

egységtenzor kell legyen) szempontjainknak megfeleld altalanositiasa/értelmezése. Ezért

a rugalmas alaktenzor (roviden: alaktenzor) nevet adhatjuk neki.

Ha kibontjuk a rugalmas alaktenzor definiciéjat,

A, = (reV)g ' (r,oV) h, (50)

A, =g ' (reV) h(reV) (51)

[v.0. (45) és (47)], leolvashatjuk, hogy metrikusan szimmetrikusak (1d. 123. o0.), mégpedig

A,, h-szimmetrikus, A, pedig g-szimmetrikus.

Az (50) egyenletben szerepel g, mely a téridon végezheté méréseink révén kozvetle-
niil nem hozzaférhet6. Nem kell azonban megijedniink : ugyantigy, ahogy az eddigi defor-
macidtenzorokat is fejlodési egyenlettel fogalmaztuk meg, rugalmas alaktenzorunk esetén
is elegendd, ha van rd egy olyan fejlodési egyenlet, amelyben minden egyéb mennyi-
ség csupa kimérhetd kinematikai hozzaval6™’. A fejlédési egyenlet megoldasai koziil pe-
dig kezdeti feltétellel rogzithetjiik az adott szituaciora érvényes megoldast. Képezve (50)

szubsztanciélis idéderivaltjat, mely egyszeriien a ¢ szerinti derivalt®! :
A, = (Vt®6) g ! (7}@6)*11%— (rt®6) g ! (Vt®%)*h =
- (Vt®§) (rm@%)_lAn +A, h! [(ry@%)_l} ’ (Vt®§)*h —
= (w9V)A,, + A, h(v,eV) h, (52)

felhasznalva, hogy a V ésa V derivalasok kozotti atjaras az ry mint véltozoétranszformécid
derivaltja, r,© V. Egy olyan fejlodési egyenletet kaptunk tehat, melyben valéban csak

téridén kimérhetd mennyiségre, a négyessebesség-mezd térderivéltjara van sziikség.

Erdekes — bar tulajdonképpen nem is olyan szérnyen meglepd — észrevétel, hogy
az (52) egyenlet ugyanolyan, mint a bal CAUCHY-GREEN alakvaltozési tenzor (28) fejlo-
dési egyenlete. Rugalmas alaktenzorunk tehat a bal CAUCHY-GREEN alakvaltozési tenzor

»feljavitasa”.

A kis deforméltsag esete A,, ~ Ig, ahol e két linedris leképezés kozelsége ugy érten-

do, hogy kiilonbségiik egy alkalmas norméja joval kisebb Is norméjinal. Esetiinkben ezt

0 Pontosabban valami teendd lesz még, ezt a kovetkezd alszakasz fogja elvégezni.

31 Ne feledjiik, A egyelére a LAGRANGE-leirdsban van megadva, igy egy allandé kozegpont mellett
vett derivaltrdl beszEliink. Az ad6dd fejlédési egyenlet mar téridoén vett differencidlegyenletként
is tekinthetd lesz, pusztan trividlis médon at kell majd térni valtozétranszformaciéval az EULER-
leirasra (annak térid6-megfelelGjére), a p — r4(p) leképezéssel. Tériddn a szubsztancialis id6deri-
valtat (38) definialta.
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egyszerlien ugy is megfogalmazhatjuk, hogy A, sajatértékei kozel kell legyenek 1-hez.

Tekintve (52)-t A,, — Ig vezet6 rendjében, az eredmény
(A, —Is) ~ (vieV) + h ™ (v;oV)"h, (53)

melyet (37)-tel Osszevetve lathatjuk, hogy a kis deformaltsag hataresetében valoban a

CAucHY-deformaltsdgtenzort kapjuk vissza:

1

§(Art . IS) ~ Ein. CAUCHY7 (54)

mert adott kezdeti feltételbdl a két fejlodési egyenlet vezetd rendig ugyanabba a tenzorba
fejleszt, amig a kis deformaltsag tartomanyaban maradunk.

A definiciéja alapjan belathat6, hogy

det /A, = \/detA,, = |h~”| _ vIA : (55)

Vigl - Vel
azaz a pillanatnyi és a nyugalmi térfogati mérték hanyadosat kapjuk. Ez a hdnyados adja
meg a szilard kozeg kiterjedtségét (jelolje ezt A ), mely a nyugalmi allapotban, a nyugalmi
tavolsagviszonyok esetén 1. Ennek egy fliggvényeként keresnénk majd a 109. oldalon méar
emlegetett tdgultsdgot (amit jeloljon majd 6, amikor a fiiggvényalakrél mar dontottiink),
mely nyugalmi allapotban 0. Az (55) eredmény mér onnan is megsejthetd, hogy A a

bal CAuCHY-GREEN alakvaltozasi tenzor rendbetett rugalmas kinematikai valtozata, €s

det 4/ CI(_Q) = det F, mely a térfogatvaltozast méri [ld. a 3. szakaszt, kiilondsen pedig
(17)-et és szovegkornyezetét].

Hogy ne torje meg az alaktenzor felallitisdnak gondolatmenetét, ezért csak itt, utana,
az alszakasz végén célszerli még egy kiegészit6 fizikai megjegyzést tenni. Nevezetesen
azt, hogy az alapszerkezet 1éte egyfajta memoriajelenség is, mert amikor a kdzeg nem
az alapelrendezésében van, akkor is emlékszik rd, hogy ha békén hagynak, milyen elren-
dez6dést szeretne felvenni. Az alapszerkezet 1éte tehat nem csupdn kinematikai, hanem
részben konstiticios jellegli informacio, és részben dinamikai informéacié a kozegrdl. De
ez nem baj. Igazabol mar az is konstiticios jellegli informacid, hogy kozegiink nem me-
rev test, és nem is pontszer test. Masrészt, mar a téridé modellje sem tisztan kinematika,
abba is keriilt beépitésre dinamikai informéacid is: hogy a magukra hagyott testek mozga-
sa kitiintetett, €s egymassal egyenértéki, €s egymashoz képest egyenes vonald egyenletes
mozgés. A magéra hagyas ugyanis dinamikai koriilmény. Szerencsére ennél tobbrdl, az-
az arr6l, hogy mi és hogyan szabalyozza a nem magukra hagyott testek mozgasat, nem
kellett beszélniink. A szilard kozegeknél sem kell arrdl nyilatkoznunk, hogy milyen ko-
riilmények kozott és hogyan tudnak tartani az alapelrendezddésiikhdz. Annyira van csak
sziikségiink, hogy 1étezik alapelrendezddésiik, ezt fel tudjak venni, és hogy ez az alap-

szerkezet a nyugalmi tavolsagviszonyokat szabja meg.
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7.2. A KOMPATIBILITASI FELTETEL

A rugalmas alaktenzor fejlodési egyenletéhez elegek a téridon beszerezhets-
kimérhet6 kinematikai informécidk (konkrétan a négyessebesség és gradiense), ez azon-
ban még nem elég ahhoz, hogy a téridén dolgozva minden sziikséges dolgot el tudjunk
intézni. Azt a kérdést még fel kell tenniink, hogy a rugalmas alaktenzor egy kezdeti felté-
tele lehet-e tetszdleges, vagy ha nem, milyen megszoritis van ra? Atfogalmazva, a kérdés
tulajdonképpen a kovetkez6: a g nyugalmi metrika lehet-e tetszGleges, vagy ha nem,
milyen megszoritds van ra?

A g alapszerkezettdl elvarjuk, hogy a kozeg ki tudja magat rigni ebbe a nyugal-
mi elrendez6désbe, a nyugalmi tavolsadgviszonyokba. Ez azt jelenti, hogy g olyan kell
legyen, hogy a pillanatnyi metrika képes legyen — alkalmas koriilmények biztositotta al-
kalmas folyamat, kozegmozgas esetén — ezzel a nyugalmi metrikaval megegyezni. Kicsit
konkrétabban, 1étezhessen olyan 7 folyamat, és olyan ¢ id6pillanat, amelynek sordn és
amikor a pillanatnyi metrika megegyezik a nyugalmival. Figyelem: nem tételezziik fol,
hogy a kozeg valdéban olyan mozgasu lesz, hogy lesz ilyen idGpillanat. A kozeg egyféle.
Szilard kozegnek az alapszerkezete is adott. E kozegnek a téridén valé mozgasa viszont
rengetegféle lehet. g az elvi lehetdségét kell biztositsa annak, hogy szerencsés esetben re-
alizalodhasson, mint pillanatnyi metrika. Hogy aztan a kozeg megvalosulé mozgasa ilyen

lesz-e, vagy sem, az mas kérdés.

Felirva tehat az alapszerkezetre ezt a kovetelményt, 1étezhessen olyan 7 és ¢, hogy
Eﬁ =g, azaz kibontva, (7’7 ® %)* h (7’7 ® 6) =g. (56)

Osszevetve ezt (43)-mal, azt ismerhetjiik fel, hogy 7; izometria a ¢ mint hairomdimen-
zi0s euklideszi affin tér (1d. 126. o0.) és a nyugalmi metrikdval RIEMANN-sokasdgga tett
C anyagi sokasag kozott. Mégpedig ez az izometria egy sik sokasidggal kapcsol Ossze,
ezért a nyugalmi metrikdhoz tartozé Ricci-tenzor nulla, amint az a 134. oldalon lattuk.

Az ugyanott bevezetett szohasznalattal, 7; a g metrika egy metrikus segédpotenciélja.

Szintén az ottani targyalasban hangzott el, hogy barmely két azonos dimenzidju euk-
lideszi affin tér izometrikus, tovabba hogy izometridk kompozicidja is izometria, és az
is, hogy az izometridk atszallitjak a Ricci-tenzort is. Ezért egy valoéban megvaldsul6 r
mozgas esetén a nulla Ricci-tenzord nyugalmi metrikdnak egy ¢ idGpillanatra mint hé-
romdimenziés euklideszi affin térre atszallitottja, g, is nulla Ricci-tenzord. A ¢ affin
teret mint sokasidgot ugyebar g, is egy RIEMANN-sokasagga teszi, nemcsak a t-hez ter-
mészetes modon tartoz6 h. Torténetesen tehdt g, is nulla Ricci-tenzord sokasagga teszi
t-t. Az tehat, hogy a nyugalmi metrika képes megvaldsul6 pillanatnyi metrika lenni, arra
fogalmazddott at, hogy g,, Ricci-tenzora nulla ¢-n mint affin téren (nem t6rédve most a

t-hez tartoz6 h euklideszi szerkezettel).
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A Ricci-tenzor szamoldsokra praktikus alakjat, és az ahhoz sziikséges CHRISTOFFEL-
mennyiségeket a sokasag egy koordinatazasaban szokas megadni [O’NEILL (1983)], de

affin téren koordinitazas nélkiil is megadhato:

R =V .T — (tr;3T) eV + (tr; 3T)T — tr; 3(TT), (57
ahol
1
=g, [g,V+(g,oV) " -Vg,], (58)

és a 102. oldalon bevezetett '3 jeloléshez hasonléan tr;; az els§ és harmadik tenzori
komponensben (,,indexben’’) vett nyomot, egybeejtést jelenti (a hamarosan felbukkand pl.
try 3,05 jelolés pedig az elsd és harmadik komponens egybeejtését, emellett a masodik €s

otodik komponens egybeejtését fogja jelenteni).

Mivel g, =hA;! [ld. (49)],igy R®“' =0 kovetelményiink atfogalmazhato egy
A,, -ra vonatkozd egyenletre. Ezt az egyenletet a rugalmas alaktenzor kompatibilitasi fel-
tételének fogjuk nevezni. Az atfogalmazas és képletrendezés hosszadalmas szdmitésait
mell6zve, ez a kovetelmény a kovetkezOnek adodik — a rovidség kedvéért A,, -t A-
ként frva a tovabbiakban:

tri534 [A '@ AT (AeV)(AaV)] +2hA 'tr, [AhT (VeVe A)| A~ +
+2htry3 [A7 2 (V- A)h™' (Vo A)] A~ —2hA " try, [(AeVeV)h ']+
+2tr1 435 [AT @ AT (AeV) (AeV)] +trias5 [A™ (AeV) (AsV) A -
—2hA 'try 556 [(AeV)Ah ! (Ve A)AT A7+ (59)
+2tr4 [(Vo A) AT (A V)| A7 = 3trag35 (Ve A) A7 (AeV) AT -
—2[Ve (V-A)JA™' — hirg 405 [AT'9 A7 (AoV) AR (Ve A)| A7+
+2tr1, [A™ (AeVeV)] —2hA " try 35 [(AeV)eh™' (Ve A)] A~ =0.

Ez egy meglehet6sen bonyolult, nemlineéris egyenlet. Ennek a kompatibilitési feltételnek
tegyen tehat eleget A egy kezdeti feltétele, és akkor a fejl6dési egyenlet biztositja, hogy
késobb is eleget fog neki tenni.

Erdemes megnézni, hogy milyen ennek a kompatibilitési feltételnek a kis deformalt-
sagu hataresete. (59)-ben a tagok kétfélék: az egyik fajta A valamilyen masodik derivalt-
jat tartalmazza, a masik A els6 derivaltjat, de két ilyen szorzatat. Feltéve, hogy A ~ Ig
olyan értelemben is teljesiil, hogy az elsd derivaltak szorzata joval kisebb (linearis leké-
pezések norméjaban) a masodik derivaltaknal, (59)-ben csak a masodik derivaltas tagokat
tartva meg:

2hA~"'tr;, [Ah™' (VeVeA)] A" —2hA "ty [(AeVeV)h '] - (60)
—2[Ve (V-A)]A " +2tr,[A7 (AeVeV)] = 0.
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Ebbe A = Ig-et kozvetleniil is behelyettesitve,

2htr; 5 [h' (VeVeA)] —2htry, [(AeVeV)h'] - (61)
—2[Ve (V-A)+2tr2[(A2VeV)| ~0.

Ez a formula mar linearis A -ban. Behelyettesitve (54)-et, az — eziittal egyszerli — tech-

nikai 1épések mell6zésével, arra juthatunk, hogy
V % Ein.CAUCHY % V ~ 0’ (62)

amely a CAuCHY-deformdaciotenzorra ismert SAINT-VENANT-féle kompatibilitasi feltétel.

A véges deformaltsag (59) kompatibilitasi feltétele eléggé bonyolult. Szerencsés len-
ne valami technikailag egyszerlibb jellemzését adni az altala megengedett rugalmas alak-
tenzoroknak. Ehhez fogddzot nydjt az, hogy a nulla gorbiiletii g metrikdnak az 7; izo-
metria egy metrikus segédpotencidlja. Tekintve, hogy ¢ és egy tetszGleges ¢ egyarant ha-
romdimenzids euklideszi affin terek, megadhat6 koztiik izometria, igy izometriak kompo-
zicidjaként g -nak megadhaté egy 7, izometridja is. Ez, a 134. oldalon emlitettek szerint
a t euklideszi affin térben hat eltolasok és forgatasok erejéig hatarozatlan fiiggvényérté-
kében. Ez az 7; nem egy valddi, fizikai, realizdl6do kozegmozgast jelol, hanem csak egy
technikai segédmennyiség, melynek valasztasa jelentds onkényt tartalmaz>2. Az, hogy ez
az 7; al-mozgas g -nak metrikus segédpotencialja, azaz a h metrikaju sik ¢-vel kapcsola-
tot 1étesitd izometridja, azt jelenti, hogy

g=(7eV) h(ieV) (63)

[1d. (43), és vegyiik észre eme (63) képletiink analdgidjat (45)-tel is]. Helyettesitsiik ennek
inverzét be (50)-be:

A= (rsV) (oY) h (3o V)] (re V) b, (64)
melyet atirhatunk az
A=[(rory ) eV]h ' [(ror, ) eV] h (65)
alakba is. Onként kindlkozik tehit, hogy bevezessiik a
G i=ri0f " (66)

kombinaciot, mely a ¢ affin térbdl képez dnmagaba — és amely fliggvény a ,,hasdban”
az eltolasok és forgatasok erejéig hatarozatlan. A megadhat6 tehat egy ilyen fiiggvény
32 Olyannyira, hogy a t véltozéban nem is kell, hogy folytonos legyen: kiilonbozé idépillanatokhoz
egészen kiilonb6z6 médon is megvalaszthatéak. Természetesen célszeri mégis idSben elegendben

sokszor differencidlhaténak valasztani — ez lehetséges, mert g az id6 fiiggvényében simén vélto-
zik, konkrétan a rugalmas alakvaltozasok korében allandé.
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segitségével. Felismerve azt a lehet6séget, hogy az affin tér értékl ¢;-bdl levonhatjuk
a t affin tér [; identitsleképezését, és igy egy egyszerlibb, vektortér értékii leképezést

kapunk — S értékt, hiszen ez t alulfekv6 vektortere —, definialhatd
Q=g — 1y (67)
is, mely tehat egy térszerli vektormezot jelent a téridon, és akivel
A= (qeV)h ' (q®V) h (68)

irhat6. Egy térid6-koordinatazasban A-nak hat fiiggetlen komponense van, g-nak harom,
tehat q egy gazdasdgosabb technikai segédjellemzését nyujtja a rugalmas alaknak, mint
A. Tudnunk kell viszont réla, hogy q eltolasnyi-elforgatasnyi hatarozatlansagot hordoz,
kozvetlen jelentése nincs. A vektori alakpotencidl névvel illethetjiik, g-t pedig affin alak-
potencidl névvel. q;oV =~ Ig esetén A ~ Ig, és (68) els6 rendig az

AxIs+(qeV)+h ' (qeV) h, (69)
B o L [(ue V) + h (que V)" B (70)
kis deformaltsagi képleteket nydjtja. q; tehat a véges deforméacids véltozata a CAUCHY-
deformécidtenzorhoz
in.C Lr/c —1(,,C *
E AUCHY __ 5 |:(u AUCHY®v) + h (u AUCHY®v) h] (71)

médon tartozé UCAUHY CaucHY-potencidlnak [FULOP (2009)], melyet tévesen azonosita-
ni szoktak a (2)-ben bevezetett U elmozdulasfiiggvénnyel {nemnulla kezdeti deformacio
esetén ugyanis a kettd menthetetleniil eltér egymastol [FULOP (2009)], ezenfeliil uCAveHY

eltolasok és forgatisok erejéig hatarozatlan (ld. ugyanott)}.

Adott g alapszerkezet esetén a lehetséges 7, metrikus segédpotencialok, avagy adott
A alaktenzor esetén a lehetséges q alakpotencidlok meghatdrozasa kemény nemlineéris
feladat. Gyakorlati szempontbdl, alkalmazasokban azonban a forditott ut az érdekes: az
Osszes lehetséges q-kkal az Osszes lehetséges A -kat — és az r mozgas ismeretében
g -t — jellemezni tudjuk. Tény, hogy egy q:, kezdeti feltétel meghatarozasa szintén nem
egyszerl, plane annak fényében, hogy q nem egy kozvetlen fizikai mennyiség, hanem
egy hatirozatlansidgokat tartalmaz6 segédmennyiség. Mégis lehet, hogy konnyebben bol-
dogulunk vele alkalmazasokban. Emellett, a kezdeti feltétel-célra torténd felhasznaldson
tdl egy konkrét kontinuumfizikai feladat egyenletrendszerének megoldasaban is hasznos
technikai szerepet jatszhat, mert kevesebb szabadsagi fokot kell nyomon kdvetni a megol-
das soran, €s az A -ban 1évé fliggetlen szabadsagi fokok explicitebben mutatkoznak meg
q nyelvén. Az alakpotenciéllal valé bdnasmodhoz azonban szem eldtt kell tartani azokat
a korlatozé aspektusokat, melyek a CAUCHY-potencidlra ismeretesek [FULOP (2009)]. Tgy

példaul ¢ nem foghat¢ fel, mint az r kdzegmozgas, sot, viszonyuk is nemtrividlis.
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7.3. A DEFORMALTSAGTENZOR DEFINICIOJA ES TULAJDONSAGAI

A fizikai szempontjaink alapjan kozvetleniil adédott kinematikai jellemzd alakten-
zor lett, mely a nyugalmi allapotban egységtenzor, nem pedig deforméltsagtenzor, mely a
nyugalmi allapotban nulla lenne. Deformaltsagtenzort igy kaphatunk beldle, ha egy va-
lamilyen fiiggvényét vessziik, egy olyan fiiggvényét, mely nulla, ha A az egységtenzor.
Emellett olyan kellene legyen, hogy kis deforméltsig esetén az E™ CAU°HY tenzort kapjuk
vissza. Ezt a kivanalmat most mar A -nyelven is meg tudjuk fogalmazni: (54) alapjan ve-

zet rendben 1(A,, — Is) kellene legyen deformaltsédgtenzorunk ebben a hataresetben.

Ezek az el6irdsok még rengeteg lehet6séget megengednek. Mivel A : S — S tipu-
su, ezért hatvanyai, exponencialis és logaritmusfiiggvénye, és minden olyan f fiiggvénye
értelmes, amely valds szamokra értelmes. Mindezek a fiiggvények pedig esetiinkben egy-
szertien gy hatnak, hogy f(A) f6irdnyai (sajatvektorai) megegyeznek A fGirdnyaival,
a sajatértékekhez pedig A sajatértékeinek f fiiggvényét kell venni.

Oriasi fizikai elvi kifejezervel és egyben gyakorlati értékkel rendelkezne egy olyan
valasztis, amellyel a deforméltsagtenzor nyoma mérné a tagultsigot, és igy deviatorikus
része az 4llandé térfogati deformalddasokkal lenne kapcsolatos. A 105. oldalon vetddott
fel ez a kérdés a hagyomanyos, referencia-konfiguraciohoz viszonyité deformécidtenzo-
rokra, és azt kaptuk, hogy a logaritmikus, HENCK Y-féle tenzorok rendelkeznek ilyen tulaj-
donsaggal. A (15)—(16) képletek S — S tipust tenzorokra is alkalmazhatéak, és (55)-nél
lattuk, hogy v/det A firja le a kiterjedtséget. Ezért referencia-konfiguraciétél mentes, és
a tobbi problémétdl is megtisztitott tirgyaldsunkban is megkapjuk a véilaszt: a

D:=lnvVA=_ A (72)
deformdltsdagtenzor az, amelynek nyoma,
trD =InVdet A (73)

kozvetleniil a kiterjedtség fiiggvénye, azaz a 138. oldalon elinditott  jelolést szilard ko-

zegek esetén képletszer( tartalommal toltve fOl,
f:=InA, vagyis 0 =tuD=InvVA=InA. (74)

Deformaltsagtenzorunk tehat a bal HENCKY-tenzor szempontjaink szerint ,,rendbetett”
valtozata.

Orvendetes észrevenni, hogy azt a 104. oldalon megfogalmazott reményt is teljesiti
D, miszerint olyan deformaltsagtenzor volna kivanatos, mely mind a végteleniil kitagult,

13

mind a végteleniil 6sszenyomott kozeg hataresetében divergal.”>” Az, hogy mennyiségiink

33 D ezt ugyebér nyomanak +oo-hez illetve —oo-hez tartasaval lthat6an biztositja.

143



divergal, amikor a kozeg a kétfajta extrém geometriai dllapot barmelyike felé kozeledik,
varhatéan numerikus stabilitast is nydjt majd konkrét feladatmegoldasokban: nem enge-
di, hogy a kozelitdé szamitasok hibai barmelyik irdnyba is elszaladhassanak, mert erds
dinamikai visszatéritést (pl. erds visszatéritd fesziiltséget) fognak maguk utdn vonni a

konstiticids Osszefiiggésen keresztiil.

Megjegyzendd még, hogy kellemes volna, ha nemcsak A -ra, hanem kozvetleniil D -
re is le lehetne vezetni fejlédési egyenletet. Sajnos, mivel egy tenzor és idéderivaltja al-
talaban nem cserélhet6ek fol egymassal, ezért ilyen levezetésre nincs mod. A fejlédési
egyenletét kell haszndlni, és annak megoldasabol szarmaztatni D -t. Lehet azonban, hogy
D még igy is, azaz ennek ellenére is kitiintetett viszonyban 4ll a fejlédési egyenlettel —
lasd a kovetkez6 bekezdés végét.

D-definicionk alapvetden kinematikai elényei utdn néhany dinamikai illetve konstitu-
ci6s elény is megemlithetd. Ezek koziil az els6 az, hogy a legegyszer(ibb termodinamikai
szabadenergia épp ebben az altalanositott bal HENCK Y-tenzorban bizonyul kvadratikusnak
[VAN (2009)]. Ez a (72) deforméltsagtenzor fizikai modellezésben val6 kitiintetett szere-
pére utal. Ennek a szdmoldsnak a részletei itt nem keriilnek bemutatasra, a dontd moz-
zanata azonban igen: a termodinamikai levezetés sordn a fGszerepet jatszo tag a 2Ag—z
kombinéacié formajaban adédik (ahol s az entropiasiiriség), és vegyiik észre, hogy ez a

s

tag a (72) definici6 kovetkeztében a 52 egyszerl format olti. A sz6banforgd kombinécio

egyébként amiatt alakul ki, amilyen konkrét specidlis médon ve 'V szerepel A fejlédési

sz

kedik az alak fejlodési egyenletéhez is, és az alapvetden fontos v®V mennyiséghez is.

Ezzel az elméleti észrevétellel parhuzamosan, kisérleti implikaciok is vannak arra,
hogy a lineéris rugalmassag D -ben lehet a leglinearisabb. Gumira végzett nagydeforméa-
cids laboratoriumi kisérletek adatainak elemzése soran erre a kovetkeztetésre jut HORGAN
€s MURPHY [HORGAN-MURPHY (2009)].

A 104. oldalon mar megemlitett eredmények [PLESEK-KRUISOVA (2006)],
[KRUISOVA-PLESEK (2007)] szerint pedig nemlineéaris rugalmassigtani konstiticids
Osszefliggés valtozdjaként is jobban teljesit a HENCKY-tenzor més deformaciétenzorok-

nal, sOt, az anyagi egylitthatok illesztésében jobb numerikus stabilitast biztosit.

Természetesen szamos tovabbi szisztematikus vizsgalat sziikséges ahhoz, hogy meg-
ismerjiik D tulajdonsagait, elméleti és kisérleti egyarant.

8. A KEPLEKENY ALAKVALTOZASOK LEIRASA

A szilard kozegek rugalmas alakvaltozasainak imént felépitett targyaldsa fényében

144



természetes modon kinadlkozik a képlékeny alakvaltozasok 111. oldalon megvizsgélt fi-
zikai jellegzetességeinek formai megfogalmazasa is. A képlékenyedés a g alapszerkezet
id6beli valtozasaval irando6 le. A pillanatnyi, ¢ pillanatbeli g véltozasi gyorsasaga, gt
fejezi ki a képlékenyedés sebességét és mddjat (tenzori mennyiség idoderivaltja nemcsak
nagysagbeli véltozast fejez ki, hanem a véltozas iranyfiiggd jellegzetességeit is). Amikor
a kinematikai mennyiségek felhasznalasaval dinamikai és konstitucios Osszefiiggéseket
allitunk majd fel a kozegre, a képlékenyedést okoz6-vezérld hatasok ezt a E mennyiséget

kell, hogy megszabjak.

Két nehézség meriil fel azonban E szerepeltetése kapcsan. Az egyik az, hogy g nem
érhetd el kozvetleniil kinematikai mérések révén. A rugalmas alakvaltozasoknal erre sze-
rencsére nem is volt sziikség, a téridén megfogalmazott A kifejezett, hordozott mindent,
amire sziikségiink van. Kellene keresni egy téridén megadott mennyiséget a képlékenye-
dési sebesség kifejezésére is. A masik nehézség pedig az, hogy g nem lehet akarmilyen,
mert az alapszerkezet tovabbra is minden egyes pillanatban azt jelenti, hogy ha attdl a
pillanattdl kezdve engedjiik a kozeget, hogy kirtigja magét és megkereshesse nyugalmi el-
rendez8dését, akkor erre az akkori tavolsdgviszonyra, metrikus szerkezetre fog torekedni.
A véltozé g tehat tovabbra is minden pillanatban nulla Ricci-tenzord kell legyen. Lat-
hattuk, hogy a Ricci-tenzor nulla volta egy igencsak komplikalt kévetelmény [1d. az (59)
kompatibilitasi feltételt, amivel analég a g -ra vonatkozé egyenlet]. A gyakorlat szamara
igencsak nehéz lenne olyan dinamikai ill. konstiticiés képleteket felirni, amelyek ezt a
feltételt tiszteletben tartjak. E célbdl értékes lenne egy olyan mennyiséget talilni, amely
csak azokhoz az alapszerkezet-véltozasokhoz tartozik, amelyek megdrzik a gorbiilet nul-
la voltat. Hogy pedig az el6bbi kivanalomnak is eleget tegyiink, ez a mennyiség legyen

téridon megadott.

Hogy milyen mennyiségben is gondolkodjunk, vegyiik szemiigyre az (52) egyenletet,
amely képlékenyedésmentes esetben a szilard kozeg kinematikai differencidlegyenlete.
Ezt (50) iddderivaltjabdl szdrmaztattuk. Képlékenyedés esetén ez a derivalt kiboviil egy

tovabbi taggal:
A, =weV)g " (neV) h+ (neV) (@) (rneV) h+ (neV) g (vioV) h.
(75)

A (63) egyenlet mar megfogalmazta szdmunkra a nulla gorbiiletli nyugalmi metrikékat,
az 7 al-mozgésok segitségével, ahonnan az extra tag ((75) jobb oldalan a k6z€pso tag) a

kovetkezdképpen is kifejezhetd:
—(r V) (7eV) " (ieV)(7eV)  h! [(?te@%)*l} ' (rieV) h— (76)
_(rt®%) (fwa%)_lh‘l [(f“t@)%)_l]* [(ft@)%)_l]* [(f“t@)%)_l]*(rt@%)*h -

=— (@) {[(Foi) ov| B+ nt [ (Foir!) o9] Fae V)" b,
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Ez egy tanulsagos €s értékes alak, viszont nem elegendden praktikus. Ezért fussunk neki
a dolognak egy keriild tton is. Iddderivaljuk (65)-6t, melybe elobb beirtuk (66)-ot:
= (@®V)h ' (¢eV) h+(qeV)h ! (¢oV) h=
= (oV)(¢:eV) " A+ Ah (o V) (¢oV) '] h=

=[(@oq ") eV]A+Ah " [(gog ') eV] h= (77)
= (vyeV)A+Ah™ ' (v,eV)"h— (ZA+ Ah™'Zh) , (78)

ahol
Z=vioV—(og')oV=[vi—(hog )] eV, (79)

melyre definici6ja alapjan nyilvanvaldan teljesiil, hogy
(ZoV)* =0, azaz ZxV=0, (80)

vagyis hogy mésodik tenzori komponensében (,,indexében’’) orvénymentes. Ezen a méso-
dik dton tehata — (ZA + A h~'Zh) alakban tudtuk felirni azt az iménti extra kozépsd
tagot. A

w,=vi— (@ ogq ") (81)

jeloléssel Z = waV irhat6 roviden. Erre a w -re mar nem mutatkozik semmilyen fel-
tétel>*, tehat a jelek szerint az Osszes lehetséges (kellden sokszor derivalhatd) w gor-
biiletdrzd alapszerkezet-véltozast jelent. Az sajnos nem igaz, hogy kiilonbozé w -k kii-
16nb6z6 g‘—okat szolgéltatnak. Az 7 al-mozgasok mar emlitett eltolasnyi és forgatas-
nyi hatarozatlansagai koziil az eltoldsok a térderivalas miatt kiesnek ¢-bdl és igy w -t
is invaridnsan hagyjak, a forgatdsok azonban nem. Fontos és nyitott kérdés, hogy van-e
olyan mennyiség, amely mind az eltolasokra, mind a forgatisokra invarians, és igy kol-
csondsen egyértelmil kapcsolatban van a gorbiiletérzd alapszerkezet-valtozasokkal. Eh-
hez egy adalék az, hogy a (76)-ban felbukkané h-szimmetrikus [(?t o7, 1) ® V] h™ '+

+h! [(%t or, 1) ® V} kombinécié invarians az eltoldsokra és a forgatdsokra egyarant.
Sajnos, 6 viszont kevés ahhoz, hogy a képlékenyedés miatti extra tagot, azaz a ZA +
+ A h™'Z h kombinéciét megkapjuk belSle: (76)-bdl leolvashatd, hogy ehhez ¢, V -t

is ismerniink kellene még (amely mennyiség viszont nem forgatisinvarians).

Nos, a megengedett alapszerkezet-valtozasok egyik lehetséges modja tehat egy w
megadasa (értsd: konstiticidsan vagy dinamikailag). Ez mar egy joval egyszer(ibb feladat,
mint az eredeti. Az 4l-mozgas forgatisnyi hatirozatlansdgara azonban invariansnak kell
lennie ennek a megadasnak (amikor nem explicite, egy w := ... mdédon>’, hanem pl. egy

3% Az tudhat6, hogy ¢; o ¢; ' is V(1) érték, azaz négyessebesség-mez6, igy w ST értékdi.

33 Egy ilyen explicit megadisban szerepelhet HEAVISIDE-féle egységugrasfiiggvény-szerii szorzo is,

amely bekapcsolja a képlékenyedést, ha pl. né a rugalmas energia, és mar at is 1épett egy kritikus
értéket, és kikapcsolja, ha csokken.
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termodinamikai potencial valtoz6jaként ONSAGERI egyenletet szarmaztatunk ra: az ilyen
potencidloknak invaridnsaknak kell lenni w -nek az 4l-mozgas forgatisaibol szarmazo
transzformaciodira), ami még szintén egy nemtrividlis kivanalom. A helyzet tehat itt nem
lezart, tovabbi fejlesztésekre var.

Zaréasul érdemes megnézni a kis rugalmas deforméltsag hatéresetét.’® A ~ Ig esetén

A~ (wyoV)+h*(vyoV) " h—Z—h"'Zh, (82)
igy D~ (A —1Is), D~ LA behelyettesitésével
S [(veV) +h (veV) hl ~ D+ [weV+h!(weV)'h].  (83)

Ezt felintegralva id6ben egy referencia-t,-tdl t-ig, olyan képletet kapunk, amely ,,0ssz-
deformacié = rugalmas deformécié + képlékeny deformacié” modon interpretalhato. Itt
azonban a deformdcidk vdltozdsok: a bal oldalon a referencia-idéponttdl mért elmozdulas
térderivaltja bukkan fol, a jobb oldal els6 tagjdban a rugalmas deforméltsag megvaltozasa,
a masodik tagban pedig w iddintegralja (,,képlékeny elmozdulas™) szerepel egy ugyan-
ilyen térderivaltas szerkezetben (,,képlékeny deformacio”).

9. TOVABBI TENNIVALOK

A szilard kozegek rugalmas alakvaltozdsainak kinematikdja terén a logaritmikus de-
finicigju, altalanositott bal HENCKY-deformaciotenzor elvi (dinamikai-termodinamikai)
és kisérleti szempontokbdl Kkitiintetett volta tovabbi vizsgalatok targya kell legyen. Meg-
jegyzendd, hogy az eddigi jelek szerint ez a — tovabbi bevont fizikai szempontok alapjan
bevezetett — tenzor kielégitobb, mint a [FULOP (2008b)] munkéban javasolt egyiittforgd
deforméltsagtenzor {érdekes észrevétel, hogy e két tenzor szamértékileg a deformaltsig
négyzete rendjéig egyezik [FULOP (2008b)] }.

Az itt bemutatott, térid6-alapu kinematika altaldnositand6 mikropoléaros kozegek ese-
tére is, ott ugyanis mikro- és makro-szintli mozgasok is vannak, melyek inkorrekt tar-
gyaldsa >megdupldzza< az elkovetett fizikai hibak szdmat az egyszerli kontinuumok-
hoz képest, és égetd sziikkség van a megbizhat6 kinematikai alapra [PIETRASZKIEWICZ—
EREMEYEV (2009)].

Folyadékokra rugalmas deformaltsag nincs, csak rugalmas tagultsag van: fel kell al-
litani a tagultsag-alapu folyadékdinamikét. Az anyagi sokasdg mell6zése a leirasbol itt
olyan szempontbdl is fontos, hogy a turbulens dramlasok esetén a sebességmezd differen-

cialhatosaga, a kozegpontok vildgvonalainak differencidlhatosdganak rendje is kérdéses.

36 A képlékeny deformaltsag kicsiségét nem tessziik fel, hiszen tudjuk: nincs is értelme képlékeny de-
formaltsagnak, nincs ilyen allapotjelzd mennyiség. Semmi képlékenyedéssel kapcsolatos feltevésre
nem is lesz sziikség a most kovetkez6 levezetésben.
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Gazok esetén pedig mar rugalmas tagultsag sincs, és az aramlds még konnyebben valik
kuszava (turbulenssé), mint folyadékokra. Ezért folyadékok és gizok esetén a mérleg-
egyenletek, és példiul a fesziiltségtenzor téridé-alapu értelmezése is nemtrivialis lehet.
Ide kapcsolddik az is, hogy a mozgési energia €s a belsd energia tériddbarat értelmezé-
se is elkeriilhetetleniil sziikséges. A kozegforgas, a szogsebesség kérdésének tisztazasa is
hatra van még, mely folyadékok és gazok esetén kiilonlegesen akut feladat.

A szilard kozegeknél folytatni kell olyan mennyiség keresését, mely hatarozatlan-
sagok nélkiil, vagy legalabb valamilyen jOl kezelhet6 mddon jellemzi a gorbiiletorzé
alapszerkezet-valtozasokat (képlékenyedési lehetdségeket). Az eddigi €s az esetleges jo-
vébeli 4j mennyiségekre alapozva kiépitend6 a képlékenység termodinamikai alapu di-
namikéja, a [VAN (2010a)] irdsban bemutatott irdnyvonal folytatdsaként. Specidlisan, a
reoldgia is atértékelendd a jelen kinematikai keret fényében.

A deformaltsag térderivaltjat is tartalmazd rugalmassagtan termodinamikai targyala-
sa [VAN (2010b)] is megismételendd a téridSbardt mennyiségek nyelvén, rendezve igy
azt a nyugtalanito jelenlegi helyzetet, amely az anyagi objektivitis elvének kiillonboz6 ér-
telmezései és az ezekbdl szarmaztatott kiillonb6zd konstiticios és dinamikai egyenletek

kapcsan fennall.

Az elvi-lényegi megfogalmazas fejlesztésével parhuzamosan feldllitanddak alkalma-
zassegitd, technikailag konnyen kezelhetd atfogalmazasok, melyek a konkrét analitikus
€s numerikus, pl. végeselemes feladatmegoldasokat segitik. Szamos konkrét példa végig
is szamoland6, tanulmanyozva a kiilonbségeket, amelyek a megbizhat6 1j kinematikai
mennyiségek hasznélata és az eddig szokdsosaké kozott fellépnek. A kidolgozott példak
alapjan elvégzendd ismert és 1j, célzatosan nyert kisérleti adatok kiértékelése az uj és az

eddigi mennyiségek nyelvén egyarant.
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