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ELÕSZÓ 
 

A kontinuummechanika mérnöki feladatainak megoldásához a legalapvetõbb összefüggés 

az ún∀ anyagtör∋ény∀ a természeti anyagok és a mérnöki létes∃tmények tulajdonságait le∃r∋ kons-
titú(i∋s egyenlet∀ Az anyagtörvény meghatározásához nem elégségesek a nagyon fejlett me(ha-
nika törvényei) ugyanis azokb∋l az anyagtörvények bizony∃that∋an nem vezethetõk le) legfel-
jebb az emberi tapasztalat alapján val∋sz∃nûs∃thetõk∀ ∗z anyagtörvény meghatározása az irre-
verzibilis termodinamika második fõtételébõl lehetséges (supán) ugyanis ∃gy biztosak lehetünk 

abban, hogy a természet alapvetõ törvényei nem sérülnek∀ Továbbá) hogy az alapvetõ feltétele-
zésekbõl) szigorúan dedukt∃v levezetéssel) matematikailag bizony∃tottan kapjuk meg az ered-
ményt∀ ,nnek a kötetnek a tanulmányai ezt a kérdéskört járják körül) mind elméleti) mind gya-
korlati oldalr∋l) külön hangsúlyt adva a rugalmas mellett) a képlékeny alakváltozásoknak∀ 

 A könyv elsõ tanulmánya a tömör anyagok képlékeny deformációjá∋al foglalkozik, egyten-
gelyû húz∋- és nyom∋k∃sérletek alapján. A szerzõk arra a megállap∃tásra jutnak) hogy a tömör 

szilárd testeknél a marad∋ alakváltozások teljes egészében a torzulási −deviatorikus. állapotban 
jelentkeznek, s a térfogatváltozási −gömbi. állapotban (sak rugalmas alakváltozások vannak∀ 
Ennek következménye) hogy tömör anyagoknál a képlékenységi határfeltétel nem lehet a térfo-
gatváltozás függvénye∀ 

 A második publiká(i∋ az anyagegyenletek egytengelyû folyamatokban ad∋d∋ eredõ 

alakját mutatja be, és bizony∃tja) hogy a relaxá(i∋ deviatorikus kúszás eredménye is lehet. 

Erre a kéziratra az elmúlt években több szerzõ is hivatkozott) és anyagvizsgál∋ laborat∋0

riumok is alkalmazzák. 

 A harmadik cikk tapasztalati adatokb∋l kiindulva, de elméleti eszmefuttatások révén visz 

közelebb a poróz∃s- és a töredezett anyagok mechanikai ∋iselkedésének megértéséhez∀ a negye-

dik cikk pedig a reológiai ∋iselkedés∗k elemzését szolgáltatja∀ Elõször találhat∋ meg a szilárd 

testek � tömör és por∋zus � egységes tárgyalása, amelynek egyik folyománya a por∋zus anya-
gok térfogati képlékenységének le∃rása∀ 

 A kötet ötödik tanulmánya mérnöki létesítmények modellezésének és ter∋ezésének egy mód-

szeré∋el � közismert néven DOLE�∗LOVÁ-m∋dszerrel � foglalkozik. Ez egy numerikus-

modellezési m∋dszer) amelynek lényege a helysz∃ni mérésekre illeszkedõ modellkalibrá(i∋∀ ∗z 

elsõ rész a pályafüggõ rugalmas�képlékeny anyagviselkedés konvencionális formáját tárgyalja) 

amely már nagyszámú mérnöki létes∃tmény modellezésénél és tervezésénél talált gyakorlati 
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alkalmazásra∀ ∗ második rész a modellnek termodinamikai alapokra helyezett továbbfejlesztését 

tartalmazza. 

 Mérnöki létes∃tmények tervezéshez a primer feszültségeloszlás és a mûtárgyakat körülvevõ 

közegek anyagálland∋inak ismerete szükséges∀ A hatodik tanulmány a primer állapot in sit∃ 

meghatározásá∋al foglalkozik. Összefoglalja a primer feszültségállapot meghatározására szol-
gál∋ in situ méréseket) és a kiértékeléshez szükséges összefüggéseket∀ ,nnek során ismerteti a 

fúr∋lyuk körül) a fúr∋magban) valamint a fúr∋lyuk talpán kialakul∋ me(hanikai mezõket) kitérve 

a fúr∋lyuk körülréselése esetén keletkezõ kõzet(sõ me(hanikai állapotára is∀ 5indezek ismere-
tében egy lehetõséget bemutat a primer feszültségeknek a mérési adatokb∋l val∋ meghatározásá0

ra. Eddig az a felfogás uralkodott) hogy az általános térbeli orientá(i∋jú feszültségállapot 6 
komponensének kiméréséhez három � nem egy s∃kba esõ � fúr∋lyuk szükséges∀ A cikk bizony∃0

totta, hogy egyetlen fúr∋lyuk 6 feszültségkomponens korrekt, a fúr∋lyuk tengelyirányú normális 

feszültségének közel∃tõ meghatározását teszi lehetõvé. A földkéregbõl történõ anyagkivétel a 

terheléstõl val∋ felszabad∃tással jár) ∃gy rugalmas folyamatok játsz∋dnak le) tehát a rugalmassági 

álland∋k ismerete elégséges a primer állapot meghatározásához. 

 A kötet hetedik cikke az anyagt∃lajdonságok meghatározásá∋al foglalkozik egytengelyû 
laborat∋riumi k∃sérletek alapján. Az ismertetés az egyszerûség kedvéért (sak a tömör anyagokra 
vonatkozik. A porozitás és töredezettség jelentõsen bonyol∃tják elemzéseket, de az eljárás telje-
sen anal∋g∀ 

A könyv nyolcadik tanulmánya izotrop kontinuumok rugalmas�képlékeny anyagtörvényét 

∃rja fel) a mûszaki gyakorlatban megengedhetõ egyszerûs∃tésekkel. Ezek az egyszerûs∃tések 
megengedettek, de szûk∃tik az eredmények érvényességi tartományát∀ Viszont nem szükségsze-
rûek) (supán az egyszerûbb tárgyalás −és a mérnöki alkalmazás. érdekében folyamodott a szerzõ 
hozzájuk, az eredmények könnyebb áttekinthetõsége érdekében) ui∀ a hivatkozott tanulmányok-
ban az általános megoldások is megtalálhat∋k∀ A cikk az elmúlt hat évben született, az irreverzi-
bilis termodinamika alapelveire épülõ) az anyagtörvényre vonatkoz∋ eredmények egy részét 

foglalja össze) a legfrissebb felismerések által kiegész∃tve∀ ∗ legújabb eredmények számos rész-
letet m∋dos∃tottak) jav∃tottak) sõt egyszerûs∃tettek∀ ,nnek a (ikknek (élja) hogy egyetlen helyen 

megtalálhat∋ legyen minden olyan) a konstitú(i∋s egyenletekre vonatkoz∋ összefüggés) ame-
lyekre a mérnöki alkalmazásoknál ép∃teni érdemes. 

A kötet kilencedik tanulmánya gondolatébresztõ áttekintés a kontin∃∃mfizikáról. A szerzõ 
rámutat a meglévõ pongyolaságokra) az intuit∃v fogalmakra) a hallgat∋lagos megállapodásokra. 
E cikk elolvasása után, már nem járhatunk az eddig megszokott úton∀ Ennek alapján felül kell 
vizsgálnunk eddigi nézeteinket. Nem jelöli ki a kontinuumme(hanika útját) de rávilág∃t) hogy 

mely kérdésekre kell választ találni) hogy fizikailag és matematikailag helyes eredményekhez 
juthassunk a természet megismerésében∀ 

 

B∃dapest∀ 2011− no∋em.er 30− 

 

 

0 Szerkesztõ 
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 ∋ cikk egytengely
�
 h1zó- és nyomók2sérlet alapján −izsgálja a képlékeny deformáció sajá-

tosságait5 ∋ szerzõk arra a megállap2tásra j∃tnak∀ hogy a tömör szilárd testeknél a maradó 

alak−áltozások teljes egészében a torz∃lási (de−iatorik∃s) állapotban jelentkeznek∀ s a 

térfogat−áltozási (gömbi) állapotban csak r∃galmas alak−áltozások −annak5 

 6nnek kö−etkezménye∀ hogy ilyen esetben a képlékenységi határfeltétel nem lehet a térfogat-

−áltozás függ−énye5 

 

1. ELÕZETES MEGJEGYZÉSEK 
 

[ASSZONYI�VÁN-SZARKA (2007)] könyvéb∀n ∃z ∃ny∃g∋ö(vény )∗∋∃∗)nos ,o(−).)n∃/  

levezetés∀ ∃∗∃0.)n1 /2∀gész3∋v∀ ∃z ∀gy∋∀ng∀∗yû /3sé(∗∀∋ ∀∗∀−zésébõ∗ ∗∀von∋ /öv∀∋/∀z∋∀∋é5

sekkel a szerzõ/ /imondt)/1 6ogy  a képlékenységi határfeltétel a 8 deform)c28s −9n/∃ 

valamelyik komponensén∀/ f:ggvény∀; Az össz∀s sz8b∃.ö6∀∋õ −9n/∃- ill. energia fel-
oszt)s ∃∗∃0.)n ∃ ∗∀6∀∋ség∀s /é0∗é/∀nység2 ,∀∗∋é∋∀∗∀/ köz:∗ a 8

 d
 maximális torz∃lási de-

formációs m∃nka el−e volt az egyetlen val8sz3nûs3∋6∀∋õ; 

A 142. oldalon azt 3(.)/1 6ogy a 8o té(,og∃∋2 d∀,o(−)c28s −9n/)v∃∗1 −2n∋ /é0∗é5

kenység2 6∃∋)(,∀∗∋é∋∀∗∗∀∗ a mechanikai irodalomban még n∀− ∋∃∗)∗/oz∋ak: Á∗∋∃∗)b∃n ∃z∋ 

mondj)/1 6ogy tö−ö( ∋∀s∋∀/né∗ a tiszt)n hidrosztatikus )∗∗∃0o∋ n∀− 6oz ∗é∋(∀ ,o∗y)s∋1 d∀ 

erre bizony3∋ékot eddig nem tal)∗∋9n/; Az 2s 2g∃z1 6ogy ∀66∀z 2g∀n n∃gy nyo−)so/∃∋ 
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kellene lé∋(∀6ozn2; T∃∗)n ∃z ∗∀6∀∋ ebbõ∗ ∃z 2g∃z1 6ogy no(−)∗2s −echanikai viszonyok 
mellett a  ✁ o csak né6)ny sz)z∃∗é/∃ ∃ ✁ -nek, ezé(∋ ∃ /é0∗é/∀ny )∗∗∃0o∋ ∗é∋(∀.ö∋∋é∋ ∃ na-
gyobb érté/6∀z /ö∋2/; Azonb∃n 62d(osz∋∃∋2/9s )∗∗∃0o∋b∃n= ✁  ✂  ✁ o és ✁  d �  0. Ebbõ∗ 
köv∀∋/ezik, hogy ak)( /2 2s z)(6∃∋81 mert úgy2s b∀nn∀ v∃n ∃ 

✁
�ben. De ez nem igaz)n 

korrekt é(v; 

 Tal)n /2z)()s)(∃ ∃ ∗ong2∋9d2n)∗2s 69∗∗)− ∋∀(−ész∀∋∀ ∃d6∃∋ v)∗∃sz∋1 ∃−∀∗y .∀∗∀n∋õs∀n 

nagyobb sebességû1 −2n∋ ∃ ∋o(z9∗)s2 69∗∗)−1 v∃gy2s vé∗6∀∋õ∀n 6∃−∃(∃bb ∃dn∃ /é0∗é/∀ny 

v)∗∋oz)s∋; Enn∀/ ∃zonb∃n nyoma kellene legyen a k3sé(∗∀∋∀/b∀n 2s; 

 Ezé(∋ b)( /2z)(.9/ ∀z∋ ∃ ,∀∗∋∀vés∋ −2 2s1 d∀ ∀((∀ ∋9do−)nyos −∃gy∃()z∃∋o∋1 v∃gy c),o-
latot kellene keresni.  

 A fé−∀/(∀ és sz2∗)(d ∃ny∃go/(∃ kidolgozott ké0∗é/∀nység2 ∀∗−é∗∀∋ek csak a torzul)5

si képlé/∀nység2 d∀,o(−)ci8∋ v∀z∀∋2 b∀. Talajok esetén sz)−os ∀s∀∋b∀n v2szon∋ −2nd/é∋ 

fajta té(,ogati és ∋o(z9∗)s2 /é0∗é/∀nységet rendszeresen alkalmazz)/ a k:∗ön,é∗∀ rugal-
mas�ké0∗é/∀ny modellekben [DRUCKER et al. (1957), ROSCOE et al ÿ?≅ΑΒΧ)1 LADE 
(1977), DOLE�ALOΕÁ (1985, 1993, 2007)]. Azonban ezek a por8z9s /öz∀g∀/ /∃∋∀g8(2)5

j)ba tartoznak, s 3gy vo∗∋∃/é00 ∃ 08(9so/ z)(8d)s∃ kinematikai szempontb8∗ n∀− .∀∗∀n∋ 

ké0∗é/∀ny )∗∗∃0o∋o∋; DOLE�ALOΕÁ e cikk b3()∗∃∋∃ so()n ∃zon vé∗∀−ényének adott han-
got, hogy meg)∗∗∃03∋)s∃2n/ cs∃/ ∃zo/(∃ ∃ ∋ö−ö( (nem por8z9s) anyagokra vonatkozik, 
amelyekné∗ a hidrosztatikus fesz:∗∋ség)∗∗∃0o∋ n∀− /é0∀s −∃(∃d8 ∋é(,og∃tv)∗∋oz)s∋ 

okozni. 

 Felmer:∗ ∃ /é(dés1 6ogy )∗∋∃∗)nos ∀∗−é∗∀∋2 ,∀∗∋∀vés:n/et � semmi nem z)rja ki elmé5

letileg a té(,og∃∋2 /é0∗é/∀ny∀dés∋1 ∃z ∃ny∃g sz∀(/∀z∀∋∀ ∋é(,og∃∋2∗∃g össz∀(o00∃n6∃∋1 )t-
rendezõd6∀∋ � gyakorlati teszteken is kié(∋é/∀∗.:/; Enn∀/ −∀g,∀∗∀∗õ∀n n∃gy d∀,o(−)c28∋ 

mutat81 n∀−,é−∀s1 d∀ ∀∗éggé 6o−ogén sz∀(/∀z∀∋û ∃ny∃go/on v2zsg)∗∋9/ /3sé(∗∀∋2∗∀g ∃ 

ké(dés∋; A 6o−ogén és 2zo∋(o0 ,∀∗∋é∋∀∗∀/n∀/ ∃ /:∗önbözõ −û∃ny∃gok, illetve gumik 
feleltek meg legink)bb; 

 Egytengelyû /3sé(∗∀∋∀2n/ so(oz∃∋∃ ∃z∋ −9∋∃∋∋∃1 6ogy ké0∗é/∀ny ?∃z∃z −∃(∃d8) de-
form)c28/ −2nd ∃ 6ossz2()nyú1 −2nd ∃ /∀(∀sz∋2()nyú −∀gnyú∗)so/n)∗ .∀∗∀n∋/∀ztek. 
Azonban az egytengelyû folyamat a torzul)s2 és ∋é(,og∃∋2 v)∗∋oz)so/∃∋ ∀gy∃()n∋ tartal-
mazza, ezé(∋ a l)∋sz∃∋ elfedi a lény∀g∀∋; Azonban, ha ezt a ké∋ (ész /:∗önv)∗∃sz∋ottuk, 
akkor  
� a térfogat−áltozásnál nem jelentkezett maradó deformáció (miközb∀n ∃ /3sé(∗∀∋ so()n )∋∗ép-

t:/ ∃ /é0∗é/∀nység2 6∃∋)(∋), s  
� minden marad8 d∀,o(−)c28= torz∃lási deformáció. 

2. KÍSÉRLETI EREDMÉNYEK 
 

Egytengelyû húz8/3sé(∗∀∋∀/∀∋ ∃ DEBRECENI EGYETEM MÛSZAKI KAR KÖRNYEZET- ÉS 

VEGYÉSZMÉRNÖKI TANSZÉK biomechanikai anyagvizsg)∗8 laborat8(29−)b∃n, a nyom8/35
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sé(∗∀∋∀/∀∋ ∃ GÖDÖLLÕI MEZÕGAZDASÁGI GÉPESÍTÉSI INTÉZET laborat8(29−)b∃n, Instron 
8874 és Instron 5581 univerz)∗2s ∃ny∃gv2zsg)∗8 b∀(∀nd∀zésekkel hajtottuk vég(∀; A 
vizsg)∗∃∋2 b∀(∀nd∀zés∀/ /o(∗)∋oz∋)/ ∃ 0(8b∃∋∀s∋ −é(∀∋é∋ és −∃Φ2−)∗2s −∀gnyú∗)s∋ ∀gy-
ar)n∋; Ezé(∋ ∃ 0(8b∃∋∀s∋ mé(∀∋é∋ és anyag)∋ úgy v)∗∃sz∋o∋∋9/ /21 6ogy n∃gy d∀,o(−)c28/ 

val8s9∗.∃n∃/ −∀g ?ΒΓ-80%), s ez)∗∋∃∗ lehetõ∗∀g )∋∗é0.:/ ∃ /é0∗é/∀nység2 6∃∋)(∋;  

2.1. EGYTENGELYÛ ΗΙZÓKÍSÉRLET 

A vizsg)∗∋ pr8b∃∋∀s∋∀/ ∗)gy PΕC-bõ∗1 és g9−2b8∗2 kész:∗∋∀/. A k3sé(∗∀∋ /:∗önbözõ 
)∗∗∃nd8 sebességû erõv∀zé(∀∗∋ felterhelésbõ∗1 )∗∗∃nd8 ∋∀(6∀∗ésbõ∗ ?/úsz)s)1 )∗∗∃nd8 se-
bességû ∀(õv∀zé(elt tehermentes3∋ésbõ∗ és ∋ov)bb2 /úsz)sb8∗ )∗∗∋∃/ [8].  

  Ezek köz:∗ −2ndössz∀ ∀gy∀∋ ∀−∀∗:n/ /2 2∗∗9sz∋()c28/é00∀n ΚPΕC-100N_1]: 

44
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                    egyenletes sebességû                  állandó                             egyenletes sebességû 
                  (100 N/ perc) felterhelés          (70kN) terhelés         (10 N/ perc) tehermentesítés  

15 ábra5 ∋ terhelési folyamat szakaszai � terhelés∀ k1szás ∀tehermentes2tés 

A tehermentes3∋és 9∋)n ∃z 

optikai berendezés ∀∗v∀sz∋∀t-
te a jelet, ezé(∋ ∃z ehhez tar-
toz8 /úsz)s∋ ,o∗y∃−∃∋)b∃n 

m)( n∀− ∋9d∋9/ (∀g2sz∋()∗n21 

csup)n ≅ 6é∋ 9∋)n a pr8b∃∋∀s∋ 

hossz)n∃/ és szé∗∀sségén∀/ 

megmé(ésével meg)∗∗∃03∋ot-
tuk a marad8 d∀,o(−)c28kat. 

25 ábra5 ∋z egytengely ✄  h1zási 

k2sérlet mérési adatai               

                                                 
1 BORSODCHEM )∗∋∃∗ gy)(∋o∋∋ LE Λ≅≅ΜΓΓΑ ∋309sú ∗)gy PΕC 
2 COLUMBIAN TISZAI KOROMGYÁRTÓ KFT. )∗∋∃∗ ASTM D Ν≅ΑΟ sz∃bv)ny ∃∗∃0.)n /ész3∋∀∋∋ g9−2 
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A KÍSÉRLETEK ΠELDOLGOZÁSÁNAK LEHETÕSÉGEI. B)( jelen cikk:n/b∀n ∃z ∃ny∃g.∀l-
lemzõ/ (anyag)∗∗∃nd8/ −∀g6∃∋)(oz)s)val) nem foglalkozunk, azonban pé∗d∃/én∋ −ég2s 

kény∋∀∗∀n∀/ v∃gy9n/ ∀gy /2s /2∋é(õ∋ tenni, hogy a vizsg)∗∃∋o/ ∋309s∃2 2ndo/o∗∋∃/ ∗∀gye-
nek. 

Ha felté∋∀∗∀zz:/ 0é∗d)9∗1 6ogy ∃ 0(8b∃∋∀s∋ ∃ny∃g)n∃/ −∀c6∃n2/∃2 ∋9∗∃.dons)g∃2 ∃ 

tehetetlenségi standard modellel le3(6∃∋81 ∃//o( ∀gy∋∀ng∀∗yû 6úz)sn)∗ ∃ /öv∀∋/∀zõ 

egyenleteink vannak [ASSZONYI, CS. et al. (2008)]:          

torz∃lási egyenlet:  

! " ! " ! " ! " ! "ooooo 22 !!"!!#!!$$%$$ !!!!!!!! #$#$#%#$# G ,                (1) 

térfogati egyenlet:  

 ooooooo 33 !"!!$%$ !!! $$%$ −KK ,                                    (2) 

ahol |||| ∀ !$$ %  a tengelyir)nyú1 &! a keresztir)nyú fajlagos nyú∗)s és 

$$
3

1
o % ,  ! "&$% !!! 2

3

1
o || ,  ! " $$$

3

2
o %# ,  ! "&#%# !!!! |||| 3

2
o . 

Ha az anyagtulajdons)go/∃∋ ?∃ny∃gv2s∀∗/∀dés∋) fenti kettõ ∀gy∀n∗∀∋ 6∀∗y∀∋∋1 csup)n 

egyetlen egyenlettel k3v)n.9/ ∗∀3(n21 ∃//o( .8v∃∗ bonyo∗9∗∋∃bb össz∀,:ggést kapunk  
[FΘLÖP (2012)]:3  

! "4

!&!&!&!&!$'$'$'$ cbaba 6 $$$$%$$$ !!!!!!!!!!!! ,                      (3) 

ahol 
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Innen l)∋sz2/1 6ogy n∀− −2nd∀gy v∃.on egyetlen egyenletet kell-e megoldani, amely 
v)∗∋oz82b∃n 6∃(−∃d és n∀gy∀d(∀ndû1 v∃gy 0∀d2g v)∗∋oz82b∃n ∀∗sõ és −)sod(∀ndû ∀gy∀n-
letbõ∗ /∀∋∋õ∋; A((8∗ n∀− 2s b∀szé∗v∀1 6ogy 6∃ ∃ ∗∀g∋öbb ∗∃bo(∃∋8(29− cs∃/ 

&!!$ és∀ é(∋é/∀∋ ∋9d.∃ mé(ni, csak kivé∋∀les helyeken tudj)/ ∃z !! -t is regisztr)∗n21 

3gy ∃ −∃g∃s∃bb(∀ndû d∀(2v)∗∋∃/∃∋ cs90)n sz)−3t)ss∃∗ ∗∀6∀∋ ∀∗õ)∗∗3∋∃n2; 

 Ennek megfelelõ∀n ∃ v2zsg)∗∃∋o/∃∋ −2nd ∃z ∀gy∋∀ng∀∗yû −é(és2 ∃d∃∋o/(∃1 −2nd ∃ 

szé∋v)∗∃sz∋o∋∋ (deviatorikus és gö−b2) mé(és2 ∃d∃∋o/(∃ ∀∗vég∀z∋:/= 

                                                 
3 Ld. még: FΘLÖP (2009): �Effekt3v (∀o∗8g2∃� kéz2(∃∋a nyom)n [ASSZONYI�BÉDA�SZARKA (2009)]  64. oldal 
(15)-(16) képlet. 
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tény∗∀g∀s∀n −é(∋         
egytengelyû ∃d∃∋o/ 

 té(,og∃∋v)∗∋oz)s2 
adatok (sz)−3∋o∋∋) 

 torzul)s2 adatok                
(sz)−3∋o∋∋) 
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 A k3sé(∗∀∋2 b∀(∀nd∀zés az 
☎

 terhelõ ∀(õ∋ (∀g2sz∋()∗.∃1 s ∃ ,∀sz:∗∋ségé(∋é/∀/∀∋ sz)−3∋)s 

ú∋.)n )∗∗3∋.9/ ∀∗õ1 s ∃ d∀,o(−)c28/∃∋ pedig a hagyom)nyos 
✆

a∃chyl
✝

l !( %'% 0  és ✆
a∃chy

d
✂

d && %'% !( 0   fajlagos line)(2s hosszv)∗∋oz)ss∃∗ ∃d.∃ −∀g; A vizsg)∗∃∋o/∃∋ 6)5

romfé∗∀ ∀s∀∋(∀ is elvégezt:/=4 

 KONVENCIONÁLIS ÉRTELMEZÉS, amelyné∗ ∃ ,∀sz:∗∋ség∀∋ ∃ /22nd9∗)s2 keresztmetszet-
tel sz)−3∋o∋∋9/ ?no−2n)∗2s ,∀sz:∗∋ség, v. PIOLA-KIRCHHOFF-fé∗∀ I; ,∀sz:∗∋ség), s a defor-
m)c28/∃∋ pedig a hagyom)nyos é(∋é/∀//∀∗ v∀tt:/= 

0∋

Fnom %$    és   
0l

lCa∃chy '
%! . 

 MÓDOSÍTOTT ÉRTELMEZÉS (a CAUCHY-fé∗∀ ún; tény∗∀g∀s ,∀sz:∗∋ségg∀∗), amelyné∗ ∃ 

keresztmetszetben éb(∀dõ fesz:∗∋ség∀∋ a minden idõ02∗∗∃n∃∋b∃n é(vény∀s ∋ keresztmet-

szettel sz)−3∋ottuk, ahol ! "20 1 &$% (∋∋ , és 3gy 

∋
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0l

lCa∃chy '
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?5ábra 

                                                 
4 A lehetség∀s é(∋∀∗−∀zés∀/∀∋ ∃ ΚASSZONYI et al. (2011)] cikkben össz∀,og∗∃∗.9/; 
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 A ✞ ✟  ✠ ✡ ra mutatja az elté(és∋ ∃ 6∃gyo−)nyos é(∋∀∗−∀zéss∀∗ sz∀mben. Ekkor az )l-
land8 ∋∀(6∀∗és −)( n∀− .∀∗∀n∋ )∗∗∃nd8 ,∀sz:∗∋ség∀∋, mert a kúsz)s so()n ,o∗y∋onos∃n v)l-
tozik az ∋ keresztmetszet. 

A VALÓSÁGOS ΗELYZETNEK MEGFELELÕ (TÉNYLEGES ΠESZΘLTSÉGGEL ÉS DEΠORMÁ5

CIÓΕAL TÖRTÉNÕ) ÉRTELMEZÉS. A k3sé(∗∀∋∀2n/né∗ fellé0õ −2ntegy 80%-os fajlagos nyú5

l)sn)∗ )∗∋∃∗)b∃n n∀− b∀szé∗6∀∋:n/ 

kis alakv)∗∋oz)s(8∗1 ∀zé(∋ n∃gy de-
form)c28s ∀∗−é∗∀∋∋∀∗ kell dolgozni.  

A nagy deform)c28 −é(∋é/∀/ /ö5

z:∗ ∃z ∃ny∃g2 ob.∀/∋2v2∋)s ∀∗vé∋ ∀gy-
é(∋∀∗−û∀n ∃ b∃∗ ,encky-fé∗∀ d∀,or-
m)c28 ∋∀∗.∀s3∋21 ∀zé(∋ ∀zz∀∗ fogunk 
dolgozni FΘLÖP [1,2,3]. Megjegyez-
z:/1 6ogy 2∋∋ ,∀∗∋é∋∀∗∀zz:/1 6ogy ∃ 

kezdeti )∗∗∃0o∋ ∋∀∗.esen deform)c28-
mentes, de FΘLÖP megfontol)s∃2 ∀∋∋õ∗ 

j8v∃∗ )∗∋∃∗)nos∃bb∃n 2s ∃∗/∃∗−∃z6a-
t8∃/;  
     ☛ ☞

 ✌ ra
☞
 ∋ CAUCHY és HENCKY-féle deformációk összehasonl2tása 

Jelen esetben, egytengelyû ∋∀(6elésné∗ ∀z, az egyszerû  ,encky-fé∗∀ d∀,o(−)c28=  

! ",1ln

1ln
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vagyis az eddigi !  helyett az ! "!$1ln  é(té/kel sz)−oltunk.5 Azaz: 

∋

FCa∃chy %$    és   ((
)

*
++
,

- '
$%

0

1ln
l

l,encky! . 

Ez a h)(o−,é∗∀ sz)−3∋)s2 −8d ∃ −∃(∃d8 d∀,o(−)c28/ .∀∗∗∀gé(∀ von∃∋/oz8∃n n∀− 

adnak minõség2 /:∗önbség∀∋ cs90)n ∃ !$ #  gö(bé/ ∃∗∃/.∃ v)∗∋ozo∋∋;  

 
                                                 
5  Ebben az esetben lesz csak logikus a torz∃lási és ∃ térfogat−áltozási elnevezés, ugyanis a fõ)∋∗8b∃n ∗évõ 

elemek össz∀g∀= 321tr !!! $$%å  csak kis deform)c28/ ∀s∀∋én ∗∀6∀∋ ∃ ∋é(,og∃∋v)∗∋oz)s ∗2n∀)(2s /öze-

l3∋és∀ = ! " ! "! "! "321 111det !!! $$$%$ åI , most viszont a fõ)∋∗8b∃n ∗évõ ∀∗∀−∀/ össz∀g∀ ∃ /3v)n∋ 

összef:ggés∋ ∃d.∃=  ! " ! " ! " ! "! "! "/ 0321321 111ln1ln1ln1lndet !!!!!! $$$%$$$$$%å . 

ln(1+e )
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A k ∗önbözõ !$ #  gö(bé/∀∋ ∃ /öv∀∋/∀zõ )b()/ −utatj)/; 
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s  = f (e ) 
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 ✒ ✓
 ✔ ✕ ra

✓
 ∋ CAUCHY-féle  feszültségekkel és a HENCKY-féle deformációkkal  

 

 2.2. EGYTENGELYÛ NYOMÓKÍSÉRLET 
 

 

 A nyom8/3sé(∗∀∋hez hengeres alakú6 dalamit (homogén1 2zo∋(o0 /∀−ény −ûanyag) 
pr8b∃∋∀s∋∀∋ 6∃szn)∗∋9n/1 ∃−∀∗y −∀g−9n/)∗)s 9∋)n ∋∀6∀(−∀n∋∀s3∋v∀ ∗∀∋∋1 a nyúl)s−é(õ-
bé∗y∀gek felragaszt)s∃ ut)n 0∀d2g /∃∗2b()∗v∃; A k3sé(∗∀∋ c2/∗9s∃2∋ a 85 ábra mutatja. 

 
85ábra 

                                                 
6 Á∋−é(õ ?do): 30 mm, Hossz (lo): 50 mm, Indul8 /∀(∀sz∋−∀∋sz∀∋ ?∋o): 7,0686.10-4 m2. 
 

2 1 
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idõ 
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105 ábra5 ∋ szám2tott torz∃lási és térfogat−áltozási deformációk idõbeli alak∃lása 

 
3. KÖΕETKEZTETÉSEK 

K:∗önbözõ és ,:gg∀∋∗∀n /3sé(∗∀∋∀/b∀n vizsg)∗∋9/ ∃ /é0∗é/∀nység ?−∃(∃d8 d∀,o(−)5

ci8) .∀∗∀n∋/∀zésé∋ 6o−ogén és 2zo∋(op anyagokon (mû∃ny∃go/on, gumikon). 

A terhelés so()n minden esetben tú∗∗é0∋:/ az anyag ké0∗é/∀nység2 6∃∋)()t (amit a 
marad8 ∃∗∃/v)∗∋oz)s −∀g.∀∗∀nés∀ −9∋∃∋o∋∋), s a té(,og∃∋v)∗∋oz)sn)∗ egyetlen esetben 
sem tapasztaltunk marad8 d∀,o(−)c28t, az össz∀s −∃(∃d8 d∀,o(−)c28 teljes egészéb∀n ∃ 

torzul)s2 )∗∗apotn)∗ .∀∗∀n∋/∀zett. 

t [s] t [s] 

t [s] t [s] 

! [10-3] ! [10-3] 
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Ezen felismerés:n/∀∋ ∃ vé∗∀∋∗∀nn∀/ /öszön6∀∋.:/1 −2v∀∗ −os∋ ∀∗õszö( bon∋o∋∋9/ szé∋ 

az egytengelyû /3sé(∗∀∋ ∃d∃∋∃2t gö−b2(∀ és d∀v2∃∋o(2/9s(∃ ?92; n∀− ∃/∃(∋9/ ∃ /2é(∋é/∀∗és∋ 

a (3) alatti, � v)∗∋oz82b∃n 6∃(−∃d- és n∀gy∀d(∀ndû � differenci)∗∀gy∀n∗∀∋ sz∀(2n∋ vég∀z-
ni, ink)bb ∃z ?≅)-(2) alatti � v)∗∋oz82b∃n ∀∗sõ- és m)sodrendû � ké∋ differenci)∗∀gy∀n∗∀∋ 

szerint). S ez a felbont)s 6oz∋∃ ∃ −∀g∗∀0∀∋és∋; Ezekut)n ∀lõv∀∋∋:/ ∃z ∀∗−ú∗∋ Ρ évb∀n 

végz∀∋∋ o∗y∃n ∀gy∋∀ng∀∗yû ∗∃bo(∃∋8(29−2 /3sé(∗∀∋ ∀(∀d−ény∀2∋1 � amelyné∗ ∃ ∋∀(6∀∗és∋ 

tehermentes3∋és /öv∀∋∋∀1 � s meg)∗∗∃03∋o∋∋9/1 6ogy ∃ ∋é(,og∃∋v)∗∋oz)s2 ?gö−b2) (észné∗ 

sehol sem jelentkezik marad8 ∃∗∃/v)ltoz)s1 −2/özb∀n vo∗∋ −∃(∃d8 ∃∗∃/v)∗∋oz)s; 

Ezek ut)n /∀∋∋õ∋ ∋∀6∀∋:n/= 

1. Felvethetj:/1 6ogy ∀z ∃ .∀∗∀nség � mert a fizika tö(vény∀2 −2nd∀n ∃ny∃g(∃ ∃zo-
nosan hatnak � minden anyagra jellemzõ. Ebbõ∗ /öv∀∋/∀z2/1 6ogy ∃z ∃ny∃g∋örvényn∀/ 

(konstitúci8s ∀gy∀n∗∀∋n∀/) cs∃/ ∃ d∀v2∃∋o(2/9s (észéb∀n .∀∗∀n∋/∀z2/ ∃ /é0∗ékeny (ma-
rad8) d∀,o(−)c281 ∃ gö−b2 (észb∀n 0∀d2g n∀−. Ennek megfelelõ∀n a ké0∗é/∀nység2 6a-

t)( az d
få -nek megfelelõ ∋orzul)s2 d∀,o(−)c28v∃∗ ∃d6∃∋8 −∀g; Azonban azzal is tiszt)5

ban kell lenni, hogy a k3sérletekkel té∋∀∗ n∀− b2zony3∋6∃∋81 cs90)n ∀∗−é∗∀∋2 ú∋on.  

2. Felvethetj:/1 6ogy ∀z ∃ .∀∗∀nség csup)n a −izsgált három anyagra (vagy a mû5
anyagok bizonyos csoportj)(∃) jellemzõ, m)s ∃ny∃go/n)∗ ∃ ∋é(,og∃∋2 )∗∗∃0o∋b∃n 2s .e-

lentkezhet marad8 nyú∗)s, s ekkor a ké0∗é/∀nység2 6∃∋)(t m)( /é∋ ][],[ o
f

d
f åå  deform)5

ci8v∃∗ kell megadni. Az azonban könny∀n b∀∗)∋6∃∋81 6ogy ∀z ∃ /é∋ é(∋é/ n∀− ∗∀6∀∋ ,:g-

getlen egym)s∋8∗; A −∀c6∃n2/∃2 ,o∗y∃−∃∋ so()n 6∃ ∃ /é0∗é/∀ny 6at)( ∃z  få  deform)c28 

é(∋é/né∗ .∀∗∀n∋/∀z2/1 akkor az o, f
d
f åå  é(∋é/ek a deform)c28∋∀nzo( d∀v2)∋o(os és gö−b2 

felbont)s)b8∗ ∃d8dn∃/. o
f

d
ff ååå $%  felbont)sb8∗ /öv∀∋/∀z2/, hogy elõ,o(d9∗6∃∋n∃ ∃z 

az eset, hogy az o, f
d
f åå  nem ugyanazon få -hez tartozna, s ekkor ké∋ /é0∗ékenység2 

hat)(9n/ 2s ∗∀nn∀ o
1

1
ååå $% d

ff  és o
2

2
f

d
f ååå $% . Ez azonban egy olyan specialit)s1 

aminek val8sz3nûség∀ n∀− ∋ú∗ n∃gy;7 Ezt eddig mindig elvetett:/ ΚASSZONYI, CS. et al. 

(2007)]. 

 A gyakorlat oldal)(8∗ ∃zz∃∗ ∋2sz∋)b∃n v∃gy9n/1 6ogy akkor jelenik meg ké0∗é/∀ny-
ség1 ∃−2/o( −∀g.∀∗∀n2/ ∃ −∃(∃d8 d∀,o(−)c28; A v∃∗8d2 /é0∗é/∀nység2 6∃∋)(,∀∗∋é∋∀∗ ∃ 

maradó deformáció zér∃s −oltának a megsz ✛ nése. Ennek azonban sem fizikai felté∋∀∗∀1 

sem matematikai megfogalmaz)s∃ n∀− v2∗)gos; Az ∃∗∃0v∀∋õ 0(ob∗é−∃ ∃ vég∀s d∀,or-
m)c28 /2n∀−∃∋2/∃2 ∀∗ég∋∀∗∀nség∀ ΚFΘLÖP (2010)], illetve a termodinamikai felté∋∀∗∀/ 

megfogalmaz)s∃; 

                                                 
7 Ha a foly)s2 6∃∋)(∋ ∃ d∀,o(−)c28s −9n/)v∃∗ 6ozz9/ /∃0cso∗∃∋b∃1 ∃//o( ∃z d

få  a torzul)s2 d∀,o(−)c28s 

munka f:ggvény∀/én∋1 ∃z o
få  pedig a té(,og∃∋v)∗∋oz)s2 d∀,o(−)c28s −9n/∃ ,:ggvény∀/én∋ .∀∗∀n2/ meg, 

teh)∋ /é∋ ,∀∗∋é∋∀∗:n/n∀/ /∀∗∗ ∗∀nn21 ∃−∀∗y∀/ sz2go(ú∃n össz∀/∃0cso∗8dn∃/; 
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Azonban felfoghatjuk y 2s1 6ogy ∃ −∃(∃d8 d∀,o(−)c28 d∀v2)∋oros volta egyszerû 
trivialit)s. 

Vegy:/ ∃z ∃ny∃g∀gy∀n∗∀∋ ∗∀g∀gysz∀(ûbb1 line)(2s �∀gy∀nsú∗y2� ,o(−).)∋1 9gy∃n2s ∃ 

tehermentes3∋éss∀∗ ∃z ∃ny∃g ∀gy∀nsú∗y2 )∗∗∃0o∋b∃ /∀(:∗= 

R∃galmas 
✜

llapotban  [ha d
f

d
åå 1 ]: dd Gåó 2% ,    oo 3 åó K% , 

Képlékeny állapotban  [ha d
f

d
åå 2 ]: d

pl
d G åó

~~ 2% ,   oo ~~ 3 åó K% , 

ahol               d
f

ddd
f

dd
åååóóó #%#% ~~ , ,                 oooooo ~~ , ff åååóóó #%#% . 

1.  Φérbeli feszültségállapotnál 2.  6gytengely ✢  feszültségállapotnál 

  
 
2G∀ 3K∀ 2Gpl∀ 3Kpl  = 3K∀ 
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s ké∋ össz∀−é(6∀∋õ sz)−0é∗d)n∃/ −∀g,∀∗∀∗õ ké0∀∋ −9∋∃∋.∃ ∃ 125ábra5 
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125 ábra 

 Az, hogy minden anyag)∗∗∃nd8 ∀s∀∋én a d
plpl åå % , illetve egytengelyû ∀s∀tben 

plpl &#% !! 2 , köv∀∋/∀z2/ abb8∗1 6ogy ∃z ∃ny∃g∀gy∀n∗∀∋né∗ cs∃/ ∃ deviatorikus egyen-

letné∗ v∀tt:n/ /éplé/∀ny )∗∗∃0o∋ot. 

 A konvencion)∗2s /é0∗é/∀nység2 ∀∗−é∗∀∋∀/né∗ szo/)sos (hib)s és )∗∋∃∗9n/ )∗∗∃nd8∃n 

ostorozott) feltevés1 −2sz∀(2n∋ ∃z ∃ny∃g /é0∗é/∀ny )∗∗∃0o∋b∃n össz∀nyo−6∃∋∃∋∗∃n ?∋é(,o-

gat-)∗∗∃nd8)1 ∃ å %o
pl  össz∀,:ggésbõ∗ ∗∀von∋ 62b)s köv∀∋/∀ztetés ∗∀6∀∋ csak, figyelmen 

$ [MPa] 

]10[ 4#!
MPa 

$ [MPa] 

! "&!$ ! "!$  ! "oo !$

 

! "&% !$$  

]10[ 4#!
MPa 

! "oo !$

 

! "&% !$$

! "&!$ ! "!$  
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k3v:∗ 6∃gyv∃1 6ogy ∃ /é0∗é/∀ny )∗∗∃0o∋b∃n 2s .∀∗∀n∋/∀zõ (9g∃∗−∃s d∀,o(−)c28/n)∗= 

å 3o
el . 

 Ez a ké(dés ∋∀6)∋ ∋ov)bbi elmé∗∀∋2 v2zsg)∗∃∋o/∃∋ /3v)n; 
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EGYTENGELYŰ EREDŐ REOLÓGIA, ÉS RELAXÁCIÓ MINT

DEVIATORIKUS KÚSZÁS

Fülöp Tamás
MTA KFKI RÉSZECSKE- ÉS MAGFIZIKAI KUTATÓINTÉZET, BUDAPEST

BME ENERGETIKAI GÉPEK ÉS RENDSZEREK TANSZÉK, BUDAPEST

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST

Jelen írás arról számol be, hogy ha egy szilárd közeg akár deviatorikus, akár gömbi szempont-

ból reológiai viselkedésű, akkor egytengelyű terhelés során a feszültség és a megnyúlás között egy

bonyolultabb, eredő reológiai kapcsolat lép föl. Így például a legegyszerűbb reológiai esetben, a

gömbi szempontból HOOKE-, deviatorikusan KELVIN-modell (Hooke-rugalmasság plusz torzulási

viszkozitás) esetén az eredő egytengelyű reológia egy POYNTING–THOMSON-modell. Ezért már egy

ilyen egyszerű reológiájú közeg is mutat relaxációs viselkedést. Ez a relaxáció tehát deviatorikus

kúszásból fakad.

1. A KELVIN+HOOKE-MODELL EREDŐ EGYTENGELYŰ REOLÓGIÁJA

Érdemes a legegyszerűbb, legátláthatóbb esettel kezdeni a tárgyalást : tekintsünk egy

KELVIN+HOOKE-modellt, azaz mely deviatorikus szempontból egy KELVIN-típusú

σ
d = αd

εεεε
d + βd

ε̇εεε
d, (1)

gömbi szempontból pedig egy HOOKE-féle

σ
s = αs

εεεε
s (2)

konstitúciós összefüggésnek tesz eleget, ahol a tenzorok d deviatorikus (nyom nélküli) és
s gömbi (szférikus, spherical) részének definíciója

σ
s =

1

3
(trσ) I, σ

d = σ −σ
s, εεεε

s =
1

3
(trεεεε) I, εεεε

d = εεεε− εεεε
s, (3)

a felülpont pedig idő szerinti deriválást jelöl. Az együtthatókat szokásos a

αd = 2G, βd = 2η, αs = 3K (4)

alakban írni.
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A szilárdtestmechanikai laboratóriumi egytengelyű húzó- és nyomókísérletek olyan

folyamatok, amelyek során jó közelítéssel teljesül, hogy a feszültségtenzor és a deformá-

ciótenzor helyfüggetlen és — egy alkalmas DESCARTES-térkoordináta-rendszer szerint —

minden időpillanatban a következő alakú mátrixokkal jellemezhető :

σ =
(

σ
0

0

)

, σ
s =

1

3

(

σ

σ

σ

)

, σd =
1

3

(

2σ

−σ

−σ

)

, (5)

εεεε =

(

ε

ε⊥

ε⊥

)

, εεεε
s =

1

3

(

ε +2ε⊥

ε +2ε⊥

ε +2ε⊥

)

, εεεε
d =

1

3

(

2(ε −ε⊥)
−(ε −ε⊥)

−(ε −ε⊥)

)

.

(6)

(Az ε tengelyirányú deformációkomponenst gyakran ε-ként, az ε⊥ keresztirányú kom-

ponenst pedig −εk -ként írják.) Az ilyen folyamatokra az (1) tenzoregyenlet egyetlen füg-

getlen skalár egyenletre vezet :

σ = αd
(

ε − ε⊥
)

+ βd
(

ε̇ − ε̇⊥
)

(7)

a (2) összefüggés pedig a

σ = αs
(

ε + 2ε⊥
)

(8)

egyenletre egyszerűsödik.

Tűzzük ki célul, hogy a (7)–(8) egyenletekből kiküszöböljük ε⊥-t. Ehhez (7)-et írjuk

a

σ =
(

αdε + βdε̇
)

−
(

αdε⊥ + βdε̇⊥
)

, (9)

(8)-at pedig a

σ = αsε + 2αsε⊥ (10)

alakba. A (10) egyenlet időderiváltjának βd-szereséhez adjuk hozzá a (10) egyenlet αd-

szeresét [azaz hattassuk a (10) egyenletre az αd + βd d
dt

időderiváló operátort] :

αdσ + βdσ̇ = αs
(

αdε + βdε̇
)

+ 2αs
(

αdε⊥ + βdε̇⊥
)

. (11)

Adjuk ehhez az egyenlethez (9) 2αs-szeresét, hogy az ε⊥-ra vonatkozó tagok kiessenek:

(

αd + 2αs
)

σ + βdσ̇ = 3αsαdε + 3αsβdε̇ , (12)

azaz, σ együtthatóját 1-re normálva

σ +
βd

αd + 2αs σ̇ =
3αsαd

αd + 2αs ε +
3αsβd

αd + 2αs ε̇ . (13)
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Az egytengelyű húzó- vagy nyomóerőt jellemző σ és a megnyúlást-összenyomódást jel-

lemző ε között tehát egy olyan eredő reológiai összefüggés teljesül, mely

σ + τ σ̇ = αε + βε̇ (14)

alakú, azaz egy POYNTING–THOMSON-modell. Az eredő modell három együtthatóját a

három eredeti konstitúciós együttható a

τ =
βd

αd + 2αs , α =
3αsαd

αd + 2αs , β =
3αsβd

αd + 2αs (15)

módon határozza meg. Az innen levezethető fordított irányú összefüggések, azaz az

αd =
2

3

αβ

β − τα
, βd =

2

3

β2

β − τα
, αs =

1

3

β

τ
(16)

képletek például olyankor lehetnek hasznosak, ha egy egytengelyű kísérlet során lemér-

jük a σ (t), ε (t) függvényeket, valamilyen kiértékeléssel meghatározzuk belőlük a τ , α,

β egytengelyű reológiai paramétereket, és azokból kívánunk visszakövetkeztetni a devia-

torikus és gömbi együtthatókra.

2. RELAXÁCIÓ – MINT DEVIATORIKUS KÚSZÁS

A KELVIN+HOOKE-modell egytengelyű eredője tehát egy POYNTING–THOMSON-

modell, ez pedig egy olyan modell, amely megengedi a relaxáció jelenségét, azaz amikor

ε értékét egy nemnulla állandó értéken tartjuk, és azt tapasztaljuk, hogy ez az állapot idő-

függő, csökenő feszültséggel jár együtt. Ilyenkor ugyanis ε = ε (0) = const., ε̇ = 0, és

a (14) differenciálegyenlet megoldása σ (t)-re

σ (t) = αε (0) +
[

σ (0)− αε (0)
]

e−
t

τ (17)

alakú, azaz a feszültség a kezdeti értékről exponenciális csökkenéssel relaxál a statikus

HOOKE-érték felé.

Ha egy ilyen relaxáció során az ε⊥ keresztirányú deformációra is vetünk egy pillan-

tást, a (8)-ból adódó

ε⊥ =
1

2

(

σ − αsε
)

(18)

összefüggés alapján azt láthatjuk, hogy σ időfüggésével együtt ε⊥ is változik időben, te-

hát a tengelyirányú mozdulatlanság nem jár teljes mozdulatlansággal. Torzulási+gömbi

szemszögből pedig úgy fogalmazhatunk, hogy a deviatorikus deformáció is változik idő-

ben, és folyamatosan zajlik egy deviatorikus kúszás, melyet a deviatorikus KELVIN-modell

vezényel.
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Megjegyzendő, hogy a kúszás fogalma itt nem abban a szűkebb értelemben van ért-

ve, hogy állandó nemnulla feszültséget tartva a deformáció változik, ahhoz az értékhez

tartva, ami e feszültséghez HOOKE-rugalmasság esetén tartozik.1 Abban az általánosabb

értelemben van itt szó kúszásról, hogy a feszültség lehet időfüggő, de mindig a pillanatnyi

feszültség szabja meg, hogy a deformáció épp mely értékhez igyekszik tartani : ha a fe-

szültség mostantól kezdve nem változna, akkor az ennek megfelelő HOOKE-féle értékhez

tart, ha ezután is változik, akkor mindig a pillanatnyi HOOKE-érték „a célja”.

A csak közvetlen rugalmas választ plusz kúszást leírni tudó deviatorikus KELVIN-

modell, összecsatolódva a még ennél is „feszesebb” (azaz csakis közvetlen rugalmas

választ leíró) gömbi HOOKE-modellel, képes tehát egytengelyű relaxáció produkálására.

Ugyanígy generálódik relaxáció az egytengelyű folyamatokon kívül minden más olyan

folyamattípusban is, ahol a megfigyelt mennyiségek (feszültségek, deformációk) nem

tisztán deviatorikusak és nem tisztán gömbiek, hanem a deviatorikus és a gömbi mennyi-

ségek valamilyen kombinációi.

Az eredő reológiában generálódó relaxáció egy kellemes hír a szilárd közegek reoló-

giai modellezése számára. Ha ugyanis egy közegtípusra egy egytengelyű (vagy bármely

más nem tisztán deviatorikus) folyamat során relaxáció jelenségét figyeljük meg, nem

szükséges egyből legalább POYNTING–THOMSON-modellre gondolni mind a deviatorikus,

mind a gömbi konstitúciós összefüggéseket illetően (mondván, hogy a POYNTING–THOM-

SON-modell a létező legegyszerűbb reológiai modell2, amely relaxációt is képes leírni). Az

ugyanis 3 + 3 = 6 anyagi együtthatóval járna, ennyi együttható kísérleti meghatározása

azonban igencsak komoly kihívás. Szerencsére azonban erre nem feltétlenül van szükség,

mert az itt látottak szerint egy sokkal kevesebb paraméterrel jellemzett modellpár is meg-

magyarázhatja az észlelt relaxációt. Természetesen gondos és célzatos vizsgálatokra lehet

szükség annak eldöntésére, hogy egy közegtípust milyen konstitúciós összefüggésekkel

lehet kielégítően modellezni : kiderülhet az is, hogy mégiscsak szükség van POYNTING–

THOMSON- vagy általánosabb modellekre, de az is, hogy elegendőek bizonyos egyszerűbb

modellek a deviatorikus és a gömbi szektorban.3

Ha tehát egy egytengelyű kísérletre jól illeszkedik a (14) egyenlet, azaz egy eredő

POYNTING–THOMSON-modell, akkor (16) segítségével egy KELVIN–HOOKE-modell tehető

mögéje, és a relaxáció elemibb magyarázatot nyer: egyszerűen kúszásként magyarázható.

1 ASSZONYI CS. meglátása szerint a kísérletekben állandónak tartott terhelő erő nem is jelent állandó
feszültséget, a keresztmetszet időfüggése miatt, illetve eleve többértelműséget okoz, hogy CAUCHY-
, PIOLA-KIRCHHOFF-I- vagy PIOLA-KIRCHHOFF-II-féle feszültségről beszélünk-e.

2 a termodinamikailag is megengedettek közül [ASSZONYI–FÜLÖP–VÁN–SZARKA–HORVÁTH

(2008)]
3 A tudományos megismerés módszertanában ismeretes az „OCCAM (OCKHAM) borotvájának” ne-

vezett elv, miszerint ha két elmélet is kielégítően magyaráz egy jelenséget, akkor válasszuk azt,
amelyik az egyszerűbb.
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3. MAGASABBRENDŰ REOLÓGIAI MODELLEK EGYTENGELYŰ

EREDŐJE

Most pedig következzen az általános módszer, mellyel tetszőleges lineáris, időderi-

váltakat véges rendig tartalmazó konstitúciós összefüggések esetén meghatározható az

egytengelyű eredő reológia. A konstitúciós összefüggések legyenek tehát most általában

S
d
σ

d = E
d
εεεε

d, (19)

S
s
σ

s = E
s
εεεε

s (20)

alakúak, ahol az S
d, S

s, E
d, E

s időderiváló operátorok mind d
dt

valamilyen polinomjai.4

Példaként érdemes kiírni a tehetetlenségi POYNTING–THOMSON–tehetetlenségi POYN-

TING–THOMSON-esetet, azaz a

σ
d + τ d

σ̇
d = αd

εεεε
d + βd

ε̇εεε
d + γd

ε̈εεε
d, (21)

σ
s + τ s

σ̇
s = αs

εεεε
s + βs

ε̇εεε
s + γs

ε̈εεε
s (22)

összefüggéspárt, mely azért érdekes, mert a tenzoriális belső változós nemegyensúlyi ter-

modinamika ezt a modellpárt tünteti ki, mint egy univerzális általános reológiai keretet

[ASSZONYI–VÁN–SZARKA (2007)], [VÁN–ASSZONYI (2008)], [VÁN (2008)]. E modellpár

együtthatóit jelölik a

τ d = τ, αd = 2G, βd = 2η, γd = θ, (23)

τ s = τo, αs = 3K, βs = 3Kv, γs = θo (24)

módon is.

Nos, egytengelyű folyamatok [ld. (5)–(6)] esetén (19) az egyetlen skalár

S
dσ = E

d
(

ε − ε⊥
)

(25)

egyenletre, (20) pedig a

S
sσ = E

s
(

ε + 2ε⊥
)

(26)

egyenletre egyszerűsödik. Az előző szakaszban látott lépések általános megfelelőjeként

hattassuk 2E
s -t (25)-re, E

d -t pedig (8)-ra, és adjuk össze a két eredményt. Észrevéve,

hogy E
s
E

d = E
d
E

s, — és hogy általánosabban is, bármely két, állandó együtthatókkal

rendelkező véges rendű lineáris differenciáloperátor felcserélhető, — az összeg az
(

S
s
E

d + 2S
d
E

s
)

σ = 3E
d
E

s ε (27)

4 d
dt

egy polinomja egy c0 + . . . + cn

(

d
dt

)n
alakú differenciáloperátor, állandó ci együtthatókkal ;

mely tehát egy f(t) függvényre hatva a c0f + . . . + cn
dnf
dtn

eredményt adja. A polinom n foka
a differenciáloperátor rendje. Az S

d, S
s, E

d, E
s operátorok általában mind különböző rendűek

lehetnek.
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alakba írható. A bal oldalon σ együtthatóját a konvenció szerint 1-re normálva, a vég-

eredmény:

1

αd + 2αs

(

S
s
E

d + 2S
d
E

s
)

σ =
3

αd + 2αs E
d
E

s ε . (28)

Példaként tekintsük (28)-at a (21)–(22) tehetetlenségi POYNTING–THOMSON–

tehetetlenségi POYNTING–THOMSON-esetben: a vonatkozó behelyettesítések, beszorzá-

sok, és a megfelelő tagok csoportosítása után azt kapjuk, hogy

σ +
βd + 2βs + τ sαd + 2τ dαs

αd + 2αs σ̇ +

+
γd + 2γs + τ sβd + 2τ dβs

αd + 2αs σ̈ +

+
τ sγd + 2τ dγs

αd + 2αs σ̇̇̇ =
3αsαd

αd + 2αs ε +
3
(

αsβd + αdβs
)

αd + 2αs ε̇ + (29)

+
3
(

αdγs + βsβd + αsγd
)

αd + 2αs ε̈ +

+
3
(

βdγs + βsγd
)

αd + 2αs ε̇̇̇ +
3γsγd

αd + 2αs ε̇̇̇ .

Láthatóan, ez az eredő reológiai modell már egy olyan „monstrum”, amelyben a feszült-

ség harmadik, és a deformáció negyedik deriváltjáig bezárólag jelennek meg deriváltak.

Természetesen a (29) képlet speciális esetként tartalmazza az előző szakaszban tekintett

KELVIN–HOOKE-esetet is, és az összes többi egyszerűbb speciális eset (pl. a POYNTING–

THOMSON–POYNTING–THOMSON-modellpár) eredő reológiai egyenlete is leolvasható be-

lőle.

4. AZ EGYTENGELYŰ EREDŐ MINT REOLÓGIAI ELEMKAPCSOLÁS

Az iménti levezetés annak analógiája, ahogyan [FÜLÖP (2008)] tetszőleges véges,

lineáris reológiai modellek soros és párhuzamos kapcsolásainak eredő egyenleteit szár-

maztatja. Érdekes és nem haszontalan megjegyezni, hogy igazából többről is van itt szó,

mint analógiáról. Ezek a lépések ugyanis pontosan annak felelnek meg, ahogyan az ember

a

(D∼D∼S) || (D∼D∼S) || (D∼D∼S) (30)

kapcsolás reológiai egyenletét vezetheti le, ahol D a deviatorikus, S a gömbi reológiai

modell, és ∼ a soros, || pedig a párhuzamos kapcsolást jelöli. Ez az állítás egyszerűen

belátható abból, ahogyan [FÜLÖP (2008)] differenciáloperátorosan származtatja kapcso-

lások soros és párhuzamos eredőjét.

A (30) kapcsolás szemlélteti tehát az egytengelyű eredő modellt, mégpedig nemcsak

kvalitatíve, hanem kvantitatíve is, tehát a (29) egyenlet minden konstansát is pontosan

reprodukálva.
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∋ tan∃lm,ny CAI, MARTIN ÉS CHANDLER  következtetéseibõl kiin%∃lva veszi vizsg,lat al, a 

mechanikai anyagviselke%ést abban az esetben∀ ha az anyag pór∃sos vagy töre%ezett/ 0bben a 

cikkben az anyagot a tönkremenetelig r∃galmasnak és line,risnak tekint12k∀ az iro%alommal 

való összehasonl3thatós,g ér%ekében/  

5a a kõzet tömör∀ akkor az 6n/ �egyens6lyi� anyagegyenlet � az anyagegyenlet speci,lis 

alak1a nem%isszipat3v folyamatokn,l �  

oo 32 åóåó K∀7 %% !!  

alak6∀ amennyiben poróz∃s és töre%ezett∀ akkor 1avaslat∃nk szerint 

" # " # oo 32 åóåó nK∀∗7 %% !! , 

ahol n a porozit,s és ∗ a k,roso%otts,g mértéke/ 

 

 

1. BEVEZETÉS 
 

1.1. A CÉLKITÛZÉS  

 

Eddigi vizsgálataink ∀o∃án a kiin%ulá∀t∋l a t(nk∃)∗)n)t)lig k,t ta∃to∗án−t k.l(n-
b(/t)tt.nk ∗)g0 a r∃galmas ,∀ a képlékeny alakválto/á∀ok /∋ná1át2 N)∗ 3oglalkoztunk a 
teljes t(nk∃)∗)n)t)lt ∗)g)lõ/õ ta∃to∗ánn−al0 a∗iko∃ a/ an−agok4an kialakul∋ 
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mikroreped,∀)k ∗,g n)∗ ,∃ik )l a/t a ∀/int)t0 a∗ikor azt má∃ ∀/,t)∀)ttn)k k)ll t)kinte-
ni. Vagyis nem foglalkoztunk a töre%ezett anyagok mechanikai tulajdonságai5al2  

Ez szinte term,∀/)t)∀n)k tûnik0 hi∀/en a k.l(n4(/õ ∀/)∃k)/)ti an−agoknál 7g,p,∀/)t0 

,p9t,∀/)t0 ∀t42; a/ an−agok ká∃o∀o%á∀a ∗in%)nk,pp)n )lk)r.l)n%õ0 ∀õt g−ako∃latilag 

katasztr∋3át )∃)%∗,n−)/õ l)h)t2 Talán )g−)tl)n ki5,t)ln)k l)h)t t)kint)ni a t)∃∗,∀/)t4) 

t(∃t,nõ )∗4)∃i 4)a5atko/á∀ t)∃.l)t,t 7alagút,p9t,∀0 4án−á∀/at;0 ahol a tala1- ,∀ kõ/)tk(r-
nyezet adottság0 ∀ n)∗ a ∗,∃n(k %(nti )l0 hog− ∗)g)ngedi-e az anyag repedezetts,g,t0 

morzsol∋%á∀át, t(nk∃)∗)n)t)l,t2 E/)n ok ∗iatt 3onto∀0 hog− ∗)gi∀∗)∃1.k a kõ/)t)k 

t(nk∃)∗)n)t)li 3ol−a∗atait0 a t(∃)%)/)tt kõ/)t an−ag1)ll)∗/õit ,∀ annak 5álto/á∀át a 

t(nk∃)∗)n)t)l ∀o∃án2 

 
        (a)              (b) 

1/,bra 

Az 1/ ,bra (a) r,∀/,n láthat∋ a/ )%%ig k(5)t)tt út k,p)0 ∀ a/ 1/ ,bra (b) r,∀/,n pedig 
a fizikailag indokolt felosztá∀2 [Asszonyi�Ván�Szarka (2007)] 40.old. 1.á4∃án 3)l5illan-
tottuk ezt a lehetõ∀,g)t0 inká44 intuit95)0 ∗int in%okol5a2 

Nem foglalkoztunk tová44á a kõ/)tan−agok nag− ∃,∀/,n,l ,p állapot4an i∀ ∗)gl,5õ 

p∋∃u∀ok hatá∀á5al ∀)∗0 holott a k(5)tk)/õk4)n látni 3og1uk0 hog− a kimondottan t(∗(r-
nek tekinthetõ ∃i%)g g∃ánit )∀)t,n i∀ ∗)gtalál1uk a p∋∃u∀okat. Azt nem tudhatjuk, hogy 
ezek a mikroreped,∀)k ∗,g a kõ/)t-kialakulá∀ ∀o∃án 1(tt)k-e l,t∃)0 5ag− p)%ig a 3(l%t(r-
t,n)ti korokban elszenvedett geol∋giai ,∀=5ag− t)ktonikai )∃õhatá∀ok ∃,5,n0 ∗int lokáli∀ 

kezdeti t(nk∃)∗)n)t)l)k0 a∗)l−)k n)∗ 3)1õ%t)k to5ább, nem álltak (∀∀/) t(∃,∀i 3)l.le-
tekk,. 

 Ezen hián−o∀∀ágainkat ∗o∀t ∗)gk9∀,∃)l1.k p∋tolni0 p)∃∀/) c∀ak ∃,∀/l)g)∀)n0 ∗)∃t 

kiindulá∀k,nt )g−)tl)n i∃o%al∗i 3)l3ogá∀t 5)∀/.nk g∋∃c∀õ alá, mivel ma ez tekinthetõ a 

leglogikusabbnak ,∀ l)g)l3oga%otta44nak2 

!  

"  

 

K,pl,k)n− 
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tartománya 

Rugalmas 
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              (a)             (b)      (c)   (%) 

2/ ,bra/ ∋ tengelyir,ny6 fesz2ltség és tengelyir,ny6 fa1lagos megny6l,s összef2ggése                         

egytengely
�
 k3sérlet esetén 

Szá∗o∀ )∀)t4)n a la4o∃at∋∃iu∗i n−o∗∋k9∀,∃l)t)kn,l tapa∀/taltuk0 hog− pl2 a/ (∀∀/e-
tartoz∋ 3)∀/.lt∀,g�deformáci∋ g(∃4) in%ulá∀ko∃ (alulr∋l; kon5)?0 ∀ c∀upán k,∀õ44 5álik 
konká55á0 holott a/ )%%igi )l∗,l)ti )∃)%∗,n−)k � termodinamikai felt,telek - ezt nem 
engedt,k ∗)g (2/ (a),(b) ,bra). Ezzel a jelens,gg)l n)∗ tu%5án ∗it tenni, les(p(∃t.k a/ 

asztalr∋l2 ≅)lt,t)l)/t.k0 hog− a t)∃h)l,∀ k)/%)t,n a/ an−ag∀/)∗c∀,k �h)l−)/k)%n)k�, 
�)l∃)n%ezõ%n)k� ∀ )/,∃t  

� elõször elõ9∃tunk )g− ún2 ki∀ )lõt)∃h)l,∀t,1 majd tehermentes9t,∀t0 c∀ak utána 
kezdt.k a t,n−l)g)∀ ∗,∃,∀t2 A p∃o4l,∗a c∀upán a/ 5olt0 hog− )/ a 1)l)n∀,g to5á44∃a i∀ 
megjelent, bá∃ ki∀∀, c∀(kk)nt)tt 3o∃∗á4an 72/ (c) ,bra). 

� m,so%szor az elõt)∃h)l,∀ után n)∗ t)h)∃∗)nt)∀9t)tt.nk, de csak az ezutáni m,∃,Α
si adatokat használtuk (2/ (%) ,bra) az anyagjellemzõk ∗)ghatá∃o/á∀á∃a2  

Annak ,∃%)k,4)n0 hog− a/ )g−)∀ 1)l)n∀,g)k)t )l l)h)∀∀)n 5ála∀/tani )g−∗á∀t∋l0 a 
vizsgálatokat k.l(n4(/õ ∃,∀/)k∃) c,l∀/)∃� tagolni (k.l(n4(/õ )l5i 3)lt,t)l)/,∀∀)kk)l 

,lni):  

1. a kiindul∋ an−ag t(∗(∃∀,g) ∀/)∃intΒ 

! az anyagot tökéletesen tömörnek, 
! az anyagot poróz∃snak tekintj.k2 E/ ut∋44i )∀)t4)n a kapott )∃)%∗,n−)kn)k � po-

rozitá∀ Χ 0 feltev,∀) eset,n � meg kell egyezni.k az elõ44i5)l2 

2. a terhel,∀i 3ol−a∗at ∀)4)∀∀,g) ∀/)∃intΒ 

! a terhel,∀t �nag−on la∀∀únak�2 tekintj.k0 )/által 3)lt,t)l)/,∀.nk ∀/)∃int )g− 

kvá/istatikus egyensúl−i 3ol−a∗at∃∋l 5an ∀/∋0 ∀ )kko∃ a "! $ anyagviselked,∀t li-

neá∃i∀nak 5)ssz.k, 

! a terhel,∀i 3ol−a∗at ∀)4)∀∀,g,∃) n)∗ t)∀/.nk ko∃láto/á∀t0 ∀ )kko∃ a "! $ anyagvi-

selked,∀ ∃)ol∋giai2 

3. az alakválto/á∀i ta∃to∗án−ok ∀/)∃int 

! elõ∀/(∃ 5i/∀gálataink4∋l kihag−1uk a k,pl,k)n− 5i∀)lk)%,∀t0 ∀ úg− 5)∀∀/.k, mintha 
az anyag nem ker.ln) k,pl,k)n− állapot4a0 5,g.l 

                                                 
1 A tervezett tartomán− ∗a?2 ΕΦ-os ,∃t,k,ig2 
2 Ez azt jelenti, hogy olyan lassú0 hog− a %)3o∃∗áci∋k k,∀,∀i i%)1) ,∀ a ∃)la?áci∋∀ i%õ ∗)g)g−)/ik0 ∀ 9g− 
az anyag nem mutat idõ3.gg,∀t2 

"  

!  

0 

"050∀  

!050∀  

"  

!  

mérési 

görbe 

"  

!  

elméleti 

görbe 

0 

" #"! f!  
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! a teljes spektrumot � rugalmas, k,pl,k)n− ,∀ t(∃)%)/)tt an−ag ta∃to∗án− � tá∃g−al-
juk. 

 Ezeket a válto/atok egy k(5)tk)/õ tanulmán− ∃,∀/)i. Ebben a cikkben a reol∋giai 

viselked,∀tõl, a k,pl,k)n− 3ol−a∗att∋l eltekint.nk ,∀ vizsgálatainkat a rugalmas egyen-
súl−i 5i∀)lk)%,∀∃) ko∃láto//uk2 

 
1.2. EGY FELFOGÁS A SZAKIRODALOMBÓL 

 
Mondanival∋nk illu∀/t∃álá∀á∃a 5egy.k alapul a k(5)tk)/õ 8/ ,br,t, amely [CAI, M. 

(2009)] cikk,4õl 5al∋0 s [MARTIN C. D. (1993)] ,∀ MARTIN � CHANDLER (1994)] á4∃á1ának 

tová4bfejlesztetett válto/ata2 A 8/ ,bra a rideg, mikrorepedez,∀∀)l ká∃o∀o%∋ an−agok 

ká∃o∀odá∀i 3ol−a∗atának � mai felfogá∀unk ∀/)∃int l)g)l3oga%otta44 � k,p,t ∀/)∗l,lt)ti 
t(∗(ren, egy Lac du Bonnet gránit-mintán 5,gzett triaxiáli∀ k9∀,∃l)t a%atai∃a alapo/5a2 

 

8/ ,bra/ Ri%eg anyagok k,roso%,s,nak összefoglal,sa MARTIN, CHANDLER és CAI szerint/ 7r,nit 

tria9i,lis összenyom,sakor a tengelyir,ny6 %eform,ció f2ggvényében a tel1es és repe%éstérfogat 

v,ltoz,sa (al∃l) és a fesz2ltség (1obbra fenn)∀ illetve az ol%alir,ny6 %eform,ció f2ggvényében a 

fesz2ltség (balra fenn)/ ∋z AE ter2let a mikrorepe%ezésre 1ellemzõ ak∃sztik∃s emisszió-intenzit,s 

a%atok (be2téssz,m) m∃tat1a/ ∋ mérési elren%ezést a balol%alt al∃l l,tható/ 
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A szerzõk a 8/ ,bra szerint lezajl∋ ∗)chanikai 3ol−a∗atoknál n,g− ∀/aka∀/t k.l(n9Α

tenek el, amelyhez megb9/hat∋an ∗,∃ni k)ll a t)ng)l− ,∀ oldalirán−ú %)3o∃∗áci∋kat ,∀ 

hasznos m,∃ni a/ aku∀/tiku∀ )∗i∀∀/i∋t2 E/ ut∋44it a ∗ik∃o∃)p)%,∀)k ∗)g1)l)n,∀) )∃)d-
m,n−)/i2 A ∗ik∃o∃)p)%,∀ kin−9lá∀ako∃ a lokáli∀ 3)∀/.lt∀,g∃)la?áci∋t k9∀,∃õ hang)∀)∗,Α

nyek jelentkeznek, ezek szá∗át 52 int)n/itá∀át ∗,∃h)tj.k2 

Ezen vizsgálat n)∗ c∀ak t∃ia?iáli∀0 han)∗ speciáli∀an egyirán−ú n−o∗∋5i/∀gálat 

eset,n i∀ ha∀/nálhat∋0 )/,∃t a k(5)tk)/õk4)n ∗)gk9∀,∃)l1.k a/ )%%ig i∀∗)∃t )l∗,l)ti 

(∀∀/)3.gg,∀)ink alap1án ∃)kon∀t∃uálni a/ á4∃át )lõ∀/(∃ )g−t)ng)l−✁0 ∗a1% t,∃4)li 3e-
sz.lt∀,gállapotra.  
 

I. SZAKASZ: MIKROREPEDÉSEK ZÁRÓΓÁSA, amely a terheletlen állapot4∋l a ∃)p)%,st,∃3ogat 

cs(kk)n,∀,n)k 4)3)1)/õ%,∀,ig ta∃t2 A 3)∀/.lt∀,g-axiáli∀ %)3o∃∗áci∋ g(∃4) kon5)?0 a ∗inta t,r-
fogata cs(kk)n, de kev,∀4,0 ∗int a ∃ugal∗a∀ (∀∀/)n−o∗∋%á∀ ∗iatt k)llene. ∋ mikrorepe%ések 

z,ró%,sa nem 1,r za11al, azaz akusztikus emisszi∋ g−ako∃latilag ninc∀2 A ta∃to∗án− hatá∃át sze-

rint.k egy ún2 reped,∀/á∃∋%á∀i hatá∃3)∀/.lt∀,g 7ócc) jellemzi. 
 

II. SZAKASZ: LINEÁRISAN RUGALMAS TARTOMÁNY, amelyet a reped,∀t,∃3ogat állan%∋∀ágáΑ

val hatá∃o/nak meg. A fesz.lt∀,g ∗in% a t)ng)l−0 ∗int a/ ol%ali∃án−ú %)3o∃∗áci∋ 3.gg5,n−,4)n 

lineá∃i∀0 hangki4oc∀átá∀ ninc∀2 A ta∃to∗án− 3)l∀õ hatá∃át szerint.k )g− ún2 reped,∀n−9lá∀i határ-

fesz.lt∀,g 7óci) jellemzi. 
 

III. SZAKASZ: STABIL REPEDÉSTERΗEΓÉS TARTOMÁNYA, amely a reped,∀t,∃3ogat c∀(kk)n,Α

s,n)k k)/%)t,tõl ill)t5) a/ aku∀/tiku∀ )∗i∀∀/i∋ ∗)gin%ulá∀át∋l a t)l1)∀ t,∃3ogat5álto/á∀ ∗ini-
mumáig ta∃t2 A 3)∀/.lt∀,g a t)ng)l−i∃án−ú %)3o∃∗áci∋ 3.gg5,n−,4)n lin)á∃i∀0 a/ ol%ali∃án−ú 

deformáci∋ 3.gg5,n−,4)n 5iszont má∃ n)∗2 A ta∃to∗án− hatá∃át szerint.k egy ún2 ká∃o∀o%á∀i 

hatá∃3)∀/.lt∀,g 7óc%) jellemzi. Má∀ k9∀,∃l)t)k a/t ∗utat1ák0 hog− a 3)∀/.lt∀,g n(5)l,∀,t a ta∃to-

mán− hatá∃ain 4)l.l ∗)gáll9t5a a ká∃o∀o%á∀ 3ol−a∗ata ∗)gáll9that∋0 a/a/ a ∃)p)%)/,∀ a 3)∀/.lt-
s,get állan%∋an ta∃t5a n)∗ 3ol−tat∋%ik0 a/ an−ag hosszabb idõ alatt ∀)∗ ∗)g− t(nk∃)2 Inn)n a 

tartomán− )ln)5)/,∀)2 
 

IV. SZAKASZ INSTABIL REPEDÉSTERΗEDÉS TARTOMÁNYA. Ez a szakasz a teljes t,∃3ogat5ál-
tozá∀ ∗inimumát∋l a t(nk∃)∗)n)t)lig ta∃t2 Ri%)g an−agoknál a t(nk∃)∗)n)t)l g−o∃∀0 ninc∀ k,p-
l,k)n−0 ill)t5) puhul∋ át∗)n)t2 A 3)∀/.lt∀,g a t)ng)l−i∃án−ú %)3o∃∗áci∋ 3.gg5,n−,4)n g−akor-
latilag a t(nk∃)∗)n)t)lig lin)á∃i∀ ∗a∃a%2 A/ ol%ali∃án−ú %)3o∃∗áci∋ 3.gg5,n−,4)n 5i∀/ont )gy-
re inká44 a v9/∀/int)∀ 3)l, hajlik, amit a mintatengelyre merõl)g)∀ 3)l.l)ti∃án−ú ∃)p)%,∀)k ki-
ny9lá∀á5al ∀/oká∀ ∗ag−a∃á/ni2 E44)n a ta∃to∗án−4an a ∗ik∃o∃)p)%,∀)k (∀∀/)ol5a%á∀a ,∀ na-
gyon erõt)l1)∀ aku∀/tiku∀ )∗i∀∀/i∋ 3ig−)lh)tõ ∗)g2 A 3)∀/.lt∀,g n(5)k)%,∀,t ∗)gáll9t5a ,∀ ál-
land∋ ,∃t,k)n tartva, a t(nk∃)∗)n)t)l elõ44 ut∋44 4)k(5)tk)/ik2  

Megjegyezz.k0 hog− a 3)nti ta∃to∗án−ok ∗)gk.l(n4(/t)t,∀) � a szerzõk ∀/)∃int � 
csak az oldal- ,∀ t)ng)l−i∃án−ú %)3o∃∗áci∋k )g−i%)1✁ ∗,∃,∀,5)l l)h)t∀,g)∀2  
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Ez a ká∃o∀o%á∀i 3ol−a∗at ninc∀ t)l1)∀)n )l∗,l)ti ∗o%)ll)l alátá∗a∀/t5a0 9gy t(44 

ponton hipotetikus. Ez,∃t k9∀,∃)l1.k ∗)g tanul∗án−unk4an a/ )%%ig i∀∗)∃t )l∗,l)ti 

alapokon fel,p9t)ni a/ (∀∀/)3.gg,∀)k)t2 

 

1.3. NÉHÁNY ÉSZREΙÉTEL 

Elõ∃) k)ll 4oc∀átani0 hog− )/)k a ∗,∃,∀)k � annak ellen,∃)0 hog− a l)g)l3oga%ottabb 
k,p)t t.k∃(/ik0 ∗,gi∀ � hián−o∀nak t)kinth)tõk, mivel a m,∃,∀)k i%õ∀kálá1át n)∗ k(z-
lik, tehát n)∗ ∃)ol∋giaiak2 A/ 5i∀/ont k(/tu%ott hogy a terhel,∀i ∀)4)∀∀,gtõl lát∀/∋lag 

f.ggenek az anyagállan%∋k ,∃t,k)i23 Arr∋l n)∗ i∀ 4)∀/,l5)0 hog− t∃ia?iáli∀ k9∀,∃l)tn,l a/ 

ún2 )g−t)ng)l−✂ � lineá∃i∀ � anyagállan%∋kat ha∀/nál1ák. E miatt elsõ lépésben k,n−te-
lenek lesz.nk a �nag−on la∀∀ú� t)∃h)l,∀i ∀)4)∀∀,g 3)lt,t)l)/,∀,5)l %olgo/ni0 hogy ne 
kelljen a �∃)ol∋giai� hatá∀okkal t(∃õ%ni0 tová44á az egytengely✂ n−o∗∋k9∀,∃l)t∃) kon-
centrálni0 k.l(n4)n nincs ,∃t)l∗) ∀/á∗o∀ ki3)1)/,∀n)k0 pl2 az 0 Young-modulusnak.  

Csak ezek után0 tov,bbi lépésekben 9∃hatjuk fel a t,∃4)li )∀)t)t0 majd a reol∋giai 

esetben ,∃5,n−)∀ (a t,n−l)g)∀)n ,∃5,n−)∀; (∀∀/)3.gg,∀)k)t2 A 8/ ,br,ból látszik, hogy a 
szerzõk ∀/)∗) )lõtt csak a rugalmas alakválto/á∀ok l)4)gt)k a k)/%)t)ktõl )g,∀/)n a 

t(∃,∀ig0 n)∗ /a5a∃tatták ∗agukat a/ )∀)tl)g)∀ k,pl,k)n− alakválto/á∀okt∋l0 ∀ )/,∃t n)∗ 

is vett,k azt figyelembe. Ha azt tekinten,nk0 hog− a/ 0 modulus ,∃t,k) c∀ak a ∃)p)%e-
zetts,gtõl 7,∃t)l)∗∀/)r✂)nΒ a/ an−ag po∃o/itá∀át∋l ,∀ t(∃)%)/)tt∀,g,tõl; 3.gg0 akko∃ kap-
hatjuk a :/ ,br,n láthat∋ )l5i k,p)t2 Az egyes szakaszokat elvála∀/t∋ 3)∀/.lt∀,g,∃t,keket 
akkor lenne szabad felt.nt)tn.nk0 ha a ∗inõ∀,gi 5áltá∀ a/okt∋l 3.ggn)2 K(/tu%ott a/on-
ban hogy ez csak a �nag−on la∀∀ú� t)∃h)l,∀i ∀)4)∀∀,gn,l iga/0 )/,∃t vagyunk k,n−t)le-

nek elõ∀/(∃ ∗i i∀ )hh)/ iga/o%ni2 (A terhel,∀i 

sebess,g 3.gg5,n−,4)n a ! ,∃t,k)k4)n a/ 

elt,∃,∀ akár 300%-os is lehet.) 

A 8/ ,bra jobb als∋ ∃,∀/) a/t ∀ugall1a0 

hogy az anyagban eleve megl,võ p∋∃u∀ok 7I2 

szakasz) ,∀ a t(nk∃)∗)n)t)l 7III-IV. szakasz) 
során kialakul∋ ∗ik∃o∃)p)%,∀)k ug−anazzal a 
param,t)∃∃)l is le9∃hat∋k2 E/ 5al∋1á4an )g− 

t,rfogat jelleg✂ ∗,∃õ∀/á∗ 7po∃o/itá∀;2  

Ha a p∋∃u∀t ,∀ a ∃)p)%)/)tt∀,g)t )g−a∃ánt 

porozitá∀∀al ϑ −;−n p! ] jellemezz.k � amely 

bizonyos felt,t)l)/,∀)kn,l ∗,g )l3oga%hat∋ 

is, � akkor nem tesz.nk k.l(nbs,g)t a/  

 

                                                 
3 Ez nem 9g− iga/0 ∗)∃t a/ an−agállan%∋k konstansok, s f.gg)tl)n)k a t)∃h)l,∀i ∀)4)∀∀,gtõl0 ∗in%)n k.l∀õ 
hatá∀t∋l0 c∀upán a !�" g(∃4,k ∗)∃)%)k∀,g) 5álto/ik2 

I II III IV 

tengelyir,ny6 %eform,ció [" ] 

:/ ,bra 

arctg 0 

cc!  

ci!  

c%!  

t!  
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n
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r,

n
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 f
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g
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!

 ]
 

" #""! 0!  
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(a) izometrikus v. igazi pór∃s ,∀ a  
(b) mikrorepe%éses pór∃s k(/(tt2  

A terhel,∀ )l)1,n a p∋∃u∀ok /á∃∋dnak, ekkor a porozitá∀ c∀(kk)n0 ∗ajd a ká∃o∀o%ási 
folyamat során )g−∃,∀/t a p∋∃u∀ok )g− ∃,∀/) 7a t)∃h)l,∀ i∃án−á4a ∗utat∋ p∋∃u∀; i∀∗,t 

ny9lik0 ∗á∀ ∃,∀/) p)%ig a ∗ik∃o∃)p)%,∀)k (∀∀/),∃,∀) ,∀ ú1a44 ∃)p)%,∀)k l,t∃)1(tt) 3oly-
tán nõ 7)/ 5i∀/ont a t(nk∃)∗)n)t)li 3ol−a∗at )∃)%∗,n−);2 Ekko∃ 5al∋1á4an ú1a44 �p∋∃u-
sok� 1(nn)k l,t∃)0 a∗i 5al∋1á4an n)∗ iga/0 ∗)∃t a ∃)p)%)/)tt∀,g ol−an p∋∃u∀t 1)l)nt0 

aminek voltak,pp ninc∀ t,∃3ogata0 c∀upán �3el.l)t)�2 A ká∃o∀o%á∀ 3ol−tán l,t∃)1(5õ 

mikroreped,∀)k)t c,l∃a5)/)tõ44 l)nn) )g− 3)l.l)ti ∗,∃õ∀/á∗∗al l)9∃ni2 Il−)n a tm tagolt-
sági ∗,∃õ∀/á∗ a m,∃n(kg)ol∋giában: 

−

∋

t i
i

m

%
! , 

ahol ∋i az egyes reped,∀i 3)l.l)t)k ter.l)t)2 A p∃o4l,∗a c∀upán a/, hogy ezeket az ∋i 

,∃t,k)k)t a ∗inta 4)l∀)1,4)n hogyan m,∃h)t1.kΚ Ennek egy lehetõ∀,g,t megteremti a 
ma má∃ )g−∃) g−ak∃a44an alkal∗a/ott ko∗put)∃)∀ to∗og∃á3ia 7TC). Azonban jelen cik-
k.nk4)n )/t 3ig−)l∗)n k9v.l hag−1uk2 

A kõ/)tt(∗4 − t,∃3ogata a −s szilá∃% kõ/)talkot∋k ,∀ a −p p∋∃u∀ok (∀∀/)g/)tt t,∃3o-
gata: 

%&%!&!
k

pk
i

sips −−−−− ,                                           (1) 

ahol −si az egyes kõ/)talkot∋ á∀5án−ok0 −pk az egyes p∋∃u∀ok t,∃3ogata0 a kõ/)tt(∗4 m 

(∀∀/t(∗)g) anal∋g ∗∋%onΒ 

%&%!&!
k

pk
i

sips mmmmm .                                      (2) 

Ebben �ki∗on%atlanul a/ i∀ 4)nn) 5an�0 hog− a p∋∃u∀)lo∀/lá∀t 5,l)tl)n∀/)∃✄n)k ta∃t-
juk, esetleg anyagmodell.nk4)n �ho∗og,nn)k� t)kint1.k2 Nem tehet.nk ∗á∀t0 k.l(n-
ben a há∃o∗5álto/∋∀ t,∃ 3.gg5,n−,4)n 3)l k)ll)n) tu%nunk 9∃ni a p∋∃u∀)lo∀zlá∀t nagyság 

,∀ i∃án−9tottság ∀/)∃int2 

Ha akusztikus emisszi∋∀ ∗,∃,∀t i∀ 5,g/.nk0 akko∃ tu%1uk0 hog− a hanghatá∀ ∗)g1e-
len,∀) a ká∃o∀o%á∀i 3ol−a∗at megindulá∀át jelzi. Erre az akusztikus hatá∀ok ∗,∃,∀) a 

legk,/)n3)k5õ44 út0 )44õl 5i∀/ont n)∗ ,∃%)∗)∀ visszaszá∗olni 5ala∗il−)n Λ∃)p)d,s-
hosszak (∀∀/)g)Λ 1)ll)g✄ pa∃a∗,t)∃∃), hanem inká44 5ala∗il−)n po∃o/itá∀i � �p∋∃u∀t,r-
fogatok (∀∀/)g)� � jellemzõ∃)0 5ag− ∀✄∃✄∀,gi 1)ll)∗/õ∃), vagy mint látni 3og1uk )g− 

�k,roso%,s� 1)ll)g✄ ∗,∃õ∀/á∗∃a. 

A porozitá∀ ,∀ a t(∗)g∀✄∃✄∀,g k(/(tt )g−,∃t)l∗✄ ,∀ nagyon egyszer✄ (∀∀/)3.gg,∀ 

van. Legyen  
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%

%
!!

i
si

i
si

s

s
s

−

m

−

m
#  - a szilá∃% vá/ t,∃3ogat∀☎∃☎∀,g)0  

%

%
!!

k
pk

k
pk

p

p

p
−

m

−

m
#   - a p∋∃u∀4an l,5õ an−ag t,∃3ogat∀☎∃☎∀,g) 7l,g∀/á∃a/ állapot-

ban: p# = 0, m9g v9//)l t)l9t)tt állapot4anΒ p# = 1),  

s ekkor az eredõ ∀☎∃☎s,g  

" # ps

ps

ps

k
pk

i
si

k
pk

i
si

nn
−−

mm

−−

mm

### &$!
&

&
!

%&%

%&%
! 1 ,    (3) 

ahonnan                           
sp

sn
##

##

$

$
! , 

amely légsz,raz állapotban:   
s

sn
#

## $
! ,   

v3zzel telitett állapotban:    
1$

$
!

s

sn
#

##
, 

ahogy ezt VÁSÁRHELYIn,l láttuk (</ ,bra). Tehát alapparam,t)∃n)k )l54)n a/  n ,∀ a # is 

vála∀/that∋2  

Ha figyelembe vessz.k0 hog− a ∀☎∃☎∀,g ,∀ az " #'&! """ 23
1o  k(/)p)∀ 52 átlago∀ 

deformáci∋4 k(/(tt � a t(∗)g kontinuitá∀i )g−)nl)t) 3ol−tán � (∀∀/ef.gg,∀ van: 

" #" #" # o321111 """""" !&($&&&!
)

'''
−

−
, " o

3
1

0 "## ! ,                 (4) 

ahol 0#  a pr∋4at)∀t kiin%ul∋ ∀☎∃☎∀,g)0 akko∃ a/ o"  is vála∀/that∋ alappa∃a∗,ternek. Ha 

a k9∀,∃l)t )lõtt a ∗inta po∃o/itá∀a n0, akkor a (3) alapjánΒ " # ps nn ### 000 1 &$! . 

     

                                                 
4 Egytengely✆ k9∀,∃l)tn,l 7i/ot∃op )∀)t4)n; 

"  

* +=o"  

>/ ,bra 

0 
"  

* +=
−

−

0
o

)
!"  

* +=
ma9
o"  

?/ ,bra 

0 

n 

#

 

0 

s#  

1 

0 

−3zzel tel3tett 

≅égsz,raz 

</ ,bra 
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Ahhoz, hogy minden apr∋ ∃,∀/l)t)t h)l−)∀)n ,∃t)l∗)//.nk0 a 8/ ,bra als∋ k,t g(∃4,Α

j,t � a t,∃3ogat5álto/á∀t ,∀ a ∃)p)%)/)tt∀,g ∗,∃t,k,t � is szerkessz.k ki0 a megszokott 
(∀∀/)3.gg,sekkel.  

A ?/ ,bra a 8/ ,bra szerkeszt,∀i ∗∋%∀/)∃tanát ∗utat1a0 5agyis azt a k(∃.l∗,n−t0 

hogy az ,∃intõ ,∀ a/ o"  (fajlagos t,∃3ogat5álto/á∀i-) g(∃4) k(/(tti k.l(n4∀,g adja �a ∀/áΑ

m9tott repedezetts,g�t,∃3ogat5álto/á∀� g(∃4,1,t2 Ez mik(/4)n iga/ a/ I2 ,∀ II2 ∀/aka∀/∃a0 

a tová44i k,t ∀/aka∀/∃a ∗á∃ n)∗ 3)lt,tlen. Ti. semmif,l) 3i/ikai ,rvet nem találtunk a∃∃a0 

hogy a kiindul∋ pontban l,5õ )−;−0 = (−0-−0)/−0 = 0 ,∃t,k ∗)g)g−)//,k a t(∃,∀ponti (−t 

-−0)/−0 = 0 ,∃t,kk)l. Erre mutat p,ldát a >/ ,bra/ Erre a felt,t)l)/,∀∃) ninc∀ i∀ ∀/.k∀,g0 

ugyanis a k9∀,∃l)t ∀orán �kia%∋%ik� a t,n−l)g)∀ ,∃t,k2 P)∃∀/) )/ n)∗ il−)n )g−∀/)∃✝ mi-
vel mindenki tudja, hogy a t(∃,∀ )g− hi∃t)l)n 5álto/á∀0 ∀ il−)nko∃ a ∗,∃õ)∀/k(/)ink te-
hetetlens,g) 3ol−tán a kapott ,∃t,k)k ∗)g49/hatatlanok.  

Talán 3o∃%9t5a k,n) )l1á∃nunk2 M,g a k9∀,∃l)t kezdete elõtt )g−∀/)∃✝)n 1∋l ∗,∃h)tõ 

az anyagi pr∋4at)∀t t(∗)g) ,∀ t,∃3o-
gata egyaránt2 A/ an−ag )∃)%õ t)∀t∀✝Α

r✝∀,g) t)hát a%ott2 Ha ∗)ghatá∃oz-
zuk a szilá∃% ∃,∀/ ∀✝∃✝∀,g,t i∀0 akko∃ 

a porozitá∀ ∗,∃t,k) ∀/á∗9that∋2  

A tengelyirán−ú ϑ" ] ,∀ kereszt-

irán−ú ϑ '" ] nyúlá∀adatok a k9∀,∃l)t 

során � m,rõ4,l−)gg)l 5ag− optikai 

úton - j∋l ∗,∃hetõ ,∃t,k)k0 9g− az 

" #'&! """ 23
1o  fajlagos t,∃3ogat-

változá∀  egyszer✝)n ∀/á∗9that∋2 

A Α/ ,br,n azt mutatjuk be, hogy 
annak ,∃%)k,4)n, hogy a teljes válto-
zá∀t )g−)tl)n n param,t)∃∃)l 1)lle-
mezz.k0 a ∃)p)%)/)tt∀,g ∗)gin%ulá∀a 

utáni (pontozott vonallal jelzett) sza-
kaszon szá∗9tott az akusztikus 
emisszi∋ ∗,∃,∀4õl ∀/á∗9tá∀i úton 

elõáll9tott ún2 k5á/i po∃o/itá∀∀al is 

lehetne dolgozni. Azonban a # tö-

megs ✁ r ✁ ség g(∃4,1,n)k ∗in%k,t 

v,gpont1a a%ottΒ a # 0 kiindulá∀i ,∃t,Α

ke triviáli∀0 a t(nk∃)∗)n)t)lko∃ 5i-
szont má∃ ninc∀)n)k p∋∃u∀ok0 t)hát a 

* +=
−

−
n

p

0

!  

* +=
−

−

0
o !"  

ma9
o"  

0n  

* +=ma9n  

t
o"  

∋0 ma9 

* +="  

* +="  

* +="  

∋0 

Α/ ,bra 

" #∋0fn !  

,-
.

/0
1 3kg/m#  

* +="  0#  

s#  

1n  

1### $!) s  

" #11 n## !  

(a) 

( ) 

( ) 

( ) 
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t ∗(∃ fá/i∀ s#  s✞∃✞∀,g) k)ll, hogy legyen. 

 

 

2. KIINDULÁSI ≅ELTÉTELEK 
 
AZ ANYAGRA VONATKOZÓ ≅ELTÉTEL. Az anyagot homogénnek ,∀ izotropnak vesz-

sz.k0 ,∀ a p∋∃u∀okkal ,∀ ∃)p)%)/)tt∀,gg)l )g−.tt )g− ∀peciáli∀ kontin∃∃mnak tekintj.k0 

amelynek viselked,∀) 3ol−tono∀ 3.gg5,n−)kk)l l)9∃hat∋2 E k(∃.l∗,n− ∗iatt a ∃)p)%e-
zetts,g h)l−- ,∀ i∃án−∀/)∃inti )lo∀/lá∀át 5,l)tl)n∀/)∃✞n)k ,∀ )lo∀/lá∀át ho∗og,nn)k te-
kintj.k2 

A � 3. ÁΜRÁN LÁTHATÓ GÖRΜE REKONSTRUÁLÁSÁRA SZOLGÁLÓ � KΝSÉRLET MEGΙA-

LÓSΝTÁSÁNAK MÓΓΗA. Jelen esetben elõ∀/(∃ )g−t)ng)l−✞ 3)∀/.lt∀,gállapot∃a 5onatko/∋ 

k9∀,∃l)t)t )l)∗/.nk2 Ekko∃ a 3)∀/.lt∀,g- ,∀ %)3o∃∗áci∋-komponensek a k(vetkezõkΒ 
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TERHELÉSI ≅ELTÉTEL. T,t)l)//.k 3)l0 hog− az anyag a �nag−on la∀∀ú� terhel,∀ 7∗e-
chanikai ig,n−4)5,t)l; hatá∀á∃a � amennyiben r∃galmas alakv,ltoz,sok tartományá4an 
marad � a má∃ /á∃∋%ott p∋∃u∀ok ∀/aka∀/án a POYNTING-THOMSON-f,l) 7∀tan%a∃%; ∗o%)ll 

szerint a lineá∃i∀ HOOKE-t(∃5,n−n)k ∗)g3)l)lõ)n 5i∀)lk)%ik.  

A k(5)tk)/õk4)n � mint má∃ ∗on%tuk � a feltessz.k0 hog− c∀ak ∃ugal∗a∀ alak5ál-
tozá∀ l,p 3)l (k,pl,k)n−, azaz marad∋ nem), az anyag rugalmas marad a repedezetts,g 

n(veked,∀) ∀o∃án i∀0 )g,∀/)n a t(nk∃)∗)n)t)lig2 Ekkor a t(∗(∃ állapot∃a 5onatko/∋ 
anyagt(∃5,n− 
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 POROZITÁSI ≅ELTÉTEL. Legyen az anyag por∋/u∀0 ∀ 1)ll)∗)zhetõ a/ n porozitá∀∀al2 

Felt,t)l)//.k0 hog− a p∋∃u∀ok )lo∀/lá∀a homog,n2  

 A p∋∃u∀ok ,∀ mikroreped,∀)k ∀/)∗pont1á4∋l há∃o∗ k.l(n4(/õ ta∃to∗án−t k.l(n-
b(/t)tn)k ∗)g a 8/ ,bra szerzõi: 

(a)  � a p∋∃u∀t,∃fogat cs(kk)n, a p∋rusok zá∃∋%nak 7I2 ∀/aka∀/;0 

(b)  � a p∋∃u∀t,∃fogat nem cs(kk)n to5á440 a/a/ n)∗ 5álto/ik 7II2 ∀/akasz), 

(c)  � a reped,∀)k ∀/á∗a ,∀ t,∃3ogata i∀∗,t n(5)k)%ni k)/% 7III2 ,∀ IΙ2 szakasz). 

 A 8/ ,bra szerinti I. szakaszban � a terhel,∀ hatá∀á∃a eleinte a p∋∃u∀ok0 ∃)p)%,∀)k 

zá∃∋%nak0 5ag−i∀ a po∃ozitá∀ a kiin%ul∋ n0 ,∃t,k∃õl egy meghatá∃o/ott n1 ,∃t,k∃) [esetleg 

01 !n ] cs(kk)n (ld. Α/ (b) ,bra). Az n1 megfelel a p∋∃u∀4an l,5õ 3olyad,k 5ag− gá/ 

azon egyensúl−i n−o∗á∀ának0 a∗)l− ∗)g3)l)l a p∋∃u∀ 3)l.l)t,n a kõ/)t∗át∃i?4an ,4∃e-
dõ ∃adiáli∀ 3)∀/.lt∀,gnek. 

    10 nnn 33 ,      

  0n   "  1n     [esetleg 0] 

  " # ps nn ### 000 1 &$!   "  " # ps nn ### 111 1 &$!  [esetleg s## ! ] 

 REPEDEZETTSÉGI FELTEVÉS. K.l(n4(/t)∀∀.k ∗)g a repedezetts,g)t a po∃ozitá∀t∋l2 

Az anyag ká∃o∀o%ott∀ága ϑVÁN � VÁSÁRHELYI (2010)] jellemezhetõ )g− ∗ empirikus ún2 

ká∃o∀o%ott∀ági ∗,∃t,kk)l v. jellemzõ5)l (Damage), ahol ∗ = 0 ,∃t,k a/ ,p kõ/)t)t 1)l-
lemzi ,∀ )g− ∗ Χ ∗cr kritikus ká∃o∀o%ott∀ági ,∃t,k a teljesen t(∃)%)/)tt kõ/)t)t, a k(5)t-
kezõk ∀/erint: 

4
5

6
7
8

9
$!

100
1 RM

cr

∗
∗∗   " 44

5

6
77
8

9
$!

cr

RM
∗

∗
∗ 1100 ,                          (5) 

ahol ∗RM  a kõ/)tt)∀t ∗inõ∀9t,∀i ,∃t,k) 5ala∗elyik empirikus osztál−o/á∀i ∃)ndszerben.  

 Teljesen logikusan javasolják0 hog− a ∗ ,∃t,k) 0 ,∀ Ο k(/(tt 5álto//on0 5ag−i∀ a 

válto/∋t no∃∗ál1uk ϑ cr∗ -rel val∋ o∀/tással]: 

4
5

6
7
8

9
$!

100
1 RM∗

∗   "  " #∗∗RM $! 1100 .                                 (6) 
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 Itt fel kell tenni, hogy mit ,∃t)n)k �,p kõ/)t� alatt? A k9∀,∃l)t k)/%)t,n ∃)n%)lk)/,s-
re áll∋ kõ/)t∗intát0 5ag− a p∋∃u∀ n,lk.li t)l1)∀)n t(∗(∃ �)l5i� )∀)t)t2 El∀õ )∀)t4)n a ∗ Χ 

0 ,∃t,kh)/ s## !  t(∗)g∀✟∃✟∀,g ,∀ n Χ 

0 porozitá∀ ta∃to/ik0 a ∗á∀o%ik )∀)tben 

pedig 0## !  ,∀ 0nn ! . 

 A ∗ ily m∋%on )g− 5i∀/onyszá∗0 

amely a 0 ,∀ Ο k(/(tti ta∃tomán−t 3ut1a 4) 

a teljes t(nk∃)∗)netelig. Azonban a 8/ 

,bra akusztikus emisszi∋∀ g(∃4,1) n−ú1t 

valami kapaszkod∋t0 hog− 3i/ikai ,∃t)l-
met is talál1unk n)ki2 Az elvi 10/ ,bra (ii) 
r,∀/) azt mutatja, hogy az ∋0 g(∃4) 
normálá∀á5al ∗)gkaphat1uk a ∗ g(rb,t2 

 Ennek a logikának ∗)g3)l)lõ)n a/ n 

porozitá∀ h)l−)tt i∀ ha∀/nálhatunk )g− 0 

,∀ Ο k(/(tti 5i∀/on−∀/á∗ot0 a/  n0 szerint 
t(∃t,nõ no∃∗álá∀∀alΒ 

0n

n
n

✂
! , 

amelyet pór∃soss,gnak nevezhet.nk2 

  

 Az eddigiek alapján a t)l1)∀ 3ol−a∗at l)9∃á∀á∃a a/ n
✄

 ,∀ a ∗ param,t)∃t ha∀/nálhat1uk 

oly m∋%on (ld. 11/ ,bra), hogy 

 

! az I. szakaszon:   

 " #"gn
☎
!  ,∀  ∗ Χ 0,                 (7a) 

! a II. szakaszon:  

 0!n
✄

  ,∀  ∗ Χ 0,                 (7b) 

! a III-IV. szakaszon:  

 0!n
✄

  ,∀ " #"f∗ ! .           (7b) 

 A ∗ ká∃o∀o%á∀ il−)n 3o∃∗á1ú 3)l3ogá∀á∃a 1∋ 

p,l%a ϑDESAI (2000)] a ká∃o∀o%á∀i állapot)l∗,Α

letrõl sz∋l∋ k(n−ve. 

 

* +=n  

0n

 

∋0 ma9 

* +="  

* +="  

∋0 

10/ ,bra 

* +="  

∗ 

" #"h∋0 !  

" # " #
ma9∋0

h
f∗

"
" !!  

1 

0 

0 

0 

(i) 

(ii) 

(iii) 

n
✆

 

* +="  

11/ ,bra 

* +="  

∗ 

" #"f∗ !  

1 

0 

0 

" #"gn
☎
!  1 
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3. A RUGALMAS ANYAG VISELKEDÉSE AZ ALAKVÁLTOZÁS SORÁN 

M9g a t(k,l)t)∀)n ,p0 ,∀ t(∗(∃ kõ/)t an−ag)g−)nl)t) � a vála∀/tott ∀p)ciáli∀ )∀)t4)n   

"! 0! ,                                                   (8) 

addig a por∋/u∀0 ∃)p)%)/)tt kõ/)t anyagegyenlet,n)k )lõáll9tá∀áho/ n)∗ k)ll ∗á∀0  ∗int 

az 0 ,∃t,k,t matematikailag meghatá∃o/ni0 a 12/ ,br,n láthat∋ ∀/akaszokon.  

   

Vagyis elõ k)llene áll9tani a 18/ ,br,nak megfelelõ f.gg5,nyt: 

" #
" #

" #:
;

:
<

=

>>

>>

>>

!

∀ha∀∗0

∀ha∀0

∀ha∀n
✝

0

0

t"""

"""

""

"

IIIII

III

II 0

ahol 

" # " #
" # " #
" # " #:

;

:
<

=

!!

!!

!!

.,

,,

,,0

IIIII

III

I0

t0000

0000

0000

""

""

"

 

adott esetben nemcsak az ", hanem az n
✞

 ,∀ a ∗ f.gg5,n−,4)n. 

 Azonban ez egy csapda! Ugyanis a (8) alatti "! 0!  egytengely✠ anyagegyenlet a 
oo 32 åóåó K∀7 %% !!  tenzoregyenletek szá∃∗a/tatott 3o∃∗á1a0 ∀ 

K7

K7
0

3

9

&
! ,                        (9) 

ahol 7 a torzulá∀i állapot an−agállan%∋1a0 a K pedig a t,∃3ogat5álto/á∀i ∗o%ulu∀. Νgy ha 

meghatá∃o/tuk az " # " #* +∗∀n
✟

000 "" !!  f.gg5,n−t0 akko∃ %il)∗∗a )lõtt állunk, hogy 

hogyan n,/ ki a 7 f.gg5,n− ,∀ a K f.gg5,n−? É∀ )//)l n)∗c∀ak a/ a p∃obl,∗a0 hog− 

egybõl n)∗ l)h)t k)ttõt )lõáll9tani0 han)∗ a/ i∀0 hog−an f2gg a folyamat a torz∃l,stól és 

a térfogatv,ltoz,stól? 

I II III�IV 0 

" 

00 

0t 

01 33 n  
pór∃soss,g 

 10 >> ∗  
 k,roso%,s 

0 

18/ ,bra 

I"  II"  t"  

I II III IV 

tengelyir,ny6 %eform,ció  [" ] 

12/ ,bra 

arctg 0 

I!  

II!  

t!  

te
n
g
el

yi
r,

n
y6

 f
es

z2
lt

sé
g
  
[!

 ]
 

" #""! 0!  

I"  II"  t"  

arctg 00 

arctg 0t 
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 Mi a teendõ  T(44 1á∃hat∋ ,∀ )g−∗á∀∀al )g−)n,∃t,k✡ út is lehets,g)∀0 ∗i5)l a k9∀,r-
leti m,∃,∀)k ∀o∃án a t)∃h)l,∀ ∗)ll)tt a ho∀∀/i∃án−ú ,∀ a k)∃)∀/ti∃án−ú 3a1lago∀ n−úlá∀o-
kat is m,∃t.kΒ 

 1.  LEHETÕSÉG, hogy a m,∃t '""! ∀∀  ,∃t,k)k4õl ∀/á∗9tá∀ út1án )lõáll9t1uk a 

!!
3

1o ! , !!!!
3

2o !$!% , valamint  " #'&! """ 23
1o  ,∀ " #'$!$! """""

3

2o%  

,rt,k)k)t, s ezekbõl a/ a%atok4∋l hatá∃o//uk ∗)g a 7-t ,∀ a K-t. 

2. LEHETÕSÉG, hogy az 
K7

K7
0

3

9

&
! ,∀ 

K7

K7
0

32

18

$
!'  egyenletekbõl ∗)ghatá∃oz-

zuk a 7-t ,∀ a K-t: 

/
00

00
K∀

00

00
7

2
32

&
!

$
!

'

'

'

'                                   (10) 

 KIINDULÁSI ≅ELTEΙÉS. Lehet, hogy vitathat∋0 %) 3)lt,t)l)/hetj.k, hogy a p∋∃u∀ok 

zá∃∋%á∀á,∃t c∀upán a t,∃3ogat5álto/á∀ (tiszta hidrosztatikus nyomá∀; felelõ∀. A sz(gtor-

zulá∀ (n∗agá4an nem cs(kk)nti a p∋∃u∀ok t,∃3ogatát0 vagyis a 27 nem f.gg a/ n
✠

-tõl 
csupán a ΠK/ 

 Feltehetj.k to5á44á0 hog− � mivel a hidrosztatikus állapot n)∗ ho/ l,t∃) t(nk∃)∗e-
netelt, � 9g− a ΠK  nem f.gg a ∗ ká∃o∀o%á∀i ∗,∃t,ktõl0 ∀ c∀ak a 27 f.gghet tõl)2 Mind-
ezek alapján a  

" #n
✡

KK 33 !   ,∀  " #∗77 22 !                             (11) 

egyszer✡∀9t)tt (∀∀/)3.gg,∀∀)l ∀/á∗olunk0 a∗)l−n)k l,n−)g) az elvi 1:/ ,br,n láthat∋. 

 
1:/ ,bra/ ∋z anyag,llan%ók porozit,stól és k,roso%,stól való f2ggvénye egytengely ☛  fesz2ltség-

,llapot esetén 

arctg 0 

I!  

II!  

t!  
" #"! ∗∀n

☞
0!

 

I"  II"  t"  I'"  II'"  

" # ''! "! ∗∀n
☞

0  

t'"  0 

arctg '0  

'"

 

"  

!  

" # " #" #oo 2 ""!! $!$ i1i1 ∗7  

" #
II

o"" $i1  0 

o"  

arctg 3K 

" # oo 3 "! nK!  

o!  

o
I"  o

t"  " #
ti1

o"" $  

" #o!! $i1  

" o"" $i1

 

" #
ti1

o!! $  

arctg 27 
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 A (11) hipot,/i∀4õl k(5)tk)/ik0 hog− � csupán 1)l)n )∀)t4)n � az anyagt(∃5,n− 

" # " # oo 32 åóåó n
✌

K∀∗7 %% !!                         (12) 

alakú0 a∗)l− a ∗ ,∀ n
✍

 belsõ 5álto/∋5al ∃)ndelkezik. A (12) egyetlen egyenletben: 

" # " # " #* + o232 ååó ∗7n
✌

K∗7 $&! .                      (13) 

 ∋ k∃lcskér%ésΕ a belsõ 5álto/∋kt∋l t(∃t,Α

nõ 3.gg,∀ formá1a ,∀ )/)n 3.gg5,n−ek ,r-
telmez,∀i ta∃to∗án−a.  

 Egytengely☛ 3)∀/.lt∀,gállapotra az (sz-
szef.gg,∀)k)t a 1</ ,bra mutatja. T,∃4)li 

állapot∃a )/ a/ á4∃á/olá∀ a/on4an n)∗ al-

kalmas, mert az I" , II"  ,∀ III"  skalá∃-

,∃t,k)k0 ∀ ∗int il−)n)k n)∗ 1)l(lh)tik ki a 

t,∃3ogati ,∀ to∃/ulá∀i állapot4an a hatá∃okat0 

amelyek sz.k∀,g∀/)∃.)n t)n/o∃i ,∃t,k)ktõl 

f.ggn)k2 

 Itt k,t k.l(n4(/õ )∀)tt)l állunk ∀/)∗4)nΒ 

1. a porozit,s (vagy p∋∃u∀o∀∀ág; csak 
az anyagegyenlet t,∃3ogati ∃,∀/,4)n 

szerepel, amelyet voltak,pp )g− 

skalá∃egyenlet 9∃ l)0 ∀ a/ " #"n
✎

 ,∃t)l-

mez,∀i ta∃to∗ánya: 

I0 "" >> . 

Ez minden tová44i n,lk.l át9∃hat∋ a 3a1lago∀ t,∃3ogat5álto/á∀∀al " #o"n  formá∃a,5 va-

gyis o
I

o0 "" >> -ra. Az 0o!"  als∋ hatá∃ 5oltak,pp n)∗ 3i/ikai, hanem geometriai 

hatá∃0 ui2 a t)∃h)l)tl)n � teljesen kirug∋/ott � indul∋ állapotot 1)l)nti2 Az o
I

o "" !  fel-

sõ hatá∃ 5i∀/ont ∗á∃ a/ an−ag∃a 1)ll)∗/õ ,rt,k0 amikor a p∋∃u∀ok 4)/á∃∋%tak2 E/ 

azonban nem a t,∃3ogat5álto/á∀ hatá∃aΒ oo
ma9stankons "" !! , amelynek el,∃,∀) után 

az anyag tová44 ∗á∃ nem t(∗(∃9th)tõ2  

2. a k,roso%,s az anyagegyenlet torzulá∀i 7%)5iato∃iku∀; ∃,∀/,4)n ∀/)∃)p)l, tehát 3or-

máli∀an %%%
IIIII ååå >> , repedez,∀ k)/%)ti ,∀ 5,g∀õ hatá∃át 1)l/i2 E/ ut∋44it n)5)//.k 

t(nkremeneteli hatá∃nak0 a∗)l−)t ∗at)∗atikailag a tönkremeneteli hat,rfeltétel kell, 
hogy le9∃1on2  

                                                 
5 Egytengely☞ )∀)t4õlΒ " #II3

1o 2I ∀'&! """ . 

II III�IV 

K∀ 7∀ n∀ ∗ 

" 

7 

K0 

" 

" 

0 

0 

n
✍

 

" I " II " III 

I 

?7  

1 

K 

1</ ,bra/ ∋ belsõ v,ltozók egytengely ✏  

esetben 

∗ 

1 
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 Korá44i ∗unkáink4an ∗á∃ l)9∃tuk0 hog− sem a k,pl,k)n−∀,gi ∀)∗ a t(nk∃)∗eneteli 
hatá∃3)lt,t)l nem lehet a fesz.lt∀,gi- vagy a deformáci∋∀ állapot 3.gg5,n−) (n∗agá4an0 

hanem mindkettõ, )g−.tt)∀)n2 Ki5,t)lt k,p)/n)k a n)∗∃)ol∋giai an−agok0 ∗)∃t a/oknál 

a ó  ,∀ a/ å  k(lc∀(n(∀)n )g−,∃t)l∗✌ 3.gg5,n−)i )g−∗á∀nak2 Épp )/,∃t 1)l)n )∀)t4)n 

nem foglalkozunk a k,∃%,∀∀)l2 
  

A BELSÕ VÁLTOZÓK ≅EΗLÕΓÉSI EGYENLETE. A ∗ ká∃o∀o%á∀∀al 3oglalko/∋ [VÁN�

VÁSÁRHELYI (2010)] tanulmán− szerint: 

�A ká∃o∀o%á∀∗)chanika ∀/á∗o∀ )l∗,l)t) a termodinamikai potenciálok 7pl2 ∀/a4ad-
energia) polinomiáli∀ 3.gg,∀,t t,t)l)/i 3)l a %)3o∃∗áci∋t∋l ,∀ a ká∃o∀o%á∀t∋l. Ezt a fajta 
f.gg,∀t ∗)/o∀/k∋piku∀ ∀/á∗9tá∀ok 7PAPENFUSS et al. 2007),  ,∀ a ∃ugal∗a∀∀ágtan )l∗,Α

let,5)l ∗)gta∃tott t)l1)∀ anal∋gia ∗oti5ál1a2 Má∀o%∃)n%✌ t)nzort (fabric tensor) vezetve 
be ká∃o∀o%á∀i pa∃a∗,t)∃k,nt a ∃ugal∗a∀∀ágtannal a/ono∀ )l5)k)t alkal∗azhatunk a sza-
badenergiának a ká∃o∀o%á∀t∋l ,∀ a %)3o∃∗áci∋t∋l 5al∋ 3.gg,∀,n)k ∗)ghatá∃o/á∀á∃a2 

P,l%ául i/ot∃op ká∃o∀o%á∀ )∀)t,n a szabadenergia legáltaláno∀a44, má∀o%3okú 

polinomiáli∀ 3.gg5,n−)  ϑPAPENFUSS & VÁN (2008)] 11 anyagi param,t)∃t ta∃tal∗a/ a 

rugalmassági pa∃a∗,t)∃)k)n k95.l2 Azonban a má∀o%∃)n%✌ t)n/o∃ n)∗ a/ )g−)tl)n le-
hets,g)∀ ká∃osodá∀i  5álto/∋0 a ∗ik∃o∃)p)%)/,∀ i∃án− ,∀ ho∀∀/ ∀/)∃inti átlagolá∀a ∀kalá∃ 

,∀ 5)kto∃i ∃)n%✌ ká∃o∀o%á∀i pa∃a∗,t)∃)kh)/ i∀ 5)/)th)t0 a ∃)p)%,∀∃)n%∀/)∃ ∀/im-
metriáit∋l 3.ggõ)n2 Mi5)l a kõ/)tt(∗)g o∀/tál−o/á∀i ∃)n%∀/)∃)k n)∗ 5)∀/ik 3ig−)l)∗4) 

a reped,∀ ,∀ t(∃)%)/,∀∃)n%∀/)∃ ∃,∀/l)t)it0 )/,∃t ∗i i∀ a to5á44iak4an a l)h)tõ l)g)g−∀z-
er✌440 ∀kalá∃i∀ 5álto/∋t ta∃tal∗a/∋ ,∀ ∗ini∗áli∀ ∀/á∗ú an−agi pa∃a∗,t)∃t 4)5)/)tõ 

modell feláll9tá∀á∃a t(∃)k∀/.nk2 A termodinamikai megfontolá∀ok 4i/to∀9t1ák0 hog− )l-
m,l)ti ∗o%)ll.nk ∃o4o∀/tu∀0 a/a/ a pa∃a∗,t)∃)k 5álto/á∀á∃a ,∃/,k)tl)n legyen.   

Elsõ ,∀/∃)5,t)l.nk a/0 hog− a ká∃o∀o%á∀ k.l(n4(/ik a n)∗)g−)n∀úl−i t)∃∗o%ina∗i-
ka klasszikus belsõ 5álto/∋it∋l a/ )g−i∃án−ú t)∃1)%,∀i tula1%on∀ág4anΒ a ká∃o∀o%á∀ a/ i%õ 

f.gg5,n−,4)n tipiku∀an n(5)kszik, cs(kk)nni c∀ak ∃itka0 ki5,t)l)∀ )∀)t)k4)n ha1lan%∋2 

Ez,∃t a szabadenergia ká∃o∀o%á∀3.gg,∀)ko∃ ol−an 3.gg5,n−kapc∀olat i∀ ∀/∋4a k)∃.lh)t0 

amely nem szimmetrikus a nullá∃a0 )∀)tl)g n)∗ i∀ ,∃t)l∗)/)tt n)gat95 ká∃o∀o%á∀ )∀)t,n2 

Ez a megfigyel,∀ 5)/)t a/ )l∀õ alap3)lt)5,∀.nkh(/Β a k,roso%,s egys,g)∀)n g−)ng9ti a 

kõ/)tt(∗)g ∃ugal∗a∀ k(t,∀)it ,∀ a ∃ugal∗a∀ )n)rgia cs(kk)n,∀) a∃án−o∀ a/ anyag 
rugalmasenergia tartalmá5al. Azaz felt,t)l)//.k0 hog− a ká∃o∀o%á∀ energetikai jelleg✌0 

tehát ug−ana/ a ká∃o∀o%á∀ a 1o44an %)3o∃∗ál∋%ott k(/)g )n)∃giata∃tal∗át 1o44an c∀(k-
kenti.�  

Mindez elmondhat∋ a po∃o/itá∀∃a i∀0 c∀ak )ll)nk)/õ )lõ1)ll)l2 A/ an−ag po∃∋/u∀∀ága 

is cs(kk)nti a %)3o∃∗ál∋%ott k(/)g )n)∃giata∃tal∗át0 a/on4an a %)3o∃∗ál∋%á∀∀al a po∃o-
zitá∀ c∀(kk)n0 5ag−i∀ a/ )n)∃giatartalom nõ2 
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Ez a hivatkozott cikk, egy egy,4k,nt ,∃t)l∗)/h)t)tl)n 0 alakválto/á∀i ∗o%ulu∀t 

vizsgál0 ∀ )?pon)nciáli∀ ∗o%)ll1,4)n6 az " # ∗
i0∗0 $$! e eredm,n−h)/ 1ut ϑΘΟ2 ol%al 

(8)], "! 0!  egytengely✍ an−agt(∃5,n− )∀)t,n2 (Az $  ,∃t,k), empirikus (∀∀/)3.gg,Α

sekbõl: 2,624� 4,440.) 

Azonban ezen cikk k(5)tk)/t)t,∀)i a oo 32 åóåó K∀7 %% !! anyagt(∃5,n−n,l i∀ al-

kalmazhat∋k0 ∀ a 5,g)∃)%∗,n− 

" # ∗7∗7 $$! e22 , " # n
✑

Kn
✒

K %$! e33 ,                               (14) 

ahol $ a ká∃o∀o%á∀∃a0 % a porozitá∀∃a 5onatko/∋ an−agi pa∃a∗,t)∃2 

[DESAI, CH,S. (2000)] ká∃o∀o%á∀i állapot)l∗,l)t)0 amely szint,n a/ an−ag5i∀)lk)/,∀ 
,p állapot4∋l 7R)lati5) Intact State) a t(nk∃)∗)nt állapot4a 7≅ull− A%1u∀t)% Stat); 5al∋ 

át∗)n)t,t 9∃1a (lá∀% k(5)tkezõ cikk;2 M9g VÁN�VÁSÁRHELYI a ∗-t egyetlen k9∀,∃l)ti 

úton ∗)ghatá∃o/hat∋ $  empirikus param,t)∃∃)l 1)ll)∗/i0 a%%ig DESAI  szint,n )?po-

nenciáli∀ (∀∀/)3.gg,∀)  k,t � ∋ ,∀ Φ � param,terrel adott. 
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6 Ahol a szerzõk 3)lt,t)l)/ik0 hog− a ká∃o∀o%á∀ ∀o∃án 4)k(5)tk)/õ ∃ugal∗a∀ )n)∃gia c∀(kk)n,∀) a∃án−o∀ 
az anyag rugalmasenergia-tartalmá5al2 
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PORÓZUS- ÉS  TÖREDEZETT ANYAGOK 

REOLÓGIAI VISELKEDÉSE 

 
∋sszonyi (sa)a � Szarka ∗olt+n  

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

,ole�alo−+  M+rta 
DOLEXPERT, PRAHA � MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

.+n /éter  
KFKI RMKI ELMÉLETI FIZIKA FÕOSZTÁLY,  BME ENERGETIKAI GÉPEK ÉS RENDSZEREK TANSZÉK, 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

 
 

∋ tan∃lm+ny CAI, MARTIN ÉS CHANDLER  kö−etkeztetései)õl kiind∃l−a −eszi −izsg+lat al+ a 
mechanikai anyag−iselkedést a))an az eset)en∀ ha az anyag pór∃sos −agy töredezett0  

1a a kõzet tömör∀ akkor az anyagegyenlet a r∃galmas tartom+ny)an  

oo 32 åóåó K
2

∀3
2 dd !!  

reológiai egyenlettel reprezent+lható∀ amennyi)en poróz∃s és töredezett∀ akkor pedig  

oo )(3)(2 åóåó nK
2

∀,3
2 dd !!  

összef4ggéssel∀ ahol 3
2

∀ ill0 K
2

 a torz∃l+si∀ ill0 térfogati anyagoper+tor 5differenci+loper+tor6∀ 
n �  a porozit+s és , �  a k+rosodotts+g mértéke0 

 

BEVEZETÉS 

 A szerzõk az elõzõ tanulm∀ny∃an a homo∋(n∗ izot,o− anya∋ok m).hanikai vi0)lke-
d(0(v)l 1o∋lalkoztak∗ 0 viz0∋∀lataikat a ,u∋alma0 �)∋y)n02lyi� anya∋t3,v(ny,) ko,l∀toz-
t∀k4 A k3v)tk)zõk∃)n az 300z)0 t3∃∃i )0)t)t i0 m)∋viz0∋∀ljuk∗ a l)∋∀ltal∀no0a∃∃: ,u∋al-
mas-k(−l(k)ny �n)m)∋y)n02lyi� anya∋t3,v(nny)l ∃)z∀,7la∋4 

AZ ANYAGTÖRVÉNY. A mechanik∀∃an az anya∋ot a kon0tit2.i70 )∋y)nl)t∗ va∋y m∀0 

n(v)n anyagtör−ény í,ja l)4 ;ind)n anya∋nak van anya∋t3,v(ny)4 Az anya∋ kon0tit2.i-
70 )∋y)nl)t) n)m 1ü∋∋h)t 0)mmi m∀0t7l .0ak az anyagt7l ma∋∀t7l4 T)h∀t n)m fü∋∋h)t 
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pl. a kül3n∃3zõ t),h)l(0i 1olyamatok 0o,,)ndj(tõl∗ i,∀ny∀t7l∗ a koo,din∀ta,)nd0z),tõl∗ 

amiben elhelyezem az anyagot, stb. Ebbõl k3v)tk)zik∗ ho∋y az anya∋nak nin.0 kül3n 

anyagt3rv(ny) ,u∋alma0 ∀lla−ot∃an∗ k(−l(k)ny ∀lla−ot∃an∗ va∋y t3,)d)z)tt ∀lla−otban. 
�E∋y)tl)n� anya∋t3,v(ny van .0ak4 Ezt a 1izika∗ a t)rmodinamika alapt3,v(ny)i∃õl k)ll 

deduktív) l)v)z)tni∗ ha tudjuk∗ 0 n)m l)h)t 0zu∃j)ktív (0zkonstrukci74 

Az �anya∋t3,v(ny�-t a gyakorlatban abb7l k3v)tk)zt)th)tjük ki∗ ho∋y mily)n vi0)l-
ked(0t ta−a0ztalunk a kül3n1(l) 1olyamatok∃an41 Mivel lehet egy folyamat tiszt∀n ,u-
galmas, az ilyen esetekben regisztr∀lt vi0)lk)d(0∃õl .0ak a ,u∋alma0 300z)1ü∋∋(0)k,) 

k3v)tk)zt)th)tünk4 Ha0onl7k(−− a k(−l(k)ny∗ va∋y t3,)d)z(0i z7n∀∃an j∀t0z7d7 1olya-
matokb7l (0zl)lt)k csup∀n a,,a a ta,tom∀ny,a 0zol∋∀ltatnak in1o,m∀.i7t4 Azon∃an az 

anyagt3,v(ny �)∋y�∗ .0u−∀n az )m∃),i 1)lo0zt∀0 ∃ontja ,(0zl)t)k,)4 Enn)k m)∋1)l)lõ)n 

az anyagt3,v(nyn)k van .0u−∀n ,u∋alma0∗ k(−l(k)ny∗ 0t∃ ta,tom∀ny,a 0zûkít)tt 1o,m∀ja∗ 

s ez szokott sokszor f(l,)v)z)tni ∃)nnünk)t4 A 1∀zi0okat i0 a 1∀zi0hat∀,ok v∀la0ztj∀k )l 

egym∀0t7l mat)matikaila∋∗ m(∋0)m .(l0z),û 1∀zi0onk(nti anya∋t3,v(ny,õl ∃)0z(lni∗ 

holott az 300z)1ü∋∋(0)k)t a m)∋i0m),(0 1olyamat∀∃an )lõ0z3, 1∀zi0onk(nt ∃ontjuk 1)l4  

Az anyagviselked(0t a konstit7ciós egyenlet, m∀0 n(v)n anyagtör−ény í,ja l) mate-
matikai form∀∃an4 Ez a 1)0zült0(∋t)nzo, a t),modinamikai v∀ltoz7k 1ü∋∋v(ny(∃)n4 A 

legegyszerû∃∃ izot,o− anya∋ok )0)t(n az anyagt3,v(nyt k(t )∋y)nl)tben: a deviatorikus 
(v. torzul∀0i) egyenletben, (s a g3m∃i (v. t(,1o∋atv∀ltoz∀0i) egyenletben í,juk 1)l∗ m),t 

í∋y j)l)nik m)∋ a l)∋)∋y0z),û∃∃ 1o,m∀∃an4 Pl4 a tehetetlens(∋i POYNTING-THOMSON-f(l) 

2n4 �0tanda,d� mod)ll )∋y)nl)t) ?.0ak ,u∋alma0 1olyamatokn∀l (0 n)m −o,7zu0 anya-
gokn∀l≅: 
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az anyag∀lland7kat (0 idõ0z),inti d),iv∀l∀0t ta,talmaz7 anyagoper+torok. 

 Az anyagegyenletet az(,t .(l0z),û k(t r(0z∃)n t∀,∋yalni∗ m),t )∋y,(0zt 0okkal ti0z-
t∀∃∃ k(−)t mutat∗ m∀0,(0zt í∋y .0ak ala.0onya∃∃ ,)ndû idõd),iv∀ltakkal van dol∋unk4 

P(ldak(−−)n: 

                                                 
1 Egyszerû t),modinamikai −(lda: az anya∋nak van ∀lland7 nyom∀0on vett fajhõj)∗ ∀lland7 t(,1o∋aton v)tt 
fajhõj)∗ (0 m(∋ 0z∀mtalan m∀0∗ 1olyamatt7l 1ü∋∋õ 1ajhõj)Α va∋yi0 az anya∋ �hõ∀tad∀0i vi0)lk)d(0)� 1o-
lyamatt7l 1ü∋∋4 U∋yan)z i∋az a �hõt∀∋ul∀0i vi0)lk)d(0,)�∗ a �kom−,)00zi∃ilit∀0i vi0)lk)d(0,)�∗ a �to,zul∀Β
si (nyí,∀0i≅ viselked(0,)�∗ 0t∃4 
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 Az anyagt3,v(ny ?Χ≅ 0z),inti 1o,m∀j∀∃an az anya∋∀lland7k na∋yon ∃onyolult k(−)t 

mutatnak, s a feszült0(∋)k i0 (0 a d)1o,m∀.i7k i0 )∋∋y)l ma∋a0a∃∃,)ndû idõd),iv∀ltakat 

tartalmaznak, mik3z∃)n az ?1≅ (0 ?3) teljesen egyen(,t(kû)k. Ezen okok miatt (0 k(Β

nyelmi szempontb7l a k3v)tk)zõ∃)n mindi∋ a to,zul∀0i (0 t(,1o∋ati anya∋)∋y)nl)t)t 

tekintjük4 ;ind)hh)z hozz∀j∀,ul m(∋∗ ho∋y )∋y0z),û0ítõ 1)lt)v(0ünk 0z),int a �−o,ozi-
t∀0� 0z),)−) a t(,1o∋atv∀ltoz∀0i )∋y)nl)tn(l van .0ak∗ mí∋ a t3nk,)m)n)t)l )lõtti �,)−e-
dezetts(∋� .0u−∀n a to,zul∀0i ∀lla−ot∃an j∀t0zik 0z),epet. 

 A t∀,∋yal∀0 0o,∀n mind)n l)h)t0(∋)0 )0)t)t viz0∋∀lunk∗ az )∋y0z),û∃∃tõl a ∃onyolul-
tabb fel( haladva∗ ho∋y lehetõl)∋ lo∋iku0 (0 ∀tt)kinthetõ l)∋y)n a mondanival7nk4 

 A) �8ömör� anyagra,  illetve B) �/oróz∃s� anyagra t3,t(nõ feloszt∀0t k3v)tjük∗ �)∋y)n-
s2lyi� (0 �n)megyens2lyi� ?va∋yi0 ,)ol7∋iai≅ )0)t,): 

1.   �E∋y)n02lyi� anya∋t3,v(ny 2. �Nemegyens2lyi� anya∋t3rv(ny  

 1.1 tiszt∀n ,u∋alma0 ∀lla−ot∃an   2.1 tiszt∀n ,u∋alma0 ∀lla−otban 

 1.2 rugalmas�k(−l(k)ny ∀lla−ot∃an   2.2 rugalmas-k(−l(k)ny ∀llapotban 

 1.3 rugalmas�t3nk,)m)n)t)li z7n∀∃an   2.3 rugalmas�t3nk,)m)n)t)li z7n∀ban 

 1.4 rugalmas�k(−l(k)ny�t3nk,)meneteli z7n∀∃an   2.4 rugalmas�k(−l(k)ny�t3nk,)m)n)t)li z7n∀ban
        

 

                                                 
2 oooo __________ ååååååååóóó !!!!!!!!!!!!!!! """""""!""  
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POROZITÁS ÉS KÁROSODÁS 

 
Az elõzõ [ASSZONYI et al. (2011)] cikk felt(t)l)z(0)i 0zerint: 

� az anyag porozit∀0∀nak (n), vagy p7,u0o00∀∋∀nak ? n
✂

) v∀ltoz∀0a3 a t(,1ogat-
v∀ltoz∀0i ?∋3mbi) t(rben,  

� az anyag k∀,o0od∀0a∗ ,)−)d)z)tt0(∋) ?,) a torzul∀0i ?d)viato,iku0) t(,∃)n  

jelentkezõ j)l)n0(∋4 

 Amí∋ a hat∀,1)lt(t)l)k j7l d)1ini∀lt mat)matikai 300z)1ü∋∋(0)k∗ 0 )nn)k m)∋1)l)lõ)n 

a repedez(0 k)zd)t)∗ mint hat∀,1)lt(t)l i0 mat)matikaila∋ n)m m)∋fogalmazott ∀lla−ot4 

Azonban a p7,u0ok z∀,7d∀0a )m−i,iku0an m)∋i0m),h)tõ∗ de fizikailag m(∋ n)m 1)lt∀,t4 

    
90 +)ra 

 A 90 +)r+n bal oldal∀n a , k∀,o0od∀0 (0 az n
✂

 p7,u0o00∀∋ fejlõd(0) l∀that7 a hivat-

kozott cikkben k3z3lt)kn)k m)∋1)l)lõ)n4 Enn(l a −7,u0ok z∀,7d∀0a )∋y m)∋hat∀,ozott 
o
I$  (,t(kh)z k3th)tõ Ε % & 0o

I !$n
✄

]. A jobboldalon azt � az ∀ltalunk java0olt � esetet mutat-

juk, hogy a p7,u0ok z∀,7d∀0∀,a n)m adunk 1)lt(t)lt∗ han)m azok az  o
I$  (,t(kn(l l)gye-

nek z(,u0 k3z)li (,t(k)k (s % & 0lim o !
./

$n
☎

n
✆ . Ez∀ltal a −7,u0ok ∃)z∀,7d∀0∀,a n)m k)ll ha-

t∀,1)lt(telt keresni. 

Azonban ezen cikk k3v)tk)zt)t(0)i szerint a oo 32 åóåó K∀3 dd !!  )∋y)n02Β

lyi anyagt3,v(nyn(l a , (0 n
✂

 belsõ v∀ltoz7k a ,u∋alma00∀∋i modulu0 v∀ltoz∀0∀∃an 1)j-
tik ki hat∀0ukat: 

% & ,3,3 %'! e22 , [ 10 00 , ], % & n
✝

Kn
✄

K &'! e33 , [ 00 n
✞

n
✞
00 ], 

ahol % a k∀,o0od∀0,a∗ & a porozit∀0,a vonatkoz7 ?)m−i,iku0≅ anya∋i −a,am(t),4 

                                                 
3 Az n

✂
 p7,u0o00∀∋ az 0n  kezdeti porozit∀0∃7l∗ 0n:nn

✞
!  norm∀l∀00al ka−ott j)ll)mzõ4 

d
å  

o$  

d
f

d WW !  
d

t
d!  

, 

1 

1 
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0 

n
✂

 d
,

d !  

0!/ n
✂
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å  

o$  

d
f

d WW !  

A -  p7,u0ok z∀,7d∀sa 

repedez(0 
kezdete 

d
t

d!  , 
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1 
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0 

n
✂
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I$  

, = 0 

, = 1 
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HATÁRΦELTÉTELEK 

Annak meg(,t(0(h)z∗ ho∋y mi(,t )zt a 1)lo0zt∀0t k3v)tjük∗ 300z) k)ll 1o∋lalnunk az 

2n4 hat∀,1)lt(t)l)k)t4 Kül3n∃)n (,th)t)tl)n p(ld∀ul, hogy adott esetben az anyag 2∋y k),ül 

∀t a t3nk,)m)n)t)li z7n∀∃a∗ ho∋y k3z∃)n n)m l(− 1)l k(−l(k)ny ∀lla−ot∗ nin.0 ma,ad7 

alakv∀ltoz∀04 

A szil∀,d t)0t)k kontinuumm).hanik∀j∀∃an � bele(,tv) a kõz)tm).hanik∀t i0 � eddig 
az anyag viselked(0(n)k kül3n∃3zõ ta,tom∀nyait 

(f∀zisait) 
� rugalmas (0 k(−l(k)ny � 

ismertük∗ am)ly)k)t az )∋y)0 1∀zi0hat∀,ok v∀la0z-
tanak el egym∀0t7l: 
� k(−l(k)ny0(∋i (0 t3nk,)m)n)t)li hat∀,4 

A t3nk,)m)n)t)li hat∀,on t2l nin.0 0)mmi∗ az 

anyag kontinuit∀0a m)∋0zûnik∗ kontinuum-felfo-
g∀0sal nem t∀,∋yalhat74 

Ez az 10 +)ra azt is mutatja, hogy a t3nk,)me-
netelhez eljuthatunk a rugalmas ∀lla−ot∃7l a k(−l(kenyen ∀t a t3nk,)m)n)t)li∋∗ d) azt is, 
hogy lehets(∋)0 olyan t3,(0 i0∗ am)lyn(l az anya∋ )∋y)tlen pillanatra sem kerül k(−l(Β

keny ∀lla−ot∃a44 R(∋7ta tudjuk∗ ho∋y mind)n anya∋n∀l )lõ1o,dulhat ilyen tí−u02 t3nk,e-
menetel. Legjobb p(lda ),,)∗ ha az anya∋ot olyan i0m(t)lt i∋(ny∃)v(t)ln)k t)0szük ki∗ 

amelynek sor∀n 0oha n)m (,jük )l a k(−l(k)ny0(∋i hat∀,t∗ m(∋i0 )∋y idõ ut∀n az anya∋ 

hirtelen elt3,ik4 Szok∀0 )zt ki1∀,ad∀0nak∗ ,id)∋t3r(0n)k i0 n)v)zni4 Enn)k 1izikai ma∋ya-
r∀zat∀t i0 ismerjük4  

Eddig nem foglalkoztunk � csup∀n )lõzõ .ikkünk∃)n∗ � a teljes t3nk,)menetelt meg-
elõzõ ta,tom∀nnyal∗ amiko, az 

anyagokban kialakul7 mik,o-
reped(0)k m(∋ n)m (,ik )l azt a 

szintet, amikor azt m∀, 0z(t-
esettnek kell tekinteni. Ennek 
oka, hogy a szerkezeti anyagok-
n∀l m(,n3ki 0z)m−ont∃7l a t3,e-
dezetts(∋ 0o0e volt megengedett. 
Viszont a m(ly(−ít(0∃)n∗ ala∋2t-
(−ít(0∃)n∗ ∃∀ny∀0zat∃an, a kõze-
tek t3,)d)z)tts(∋) 0ok )0)tben 

                                                 
4 Pl. a rugalmas ∀lla−ot∃an v(∋,)hajtott i0m(t)lt i∋(ny∃)v(t)l)kk)l (a rideg t3,(0 j)l)n0(∋)≅4 

       Képlékeny
tartom+ny

 

R∃galmas 
tartom+ny 

Képlékenységi határ 

Tönkremeneteli határ 

10 +)ra 

Képlékenységi határ 

   
                                                8öredezett 

anyag 
tartom+nya 

Tönkremeneteli határ 

20 +)ra 

       Képlékeny
tartom+ny

 

R∃galmas 
tartom+ny 

Kezdeti töredezés határa 
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m∀, az (,int)tl)n in sit∃ kõz)tk3,ny)z)t∃)n i0 m)∋j)l)nhet, s az emberi beavatkoz∀0 

(m(,n3ki l(t)0ítm(ny≅ i0 l(t,ehozhatja azt. 

 Vagyis eddig nem foglalkoztunk a töredezett anyagok mechanikai tulajdons∀gaival. 
É−−)n )z(,t 1)l 0)m m),ült ∃)nnünk∗ ho∋y k)ll l(t)zni) m(∋ )∋y hat∀rfelt(t)ln)k∗ am)ly 

el(,(0) ut∀n k)zdõdn)k a ,)−)d(0)k∗ d) az anya∋ m(∋ n)m 0z(t)0)tt∗ t)h∀t tov∀∃∃,a i0 

kv∀zi-kontinuumnak tekinthetõ4 Va∋yi0 az 10 +)r+n l∀that7 hat∀,∗ val7j∀∃an ma∋a i0 )∋y 

tartom∀ny ?ld4 20 +)ra). 

Az anyagban az alakv∀ltoz∀0 0o,∀n a 0z),k)z)ti ,(0z)k∃)n v∀ltoz∀0 k3v)tk)zh)t ∃)4 

Ezekhez a szerkezeti v∀ltoz∀0okhoz k3tjük a kül3n∃3zõ � k(−l(k)ny0(∋i∗ t3nkremeneteli 
� hat∀,1)lt(t)l)k)t4  

A képlékenységi hat+r az a pillanatnyi ∀lla−ot a 1olyamat 0o,∀n∗ amikor megjelennek 
a marad7 ?vi00za n)m .0in∀lhat7≅ d)1o,m∀.i7k4  

A tönkremeneteli hat+r, az az ∀lla−ot∗ amiko, a testben a kontinuit∀0 ∀ltal∀no0an meg-
szûnik, az anyag 300z)t3,ik∗ 0 a kezdeti töredezés hat+ra∀ ahol a , k∀,o0od∀0i t(ny)zõ 

z(,u0 (,t(k) megszûnik.  

Ezeket a kü0z3∃(,t(k)k)t mat)matikai 1o,m∀∃an a hat+rfeltételek í,j∀k l)4 Az anyag 
szerkezeti elrendez(0) a hat∀, k(t oldal∀n minõ0(∋il)∋ kül3n∃3zõ4 P(ld∀ul a ma,ad7 alak-
v∀ltoz∀0 t)h),m)nt)0ít(0 sor∀n sem tûnik )l∗ va∋y −)di∋ a t3,(0 k)zd)t)ko, m)∋jelenõ 

mikroreped(0)k 0)m 1o,,nak t3∃∃( 300z)4 

Az irodalom a hat∀,1)lt(t)l)k h∀,om 1o,m∀j∀t i0m),i∗ 1ü∋∋)tl)nül att7l∗ ho∋y m)lyik 

hat∀,1)lt(t)l,õl van 0z7, annak fü∋∋v(ny(∃)n∗ ho∋y m)ly)k a 1ü∋∋)tl)n v∀ltoz7k: 

(i) � [ % &ó✟ , % &1∀∀óó !
✟ , ] fesz4ltségi hat∀,1)lt(t)lt∗ am)lyn(l a mat)matikai 0t,ukt2Β

ra (fü∋∋v(ny≅ .0ak (0 )∋y)dül a 1)0zült0(∋t)nzo,t7l, vagy annak invari∀n0ait7l 

fü∋∋4 A gyakorlatban ezek a leggyakrabban alkalmazott hat∀,1)lt(t)l)k (okta(de-
res feszült0(∋∗ ,)duk∀lt 1)0zült0(∋∗ 0t∃4 form∀j∀∃an). 

(ii) � [ % &å✟ , % &1∀∀åå !✟ , Γ alak−+ltoz+si hat∀,1)lt(t)lt∗ am)lyn(l a mat)matikai 0t,uk-

t2,a .0ak (0 )∋y)dül a d)1o,m∀.i7- v. alakv∀ltoz∀0i t)nzo,t7l∗ va∋y annak inva,i-
∀n0ait7l 1ü∋∋4 A ∋yako,lat∃an )z)k ,itk∀n alkalmazott hat∀,1)lt(t)l)k4 

(iii) � [ % &W✟ , % &1∀∀W åó !:✟ , Γ energia- −0 deform+ciós-m∃nka hat∀,1)lt(t)lt∗ amely-

n(l a fü∋∋)tl)n v∀ltoz7 a ,u∋alma0 )n),∋ia∗ a d)1o,m∀.i70 munka∗ az )n),∋ia-
disszip∀.i7∗ 0t∃4 

 Az egyetlen fizikailag elfogadhat7 hat∀,1)lt(t)l a ?iii≅∗ m),t ∃izonyíthat7 t(ny, hogy 
3nma∋∀∃an −l4 a 1)0zült0(∋tõl n)m 1ü∋∋h)t a k(−l(k)ny0(∋i kü0z3∃∗ han)m .0ak a 1e-
szült0(∋tõl (0 a d)1o,m∀.i7t7l )∋yütt)0)n∗ amit a munka- vagy energia-felt(t)l)k í,nak l)4  

Az alakv∀ltoz∀0i 1olyamat 0o,∀n )∋y t)t0zõl)∋)0 t idõ−ont∃an a ?t(,1o∋at)∋y0(gre ju-
t7≅ alakv∀ltoz∀0i t)lj)sítm(ny: 
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åóó !!" 2!3! ✠✡
. 

Vegyük azt az )∋y0z),û )0)t)t∗ ho∋y a k)zd)ti t0 = 0 idõ−ont∃an az anya∋ 1)0zülts(∋- 

(0 d)1o,m∀.i7m)nt)0: % &ó !0 , % &å !0 , s ekkor a  

deform+ciós m∃nka: 

444 !!!
ttt

dtdtW/dtW
000

: åó !! , 

illetve a torz∃l+si és térfogat−+ltoz+si deform+ciós m∃nka [ oWWW d"! ]:  

444 !!!
d

dd
t

dd
t

dd d3
2

dtdtWW
å� åååó !!! :2:

00
54!
i=

t

i=i=
d3

2

0

2 $$ ! ,                     (4) 

4!4!4!
o

oo

0

oo

0

oo :
~

3:
å✁ åååó dKdtdtWW

tt
!! 4!

o

0

oo3
$

$$ dK
2

.                         (5) 

 A 2006-2009 (v)k sor∀n ebben a k3nyv0o,ozat∃an l)í,takat nem kív∀nv∀n m)∋i0m(Β

telni, csak a v(∋),)dm(nyt � a szük0(∋)0 ko,,)k.i7val � foglaljuk 300z): 

A k(−l(k)ny0(∋i hat∀, )∋y ∃izonyo0 d
fW torz∃l+si deform+ciós m∃nka el(,(0) ut∀n 

k3v)tk)zik be. E hat∀, alatti i0m(telt ig(ny∃)v(t)l )0)t(n az anya∋nak nin.0 m7dj∀∃an 

k(−l(k)ny ∀lla−ot∃a k),ülni4  

A t3,(0 vi0zont az d
t torz∃l+si diszperziós m∃nka (,t(k(h)z k3t3tt4 Az anya∋∋al k3Β

z3lt  dW  torzul∀0i d)1o,m∀ci70 munka (0 az anya∋∃an t∀,olt d6  torzul∀0i ,u∋alma0 

energia kül3n∃0(∋) a d  torzul∀0i diszperzi70 munka. Az d az a munka, amelyet az 

anyag nem k(−)0 ,u∋alma0an ?m).hanikai 1o,m∀∃an vi00zany)rhetõ)n≅ t∀,olni. Ez a 

munka egyr(0zt hõv( alakul, lead k3,ny)z)t(n)k Ε)z a   d disszip+ciós munka]. M∀sr(0zt 

a belsõ 0z),k)z)ti ,(0z)k ∀talakul∀0∀,a ?k(−l(k)ny d)1o,m∀.i7k l(t,)hoz∀0∀,a≅ 1o,dít7dik 

[ez a befagyott rugalmas energia, vagy m∀0 n(v)n   d képlékenységi munka], ami szint(n 

nem nyerhetõ vi00za4  

A diszperzi70 munka (,t(k) az i0m(t)lt i∋(ny∃)v(t)ln)k m)∋1)l)lõ .iklu0 )0)t(n )∋y 

meghat∀,ozott d
iL (,t(k∗ am)ly)k mind)n .iklu0n∀l 300z)ad7dik [5i

d
i ], s kellõ 0z∀Β

m2 i0m(tl(0 )0)t(n )l(,i a k,itiku0 (,t(k)t [ d
ii

d
i5 ! ], s bek3v)tk)zik a t3r(0 ?ld4 

WÖHLER-g3,∃(k≅4 

Az eddigi munk∀ink∃an h)lyt)l)nül a di0z−),zi70 munk∀t di00zi−∀.i70 munk∀nak ne-
veztük4 Ta,talmila∋ j7l í,tuk 1)l∗ m),t az összes m∃nka mín∃sz r∃galmas energiaként (r-
telmeztük4 Emiatt elkendõztük � sõt n)m i0 )ml)∋)ttük � a k(−l(k)ny0(∋i munk∀t∗ kül3n 

nem is emlegettük )zt a 1o∋almat4  
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Ö00z)1o∋lalva: 

∋ ☛  %eform+ciós m∃nka: 

oWWW d"!  
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300z)t)võdik 6 r∃galmas energi+)ól (0   := W � 6 diszperziós m∃nk+)ól: 
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t
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s ez ut7∃∃i −)di∋   := ≅  ,  a képlékenységi m∃nk+)ól (0 az   disszip+ciós m∃n-

k+)ól: 
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 Az anyagtör−ény a teljes alakv∀ltoz∀0i ta,tom∀nyon (,v(ny)s 300z)1ü∋∋(0∗ 0 a hat+r-

feltételek, mint elv∀la0zt7 1)lül)t)k j)l)nn)k m)∋ az alakv∀ltoz∀0i t(,∃)n4 Ha az alakv∀l-

toz∀0okn∀l az o
ååå "! d  deviatorikus (0 ∋3m∃i 1)lo0zt∀0t k3v)tjük∗ akko, k(t 1ü∋∋)tlen 

tenzort(,∃)n Ε oo
åóåó '' ∀dd ] j∀tsz7dnak l) a 1olyamatok∗ 0 a % & % &oo

åóåó ∀dd  konstit2Β

ci70 300z)1ü∋∋(0)k � (0 .0aki0 )z)k � is fü∋∋)tl)n)k egym∀st7l4 

A k(−l(k)ny0(∋i (0 t3nkremeneteli hat∀,1)lt(t)l)k teh∀t csak a torzul∀0i ?d)viatorikus) 
t(,∃)n j)lennek meg (20 +)ra). Eddig nem foglalkoztunk a teljes t3nk,)m)n)t)lt m)∋elõzõ 
tartom∀nnyal4   
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Ekkor az anyagokban kialakul7 

mikroreped(0)k m(∋ n)m (,ik 

el azt a szintet, amikor azt m∀, 

sz(t)0)ttn)k k)ll t)kint)ni4 Va-
gyis nem foglalkoztunk a töre-

dezett anyagok mechanikai 
tulajdons∀∋aival4 É−−)n )z(,t 1)l 0)m m),ült ∃)nnünk∗ hogy kell l(t)zni) m(∋ )∋y hat∀r-
felt(t)ln)k, amely el(,(0) ut∀n k)zdõdn)k a ,)−)d(0)k∗ d) az anya∋ m(∋ n)m 0z(tesett, 
teh∀t tov∀∃∃,a i0 kv∀zi-kontinuumnak tekinthetõ4  

Erre vonatkoz7an az i,odalom∃an m(∋ .0ak )l∋ondol∀0 � nemhogy hat∀,1)lt(t)l � sem 
tal∀lhat74 A t(ny)k ,3∋zít(0(n kívül � ld. elõzõ .ikk Η4 ∀∃,∀j∀t � fizikai, vagy termodina-
mikai felt∀,∀0 n)m t3,t(nt4 Ennek a hat∀,1)lt(t)ln)k )z(,t m(∋ n)v) 0in.04 ;unkacímk(nt 

nevezzük )zt töredezési hat+rfeltételnek (kezdeti t3,)d)z(0 hat∀,1)lt(t)l(n)k≅4  

A k3v)tk)zõk∃)n 0−)kulatív) megkí0(,)ljük ennek a felt(t)ln)k a m)∋keres(0(t. 
M7d0z),ünk, mint eddig annyiszor, a nem lehets(∋)0 1)lt(t)l)k kiz∀,∀0a, s v∀la0zt∀0 a 

lehets(∋)0)k k3zül4 T2l 0ok va,i∀n0 nin.0∗ mivel a megold∀0 .0ak a d)viato,iku0 v∀ltoz7k 

k3z3tt keresendõ∗ mind300z) a 
dddW "6!                                              (6) 

300z)1ü∋∋(0∃)n 0z),)−lõ v∀ltoz7k j3h)tn)k 0z7∃a∗ ha igaz, hogy hat∀,1)lt(t)l csak ener-
gia- v. munkafelt(t)l lehet. Ezek  
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amelyek form∀li0 j)l)nt(0(t a Α0 +)ra mutatja. 
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 A k(t1(l) m∃nka (0 energia elnevez(0t az indokolja∗ ho∋y mí∋ a d)1o,m∀.i7 (0 a disz-
szip∀.i7 1ü∋∋ a 1olyamatt7l ?a k)zdõ (0 a v(∋−ont k3z3tti 2tt7l≅∗ addi∋ a t∀,olt ,u∋almas-
s∀∋ (rugalmas energia) csup∀n a k)zdõ (0 v(∋−ont∃an 1)lv)tt (,t(ktõl fü∋∋, ahogy az in-
tegr∀.i70 k(−l)t∃õl i0 l∀t0zik4 A Β0 +)ra kül3n∃3zõ alakv∀ltoz∀0i 2tvonalak )0)t(t mutatja4 

  
                                         Β0 +)ra 

Vizsg∀ljuk m)∋ mindh∀,om tagot. 

 ELSÕ ESET: % &dW☞ . Fü∋∋h)t-e a t3,)d)z(0 k)zd)t) a dW  torzul∀0i deform∀.i70 mun-

k∀t7l? Ekkor a megfogalmaz∀0: a töredezés kezdete az az (,t(k∀ amelyn(l az alakv∀ltoz∀0 

sor∀n a dW  munka el(,i∗ ill4 +tlépi a d
,W  k4szö)értéket0 Ha ez lehets(∋)0 l)nn)∗ akko, az 

a k(,d(0∗ ho∋y a d
fW  foly∀0hat∀, (0 d

,W reped(0i hat∀,, hogyan viszonyul egym∀0hoz 

nagys∀∋∃an4 d
f

d
, WW ;  nem lehets(∋)0∗ m),t akko, n)m l)h)tne t3nk,)m)n)t)l, k(−l(Β

keny ∀lla−ot n(lkül4 Ki0)∃∃ 0)m l)h)t0(∋)0∗ m),t akko, a mik,oreped(0)kn)k m)∋ k)ll)n) 

jelenniük a k(−l(k)ny)d(0 )lõtt∗ t)h∀t a k(−l(k)ny ∀lla−ot∃an minden eset)en repedezett-
nek k(n) l)nni) az anya∋nak, ami szint(n n)m re∀li0. 8eh+t ez a feltétel elfogadhatatlan.  

 A foly∀0hat∀, az )∋y v∀ltoz7 (,t(k∗ m),t ha )∋y0z), ∀tl(−tük a foly∀0hat∀,t∗ a 1oly∀s-

hat∀, (,t(k) i0 m)∋v∀ltozik∗ az 2ja∃∃ 1oly∀0hat∀, az el(,t l)∋ma∋a0a∃∃ dW  (,t(kk)l )∋ye-
zik meg. 

 MÁSODIK ESET: % &d6☞ . Fü∋∋h)t-e a t3,)d)z(0 k)zd)t) a d6  rugalmas torzul∀0i )n)r-

gi∀t7lΙ  

Ism(t)lt i∋(ny∃)v(t)ln(l mind)n .iklu0∀n∀l∗ va∋yi0 mind)n k3,1olyamatn∀l a ,u∋al-

mas energia z(,u00∀ v∀lik: 4 !6 0d . Teh∀t a d
,

d 6!6  nem lehet hat∀,1)lt(t)l∗ m),t ak-

kor a reped(0)k mind)n .iklu0n∀l 300z)forrnak, majd 2j,a k)l)tk)zn)k∗ ami abszurd. 

 HARMADIK ESET: % &d
L

☞ . Ezek ut∀n csak ez az egy lehetõ0(∋ünk ma,adt4 Teh∀t a t3Β

redez(0 k)zd)t) csak a d
L  torzul∀0i disszip∀.i70 munk∀t7l 1ü∋∋h)t4 Az alakv∀ltoz∀0i 

folyamat sor∀n az )n),∋iadi00zi−∀.i7 1olyamato0an n3v)k0zik a 1olyamat jelleg(tõl 1üg-
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getlenül∗ 0 (,t(k) .0ak −ozitív l)h)t4 Mí∋ a %✍
 (0 a %6  a folyamat jelleg(tõl 1ü∋∋õ)n 

pozitív (0 n)∋atív i0 l)h)t (ld. Χ0 +)ra)  

   
Χ0 +)ra 

Azonban tov∀∃∃,a i0 k(,d(0∗ 

hogyan hat∀,ozhat7 m)∋ az 
d
,L  (0 d

tL (,t(k)∗ am)lyhez a 

, k∀,o0od∀0 0−).i∀li0 (,t(k)i 

tatoznak. Az elõzõ .ikk∃)n l∀t-
tuk, hogy , = 0 � a k∀,o0od∀0 

kezdete, ahol az ∋E akusztikus 
emisszi7 (−−)n j)l)ntk)zik∗ (0 , 

= 1 � a teljes t3nk,)m)n)t)l∗ ahol ∋E = ∋EmaΕ, a pr7∃atest teljesen sz(t)0ik4 T)h∀t (,t(k(t 

laborat7,iumi kí0(,l)t∃õl hat∀rozhatjuk meg, de csak sz∀mít∀0 2tj∀n4 U∋yani0 n)m l)het a 

hat∀,1)lt(t)leket CAI, MARTIN (0 CHANDLER  cikk(∃)n j)lz)tt cl
✎  (0 f

✏  (,t(k)kk)l j)ll)m)z-

ni, sem a hozz∀tartoz7 clcl ∀ <$$  (0 ff ∀ <$$  (,t(k)kk)l ?ld4 )lõzõ .ikk Χ4 ∀∃,∀ja), holott ezekhez 

tartozik a , = 0 (0 a , = 1. Erre p(ld∀t az 10Α0 pont)an mutatunk. 

Az eddigiekben kimondatlanul benne van, hogy a k(−l(k)ny ∀lla−ot∃a a ,u∋alma0 ∀l-
lapotb7l juthatunk∗ ha nõ az i∋(nybev(t)l4 Azon∃an az anya∋ok porozit∀0a m)∋v∀ltoztatja 

ezt a k(−)t∗ mert akkor m∀, a k)zdetekn(l m)∋j)l)nik a t(,1o∋ati k(−l(k)ny0(∋ (ami a 
p7,u0ok vi00za1o,díthatatlan z∀,7d∀0∀nak k3v)tk)zm(ny)≅. Ez a jellemzõ a talaj-
mechanik∀,a4 A talajoknak a kõz)t)kk)l (0 m∀0 0zil∀,d t)0t)kk)l 0z)m∃)n van )∋y kül3n-
leges tulajdons∀∋a4 A k(−l(k)ny ∀llapot speci∀li0 volta4 

o Mí∋ a no,m∀l 0zil∀,d t)0t)k � a kezdetekn(l ,u∋alma0an vi0)lk)dn)k∗ 0 .0ak a k(−l(Β

keny hat∀, ut∀n k(−l(k)nyk(nt∗ majd t),h)l(0.03kk)n(0n(l m)∋int ,u∋alma0an4 Ez 

csak a deviatorikus (torzul∀0i≅ ,(0zn(l j)l)ntk)zik∗ a ∋3mbi (t(,1o∋atv∀ltoz∀0i≅ ,(0znek 
nincs k(−l(k)ny ∀llapota. 
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o Addig a talajok �t),h)l(0n3v)k)d(si� )0)t)k∃)n mindi∋ k(−l(k)ny t)0tk(nt vi0)l-
kednek m∀, a k)zd)tektõl 1o∋va∗ (0 n)m.0ak to,zul∀0n∀l∗ han)m t(,1o∋atv∀ltoz∀0n∀l 

is. 

Ennek megfelelõ)n l(t)zik térfogati képlékenységi hat+rfeltétel is. Nagyon j7l tudjuk∗ 

hogy a k(−l(k)ny0(∋i hat∀,1)lt(t)l)k n)m �1iϑ� 1)lt(t)l)k∗ han)m az alakv∀ltoz∀0 0o,∀n 

v∀ndo,olhatnak. 

A torzul∀0i hat∀, �v∀ndo,l∀0∀nak� szeml(l)t)0 k(−(t a 90 +)ra mutatja [ASSZONYI� 

VÁN (2006) 70. old.]. Itt legyen az 
1 pont a k(−l(k)ny0(∋i hat∀, az 

indul∀0ko,∗ majd a tov∀∃∃i 1o-
lyamatn∀l  2, 3, stb. 

 Teh∀t a r∃galmas alakv∀lto-
z∀0ok: 

0�1, 2�2a, 3�3a, stb, 

a képlékenyek pedig: 

1�2, 2�3, 3�, stb. 

Vagyis a mindenkori k(−l(k)ny-
s(∋i hat∀,1)lt(t)l az elõzõ idõ-

szakok)an elért torzul∀0i d)1or-
m∀.i70 munka (,t(k)k l)∋nagyobbika: 

% &= >i
d
f

tt

d
f tWMaΕW

0??.'
! , 

amelynek (,t(k) mindaddi∋ n3v)k0zik∗ am)ddi∋ ∃) n)m k3v)tk)zik a t)lj)0 t3nk,)m)ne-

tel az d
tL disszip∀ci70 munk∀n∀l4 

A t(,1o∋ati k(−l(kenys(∋i hat∀, �v∀n-
dorl∀0a� ha0onl7∗ azzal a kül3n∃0(∋∋)l∗ 

hogy a maradó deform∀.i7k m∀, a k)z-
detektõl m)∋j)l)nn)k ?Γ0 +)ra), teh∀t 

kezdetben a �hat∀,�: 

0
0

o !
!tfW . 

 Teh∀t a r∃galmas alakv∀ltoz∀sok: 

1�1a, 1a�1, 2�2a, 2a�2, 3�3a, 3a�3,  

a képlékenyek pedig: 

0�1,1�2, 2�3, 3�, stb. 
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Vagyis a pillanatnyi t(,1o∋ati hat∀,1)lt(tel: 

% &= >if
tt

f tWMaΕW oo

0??.'
! , 

amelynek (,t(k) .0ak addi∋ n3v)k0zik∗ am)ddi∋ a −7,u0ok z∀,7dnak [ 0!n
✑

]. Ut∀na a 

k(−l(k)ny0(∋i hat∀, t3∃∃)t n)m v∀ltozik4 Va∋yi0 ut∀na mind)n t(,1o∋ati d)1o,m∀.i7∗ ak∀, 

terhel(0n3v)k)d(0∗ ak∀, t),h)l(0.03kk)n(0 van∗ mindi∋ ,u∋alma0 l)0z4 

A deviatorikus (0 a ∋3m∃i 0íkon ∀∃,∀zolva az 300z)0 hat∀,1)lt(t)l a Η0 +)r+n l∀that7∗ 

ahol az anyag 300z)nyomhat70∀∋∀nak hat∀,∀t i0 1)ltünt)ttük4 

 
Η0 +)ra 

Nem hely(nval7∗ d) na∋yon 0z)ml(l)t)0∗ ha a kla00ziku0 �1)0zült0(∋i� hat∀,1)lt(te-
lekn(l m)∋0zokott ∀∃,∀zo-
l∀0t k3v)tjük4 Ezt t)00zük 

annak ellen(,)∗ ho∋y tud-
juk, hogy a hat∀,1)lt(t)l)k 

feszült0(gsíkon n)m ∀∃,∀Β

zolhat7ak∗ .0ak munka- 
vagy energia síkon4 V∀lasz-
szuk a   

% &o✒✒" !' octoct    

síkon5 t3,t(nõ ∀∃,∀zol∀0t∗ 0 

ez∀ltal l∀thatjuk a �1iϑ� (0 a 
�v∀ndo,l7�hat∀,1)lt(t)leket. 

 

A)  TÖ;ÖR ANYAG SZERKEZETI VISELKEDÉSE AZ ALAKVÁLTOZÁS SORÁN 

Kiindul∀0k(nt 300z)foglaljuk a t3m3, ?−o,ozit∀0a z(,u0≅∗ n)m ,)−)d)z)tt (k∀,o0od∀0 

n(lküli) anyagok eset(re az anyagt3,v(ny)k)t, helyesebben az egyetlen anyagt3,v(ny 

(konstit2.i70 )∋y)nl)t≅ kül3n∃3zõ 1)lt(t)l)k m)ll)tti alakjait. 
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8önkremeneteli  
feltétel 

d
t

d!  d
ó  

, = 0 , = 0 

o(  
T(,1o∋ati k(−l(k)ny0(∋i hat∀,  
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1. AZ ANYAGTÖRVÉNY EGYENSΚLYI ΦOLYAMAT ESETÉN 

 1.1.  �EGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY TISZTÁN RUGAL;AS ÁLLAPOTBAN 

∀K

∀
✓ %%

oo 3

2

åó

åó

!

!
                                                    (8) 

amelynek jelleg(t � egyenletes terhel(0i 0)∃)00(∋ )0)t(,) � a ✔ 0 +)ra mutatja (HOOKE-
t3,v(ny≅. A t(,1o∋ati (0 to,zul∀0i k(− m)ll)tt az(,t .(l0z),û az egyten-
gelyû 1)0zült0(∋∀llapotot ((ii) jobboldali ∀∃,a≅ is mutatni, ahol 
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dd , 

mert ebben az esetben a t(,1o∋ati hat∀0 )∋yütt)0)n � kül3nv∀la0zthatatlanul � jelenik meg. 

 
           (i) � tér)eli +llapot   (ii) � egytengely

✕
 +llapot 

Γ0 +)ra0 ∋ r∃galmas egyens7ly)an lé−õ anyag mechanikai −iselkedésének =ellege +ltal+nosan 
 és egytengely

✕
 +llapot esetén  

Az anyag∀lland7k  

3 � a cs20ztat7 (v. torzi70≅ rugalmass∀∋i modulu0∗ 
K � a t(,1o∋ati ?v4 kom−,)00zi∃ilit∀0i≅ modulus, 
E � az egytengelyû ?v4 Κo∃ng-f(l)≅ ,u∋alma00∀∋i modulu0∗ 
E< � a keresztir∀ny2 ?v4 later∀li0≅ ,u∋alma00∀∋i modulu0∗ 

s az anyagt3,v(ny )∋yt)n∋)lyû 1)0zült0(∋∀lla−ot∃an:  
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∀
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ahol             
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!< .                                       (10) 

1. 2.  �EGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY RUGALMAS-KÉPLÉKENY ÁLLAPOTBAN 

∀K

∀
✙✙✙ %%
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ddd

f

oo 3

222 ))((

åó

åååó
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                                   (11)  

ahol  3pl a k(−l(k)ny0(∋i modulus, (0 !d a torzul∀0i k(−l(k)ny0(∋i hat∀,t kij)l3lõ )∋y-

s(∋u∋,∀0-fü∋∋v(ny ∀ltal∀no0an: 
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s d
fW  a torzul∀0i d)1o,m∀.i70 munka azon (,t(k)∗ am)ly ut∀n a ma,ad7 d)1o,m∀.i7k 

megjelennek az alakv∀ltoz∀0 0o,∀n4 A (4) sz(t∃ontva ,u∋alma0 (0 k(pl(k)ny z7n∀,a: 
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Η0 +)ra0 ∋z egyens7lyi anyagtör−ény a r∃galmas és képlékeny tartom+ny)an 

 A k(−l(k)ny0(∋i hat∀, ∀tl(−(0(v)l a 3 cs20ztat7 ,u∋alma00∀∋i modulu0 (,t(k) l∀tsz7Β

lag megv∀ltozik (cs3kk)n≅ 3pl-re, a K (,t(k) viszont v∀ltozatlan ma,ad4 Az(,t .0ak �l∀t-
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sz7la∋ ∗ m),t 2∋y n(z ki∗ mintha a ✚  (,t(k) l).03kk)nt volna ✚ pl-re. Pedig a 3 (,t(k) 

v∀ltozatlan ma,ad ?)z 1ejezi ki a rugalmas deform∀.i7kat≅∗ .0ak m)∋j)l)nn)k a 3pl-lel 
leí,hat7 �ma,ad7� ?vi00za n)m 1o,díthat7∗ −la0ztikus) deform∀.i7k4 Pon∋yola felí,∀0∃an: 
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 Ennek megfelelõ)n az )∋yt)n∋)lyû ∀lla−ot modulusai (,t)l)m0z),û)n: 
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 A 3 cs20ztat7 ,u∋alma00∀∋i modulu0 (,t(k(n)k v∀lto-
z∀0∀t a 100 +)ra mutatja a torzul∀0i t(,∃) ∃),ajzolva. 

A )  viszonysz∀m  

3

3 pl!:)                             (14) 

bevezet(0(v)l Ε 10 ?? ) ] az anyagt3,v(ny felí,hat7 

oo 3

22 ))(1(
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åååó

K

∀33 dddd
f
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''!'! )
         (15) 

form∀∃an i04 

100 +)ra0 ∋ cs7sztató r∃galmass+gi mod∃l∃s értékének l+tszóla-

gos meg−+ltoz+sa a képlékenységi hat+r +tlépése ∃t+n 
 

 M∀, COULOMB is felt(t)l)zte, hogy miden szil∀,d anya∋nak van )∋y j)ll)mzõ mol)ku-
la elrendez(0)∗ am)ly)t a ki0 ,u∋alma0 alakv∀ltoz∀0 n)m ∃)1oly∀0ol4 Na∋yo∃∃ alakv∀lto-
z∀0n∀l van )∋y k(−l(k)ny0(∋i hat∀,∗ am)ly 1)l)tt a mol)kul∀k k3z3tt )l.020z∀0 j3n l(t,)∗ 

de ez a rugalmass∀∋i tulajdons∀∋ot n)m ∃)1oly∀solja (ld. 100 +)ra). 
 

1. 3.  �EGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY A RUGALMAS-TÖNKRE;ENETELI ZÓNÁBAN 

Ebben az esetben az anyag 2∋y k),ül ∀t a t3nk,)m)n)te-
li z7n∀∃a∗ ho∋y k3z∃)n n)m l(− 1)l k(−l(k)ny ∀lla−ot∗ nin.0 

marad7 alakv∀ltoz∀0 (ez az 2n4 rideg t3,(0≅. Mint elõzõ 
cikkünk∃)n l∀ttuk∗ )kko, az anya∋t3,v(ny a 
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parametrikus alakot 3lti∗ ahol , a k∀,o0od∀0 m(,t(k) 
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 A 2 ✛ (
✜

) f ∋∋v(ny∗ valamint a fü∋∋v(ny fü∋∋v(ny alakja az 110 +)r+n l∀that74 A , 

hat∀0a � mint l∀that7 � a rugalmass∀∋i modulu0 (,t(k(n)k .03kk)n(0(∃)n 1)j)zõdik ki.  

A megszokott ∀∃,∀zol∀0 a k3v)tk)zõ ∀∃,∀n l∀that74 

        
    (i) � tér)eli [(a) � térfogati∀ (b) � torz∃l+si] +llapot  (ii) � egytengely✢  +llapot 

120 +)ra0 ∋ r∃galmas egyens7ly)an lé−õ anyag mechanikai −iselkedésének =ellege +ltal+nosan 
 és egytengely ✢  +llapot esetén  

A t3nk,)m)nt anyag z7n∀j∀nak k(t hat∀,∀t a m(,(0)k∃õl 0z∀mít∀0okkal hat∀,ozhatjuk 
meg. Vegyünk )∋y )∋yt)n∋)lyû kí0(,l)t)t, amelyn(l ahol jelezni kezd az akusztikus 

emisszi7∗ ott van a  , = 0 (,t(k4 Legyenek az ekkor leolvasott (,t(k)k: cl
✣ , clcl ∀ <$$ .  Mí∋ 

a , = 1 t3nk,)m)n)t)li (,t(k −)di∋ a t( , tt ∀ <$$ . A repedezetts(∋ k)zd)t(t j)lzõ d
,  (0 

a teljes t3nk,)m)n)t)lt j)lzõ d
t disszip∀.i70 munka (,t(k) a munka300z)1ü∋∋(0)k∃õl 

sz∀míthat74  
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 Ebben az esetben mint a 1Α0 +)r+ról l∀that7 az als7 hat∀, f
, a z(,u00al )∋y)nlõ∗ mí∋ az 

(felsõ≅ hat∀, sz∀míthat7: % & % & .2[]22[ 4 '!4 '!
d
t

d
t

d
t

d
t

ddddd
t 3d,3d3,3

å✆å✆ åååååå !!        

1. 4. �EGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY A RUGAL;AS-KÉPLÉKENY-TÖNKRE;ENETELI ZÓΒ

NÁΛAN 

Ameddig nem jelentkezik a t3nk,)m)n)t)l∗ n)m k)zd)n)k kialakulni az anya∋∃an a 

mikroreped(0)k∗ addi∋ az anya∋ vi0)lk)d(0(t a ?Μ≅, (8) illetve (11) egyenlet valamelyik(Β

vel í,hatjuk le. A repedezetts(∋)t a , k∀,o0od∀0i t(ny)zõv)l ,)−,)z)nt∀ljuk, amelynek 
hat∀0a a to,zul∀0i anya∋∀lland7k v∀ltoz∀0∀∃an j)l)nik m)∋4 Azonban form∀li0an n(zv)∗ itt 

h∀,om l)h)tõs(∋ i0 van: 

(a)   % & % & ∀,3,3 dddd
f ))(1(22 åååó ''!'! ✤  

(b)   % & ∀,33 dddd
f ))(1(22 åååó ''!'! ✤  

(c)   % & % & % & ))(1(22 dddd
f,,3,3 åååó ''!'! ✤  

att7l 1ü∋∋õ)n∗ ho∋y a , hat∀0a csak a rugalmass∀∋i modulu0∃an∗ va∋y .0ak a k(−l(k)ny-
s(∋i modulu0∃an∗ va∋y mindk)ttõ∃)n m)∋j)l)nik4  

 Mivel l∀ttuk∗ ho∋y a t3nk,)m)n)t)l ∃)k3v)tk)zh)t an(lkül i0∗ ho∋y az anya∋ k(−l(Β

keny ∀lla−ot∃a k),üln)∗ az(,t a 3(,) fü∋∋(0 )vid)n04 Vi0zont mi a h)lyz)t a 3pl(,) füg-

g(00)l, s fõk(nt a % &,✥  fü∋∋(00)l? 

 Az egyszerû0(∋ k)dv((,t 1)lt)00zük∗ � amelyre semmi bizonyít(kunk nin.0∗ � hogy a 

% &
% &,3

3
,

pl!✦ ,    

nem pedig   
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% &,3
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pl!✦ , 

amely logikusnak tûnik a 3pl magyar∀zat∀∃7l (ld. 1Β0a) 
+)ra). Ui. mí∋ a 3 cs20ztat7 ,u∋alma00∀∋i modulu0 a r∃-

galmas deform∀.i7kkal (,t)lmezett: 
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addig a ✧ pl pedig a maradó v. plasztik∃s deform∀.i7kkal: 
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s tal∀n 0)mmi 0)m indokolja∗ ho∋y a t3,)d)z)tt0(∋)t a ma,ad7 d)1o,m∀.i7khoz k300ük4 

 Teh∀t az anya∋t3,v(ny a ,u∋alma0 (0 k(−l(k)ny ta,tom∀ny∃an (c)-alak2∗ va∋yi0 a 

konstit2.i70 )∋y)nl)t a k3v)tk)zõ: 

% & % & ))(( 222 dd
pl

ddd
f3,3,3 åååó ''!'! .                               (17) 

! = 1 eset(n, vagyis a k(−l(keny z7n∀∃an  a (17) 300z)1ü∋∋(0∃õl t3∃∃∗ egym∀00al 

egyen(,t(kû )∋y)nl)t i0 1)lí,hat7 

   [1] % & % & ))(( 222 dd
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dd
f3,3,3 åååó '''! , 

!d = 1:   [2] % & )(22 dd
pl

dd
ff 3,3 åååó '"! , 

[3] % &% & d
pl

d
pl

d 33,3 f ååó 222 "'! ,   

illetve 

   [1] % & % & ))(1(22 dddd
f,3,3 åååó '''! ) , 

!d = 1:   [2] % & % & )(22 dddd
ff ,3,3 åååó '"! ) , 

[3] % &% & d
pl

dd 3,3 f ååó 212 "'! ) ,   

amelynek geometriai magyar∀zat∀t a 1Β0)) +)ra mutatja. Az ∀∃,∀n∀l az ∀tt)kinth)tõ0(∋ 

kedv((,t a , k+rosod+si t(ny)zõ 1)ltünt)t(0(t )lha∋ytuk. 

 
 

     Ha , = 0, akkor 

))(( 222 dd
pl

dd
f333 åååó '''! ,

))(1(22 dddd
f33 åååó '''! ) , 

     ha 10 00 , , akkor 

% &
% & ),)(( 22

2
dd

pl

dd

f3,3

,3

åå

åó

'''

'!

% &
% & ).)(1(2

2
dd

dd

f,3

,3

åå

åó

'''

'!

)
 

[1] 
 
  
 

0 

d
ó  

d
å  

arctg 23pl 

r∃galmas maradó 

d

f

d

f
∀åó  

d3å2  

dd ∀åó  

arctg 23 

% &% &d
f

d
pl33 åå '' 22
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1Β0)) +)ra0 ∋z [1], [2] és [3] esetek trigonometriai 

összef4ggései 

 Ha , = 0, akkor 

)(22 dd
pl

dd
ff 33 åååó '"! ,

)(22 dddd
ff 33 åååó '"! ★ , 

     ha 10 00 , , akkor 

% & )(22 dd
pl

dd
ff 3,3 åååó '"! ,

% & % & )(22 dddd
ff ,3,3 åååó '"! ★ . 

[2] 

 

 

     Ha , = 0, akkor 

% & d
pl

d
pl

d 333 f ååó 222 "'! ,

% & ddd 33 f ååó ★★ 212 "'! , 

     ha 10 00 , , akkor 

% &% & d
pl

d
pl

d 33,3 f ååó 222 "'! ,

% &% & % & ddd ,3,3 f ååó ★★ 212 "'! . 

[3] 
 
 

 

2.  AZ ANYAGTÖRVÉNY NE;EGYENSΚLYI ΦOLYA;ATNÁL 

 2.1.  �NEMEGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY TISZTÁN RUGAL;AS ÁLLAPOTBAN 

 Az anyagt3,v(ny ΕVÁN-ASSZONYI (2006)]: 

∀KK

∀3

−

ddddd

o
o

ooo
o

o 33

22

åååóó

åååóó

!!!!

!!!!

!"

!#"

""!"

""!"
                                             (18) 

amelyet tehetetlens(∋i POYNTING�THOMSON (standard) testnek hívunk∗ ahol az elõzõkben 
m(∋ n)m 0z),)−)lt anyag∀lland7k:  

" � a relax∀.i70 idõ∗ 
# � a viszkozit∀0i )∋yütthat7∗ 

0 

d
ó  

d
å  

arctg 23pl 

r∃galmas maradó 

d

f

d

f
∀åó  

% & d
fpl33 å22 '

 

d
pl3 å2  

dd ∀åó  

arctg 23pl 

arctg 23 

0 

d
ó  

d
å  

r∃galmas maradó 

d

f

d

f
∀åó  

% &d
f

d
pl3 åå '2  

d
f3å2  

dd ∀åó  

arctg 23 

arctg 23pl 
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! � a tehetetlens(∋i t(ny)zõ, 
" o � a t(,1o∋ati ,)laϑ∀.i70 idõ∗ 
K− � a t(,1o∋ati viszkozit∀0∗ 
! o � a t(,1o∋ati tehetetlens(∋i t(ny)zõ. 

A (18) anyagt3,v(ny t),modinamikai l)v)z)t(0) az )nt,7−ian3v)k)d(0 t(ny(∃õl � a 
disszip∀.i70 1)lt(t)l∃õl � t3,t(nt4 A l)v)z)t(0 k(t ,(0z∃õl ∀llt4 Az )nt,7pian3v)k)d(0 ,e-

verzibilis ( re−s# ) (0 i,,everzibilis ( irre−s# ) r(0z(∃õl k3v)tk)z)tt az )∋y)n02lyi (0 a 

nemegyens2lyi ,(0z) az anyagt3,v(nyn)k: 

( 0!# re−s )     !       
% &
% & ∀K

∀3
re−

dre−d

oo 3

2

åó

åó

!

!
 
% &
% & ∀K

∀3
re−

dre−d

oo 3

2

åó

åó

!!

!!

!

!
                                                  (19a) 

( 0;# irre−s )6  !       
% & % &
% & % & ∀

∀
irre−irre−

ddirre−dirre−d

o
o

oo
o

o 3

2

ååóó

ååóó

!!!!

!!!!

!+"

!,"

"!"

"!"
                                (19b) 

majd a kettõ 300z)∋)k(nt a t)lj)0 anya∋t3,v(ny: 

( 0∀#s )        !       

% & % &
% & % &

% &
% & ∀KK

∀33

∀

∀

d

ddddd

re−re−

irre−dre−dd

åååóó

åååóó

óóó

óóó

!!!!

!!!!

o
o

o
oo

o
o

ooo

333

222

!"+"

!","

"""!"

"""!"

"!

"!

                               (19c) 

ahol     
",# 3222 "!  (0 o333 "+ KK− "! .                                 (20) 

 Gyakorlati feladatokn∀l sz∀mo0 )0)t∃)n a m∀0od,)ndû idõd),iv∀lt (tehetetlens(∋i ha-
t∀0) elhanyagolhat7∗ s ekkor a 

∀KK

∀3

−

ddddd

o
o

ooo
o

o 33

22

åååóó

åååóó

!!!!

!!!!

""

!#"

""!"

""!"
 helyett a  

ooo
o

o 33

22

ååóó

ååóó

!!

!!

−

dddd

KK

∀3

"!"

"!"

"

#"
 

standard modellre korl∀tozzuk viz0∋∀latainkat4  

 Ha bevezetjük a (2) 

t

t3t333
2

#
#

"

#

#
"

#
#

"
$

"

!#

1

2
1

22
2

2

,   

t

tKtK

K

KK
2

−

#
#

"

#

#
"

#
#

"
$

o

2

2
o

1

3
1

33
"

!

                   (2) 

differenci∀lo−),∀to,okat∗ akko, 0)∋ít0(∋ükkel a (18) anyagegyenlet form∀li0an egy egyen-
s2lyi anyagt3,v(ny,) egyszerû03dik: 

∀K
2

∀3
2 dd oo 32 åóåó !!                                                     (21) 

                                                 
6 A egyenlõtl)n0(∋ ki)l(∋ít(0) a LAGRANGE-f(l) k3z(−(,t(kt(t)l ala−j∀n )∋y )∋y)nl)t,)nd0z),t ),)dm(ny)z∗ 
melynek megold∀0a az anya∋t3,v(ny i,,)v),zi∃ili0 ,(0z)4 



68 

mivel a reol ∋iai v∀ltoz∀0 az anya∋o−),∀to,ok∃an van )l,)jtv)4 

 Ν∋y )∋yt)n∋)lyû feszülts(∋∀lla−ot∃an a (20) standard test anyagegyenlete: 

∀
✩ ✪ ∀
✩ ✪

<<!

!

$(

$(
    ahol  

K
✫✬ ✫ ✬ ✫

K
✫✭ ✫

62

18

"
! ,   

K
✫✬ ✫ ✬ ✫

K
✫✭ ✫

32

18

'
!< ,                    (23)             

amely a behelyettesít(0)k )lv(∋z(0) ut∀n 

       
∀

✮ ∀
✮

aa

aa

<<<<<< <<
""!""

""!""

$-$-$(.(.(

$-$-$(.(.(

!!!!!!

!!!!!!

                              (24) 

alakot 3lti∗ ahol az egyenletekben szereplõ 2n4 �)∋yt)n∋)lyû� anya∋∀lland7k tartalma 

kiolvashat7 ΕE - rugalmass∀∋i modulu0∗ -  (0 -a a deform∀.i7-sebess(∋∋)l (0 a d)1o,m∀Β

ci7-gyorsul∀00al a,∀nyo0 vi0zkozit∀0∗ .  (0 . a a feszült0(∋v∀ltoz∀0i 0)∃)00(∋∋)l (0 a 1e-

szült0(∋v∀ltoz∀0i ∋yo,0ul∀00al a,∀nyo0 ,)laϑ∀.i7Γ:  

% & % &

% &
0

K3

3KK
∀

K3

K

∀
K3

3KK
∀

K3

3KK

∀
K3

3K
E∀

K3

3K
E

∀
K3

K
∀

K3

K

∀
K3

KK3
∀

K3

K3K

−a−a

−−

−a−a

−−

32

2633
:

62

18
:

32

18
:

3

9
:

32

18
:

62

18
:

32

32
:

3

3
:

32

3322
:

3

33
:

o

oo

oo

'

""
!

"
!

'

"
!

"

"
!

'
!

"
!

'

'
!

"

"
!

'

''"
!

"

"""
!

<

<

<

<

<

!#!
-

#
-

#
-

#
-

"#"
.

"#"
.

"#"
.

""#
.

         (25) 

   
          (i) � térfogati +llapot     (ii) � torz∃l+si +llapot           (iii) � egytengely ✯  +llapot 

1Χ0 +)ra0 ∋ r∃galmas nemegyens7lyi anyagtör−ény mechanikai −iselkedésének +)r+=a  

 

arctg E 

0 

arctg <E  

<$

 
$  

(  

arctg
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a
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.
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arctg
a
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.
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o$  
arctg 3K 

o(  

d
ó  

d
å  

arctg 23 

0 

arctg 23 

arctg
"
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arctg 3K 

arctg
o

3

"

−K
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2.2. �NEMEGYENS
✰

LYI ANYAGTÖRVÉNY� RUGALMAS-KÉPLÉKENY ÁLLAPOTBAN 

  

 Az egyens2lyi anya∋t3,v(ny  

∀K∀
✱✱✱ %%

pl
ddd

f
oo 3222 ))(( åóåååó !''!'!  

rugalmas-k(−l(k)ny alakj∀t k)ll ala−ul venni. Mivel a rugalmas r(0zt m∀, t∀,∋yaltuk∗ 

el(∋0(∋)0 a !d = 1 k(−l(k)ny ta,tom∀ny∃)li vi0)lk)d(0,) kon.)nt,∀lni: 

0K

∀33 d

f

d

pl

d

f

d

oo 3

)(22

åó

åååó

!

"! '
                                        (26) 

A (19) alatti levezet(0 lo∋ik∀ja 0zerint  [!d = 1 eset(nΓ: 

( re−s# ): 
% &
% &78

7
9

:

!

'! "

∀K

∀33

re−

dd
pl

d

f

re−d
f

oo 3

22 )(

åó

åååó

                
% &
% & ∀K

∀3

re−

d
pl

re−d

oo 3

2

åó

åó

!!

!!

!

!
  

( irre−s# ):  
% & % &
% & % &78

7
9
:

"!"

"!"

∀

∀
irre−irre−

ddirre−dirre−d

o
o

oo
o

o 3

2

ååóó

ååóó

!!!!

!!!!

!+"

!,"
           

( s# ):            
% &

% &78

7
9
:

"""!"

"""'"!"

∀KK

∀333 dd
pl

dd
pl

ddd
ff

o
o

o
o

oo
o

o 333

2222 )(

åååóó

åååååóó

!!!!

!!!!

!+""

!","
                  (27) 

mivel  a (20) szerint: ",# 3222 "! , o333 "+ KK− "! , í∋y  % &"## plpl 33 2222 ''! :                              

% &
0KK

∀333

−

dd
pl

d
pl

d
pl

dd
f

o
o

ooo
o

o 33

2222

åååóó

ååååóó

!!!!

!!!!

!"

!#"

""!"

"""'!"
     (28) 

Ezt ∀∃,∀zolni m∀, n)m )∋y0z),û 1)ladat4 Ui. a Β0 (0 a Γ0 +)ra 300z)tol∀0∀val l)h)t m)∋al-
kotni a szok∀0o0 ∀∃,∀t∗ 0 az )∋yt)n∋)lyû ∀∃,∀zol∀0hoz fel kellene í,ni a ?Η8) egytengelyû 

form∀j∀t i0∗ ami n)m )∋y n)h(z 1)ladat∗ d) m∀, na∋yon ku0z∀v∀ t)0zi a k(−)t4 

 

2.3. �NEMEGYENSΚLYI ANYAGTÖRVÉNY� RUGALMAS-TÖNKRE;ENETELI ÁLLAPOTBAN 

 A (16) alatti �)∋y)n02lyi� 1o,m∀∃7l a Η3 (0 ΧK anyag∀lland7knak a % &,3
2

2  (0 K
2

3  

anyagoper∀to,ok,a t3,t(nõ .0),(j(v)l a kon0tit2.i70 )∋y)nl)t: 

% &
∀K

2
∀,3

2 dd

oo 3

2

åó

åó

!

!
                                             (29) 
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ahol  

% &
% &

t

tt
,3

,3

#
#

"

#

#
"

#
#

"
$

"

!#

1

22
~

2
2

2

,         

t

tt
KK

K
2 −

#
#

"

#

#
"

#
#

"
$

o

2

2

o

1

33
3

"

!

.            (30) 

 

     
1Φ0 +)ra 

 

2.4. � EMEGYENS
✲

LYI ANYAGTÖRVÉNY� RUGALMAS�KÉPLÉKENY�TÖNKRE;ENETELI 

ÁLLAPOTBAN 

Teljesen hasonl7an )lj∀,va a 

% & % & % &
oo 3

222 ),)((

åó

åååó

K

,3,3,3 dd
pl

ddd
f

!

''!'!
                             (17) 

egyens2lyi 1o,m∀∃7l indulunk ki, amely a !d = 0 rugalmas (0 a !d = 1 k(−l(k)ny ta,to-

m∀ny∃an kül3n-kül3n:  

% &78

7
9
:

!
,

,

2

2
d

d
d

,3

3

å

å
ó

% & % &78

7
9
:

00''

!'"
!

0,,3,33

∀,333
d

pl
d

pl

d
pl

d
pld f

10ha222

0ha222

,)(

,)(

åå

åå
ó  

A megold∀0 2∋y ad7dik∗ ha az anyag∀lland7kat anya∋o−),∀to,ok,a .0),(ljük∗ azaz 

% & % & % &

∀K
2

,3
2

,3
2

,3
2 dd

pl
ddd

f

oo 3

222 ),)((

åó

åååó

!

''!'!
                             (31) 

ahol az anyagoper∀to,ok a ?ΧΟ≅ alattiak∗ valamint 

0 

d
ó  

d
å  

, = 0 

, = 1 

tel=es tönkremenetel 

d6  

d
t  

d6  

t 0 

d
ó  

d
å  

, = 0 

, = 1 

cl 

 

törési repedések kezdete 

d6  

d
,  
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% &
% &∃ %= >

t

tt
3,33

,3
2 plpl

pl

#
#

"

#

#
"

#
#

''"
$

"

!"#

1

2222
2

2

2

,                           (32) 

amely egyszerû∃∃)n: 

% &
% &

t

tt
,3

,3
plpl

pl

#
#

"

#

#
"

#
#

"
$

"

!#

1

22
~

2
2

2

,        % & % &% &"## plpl 3,3, 2222 ''$ . 

Val7j∀∃an a j∀,hat7 2t a 1o,dított: n)m az anya∋∀lland7k∃7l k3v)tkeznek az anyagoper∀Β

torok, hanem az anyagoper∀to,ok �)∋y)n02lyi� ,(0z)i az anya∋∀lland7k4 

 

B) PORÓZUS ANYAG SZERKEZETI VISELKEDÉSE AZ ALAKVÁLTOZÁS             

SORÁN 

Por7zu0 anya∋okn∀l van �t(,1o∋ati k(−l(k)ny ∀lla−ot� i0∗ ami a t3m3, anya∋okn∀l 

nincs. E miatt a t(,1o∋atv∀ltoz∀0n∀l i0 van k(−l(k)ny0(∋i hat∀,∗ am)ly )lv∀la0ztja )∋ym∀s-
t7l a ,u∋alma0 (0 k(−l(k)ny ta,tom∀nyokat4 

Az elõzõ −ont∃an k3z3lt)kk)l t)lj)0)n anal7∋ lenne a levezet(0∗ ha a t(,1o∋atv∀ltoz∀0i 

egyenletbe is bevezetn(nk a k(−l(k)ny0(∋i hat∀,t ?ld. Γ0 +)ra), a hat∀,t kij)l3lõ !o egy-

s(∋u∋,∀0-fü∋∋v(nnyel: 

% &
78

7
9
:

∀∀

??
!!!!

∀W∀WW∀

∀W∀WW∀
W∀W

f

f

0(0ha1

0vagyha0
ooo

ooo
oooo

!

!

!  

ami azt mondja ki, hogy r∃galmas +llapot van a k(−l(k)ny0(∋i hat∀, alatt tetszõl)∋)0 

terhel(0n(l (0 minden terhel(0.03kk)n(0ko, Ε 0o 0#( ], képlékeny +llapot van a k(−l(Β

kenys(∋i hat∀, 13l3tt (0 .0ak terhel(0n3v)k)d(0ko, Ε 0o ;#( ]. 

Ha az anyag deform∀l7d∀0a t3k(l)t)0)n nyu∋alom∃an l(võ∗ t3k(l)t)0)n ,)laϑ∀lt ∀lla-

potb7l indul∗ (0 −7,u0o00∀∋a n)m z(,u0∗ akko, az indul7 k(−l(k)ny0(∋i hat∀,: 0o !fW , s 

azonnal jelentkezik a t(,1o∋ati k(−l(k)ny0(∋4 

P(ldak(nt n(zzük m)∋ a 190 +)r+n egy egytengelyû nyom7kí0(,l)t ∀∃,∀j∀t Ο!1 fel-
terhel(0∗ (0 1!2 tehermentesít(0 )0)t(n4 
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190 +)ra 

A !o bevezet(0(,) 0)mmi 0zük0(∋∗ mivel a t(,1o∋ati k(−l(k)ny0(∋ n)m j∀, 0z),k)z)ti 

v∀ltoz∀00al∗ mint a to,zul∀0i k(−l(k)ny0(∋∗ .0u−∀n a −7,u0t(,1o∋at v∀ltoz∀0∀val. Ezt egy 

n
✳

 belsõ −a,am(t), v∀ltoz∀0∀val í,juk l)4 Enn)k m)∋1)l)lõ)n −o,7zu0 k3z)∋)k,) az anyag-

t3,v(ny a l)g∀ltal∀no0a∃∃ )0)t,) a ?Χ1≅ 300z)1ü∋∋(0 ala−j∀n � t(,1o∋ati )∋y)nl)t(n)k ki-
eg(0zít(0(v)l � írhat7 1)l: 

% & % & % &

% & 0n
✴

K
2

,3
2

,3
2

,3
2 dd

pl
ddd

f

oo 3

222 ),)((

åó

åååó

!

''!'!
                              (32) 

Ezen ok miatt a kül3n∃3zõ 0−).i∀li0 )0)t)k,) vonatkoz7 l)v)z)t(0)k)t nem ism(t)ljük 

meg, csup∀n a v(∋),)dm(nyt k3z3ljük4 

1.   AZ ANYAGTÖRVÉNY �EGYENSΚLYI� FOLYAMAT ESETÉN 

1.1 �EGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY TISZTÁN RUGAL;AS ÁLLAPOTBAN,  ∀ltal∀∃an nem 
l(t)zik.  Por7zu0 anya∋okn∀l u∋yani0 m∀, a k)zd)t∃)n i0 m)∋j)l)nik a ma,ad7 d)1o,m∀l7Β

d∀0∗ am)ly)t a −7,u0ok z∀,7d∀0a okoz4 T(,1o∋atv∀ltoz∀0n∀l ,u∋alma0 ∀lla−ot .0ak �t(,1o-
gati terhel(0.03kk)n(0� )0)t(n l)h)t0(∋)04 Ezt felí,ni .0ak n3v)km(ny)0 1o,m∀∃an l)h)t: 

∀ltal∀∃an:  
% & ∀n

✵
K

∀3 dd

oo 3

2

$( #!#

#!# åó
   speci∀li0an: 

∀K

∀3 dd

oo 3

2

$( #!#

#!# åó
 ha   0o 0#( .       (33) 

1.2 �EGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY RUGALMAS�KÉPLÉKENY ÁLLAPOTΛAN 

% & 0n
✴

K

∀333 dd
pl

ddd
f

oo 3

222 ))((

åó

åååó

!

''!'!
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1.3 �EGYENS
✸

LYI� ANYAGTÖRVÉNY RUGALMAS�TÖNKRE;ENETELI ZÓNÁΛAN 

% &
% & 0n

✹
K

∀,3 dd

oo 3

2

åó

åó

!

!
                (35) 

1.4 �EGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY RUGALMAS�KÉPLÉKENY�TÖNKRE;ENETELI ZÓNÁΛAN 

% & % & % &

% & 0n
✺

K

∀,3,3,3 dd
pl

ddd
f

oo 3

222 ))((

åó

åååó

!

''!'!
                    (36) 

2. AZ ANYAGTÖRVÉNY �NEMEGYENSΚLYI� FOLYAMAT ESETÉN 

2.1 �NEMEGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY TISZTÁN RUGAL;AS ÁLLAPOTBAN 

% & ∀Kn
✹

K

∀3

−

ddddd

o
o

ooo
o

o 33

22

åååóó

åååóó

!!!!

!!!!

!"

!#"

""!"

""!"
    ill.   

% & 0n
✹

K
2

∀3
2 dd

oo 3

2

åó

åó

!

!
                         (37) 

2.2 �NEMEGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY RUGALMAS-KÉPLÉKENY ÁLLAPOTBAN 

% & 0n
✺

K
2

3
2

3
2

3
2 dd

pl
ddd

f

oo 3

222 ),)((

åó

åååó

!

''!'!
                           (38) 

2.3 �NEMEGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY RUGALMAS�TÖNKRE;ENETELI ZÓNÁBAN 

% &
% & 0n

✹
K
2

∀,3
2 dd

oo 3

2

åó

åó

!

!
                                             (39) 

2.4 �NEMEGYENSΚLYI� ANYAGTÖRVÉNY RUGALMAS�KÉPLÉKENY�TÖNKRE;ENETELI ZÓΒ

NÁΛAN 

% & % & % &

0K
2

,3
2

,3
2

,3
2 dd

pl
ddd

f

oo 3

222 ),)((

åó

åååó

!

''!'!
                             (40) 

 

IRODALOM 

 

CAI, M. (2009): Practical Estimates of Tensile Strength and Hoek�Brown Strength 
Parameter mi of Brittle Rocks, Rock Mechanics and Rock Enineering∀ DOI 10.1007/s00603-
009-0053-1. 

ASSZONYI et al. (2011): Gondolatok a por7zu0- (0 a t3,)d)z)tt anya∋ok mechanikai viselked(0(Β
nek meg(,t(0(h)z. Mérnökgeológia-Kõzetmechanika Kisköny−t+r 12?, Mû)∋y)t)mi Kiad7, 

Budapest 

VÁN, P. (2001): Internal thermodynamic variables and the failure of microcracked materials, Λ0 of 

Μon-EΝ∃ili)ri∃m 8hermodynamics, 26 (2): 167-189. 



74 

International Society for Rock Mechanics 
Mérnökgeológia-Kõzetmechanika 2012 Konferencia∀ B∃dapest 

 

 

 

 

MÉRNÖKI LÉTESÍTMÉNYEK MODELLEZÉSÉNEK ÉS TERVEZÉSÉNEK 

EGY MÓDSZERÉRÕL  

∋sszonyi
(

sa)a 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

∗ole�alov,  M,rta 

DOLEXPERT-GEOTECHNIKA, PRAHA � MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 
 

 ∋ cikk t,rgya egy n∃merik∃smodellezési módszer∀ amelynek lényege a helysz−ni mérésre 

illeszkedõ modellkali)r,ció/ ∋z illesztést egy fesz0ltségp,ly,tól f0ggõ anyagmodell seg−ti elõ 

azzal∀ hogy folyamatosan figyelem)e veszi a fesz0ltségp,ly,k ir,nyv,ltoz,s,val 1,ró 

merevségv,ltoz,st/ ∋z elsõ rész a p,lyaf0ggõ anyagmodell konvencion,lis form,1,t t,rgyal1a∀ 

amely m,r nagysz,m2 mérnöki létes−tmény modellezésénél és tervezésénél tal,lt gyakorlati 

alkalmaz,sra/ ∋ m,sodik rész a p,lyaf0ggõ anyagmodellnek termodinamikai alapokra helyezett 

tov,))fe1lesztését tartalmazza/ 

BEVEZETÉS 

 
A cikkben elemzésre kerülõ m!∀ell és mó∀s∃er [DOLE�ALO∋( (1985, 1993, 2007)] 

1985 ó)∗ s∃éleskörû ∗lk∗lm∗∃,sr∗ )al,l) ∗ −e!)e./01k∗1 −2∗k!rl∗)3∗04 E∃ 1∀õ 5!l2∗m,0 

mintegy 39 mér0ök1 lé)es6)mé02 s6k 89D: és )ér3el1 8;D: 0umer1kus m!∀elljé) ∀!l−!∃),k 

ki és ∗lk∗lm∗∃),k => 0∗−2−,)? ≅ ∗l∗−Α)? Β 5öl∀∗l∗))1 .s∗r0!k és ),r!∃ó? 9 mél2 

munkagödör és Χ küls∃601 5ej)és külö03ö∃õ )erve∃és1 és ü∃emel)e)és1 Εr!3lém,10∗k 

megold,s,r∗4 T!v,331 ∗lk∗lm∗∃,s!kΦ mél2mûvelés1 3,02,k v6∃s∃10)süll2es∃)ésé0ek 

szimul,.1ój∗ és s∃∗3,l2!∃,s∗4 Te/,) e−2 m,r k1Εró3,l) elj,r,sról v∗0 s∃ó? ∗mel2 

megér∀eml1 ∗∃ !∀∗5igyelés)? s ∗mel2e) me−∗lk!)ój,ról DOLE�ALO∋(-mó∀s∃er0ek 

neveznek. A szerzõ ∗ mó∀s∃er) helysz−ni méréshez illeszkedõ modellezésnek
✝
 és ∗∃ !)) 

haszn,l) ∗02∗−m!∀ell) fesz0ltségp,ly,tól f0ggõ r∃galmas-képlékeny anyagmodell
✝
-nek 

nevezi. M,s öss∃evont elnevezésΦ ✞ méréshez illeszkedõ n∃merik∃s modellezés p,lya-

f0ggõ anyagmodell seg−tségével
✝
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A m ∀s∃er lé02e−e ∗ /el2s∃601 mérésre 1lles∃ke∀õ m!∀ellk∗l13r,.1ó? ∗mel2e) ∗ 

p,ly,)ól 5ü−−õ ∗02∗−m!∀ell se−6) elõ ∗∃∃∗l? /!−2 5!l2∗m∗)!s∗0 51−2elem3e ves∃1 ∗ 

p,l2air,02 v,l)!∃,ss∗l j,ró merevsé−v,l)!∃,s)4 T!v,331 köve)elmé02 ∗ le−5!0)!s∗33 

kivitelezés1 és ü∃emel)e)és1 s∃∗k∗s∃!k v∗lós,−/û m!∀elle∃ése? ∗mel2 ∗ k∗l13r,l) 

anyagmodellel együ)) le/e)õvé )es∃1 ∗ mérésere∀mé02ek köve)ésé)4  

A mó∀s∃er )e/,) !l2∗0 mér0ök1 lé)es6)mé02ek m!∀elle∃ésére és )erve∃ésére 

alkalmas, ahol m,r ∗ )erve∃és 1∀ejé0 1s ,ll0∗k 31∃!02!s mérés∗∀∗)!k ∗ re0∀elke∃ésre4 

Ilyenek elsõs!r3∗0 ∗ lé)e∃õ s∃erke∃e)ek? ∗/!l ∗ m!01)!r10− 51−2elme∃)e) re0∀elle0es 

viselkedésre és e∃ér) ∀1∗−0ó∃1sr∗ v∗0 s∃üksé−4 A 5!k!∃∗)!s m!∀ell1lles∃)és r,ve∃e) ∗ 

lehetsé−es !k!kra és e∃∃el ∗l∗Ε!) 02Αj) ∗ me−5elelõ 3e∗v∗)k!∃,s/!∃4 A tervezés ∗l∗)) 

,lló mér0ök1 lé)es6)mé02ek0él 5el le/e) ∗∃ ∗∀!)) .élr∗ /∗s∃0,l01 ∗ ku)∗)ó ),rók3∗0 és 

pilot-alagutakban vé−∃e)) méréseke) és m10∀e0 m,s !l2∗0 /el2s∃601 mérés)? ∗mel2 e 

lé)es6)mények (b,ny,k? ∗l∗−u)∗k? 5öl∀−,)∗k? s)34: éΕ6)ésé0ek és ü∃emel)e)ésé0ek ke∃∀e)1 

szakasz,3∗0 )örté01k4  

A cél ∗ mérés és m!∀elle∃és 10)er∗k)6v 8s∃10e0er−1kus: ∗lk∗lm∗∃,s∗? ∗/!l ∗ mérés1 

adatok seg6)1k ∗ m!∀ellk∗l13r,.1ó), és ∗ m!∀elle∃és1 ere∀mé02ek Εe∀1− /!zz,j,rul0∗k ∗ 

mérés1 mó∀s∃er )ökéle)es6)ésé/e∃4 A vé−ere∀mé02 e−2 mérés/e∃ 1lles∃ke∀õ? v∗lós,−/û 

3D modell, amely a szerkezet v,r/∗)ó v1selke∀ésé0ek és 31∃)!0s,−,0∗k me−36∃/∗)ó 

becslésé) és elõrejel∃ésé) )es∃1 le/e)õvé mind a tervezõmér0ökök? m10∀ Εe∀1− ∗∃ ü∃e-
meltetõ mér0ökök s∃,m,r∗4 Rés∃le)ese33 1smer)e)és) és Εél∀,k∗) ∗ s∃er∃õ0ek és 

t,rsszerzõ10ek ∗∃ 1r!∀alomban idé∃e)) .1kke1 [DOLE�ALO∋( et al. 1985 - 2007] tartalmaz-
nak. 

Mi inspir,l)∗ ∗ s∃er∃õ) e∃e0 k!mΕleΓ elj,r,s k1∀!l−!∃,s,r∗Η A  ké∃e05ekvõ v,l∗sz: 

! A sz,m6),s)e./01k,0∗k? ∗ mérés)e./01k,0∗k és ∗ 0umer1kusm!∀elle∃és0ek ∗∃ elmΑl) 

év)1∃e∀ek3e0 )ör)é0) −2!rs 5ejlõ∀ése ,l)∗l k60,l) le/e)õsé−ek k1∗k0,∃,s∗? 
! A helysz601 mérés1 ∗∀∗)!k/!∃ 1lles∃ke∀õ ∗02∗−m!∀elle∃és és e∃∃el ∗ v∗lós,−/û33 

numerikus modellalkot,s le/e)õsé−e? 
! A mérés és m!∀elle∃és s∃10er−1kus ∗lk∗lm∗∃,s∗ ∗ mér0ök1 lé)es6)mé02ek 

geotechnikai problém,10∗k me−!l∀,s,r∗? 
! A geotechnikus tervezõmér0ökök es∃kö∃),r,0∗k k1s∃éles6)ése ∗ s∃erke∃e)ek 

megb6∃/∗)ó33 3e.slése? mére)e∃ése és elõrejel∃ése .élj,3ól. 

Az elmΑl) idõs∃∗k3∗0 s1kerül) ∗ s∃er∃õ0ek és mu0k∗),rs∗10∗k m10∀e∃) s∃10)e)1∃,l01? 

gyakorlati eredmé02ek/e∃ 1lles∃)e01 és me−∗lk!)01 ∗ )er/elés1 ∃ó0,k !l2∗0 5!−∗lm,)? 

amellyel a hat,r5el)é)el/e∃ v∗ló kö∃ele∀és)? v∗−2 ),v!l!∀,s) k1mu)∗)01? jelleme∃01 le/et. 
Ez a sz,m6),s1 ere∀mé02ek e−2 Αj 10)erΕre),l,s∗4  

A mó∀s∃er v∗lój,3∗0 0∗−2 k1)erje∀ésû re0∀s∃erekre ∗lk∗lm∗∃/∗)ó vé−eselemes 

sz,m6t,s1 elj,r,s? ∗mel20ek sΕe.1∗l1),s∗ ∗ merevsé−1 m,)r1Γ  5!k!∃∗)!s kö∃el6)ése? s e 
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cél3ól ∗∃ ∗∀!)) Ε!0)!k me./∗01k∗1 1−é023evé)elé0ek ∗ /∗),r,ll∗Ε!)/!∃ v∗ló v1s∃!02,0∗k 

a meghat,r!∃,s∗4  

E miatt az alkalmazott p,l2∗5ü−−õ ∗02∗−modell 0övekmé02es  és s∃∗k∗s∃!0ké0) 

line,r1s4 E∃) e−2rés∃) ∗ )∗l∗j!k és kõ∃e)ek )ermés∃e)e? m,srés∃) s∃,m6),s)e./01k∗1 

céls∃erûsé− ∀1k),lj∗4 A )∗l∗j!k és kõ∃e)ek s∃erke∃e)e 8∗ s∃em.sék köl.sö0ös /el2∃e)e: és 

ezzel merevsé−ük és s∃1l,r∀s,−uk 1s ∗ )er/elés 5!l2∗m,0 v,l)!∃1k 8l,s∀ ∗ laboratór1um1 
méréseredmé02ek 0eml10e∗r1),s,) és 1rrever∃131l1),s,):? ∗m1) .s∗k 0övekmé02es 

anyagmodellel lehet figyelembe venni. Ha a folyamatot ugyanakkor elegendõe0 k1s 

szakaszokra osztjuk fel, akkor nem kell a jóv∗l 1∀õ1−é02ese33 0eml10e,r1s 

öss∃e5ü−−ésekkel ∀!l−!zni, mert ezeket a line,r1s léΕések szuperpoz6.1ój∗ helyettes6)14 A 

nagysz,mΑ 1)er,.1ós lépés v1s∃!0) !l2∗0 effekt6v programrendszert köve)el? ∗mel2 ∗ 

nagykiterjedésû l10e,r1s e−2e0le)re0∀s∃erek /∗)ék!02 me−!l∀,s,) )es∃1 le/e)õvé 

[HLADIK (1998)]. 

A p,l2∗5ü−−õ ∗02∗−m!∀ell0ek v∗0 e−2 1∀õ)õl 5ü−−e)le0 ru−∗lm∗s-kéΕléke02 

mechanikai rés∃e és e−2 1∀õ)õl 5ü−−õ v1s∃k!Εl∗s∃)1kus rés∃e? ∗mel2 ∗∃ e−2es )er/elés1 

lépcsõk/ö∃ )∗r)!∃ó kΑs∃,s) v∗−2 rel∗Γ,.1ó) ves∃1 51−2elem3e [DOLE�ALO∋(  

& HLADIK (2005)]. Mindké) rés∃0él ∗ m!∀ell ∗ Εl∗s∃)1kus Ε!)e0.1,l elméle)e) 

alkalmazza. Ugyanakkor a modell csak rés∃3e0 re!ló−1∗1? mer) ∗ me./∗01kai rés∃0él 

elhanyagolja a terhelés1 se3essé−0ek ∗ )ö0kreme0e)el1 /∗),rr∗ −2∗k!r!l) /∗),s,)4 E∃ér) 
az alkalmazott Mohr-Coulomb kéΕléke02sé−1 és )ö0kreme0e)el1 /∗),r5el)é)el/e∃ m10∀é− 

a lassΑ )er/elés0ek me−5elelõ? )e/,) m101m,l1s 026ró- és /Α∃ó s∃1l,r∀s,−!) kell rendelni. 

A talajmechanik,3∗0 ,l)∗l,0!s∗0 8Η: el5!−∗∀!)) )é)el? /!−2 ∗ )∗l∗j!k v1selke∀ése 0em 

csak a terhelés se)ességétõl és nagys,g,tól fü−−? /∗0em ∗00∗k ∗∃ ir,ny,tól és 

sorren%1étõl is. Ezt nevezik p,l2∗5ü−−és0ek41  

Ennek az ,ll6),s0∗k ∗∃!03∗0 v∗n egy nagyon nagy hib,j∗4 El5e∀1 ∗ lé02e−e)4 A∃ 

anyag viselkedése )é02le−ese0 5ü−− ∗ )er/elés1 5!l2∗m∗)!k)ól? m,s öss∃e5ü−−és) kapunk 
pl. egy gyors terhelésk!r? e−2 .s∗v∗r,sk!r? v∗−2 026r,sk!r? s)34 A∃ ∗02∗−0∗k mé− s10.s 

m,s )er/elés1? .s∗v∗r,s1? 026r,s1 modellje. Ugyanis az anyag modellje, az anyagtörvé02? 

vagy az anyag konstitΑ.1ós e−2e0le)e 0em 5ü−−/e) .s∗k ∗02∗−)ól m∗−,tól? 0em 5ü−−/e) 

a terhelés1 5!l2∗m∗)!k s!rre0∀jé)õlΙ ∋∗−21sΦ 

(a) Az anyagtörvé02? ∗∃ ∗02∗− k!0s)1)Α.1ós e−2e0le)e 0em 5ü−−/e) semm1 m,s)ól .s∗k 

az anyagtól m∗−,)ól4 Te/,) 0em 5ü−−/e) Εl4 ∗ külö03ö∃õ )er/elés1 5!l2∗m∗)!k 

sorrendjé)õl? 1r,02,)ól? ∗ k!!r∀10,)∗rendszertõl? ∗m13e0 el/el2e∃em ∗∃ ∗02agot, 
stb. 

                                                 
1 Okaké0) ∗∃) jelöl1k me−? /!−2 ∗ )∗l∗j!k s∃erke∃e)e m,r k1s )er/elés0él 1s v,l)!∃1k és e∃)? ∗ köve)ke∃õ 

terhelés1 léΕ.sõ0él m,r 51−2elem3e kell ve0014 E00ek 0övekmé02es ∗02∗−)örvények és 0övekmé02es 
VEM megold,s!k 5elel0ek me−4 E∃ m∗−2∗r,∃∃∗ ∗ m∗1 ∋EM m!∀elle∃és1 −2∗k!rl∗)!)? ∗/!l m10∀ ∗ 
terhelés me0e)é) m10∀ Εe∀1− ∗ 0eml10e,r1s v1selke∀és) 0övekmé02ek se−6tsé−ével s∃imul,lj,k4 
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(b) Egyszerû )erm!∀10∗m1k∗1 Εél∀∗Φ ∗∃ ∗02∗−0∗k v∗0 ,ll∗0∀ó 02!m,s!0 ve)) 5∗jhõje? 

,ll∗0∀ó )ér5!−∗)!0 ve)) 5∗j/õje? és mé− s∃,m)∗l∗0 m,s? 5!l2∗m∗))ól 5ü−−õ 5∗j/õjeϑ 

vagyis az anyag /õ,)∗∀,s1 v1selke∀ése  5!l2∗m∗))ól fü−−4 Κ−2∗0e∃ 1−∗∃ ∗ 

/õ),−ul,s1 v1selke∀ésre ? ∗ k!mΕress∃131l1),s1 v1selke∀ésre ? ∗ )!r∃ul,s1 

(ny6r,si) viselkedésre ? s)34 

(c) Az ∗02∗−)örvé02 -t a gyakorlatban abból köve)ke∃)e)/e)jük k1? /!−2 m1l2e0 

viselkedés) )∗Ε∗s∃)∗lu0k ∗ külö05éle 5!l2∗m∗)!k3∗042  

(d) Minden anyagnak van anyagtörvé02e4  

Ezek ut,0 .suΕ,0 ∗∃ ∗ kér∀és? /!−2 ∗∃ ∗02∗−)örvé02 e−2 5!l2∗m∗)r∗ l!k∗l1∃,l) 

szakasz,3ól ,ll6)juk elõ ∗ merevsé−1 m,)r1Γ eleme1)? v∗−2 e−2 ∗∀!)) 5!l2∗m∗)0,l 

tapasztalt viselkedés3õl4 Elv1le− ∗ ke))õ kö∃ö)) 0em s∃∗3∗∀0a külö03sé−0ek le001? mé−1s 

ór1,s1 ∗ külö03sé−4 Elsõ ese)3e0 )e)s∃õle−es )er/elés1 Ε,l2,r∗ 85!l2∗m∗)r∗: me− v∗0 ∗ 

v1selkedés 5ü−−vé02em ? ∗∃!kr∗ is, amelyeket eddig nem vizsg,l)u0k? ∗mel2ekre 0em 

is gondoltunk, a m,s1k ese)3e0 .s∗k ∗ m,r me−mér) Ε,l2,k esetére43 

Ebbõl ∗ s∃emΕ!0)3ól ∗ Ε,l2∗5ü−−õ ∗02∗−m!∀ell e−2 v1selke∀ésm!∀ell ? ∗mel2e) ∗∃ 

eddig mé− 1smere)le0 ,l)∗l,0!s ∗02∗−)örvé02 Ε,l2,r∗ l!k∗l1∃,l) ∗l∗kj,0∗k le/e) 

tekinteni. 

Öss∃e5!−l∗lv∗Φ ∗ ),r−2∗l) mó∀s∃er e−2 vé−eselemes s∃,m6),s? ∗mel2 5es∃ül)sé−-
p,ly,)ól 5ü−−õ? 0eml10e,r1s 8Ε!0)!s∗33∗0 s∃∗k∗s∃!s∗0 l10e,r1s: ru−∗lm∗s�kéΕléke02 

viselkedésm!∀ell) ves∃ 51−2elem3e? 5es∃ül)sé−1 )ö0kreme0e)el1 /∗),r5el)é)el/e∃ v1s∃!026) 

és ∗ m!∀ellΕ∗r∗mé)ereke) ∗ mérés∗∀∗)!k s∃er10) k∗l13r,lj∗4 

A köve)ke∃õk3e0 ∗ mó∀s∃er egyes elemeit vetjük v1∃s−,l∗) ∗l,4 

1. A HELYSZÍNI MÉRÉSI ADATOK FELHASZN(L(SA 

A talajok és kõ∃e)ek v1selke∀ése k!mΕleΓ? le6r,suk ∗∀∗)1−é02es és e∃ér) ∗ 

geotechnikai feladatok megold,s,0,l −2∗kr∗0 léΕ 5el ∗∀∗)/1,024 M10él )ökéle)ese33 e−2 

anyagmodell, ann,l tö33 ∗∀∗)r∗ v∗0 s∃üksé−e? s e∃ 5el)e/e)õe0 /!∃∃,j,rul ∗//!∃? /!−2 

kevés éle0j,ró ∗02∗−m!∀ell kerül s∃élese33körû −2∗k!rl∗)1 ∗lk∗lm∗∃,sr∗4 

Ugyanakkor a nagy mér0ök1 lé)es6)mé02ek ku)∗),s∗? éΕ6)ése és ü∃emel)e)ése s!r,0 m∗ 

nagymennyisé−û mérés1 ∗∀∗) kerül regisztr,l,sr∗ és öss∃e−2ûj)ésre4 E∃ek ∗∃ ∗∀∗)!k 0em 

csak a szerkezet viselkedésérõl 02Αj)∗0∗k 105!rm,.1ó)? /∗0em ∗∃ ∗∃) 5!rm,ló ∗02∗−!k 

tulajdons,−∗1ról 1s4 A mérés1 ∗∀∗)!k ér)elme∃ésé) v1s∃!0) 0e/e∃6)1 ∗∃ ∗ körülmé02? /!−2 

az éΕ6)mé02ek és kõ∃e)kör02e∃etük in situ feszül)sé−,ll∗Ε!)∗ ∗∃ éΕ6)és és ü∃emel)e)és 

                                                 
2 Vagyis a folyamat egyenleté) 3e/el2e∃∃ük ∗∃ ∗02∗−)örvé02 e−2e0le)é3e 8/∗ 1smerjük:? és ∗kk!r 

vissza kell kapnunk a m,r )∗Ε∗s∃)∗l) ✟ v1selke∀és)
✠
4 Λ∗ 0em 1smerjük ∗kk!r keressük ∗∃) ∗∃ 

anyagegyenletet, amely adekv,) ∗ külö03ö∃õ )∗Ε∗s∃talati viselkedésekkel4 
3 Erre a tov,331∗k3∗0 l,)u0k Εél∀,)4 
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meneté)õl 5ü−−õe0 k!mΕleΓ és � a laboratór1um1 v1∃s−,l∗)!k)ól el)érõe0 � ismeretlen. 
Ezér) )ö33021re .s∗k ∗ mérések 1∀õs!r∗ kerül k1ér)ékelésre? m6− ∗ mérésere∀mé02ek 

szélese33körû k1/∗s∃0,l,s∗ 51−2elmen k6vül m∗r∗∀4 

A numerikusmodellezés0ek ∗∃ elmΑl) év)1∃e∀ek3e0 )ör)é0) −2!rs 5ejlõ∀ése Αj 

lehetõsé−eke) k60,l ∗ Εr!3lém∗ me−!l∀,s,r∗4 Me−5elelõ 0umer1kus Εr!−r∗m!k? ∗mel2ek 

az iter,.1ós mó∀s∃erek ∗lk∗lm∗∃,s,v∗l 0∗−2mére)û? 0eml10e,r1s e−2e0le)re0∀s∃erek 

gyors és /∗)ék!02 me−!l∀,s,r∗ kéΕesek? le/e)õsé−e) 02Αj)∗0∗k 0∗−2 mér0ök1 

lé)es6)mé02ek )ér3el1 m!∀ellje10ek k1∀!l−!∃,s,r∗ és ∗∃!k e55ek)6v me−!l∀,s,r∗4 A∃ 

eredeti tervek, és lel),r1 ∀!kume0)um!k ∗l∗Εj,0 51−2elem3e le/e) ve001 ∗ lé)es6)mé02 

éΕ6)ésé0ek és ü∃emeltetésé0ek lé02e−es m!∃∃∗0∗)∗1)? és !l2∗0 ké)- és /,r!m∀1me0∃1ós 

modelleket lehet kidolgozni, amelyeket fokozatos kö∃el6)éssel 1lles∃)e01 )u∀u0k ∗ mérés1 

eredmé02ek/e∃ 8m!∀ellk∗l13r,.1ó:4 Il2 mó∀!0 jóv∗l ere∀mé02ese33e0 le/e) 5el∀!l−!∃01 

és kiér)ékel01 ∗ helysz601 v1∃s−,l∗)!k ere∀mé02e1)? ∗ ku)∗)ó ),rók3∗0 és Ε1l!)-
alagutakban vé−∃e)) méréseket és m10∀e0 m,s !l2∗0 /el2s∃601 mérés)? ∗mel2 ∗ mér0ök1 

lé)es6)mé02ek 83,02,k? ∗l∗−u)∗k? 5öl∀−,)∗k? s)34: éΕ6)ésé0ek és ü∃emel)e)ésé0ek ke∃∀e)1 

szakasz,3∗0 )ör)é01k s 6−2 ∗ )ov,331 s∃∗k∗s∃!k3∗0 /∗s∃0,l/∗)ó4 

Miut,0 ∗ )er/elés1 s∃∗k∗s∃!k és ∗∃ ∗∃!k/!∃ )∗r)!∃ó 5es∃ül)sé−1 és ∗l∗kv,l)!∃,s1 Ε,l2,k 

(egy adott pont feszül)sé−1? 1lle)ve ∗l∗kv,l)!∃,s1 ,ll∗Ε!)∗10∗k 1∀õs!r∗: v∗lós,−/û 

köve)ésére v∗0 s∃üksé−? 0em .s∗k e−2 e−2s∃erû Ε∗r∗mé)er v1ss∃∗s∃,m6),sról v∗0 s∃ó4 A 

paramé)er v1ss∃∗s∃,m6)ó 10ver∃ mó∀s∃erek u−2∗0 e−2e0ese0 ∗∃ elm!∃∀ul,s!k3ól 

sz,m6)j,k v1ss∃∗ ∗ ru−∗lm∗ss,−1 Ε∗r∗mé)ereke) [GIODA (1985), SWOBODA et al. (1995)], 
de rendszerint csak egy terhelés1 léΕ.sõre és l10e,r1san rugalmas anyagmodellre 
szor6)k!∃0∗k? s e∃ér) 0∗−2 lé)es6)mé02ek mérés/e∃ 1lles∃ke∀õ m!∀elle∃ésé/e∃ 0em1−e0 

alkalmazhatók4 Λ∗s∃0,l∗)uk∗) ∗k∗∀,l2!∃∃∗ ∗ )er/elés1 léΕ.sõk s∃,m∗ és jelle−e 

(v,l)∗k!∃ó )er/elés és )e/erme0)es6)és: ∗ m!∀elle∃e0∀õ lé)es6)mé02 és 
kõ∃e)kör02e∃e)é0ek k1)erje∀ése? )!v,bb, ∗∃ ∗∃) 5!rm,ló külö03ö∃õ ∗02∗−!k s∃,m∗ 1s4 

Ezér) /el2e∃∃ük elõ023e ∗ m!∀ellΕ∗ramé)erek k∗l13r,l,s,v∗l )ör)é0õ 5!k!∃∗)!s 

kö∃el6)és)? ∗mel2 ∗ lé)es6)mé02 /el21 körülményeinek és )er/elés1 5el)é)ele10ek 

valós,−/û követésé) )es∃1 le/e)õvé4 Lé02e−es ∗∃? /!−2 e∃ ∗ m!∀ell1lles∃)és 0e .s∗k e−2 

p,r k1v,l∗s∃)!)) mérés/el2re és ere∀mé02re? /∗0em ∗∃ e−és∃ s∃erke∃e)e) 3e5!−ó 

mérés/,lór∗? v∗−21s 0∗−2s∃,mΑ mérésΕ!0) 1∀õs!r,r∗ és )ér3el1 köl.sö0/∗),s,r∗ 

vonatkozzon. 

Sokéves )∗Ε∗s∃)alatunk szerint a sikeres szimul,.1ó/!∃ !l2∗0 ∗02∗−m!∀ellre v∗0 

szüksé−? ∗mel2 ∗ )örés ∗l∗))1 )∗r)!m,023∗0 51−2elem3e )u∀j∗ ve001 ∗ Ε,l2∗1r,02-
v,l)!∃,s!k∗) és ∗∃ ∗∃!k/!∃ )∗r)!∃ó v,l)!∃ó merevsé−û ∀e5!rm,.1ós v,l∗s∃!k∗)4  

G,)∗k? ∗l∗−u)∗k és m,s lé)es6)mé02ek alakv,l)!∃,s1 és 5es∃ül)sé−1 Ε,l2,10∗k 

vizsg,lata ugyanis kimutatta, hogy mé− ∗ m!0!)!0 )er/elés1 és )e/erme0)es6)és1 

folyamatok is p,l2∗-ir,02v,l)!∃,s) mu)∗)ó? )e/,) 0em m!0!)!0 5es∃ül)sé−v,l∗s∃) v!00∗k 

maguk ut,0 [DOLEZALOVA (1994), (2006)].  Ez heterogén deform,.1ós me∃õ) 
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eredmé02e∃? ∗/!l .sökke0õ v∗−2 0övekvõ merevsé−û ∃ó0,k jö00ek lé)re4 E∃ek ∗ ∃ó0,k 

a kéΕléke02sé−1 küs∃ö3 mér)∗01 /el2e1 és ∗∃) jel∃1k? /!−2 ∗∃ ∗∀!)) Ε!0tban és ∗∃ ∗∀!)) 

terhelés1 léΕ.sõ0él ∗∃ ∗02∗− 0!rm,l1s∗0 k!0s∃!l1∀,l) v∗−2 )Αlk!0s∃!lid,l)4 A 0!rm,l1s∗0 

konszolid,l) ∗02∗− ∗ )er/elésre 0∗−2? kéΕléke02 ∗l∗kv,l)!∃,ss∗l v,l∗s∃!l? m6− ∗ 

tΑlk!0s∃olid,l) ∗02∗− k1s? ru−∗lm∗s ∗l∗kv,l)!∃,ss∗l 5elel4 A 5ejle))e33 ∗02∗−m!∀ellek 

kö∃ül e∃) ∗ Ε,l2∗/∗),s) ∗ kéΕléke02sé−1 5!l2,selméle) 8Εl∗s∃)1kus Ε!)enci,l elméle): 

dupl,0 5elkemé02e∀õ ∗02∗−m!∀ellje1? Εl4 [MOLENKAMP (1983)] és m,s !l2∗0 

anyagmodellek veszik figyelembe, amelyek modellezik a ny6r,s1 5elkemé02edés) 

[VERMEER, (1982), LADE�KIM (1988), DESAI et al. (1991), DESAI (2001), KOLYMBAS et al. 
(1995) és m,s!kΜ4 

Ugyanakkor nincs ér)esülésü0k ∗rról? /!−2 s1kerül) v!l0∗ e∃eke) ∗∃ ∗02∗gmodelleket 
mér0ök1 0∗−2lé)es6)mé02ek mérésere∀mé02e10ek v1ss∃∗s∃,m6),s,r∗ /∗s∃0,l014 A 

valósz60û !k ∗∃? /!−2 ∗ kéΕléke02sé−1 és ∗ Εl∗s∃)1kus Ε!)e0.1,l 5elüle)e)ek? v∗l∗m1nt a 
felkemé02e∀és) és l,−2ul,s) me−/∗),r!∃ó öss∃e5ü−−ések és Ε∗r∗mé)erek )Αls,−!s∗0 

bonyolultak ahhoz, hogy léΕésrõl léΕésre )ör)é0õ mó∀!s6),sukk∗l ∗ 

mérésere∀mé02ek/e∃ közel6)e01 le/e)0e4 E∃ér) ∗∃ 10 s1)u mérésere∀mé02ek v1ss∃∗-
sz,m6),s,0,l e−2s∃erû33? rugalmas, rugalmas-ide,l1s∗0-kéΕléke02 [GIODA és LOCATELLI 
(1999), SWOBODA et al. (1995), 1999)], modifik,l) )r∗0∃ver∃,l1s∗0 1∃!)róΕ [8SAKURAI 

(1991)] vagy hiperbolikus anyagmodellek kerül0ek ∗lk∗lm∗∃,sr∗? ∗mel2ek ∗ 

hagyom,02!s ∀e5!rm,.1ós Ε∗r∗mé)ereket (
✡

 egytengelyû ru−∗lm∗ss,−1 m!∀ulus) és ∗ !  ☛
oisson-té02e∃õ): /∗s∃0,lj,k4 (Megjegyzendõ? /!−2 e∃ek ∗ Ε∗r∗mé)erek .s∗k e−2)e0-

gelyû l10e,r1s ese)3e0 jele0)e0ek ∗02∗−,llandó)? e∃ér) /∗s∃0,l∗)uk kerüle0∀õ [BOJT(R�

V(S(RΛELYI�ASSZONYI (2008)], ugyanis a ☞  csΑs∃)∗tó 8v4 026r,s1: ru−∗lm∗ss,−1 

modulus és ∗ K tér5!−∗)v,l)!∃,s1 8v4 k!mΕress∃131l1),s1: modulus m,r ,l)∗l,0!s re!lógiai 
modellek eseté0 1s ∗02∗−,ll∗0∀ó4 A∃ ,)s∃,m6),s? m,r ∗m1k!r megengedett, a köve)ke∃õΦ ✌

K

✌
K✌

K

K
✌✍

26

23
,

3

9

!
"

#
!

# ! ,  illetve  
!! 21

1
3

1

1
2

"
#

!
#

✍
K∀

✍✌
.) 

Az ismertetésre kerülõ Ε,l2,)ól 5ü−−õ? 0eml10e,r1s 8Ε!0)!s∗33∗0 s∃∗k∗s∃!s∗0 

line,ris) anyagmodell a nyomó 5õ5es∃ül)sé−ek )erében né−2 Ε,l2∗.s!Ε!r)!) külö03ö∃)e) 

meg, ahol a hagyom,02!s ∀e5!rm,.1ós Ε∗r∗mé)erek ér10)õ ér)éke1) m,s és m,s öss∃e-
fü−gésΕ,rr∗l s∃,m6)j∗4 A Ε,l2∗.s!Ε!r)!k Ε,l2∗1r,02v,l)!∃,s) jele0)enek, amelyet a mo-
dell a feszül)sé−,ll∗Ε!) v,l)oz,s,)ól 5ü−−õ 5el)é)elek se−6)sé−ével 8∗ kö∃éΕ5es∃ül)sé− 

növeke∀éseΝ.sökke0ése és ∗ rel∗)6v 026r,ss∃10) 0öveke∀ése/csökke0ése: /∗),r!∃ me−4 

Ily mó∀!0 ∗ Ε,l2,)ól 5ü−−õ m!∀ell ∗ ∀uΕl,0 5elkemé02e∀õ ru−∗lm∗s-kéΕléke02 ∗02∗g-
modelleknek törés ∗l∗))1 mûkö∀ésé) 1m1),lj∗? ∗∃!k0∗k e−2 ∀urv∗ kö∃el6)ése4 Κ−2∗0∗kk!r 

ez a kö∃el6)és ∗ /∗−2!m,02!s ∀e5!rm,.1ós Ε∗r∗mé)erek ér10)õ ér)éke10ek 8 tt

✡
!, ) hasz-

n,l∗),v∗l e−2ü)) me−kö002e336)1 ∗ m!∀ellk∗l13r,l,s)? és le/e)õvé )es∃1 k!mΕleΓ 

geotechnikai lé)es6)mé02ek /!ss∃Α ),vΑ mérésere∀mé02e10ek v1ss∃∗s∃,m6),s,) 

[DOLE�ALO∋( és SVANCARA (2006)]. 
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2. AZ ANYAGMODELL LEÍR(SA 

A DOLE�ALO∋(-féle mó∀s∃er −e!)e./01kai lé)es6)mé02ek /el2s∃601 mérése13õl 

levezetett alakv,l)!∃,s1 és 5es∃ül)sé−1 Ε,l2,10∗k elem∃ésére és ∗∃!k0∗k ∗ )r1∗Γ1,l1s 

k6sérletekkel tör)é0) ér)elme∃ésé0 ∗l∗Εul [DOLE�ALO∋( (1976), (1994), (2006), 
DOLE�ALO∋( és HORENI (1982a)].  

Az elemzés ké) � a modell fel,ll6),s∗ s∃emΕ!0)j,3ól lé02e−es � meg,ll∗Ε6),s/!∃ 

vezetett:  
! Az ir,02v,l)!∃,ss∗l re0∀elke∃õ 5es∃ül)sé−Ε,l2,k∗) ∗∃ 1r,02v,l)!∃,sr∗ ∗∀!)) 

deform,.1ós v,l∗s∃uk ∗l∗Εj,0 .s!Ε!r)!s6)∗01 le/e) és ∗ vé−)ele0 s!k Ε,l2∗1r,02 /el2e)) 

csak né−2 5es∃ül)sé−Ε,l2∗-csoportot kell megkülö03ö∃)e)01 ∗ )örés ∗l∗))1 )∗r)!m,023∗04  

! A ny6r,ss∃10) 0övelésével? ∗∃∗∃ 026r,s1 8∀ev1∗)!r1kus: )er/eléssel j,ró 

feszül)ségp,l2,k 0∗−2? m∗r∗∀∗0∀ó? kéΕléke02 ∀e5!rm,.1ó) v,l)∗0∗k k1? m6− 026r,ss∃10) 

csökke0ésével? ∗∃∗∃ )!r∃ul,s1 )e/ermentes6)éssel j,ró 5es∃ül)sé−Ε,l2,k .s∗k k1s? 

rugalmas deform,.1ó) !k!∃0∗k4 A∃ elsõ Ε,l2∗.s!Ε!r)0,l merevsé−.sökke0és? m6− ∗ 

m,s!∀1k0,l merevsé−0öveke∀és 51−2el/e)õ me−4 E∃ érvé02es ∗ 02!mó 5õ5es∃ül)sé−ek 

( 321 """ $$ ) tartom,02,r∗ 5üggetlenül ∗))ól? /!−2 ∗ kö∃éΕ5es∃ül)sé− 0õ v∗−2 Εe∀1− 

csökke04 

2.1 A MÓDSZER V(ZLATA KON∋ENCION(LIS ΟORM(ΠAN 

Magyar,∃∗)kéΕΕe0 )ek10)sük ∗∃ 1/ ,)r,n l,)/∗)ó /∗−2!m,02!s 5es∃ül)sé−1  

,3r,∃ol,s) ∗ octoct "# "  s6k!0Φ  

% & % & % &2o
3

2o
2

2o
13

1 """"""# "!"!"#oct ,  % & o
3213

1 """"" '!!#oct  4 

A mó∀s∃er ∗ Ε1ll∗0∗)021 /el2∃e)e) jelölõ Ε!0)ból 0égyféle 1r,02) jelöl k1? /∗ 

mindegyik fõ5es∃ül)sé− 02!mófeszül)sé−4 Λ∗ le−∗l,33 e−2 5õ5es∃ül)sé− /Α∃ó5es∃ül)sé−? 

akkor mé− tov,331 nyolc p,l2∗.s!Ε!r)!) külö03ö∃)e) me− 8e))õl m!s) el)ek1ntü0k:4 

    

                                                 
4 A deform,.1ós s6k!0Φ  % & % & % &2o

3

2o
2

2o
13

1 $$$$$$% "!"!"#oct
, % & o

3213
1 $$$$$ '!!#oct

. 

o"  

# oct ✎ ✏ ✑ ✒
 ✎ ✏ ✓ ✒

 

✎ ✑ ✓ ✒
 

fesz0ltségp,lya 0 

✎ ✑ ✑ ✒
 

o"  

0 

tönkremeneteli hat,r6 
lim
oct#  

0()i  

0$)i  

0() oct"  0*) oct"  

lim
octoct 7i ###  

# oct 
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1/,)ra 

Ezekhez a p,l2∗1r,02!k/!∃ ∗ /∗),r/!∃ v∗ló kö∃ele∀és)? 1lle)ve ),v!l!∀,s) re0∀el1 

hozz, ∗  
lim
octoct 7i ###  és ma8

octoct 7r ""#  

viszony6),ss∗l? s emΕ1r1kus öss∃e5ü−−ésekkel ∗ Ε1ll∗0∗)021 5es∃ül)sé−,ll∗Ε!)3ól? ∗ 

kezdeti pp ∀3 ! ér)ékek3õl és ∗ )ö331 l∗3!rv1∃s−,l∗)3õl leve∃e)e)) 3eléΕõ ∗∀∗)3ól elõ6rj∗ ∗ 

következõ Ε,l2∗s∃∗k∗s∃ tt ∀3 !  ér)éke1)Φ 

11 00 ()$) i∀oct" : % & % & ]11[ 21
0

k

9

k

octpt i733 %"" ""# ,  % & 3k

9pma8pt i!!!! "!# , 

1   00 *)$) i∀oct" : % & 1
0

k

octpt 733 ""#   pt !! # , 

 00 ()+) i∀oct" : % & % & ]11][11[ 21 k

9

p

∃nlt ir33 %""""#  % & 3k

9pma8pt i!!!! "!# , 

 00 *)+) i∀oct" : % & ]11[ 1p

∃nlt r33 ""# , pt !! # , 

ahol 

max
oct"  � a oct"  )ör)é0elm1  m∗Γ1mum∗, 

0"     � atmoszfér1kus 02om,s? 

max! � a t!  Poisson té02e∃õ m∗Γ1m,l1s ér)éke, 

p!  � t!  kezdeti ér)éke 0"  feszültsé−0él?  

1k , 2k , 3k , 1p  � empirikus hatv,02k1)evõk? 

p33 ,# %min �minim,l1s ∀e5!rm,.1ós m!∀ulus; 

max3  � maxim,l1s ∀e5!rm,.1ós m!∀ulusϑ  

p3 � az t3  modulus kezdeti ér)éke 0" -n,l? 

∃nl3  � tehermentes6)és1  (Young) modulus;  

% & % &00* 1/ iiii ""#  � modifik,l) i ny6r,s-

szint, 

i0  � az i  ny6r,ss∃10) kezdeti ér)ékeϑ  

 t3 , t!  deform,.1ós Ε∗r∗mé)erek k!rl,tai: 

ma8tpmin 3333 **# , ma8tp !!! ** . 

A fenti nemline,r1s öss∃e5ü−−ések 51−2elem3e ves∃1k ∗∃) keres∃)/∗),s)? ∗mel2e) ∗ 

norm,l5es∃ül)sé−s∃10) oct"  növeke∀ése v∗−2 .sökke0ése és ∗ 026ró5es∃ül)sé−s∃10) i 

növekedése v∗−2 .sökke0ése −2∗k!r!l ∗∃ ∗02∗− merevsé−ére4  

A talajoknak, a kõ∃e)ekkel és m,s s∃1l,r∀ )es)ekkel s∃em3e0 v∗0 e−2 külö0le−es 

tulajdons,−∗4 A kéΕléke02 ,ll∗Ε!) sΕe.1,l1s v!l)∗4 

o M6− ∗ 0!rm,l s∃1l,r∀ )es)ek � a kezdeteknél m10∀1− ru−∗lm∗s∗0 v1selke∀0ek? s .s∗k 

a kéΕléke02 /∗),r u),0 kéΕléke02ké0)? m∗j∀ )er/elés.sökke0és0él me−10) 

rugalmasan. Ez a hat,s .s∗k ∗ ∀ev1∗)!r1kus rés∃0él jele0)ke∃1k? ∗ −öm31 8)ér5!−∗)1: 

rés∃0ek 010.s kéΕléke02 ,ll∗pota. 

o Addig a talajok )er/elés0öveke∀és1  ese)ek3e0 m10∀1− kéΕléke02 )es)ké0) v1selked-
nek m,r ∗ ke∃∀etektõl 5!−v∗? és 0em.s∗k )!r∃ul,s0,l? /∗0em )ér5!−∗)v,l)!∃,s0,l 1s4 
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A fenti ss∃e5ü−−ések s∃er10) ∗ m!∀ell Ε,l2∗1r,02!0ké0) re0∀el külö03ö∃õ tt

✔
!,  

értékeke) ∗∃ ∗02∗−1 Ε!0)/!∃? ∗))ól 5ü−−õe0? /!−2 )er/elésrõl v∗−2 )e/erme0)es6)ésrõl v∗0 

szó4 Am6− ∗ )ö0kreme0e)el1 /∗),r e k!0ve0.1!0,l1s 5el5!−,s3∗0 e−2 51Γ  −ör3e? ∗ddig a 
)!r∃ul,s1  és ∗ )ér5!−∗)1  /∗),r v,0∀!r!l 8l,s∀ 2/ ,)ra).  

A DOLE�ALO∋(-mó∀s∃er 0em.s∗k ∗ /∗−2!m,02!s 5es∃ül)sé−1 /∗),r5el)é)elek ese)é0 

alkalmazható? /∗0em ∗ )erm!∀10∗mikailag helyes energia és mu0k∗5el)é)elek ese)é0 1s? 

csup,0 ekk!r léΕése0ké0) 0em ∗ o"# ∀oct  ér)ékeke) kell s∃,m!l01? /∗0em ∗ )!r∃ul,s1 

[ %✕
] és )ér5!−∗)v,l)!∃,s1 [ %✕

] deform,.1ós mu0k,)? 1lle)ve ∗ rugalmas torzul,s1 [ %- ] 

energi,)? v∗l∗m10) ∗ )!r∃ul,s1 [ %%% ✕
-"# ] diszperziós mu0k,) 8l,s∀ 2/ ,)ra). 

 

Tö0kreme0e)el1 /∗),r 851Γ: 
%

t
% #  

Kezdeti töre∀e∃és1 /∗),r 851Γ: 
%

∗
% #  

Moment,0 )!r∃ul,s1 

kéΕléke0ysé−1 /∗),r 
%
f

% ✖✖ #  

 

2/ ,)ra 

Ekkor a kéΕléke02sé−1 /∗),r!k ∗ ✗ / ,)ra baloldali oszlop,3∗0 lévõ kéΕ0ek 

megfelelõe0 ∗l∗kul0∗k Ε,l2∗1r,02!0ké0)4 A∃ ,3r∗ j!33!l∀∗l,0Φ ∗ 5es∃ül)sé−�deform,.1ó 

s6k!0 ∗ torzul,s1- és ∗ )ér5!−∗)1 ∀e5!rm,.1ós mu0k∗ v,l)!∃,s∗ l,)/∗)ó 8m10) −ör3e ∗l∗))1 

terüle):4 

Az alkalmazott öss∃e5ü−−ésΦ 

11 �   torzul,s1 e−2e0le)3e0Φ képlékeny, tér5!−∗)1 e−2e0le)3e0Φ képlékeny, 
1   �   torzul,s1 e−2e0le)3e0Φ r∃galmas, tér5!−∗)1 e−2e0le)3en: képlékeny, 

 �   torzul,s1 e−2e0le)3e0Φ képlékeny, tér5!−∗)1 e−2e0le)3e0Φ r∃galmas,  

 �   torzul,s1 e−2e0le)3e0Φ r∃galmas, tér5!−∗)1 e−2e0le)3e0Φ r∃galmas. 
 

Vagyis az öss∃es v∗r1,.1ó 3e00e v∗0 ∗ m!∀ell3e04 E∃ ∗ kéΕ 1l2e0 ekl∗),0s∗0 ∗∃ér) 

nem jelenik meg, mert a konvencion,l1s  ∗l∗kv,l)!∃,s1 Ε∗r∗mé)erek )∗0−e0s ér)éke1 

tt

3
!,  (vigy,∃∗)Φ 0em ∗02∗−,ll∗0∀ókΙ: s∃ereΕel0ek 3e00e4 

o"  

Moment,0 )ér5!−∗)1 kéΕlékenysé−1 /∗),r  
oo
f

::
#  

oct#
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 ✘ ✙ ✙ ✚ ✛
  00 ()$) i∀oct"  

   

       [ %
f

% ✜✜ ( ]                        [ oo
f

✜✜ $ ] ✘ ✙ ✙ ✚ ✛
  min%két képlékenységi hat,r emelkedik 

 ✘ ✙ ✢ ✚ ✛
  00 *)$) i∀oct"  

    

        [ d
f

d :: * ]                        [ oo
f

:: $ ] ✘ ✙ ✢ ✚ ✛
  csak a térfogati képlékenységi hat,r emelkedik 

 ✘ ✣ ✙ ✚ ✛
  00 ()+) i∀oct"  

   

        [ d
f

d :: ( ]                       [ oo
f

:: + ] ✘ ✣ ✙ ✚ ✛
  csak a torz∃l,si képlékenységi hat,r emelkedik 

 ✘ ✣ ✢ ✚ ✛
  00 *)+) i∀oct"  

      

        [ d
f

d :: * ]                  [ oo
f

:: + ] ✘ ✣ ✢ ✚ ✛
  a képlékenységi hat,rok nem v,ltoznak 

;/ ,)ra  

o
$

o"  

0o+):  

oct%  

oct#  

0*) d:  

o
$

o"  

0o+):  

o"  

oct#  

oct%  

oct#  

0() d:  

o"  

oct#  

o$  

o"  
0o():  

oct%  

oct#  
0*) d:  

o
$

o"  
0o():  

oct%  

oct#  
0() d:  

o"  

oct#  

o"
 

oct#  
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A %✤
) és o✤

)  elemi munka kö∃el6)õle−Φ  

octoct
%✥

%# ),)#)  és ooo $"$" ),)#),)#) octoct

✥
. 

A p,l2∗.s!Ε!r)!k jele0)õsé−é0ek me−ér)ésé/e∃ ∗ ✦ / ,)r,n mutatunk egy pél∀,)4 

 

 ✦ / ,)ra 
✧

esz0ltség-p,lyacsoportok alak∃l,sa a ZERMANICE )etong,t 1-1  szelvényé)en6 
(a) � a g,t  ép−tése 1>?≅-1>?Α∀ ()) � a v−zt,roló feltöltése 1>?Β-1>≅2∀ (c) - az 
alapkõzetet form,ló m,rg,s agyagpal,)an vég)emenõ folyamatok Χkonszolid,ció∀ 
,raml,s és viszkoplasztik∃s foly,s) hat,sa ,llandó v−zszint mellett 1>≅; és 1>Β0 és (d) 
1>Β1 és 2000 között/ 

 

2.2 A MÓDSZER ∋(ZLATA LINE(RIS�KÉPLÉKENY EGYENSΘLYI  ANYAGMODELL ESETÉN 

Köve)ke∃õ m!0∀∗01v∗ló0k .s∗k elv1 ),mΕ!0)!) ∗k∗r 02Αj)∗014 Le−2e0 ∗∃ 

anyagtörvé02 Εél∀,ul ∗ le−e−2s∃erû33 ru−∗lm∗s-kéΕléke02 HOOKE-test5, amelynek 
0övekményes  ∗02∗−e−2e0le)e ∗ köve)kezõΦ 

R∃galmas tartom,ny)an:   Képlékeny tartom,ny)an: 

dd 5 åó )#) 2 ,  oo 3 åó )#) K   d
pl

d 5 åó )#) 2 ,  oo 3 åó )#) plK .6 

Ekkor a külö03ö∃õ Ε,l2∗s∃∗k∗s∃!k!0 ∗ merevsé−1 m,)r1Γ eleme1) ∗ ké) ru−∗lm∗s és ké) 

kéΕléke02 ∗02∗−,ll∗0∀ó3ól éΕ6)/e)jük 5el4Φ 

                                                 
5 Line,r1s m!∀ell 
6 Illetve: 

octoct
5 %# )#) 2 ,  o3 $" )#) K

oct
, és  

octploct
5 %# )#) 2 ,  o3 $" )#) ploct

K . 



85 

 

11 �  00 ()$) i∀oct" : plt 55 22 # ,  plt KK 33 # , 

1   � 00 *)$) i∀oct" : 55t 22 #   plt KK 33 # , 

 � 00 ()+) i∀oct" : plt 55 22 #  KK t 33 # , 

 � 00 *)+) i∀oct" : 55t 22 # , KK t 33 # . 

Ebben  (és .s∗k e33e0: ∗∃ ese)3e0 � mivel a HOOKE-testrõl v∗0 s∃ó � minden tov,331 

nélkül ,))ér/e)ü0k ∗∃ 3 egytengelyû v4 Εo∃ng-modulusra és !  Poisson-té02e∃õre ∗ 

közismert ,tsz,m6),s1 5!rmul,kk∗l? v∗−21s 

 �  ∀
5K

5K
3

plpl

plpl

t !
#

3

9
 

plpl

plpl

t
5K

5K

26

23

!

"
#! , 

  �  ∀
5K

5K
3

pl

pl

t !
#

3

9
 

5K

5K

pl

pl

t 26

23

!

"
#! ,     

 �    ∀
5K

K5
3

pl

pl

t !
#

3

9
 

pl

pl

t
5K

5K

26

23

!

"
#! , 

 �   ∀
5K

K5
3t !

#
3

9
  

5K

5K
t 26

23

!
"

#! .     

 

A paramé)erv,l),s) ∗ ∀e5!rm,.1ós mu0ka v,l)!∃,s∗ ve∃é02l1? v∗−21s 

.0,,0,:

,0,,0,:

,0,,0,:

,0,,0,:

ooo

ooo

ooo

ooo

+)+*)*

+)+()(

()(*)*

$)(()(

:vagy::tov,)),:vagy::ha

:vagy::tov,)),:és::ha

:és::tov,)),:vagy::ha

:és::tov,)),:és::ha

f

dd

f

d

f

dd

f

d

f

dd

f

d

f

dd

f

d

 

2.3 A MÓDSZER ∋(ZLATA LINE(RIS�KÉPLÉKENY NEMEGYENSΘLYI  ANYAGMODELL   

ESETÉN 

Legyen az anyagtörvé02 ∗ )erm!∀10∗m1k∗1l∗− leve∃e)e)) ru−∗lm∗s-kéΕléke02 

reoló−1∗1 m!∀ell? ∗ POYNTING�THOMSON-féle Α04 s)∗0∀∗rd test, amelynek 

0övekményes  ∗02∗−e−2e0le)e ∗ következõΦ 

 

R∃galmas tartom,ny)an:   Képlékeny tartom,ny)an: 

dd 5
Φ
åó )#) 2 ,  oo 3 åó )#) K

Φ
  d

pl
d 5

Φ
åó )#) 2 ,  oo 3 åó )#) plK

Φ
, 
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amelyben a torzul,s1 és )ér5!−∗)1 ∗02∗−,ll∗0dók s∃ereΕé) ∗∃ Α04 ∗02∗−!Εer,)!r!k ves∃1k 

,)Φ 

t

tt

★★ ✩
.
.

!

.

.
!

.
.

#
#

&

1

22
2

2

2

,  

t

tt

★★ ✩ plpl

pl

.
.

!

.

.
!

.
.

#
#

&

1

22
2

2

2

, 

  

t

t
K

t
K

K
Φ v

.
.

!

.

.
!

.
.

#

o

2

2

1

33
3

#

,   

t

t
K

t
K

K
Φ pl∀vpl

pl

.
.

!

.

.
!

.
.

#

o

2

2

1

33
3

#

, 

ahol  
5 � a csΑs∃)∗)ó 8v4 026r,s1: ru−∗lm∗ss,−1 m!∀ulus?  

& � a viszkozit,s1 e−2ü))/∗)ó? 

# � a relax,.1ós idõ? 

K � a tér5!−∗)1 8v4 k!mΕress∃131l1),s1: m!∀ulus? 
Kv � a tér5!−∗)1 v1s∃k!∃1),s? 

# o     � a tér5!−∗)1 rel∗Γ,.1ós 1∀õ? 

5 pl � a torzul,s1 kéΕléke02é−1 m!∀ulus? 
K pl � a tér5!−∗)1 kéΕléke02é−1 m!∀ulus? 

tov,33, ∗∃ e∀∀1−1ek3õl s∃,rm∗∃)∗)!)) ∗02∗−,ll∗0∀ók 

& pl � a kéΕléke02 v1s∃k!∃1),s1 e−2ü))/∗)ó [ % &#&& plpl 55 2222 ""' ], 

Kv∀ pl � a kéΕléke02é−1 m!∀ulus [ % & o3333 #plvpl∀v KKKK ""' ]. 

 
Az anyagtörvé02 ∀155ere0.1,le−2e0le) 5!rm,j,3∗ k16rv∗Φ 

R∃galmas tartom,ny)an:   Képlékeny tartom,ny)an: 

dddd 5 óååó !! )")!)#) #&22 ,   dd
pl

d
pl

d 5 óååó !! )")!)#) #&22 ,   

o
o

ooo 33 óååó !! )")!)#) #vKK , o
o

ooo 33 óååó !! )")!)#) #pl∀vpl KK .  

Ahhoz, hogy a DOLE�ALO∋(-mó∀s∃er) m10∀e0 )!v,331 0élkül erre ∗ re!ló−1∗1 

modellre is alkalmazni lehessen, meg kell hat,r!∃01 ∗∃ ∗02∗−v1selke∀és)  ∗ Ε,l2∗ 

menté0? v∗−21s meg kell oldani ezt a differenci,le−2e0le)e) ∗∀!)) Ε,l2∗ me0)é04 A 

feladat megold,s∗ 0∗−2!0 e−2s∃erû? ∗ le−−2∗k!r133 ese)eke) lekö∃öl)ük [SZARKA�

ASSZONYI-FΡLÖP (2008)] 181-183. oldalon. 

Itt van nagy szerepe a gyakorlati tapasztalatnak, mert a differenci,le−2enlet 
megold,s,/!∃ ∗ kerüle)1 és ke∃∀e)1 5el)é)elek s∃üksé−esek4 A i-edik iter,.1ó0,l k∗Ε!)) 

ér)ékek le−2e0ek Εl4 i1"  és i1$ [vagyis d
i1"  és o$ ], s keressük ∗∃ i+1-edik léΕés/e∃ 

tartozó 95t és ;Kt  ér10)õ ér)ékeke)4 Λ∗ Εl4 5el)é)ele∃∃ük? /!−2 e∃e0 ∗ k1s s∃∗k∗s∃!0 ∗ 
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deform,ciósebessé− ,ll∗0∀ó 8 %
i1$! = const = a és o$! = const = )), akkor a 

differenci,le−2e0le) � rugalmas rés∃é0ek � megold,s∗ 

/
/

0

1

2
2

3

4

5
5

6

7

8
8

9

:
"5

6

7
8
9

: ""#
" %

i1
a%

i1
%
i1 ✪a

✪ $
##

&
$"

1

e12 , ill. 
/
/

0

1

2
2

3

4

5
5

6

7

8
8

9

:
"5

6

7
8
9

:
""#

" o

o

1

o
oo e13

$
##$" )v

K

K
)K . 

Az ér10)õ 1r,02)∗0−e0se Εe∀1− 

td
i1

d
i1

52#
.

.

$

"
, ill. tK3

o

o

#
.

.

$

"
, 

azaz 
d
i1

a
t

5
55

$
#

#

&
1

e122
"

5
6

7
8
9

: ""# , ill. 
o

o

1

o

e133
$

#

#

)v
t

K

K
KK

"

55
6

7
88
9

:
""# , 

vagyis ér)éke ∗∃ 1)er,.1ós léΕések0él ∗∃ elõ∃õ d
i1$  és o$ ér)ékekkel? v∗l∗m10) ∗ 5elve)) a 

és )  ér)ékekkel s∃,m6)/∗)ó4 

Ha tapasztalatunk azt dikt,lj∗? /!−2 0e ∗ ∀e5!rm,.1óse3essé−? /∗0em ∗ 

feszül)ségv,l)!∃,s1-sebessé− ,ll∗0∀ós,−,) ( d
i1"! = const = a és o"! = const = )) céls∃erû 

feltenni, akkor 

/
/

0

1

2
2

3

4

5
5

6

7

8
8

9

:
"5

6

7
8
9

: ""#
" d

i1
a

5

d
i1

d
i1

5
a

5

"
&#

&
"$ e1

2

1
, ill. 

/
/

0

1

2
2

3

4

5
5

6

7

8
8

9

:
"5

6

7
8
9

:
""#

" o

e1
3

1
o

oo
$

#"$ )K

K

v v

K

K
)

K
, 

t
d
i1

d
i1

52

1
#

.

.

"

$
, ill. 

tK3

1
o

o

#
.

.

"

$
, 

d
i1

a

5

t 555

"
&

&

# "

55
6

7
88
9

:
""# e

22

1

2

1

2

1
, ill. 

d
i1

v)K

K

vt KKKK

"# "

55
6

7
88
9

:
""# e

33

1

3

1

3

1 o . 

 
MEGJEGYZÉS. Amennyiben egy geotechnikai feladatot nem egy léΕ.sõ3e0? /∗0em 

szakaszonké0) !l∀u0k me−? ∗kk!r s∃üksé− v∗0 ∗ Ε,l2∗me0)1 me./∗01k∗1 v1selke∀és 

matematikai öss∃e5ü−−ésére, ami az ∗02∗−)örvé02 Ε,l2,r∗ l!k∗l1∃,l) ∗l∗kj∗ 4 
 

3. ÖSSZEGEZÉS 

 
1. A cikk t,r−2∗ e−2 0umer1kusm!∀elle∃és1 módszer és e−2 ∗//!∃ )∗r)!∃ó Ε,l2,)ól 

fü−−õ ∗02∗−m!∀ell? ∗mel20ek .élj∗ ∗ /el2s∃601 mérés/e∃ 1lles∃ke∀õ? v∗lós,−/û 

modellalkot,s4 
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2. A m ∀s∃er lé02e−e ∗ mérésre 1lles∃ke∀õ m!∀ellk∗l13r,.1ó? ∗mel2e) ∗ 

feszül)sé−Ε,ly,)ól 5ü−−õ ∗02∗−m!∀ell ∗∃∃∗l se−6) elõ? /!−2 5!lyamatosan 
figyelembe veszi a p,lyair,02 v,l)!∃,ss∗l j,ró merevsé−v,l)!∃,s)4 T!v,331 

köve)elmé02 ∗ le−5!0)!s∗33 k1v1)ele∃és1 és ü∃emel)e)és1 s∃∗k∗s∃!k v∗lós,−/û 

modellezése? ∗mel2 ∗ k∗l13r,l) ∗02∗−m!∀ellel e−2ü)) le/e)õvé )es∃1 ∗ 

mérésere∀mé02ek 5!k!∃∗)!s kö∃el6)ésé)4  

3. A mó∀s∃er )e/,) !l2∗0 mér0ök1 lé)es6)mé02ek m!∀elle∃ésére és )erve∃ésére 

alkalmas, ahol m,r ∗ )erve∃és 1∀ejé0 1s ,ll0∗k 31∃!02!s mérés∗∀∗)!k ∗ 

rendelkezésre4 Il2e0ek Εl4 ∗ ku)∗)ó ),rók3∗0? Ε1l!)-alagutakban, kezdeti kivitelezés1 

szakaszokon, lé)e∃õ s∃erke∃e)eke0? ∗0∗l!−1kus mû),r−2∗k!0? s)34 vé−∃e)) mérések4  

4. A cikk elsõ rés∃e ∗ Ε,l2∗5ü−−õ ∗02∗−m!∀ell k!0ve0.1!0,l1s 5!rm,j,) ),r−2∗lj∗4 A∃ 

alkalmazott anyagmodell egy növekmé02es? k!m310,l) m!∀ell? ∗mel20ek v∗0 e−2 

idõ)õl 5ü−−e)le0 ru−∗lm∗s-kéΕléke02 me./∗01k∗1 rés∃e és e−2 1∀õ)õl 5ü−−õ 

viszkoplasztikus rés∃e4 A kéΕléke02 ∀e5!rm,.1ó) m10∀ké) rés∃0él ∗ Εl∗s∃)1kus 

potenci,l elméle) se−6)sé−ével s∃,m!ljuk4 

5. A p,l2,)ól 5ü−−õ? 0eml10e,r1s 8Ε!0)!s∗33∗0 s∃∗k∗s∃!s∗0 l10e,r1s: rés∃ ∗ 02!mó 

fõfeszül)sé−ek )eré3e0 0é−2 Ε,l2∗.s!Ε!r)!) külö03ö∃)e) me−? ∗/!l ∗ /∗−2!m,02!s 

deform,.1ós Ε∗r∗mé)erek ér10)õ ér)éke1) m,s és m,s öss∃e5ü−−ésΕ,rr∗l s∃,m6)j∗4 A 

p,lyacsoportok p,l2∗1r,02v,l)!∃,s) jele0)e0ek? ∗mel2e) ∗ m!∀ell ∗ 5es∃ül)sé−,ll∗Ε!) 

v,l)!∃,s,)ól 5ü−−õ 5el)é)elek seg6)sé−ével 8∗ kö∃éΕ5es∃ül)sé− 0öveke∀éseΝ.sökke0ése 

és ∗ rel∗)6v 026r,ss∃10) 0öveke∀éseΝ.sökke0ése: /∗),r!∃ me−4  

6. A le6r) mó∀s∃er és ∗ m!∀ell e∀∀1− 16 nagyg,)? ≅ ∗l∗−Α)? Β 5öl∀∗l∗))1 .s∗r0!k és 

t,rozó? 9 mél2 mu0k∗−ö∀ör és Χ küls∃601 5ej)és modellezésénél és )erve∃ésé0él )∗l,l) 

gyakorlati alkalmaz,sr∗4 

7. A cikk m,s!∀1k rés∃e ∗ Ε,l2∗5ü−−õ ∗02∗−m!∀ell0ek )erm!∀10∗m1k∗1 ∗l∗Ε!kr∗ 

helyezett tov,335ejles∃)ésé) )∗r)∗lm∗∃∃∗4 A k!0ve0.1!0,l1s ∗l∗kv,l)!∃,s1 m!∀ulus és 

Poisson té02e∃õ /el2e)) ∗ k6sérle)1le− j!33∗0 megalapozott tér5!−∗)1 és )!r∃ul,s1 

modulust és ∗ 5es∃ül)sé−,ll∗Ε!))ól 5ü−−õ 5el)é)elek /el2e)) ∗ )erm!∀10∗m1k∗1l∗− 

helyes tér5!−∗)1 és )!r∃ul,s1 ∀e5!rm,.1ós mu0k∗5el)é)eleke) ve∃e)1 3e4 

8. A p,l2∗5ü−−õ m!∀ell0ek ké) )erm!∀10∗m1k∗1 v,l)!∃∗)∗ kerül 3emu)∗),sr∗4 Az elsõ 
v,l)!∃∗) ∗∃ e−2e0sΑl21  ∗02∗−m!∀ell) 8ru−∗lm∗s-kéΕléke02 Λ!!ke-testet), m6− ∗ 

m,s!∀1k v,l)!∃∗) ∗ 0eme−2e0sΑl21  ∗02∗−m!∀ell) 8ru−∗lm∗s-kéΕléke02 re!ló−1∗1 

modellt, azaz Poyting-Thomson-féle s)∗0∀∗r∀ )es)e): ∗lk∗lm∗∃∃∗4 Külö03ö∃õ ke∃∀e)1 

felté)elekre vonatkoztatva, adva vannak az egy terhelés1 léΕ.sõ/ö∃ k∗Ε.s!ló∀ó 

differenci,le−2e0le)ek me−!l∀,s∗1 1s4 
 



89 

IRODALOM 

 

DESAI, CH. S. (2001). Mechanics of Materials an% Interfaces/ ✫ he ∗ist∃r)e% State (oncept, 
CRC Press, ISBN 0-8493-0248-X. 

DESAI, C. S. - SHARMA, K. G.  - WATHUG, G. W.  -  RIGBY, D. (1991). Implementation of 
Hierarchical Single Surface ;< and ;=>Models in finite element procedure. Int/ Η/ Ι∃m/ 
∋nalyt/ Meth/ in 5eomechanics, 1 , 649 - 680  

DOLE�ALO∋(, M. (1976): Strain Paths in Embankments, 5th Budapest Conf. on Soil Mech. and 
Found. Eng., Budapest, pp. 41 - 52 

DOLE�ALO∋(, M. (1985). Description of a pseudoelastic constitutive model. Proc. of Conf. 
Κse !5 M1.r!.!mΕu)ers 5!r S!lv10− S!1l Me./4 ∗0∀ Ο!u0∀4 E0−4 Pr!3lems ? Pr∗−ue 810 

Czech) 

DOLE�ALOV(, M. (1993). Numerical Solution of Rheological Problems. Chapter 12 in Jaroslav 
Feda (ed.), (reep of Soils and Related Phenomea∀ Academica-Elsevier, 348-385. 

DOLE�ALO∋(, M. (1994). On overestimation of displacements in numerical calculation of 
zoned dams. International Ηo∃rnal for Ι∃merical and ∋nalytical Methods in 5eomech/, , 
1-24  

DOLE�ALO∋(, M. (2002). Approaches to numerical modelling of ground movements due to 
shallow tunnelling. Proc. 2nd Int. Conference on Soil Structure Interaction in Urban Civil 
Engineering, Zurich, 365-374 

DOLE�ALO∋(, M. (2006). Strain and stress path analysis of geotechnical structures and 
requirements to constitutive models for geomaterials. Int. Workshop on Const. Modeling -
 Development, Implementation, Evaluation and Application, Hong Kong  

DOLEZALOV( M. (2007). Feszül)sé−Ε,l2,)ól 5ü−−õ ru−∗lm∗s�kéΕléke02 ∗02∗−m!∀ell? 
Mér0ökgeoló−1∗-Kõ∃e)me./∗01k∗ 9ΣΣΧ 8S∃erk4 Török (4 & V,s,r/el21 Π4:? 9Τ≅-262   

DOLE�ALO∋(, M. - A. HO
✬

ENÍ (1982a). Strain paths in rockfill dams, measurements, 
constitutive laws, FEM calculations. 4th ICONMIG∀ Edmonton, 679 - 690. 

DOLE�ALO∋(, M. - A. HO
✬

ENÍ (1982b). A path dependent computational model for rockfill 
dams. Proc. Int. Symposium on Numerical Models in Geomechanics, Zurich, 577-586. 

DOLE�ALO∋(, M. - HLADIK, I. (2005). Viscoplastic flow of soft rock in foundation of 
Zermanice Dam, Eurock 2005- Impact of Human Activity on the Geological Environment � 
Konecny (ed), Taylor & Francis Group, London, 95-101 

DOLE�ALO∋(, M.  - SVANCARA, J. (2006). ∋nalysis of ∃n∃s∃al )ehavio∃r of ϑermanice ∗am, 
Czech National Committee on Large Dams, SORG Ltd. Prague, ISBN 80-239-7267-7 

DOLE�ALO∋(, M. - HLADIK, I. - ZEMANOVA V. (2004). Numerical analysis of unusual 
behaviour of Zermanice Dam, 11thInternational Conference of IACMAG, Prediction, 
Analysis and Design in Geomechanical Applications, Torino, Patrone Editore, Bologna, Vol. 
3, 403 � 410 

GIODA, G. 1985. Some remarks on back analysis and characterization problems in 
geomechanics. 5th Int. Conf. on Computer Methods and Advances in Geomechanics, 
Nagoya, Vol.1, 47-62 

GIODA, G. - LOCATELLI, L. (1999). Back analysis of the measurements performed during the 
excavation of a shallow tunnel in sand. International Journal for Numerical and Analytical 
Methods in Geomechanics, 23, 1407-1425 



90 

HLADÍK, I. (1998). ✭ fficient sol∃tion of ✮ inear an% Ιonlinear Systems of ✭ ✯ ∃ations for ✭ lasticity an% ✭ lasto-
✰

lasticity ✱ ✭ M ∋nalyses ✲ ith ✳ nstr∃ct∃re% Irreg∃lar ✴ ri%s/ PhD 
Thesis, University of Innsbruck, Austria. 

KOLYMBAS, D.  - HERLE I.  - P.A.VON WOLFFERDORFF (1995). Hypoplastic constitutive 
equation with internal variables. Int/ Η/ Ι∃m/ ∋nalyt/ Meth/ in ✴ eomechanics, 19, 415 - 436  

LADE, P. V.  - M. K. KIM (1988). Single hardening const. model for frictional materials, I, II, III. ✵
omp∃ters and 5eotechnics, 5, 6  

MOLENKAMP, I. F. (1983). Elasto-plastic double hardening model MONOT/ Research Report, 
∗elft-5eotechnics Delft, Holland 

SAKURAI, S. (1991). Field measurements and back analysis/ 7th Int. Conf. on Computer Methods 
and Advances in Geomechanics, Cairns  

SWOBODA, G. - TANG Y. - DOLEZALOVA M. - VENCLIK P. (1995). Back analysis of three-
dimensional model for geotechnical problems, Proceedings of ECCOMAS 96, Innsbruck, 
John Wiley & Sons, Ltd., 1-6 

SWOBODA, G. - ICHIKAWA, Y. - DONG, Q. - ZAKI, M. (1999). Back analysis of large 
geotechnical models. International/ Ηo∃rnal for Ι∃merical and ∋nalytical Methods in 
5eomechanics, 23, 1455-1472 

VERMEER, P. (1982). A five constant model unifying well established concepts. International 
Workshop on Constitutive Relations for Soils, Balkema, 175-197 

BOJT(R, I.�V(S(RΛELYI, B.�ASSZONYI, CS. (2008). A Young-féle ru−∗lm∗ss,−1 m!∀ulus és ∗ 
Poisson-té02e∃õ? Mérnökgeológia-Kõzetmechanika Kiskönyvt,r 8 (Szerk. FülöΕ T4:? =Σ=-
120   

SZARKA, Z. � ASSZONYI, CS. � FΡLÖP, T. (2008): Anyagok mechanikai tulajdons,−∗1 ∗∃ ∗02∗−-
törvé02 ∗l∗Εj,04 Mérnökgeológia-Kõzetmechanika Kiskönyvt,r  (Szerk. Asszonyi Cs.), 
121-184 

 
 
 
 



91 

International Society for Rock Mechanics 

Mérnökgeológia-Kõzetmechanika 2011 Konferencia∀ B∃%a&est 

 

 

 

 

A PRIMER FESZÜLTSÉGÁLLAPOT IN SITU MEGHATÁROZÁSÁRÓL 

 

 

∋sszonyi (sa)a � Szarka ∗oltán  

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

Ko,ács −ászló 
KÕMÉRÕ KFT, PÉCS � MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

 

 

 

 ∋ tan∃lmány összefoglal.a a &rimer fesz/ltségálla&ot meghatározására szolgáló min%azon∀ 

fesz/ltségmentes0tésen ala&∃ló in sit∃ méréseket∀ amelyekkel a fesz/ltségkom&onensek nagysága 

és iránya is egyi%e.✆ leg meghatározható2 3lyan∀ immár a hazai gyakorlat)an is sikeresen al-

kalmazott mó%szerek &él%á.án kereszt/l∀ mint a 24-s 4oorsto&&er-cellás illet,e a 54-s (SIR3 

6I-cellás tesztek∀ ,ázlatosan ismerteti a mag-kör/lf7rásos és a mag-t7lf7rásos mérések techni-

ká.át2 8∋ 24-s mó%szerek eseté)en a tel.es∀ tér)eli fesz/ltségálla&ot kiméréséhez három � nem 

egy s0k)a esõ � f7róly∃k)an ,égzett mérések sz/kségesek∀ m0g a 54-s mó%szerek eseté)en a 

szimmetrik∃s &rimer fesz/ltségtenzor min% a hat kom&onense egyi%e. ✆ leg meghatározható2 ∋ 

tan∃lmány )em∃tat.a∀ hogy az akt0, fesz/ltségmentes0tésen ala&∃ló mó%szerek milyen esetek)en 

nem alkalmazhatók∀ és ezek helyettes0tésére � friss .a&án szakiro%almi ∃talások ala&.án � egy 

olyan alternat0, mó%szert is ismertet∀ ami a f7róly∃k)ól kiker/lt∀ orientált magminta reológiai 

t∃la.%onságait felhasznál,a tesz k0sérletet a recens fesz/ltségtér rekonstr∃álására2  

 ∋ tan∃lmány legfontosa)) cél.a a k/lön)özõ mérések kiértékeléshez sz/kséges összef/ggé-

sek rögz0tése2 9nnek során ismerteti a f7róly∃k kör/l∀ a f7rómag)an∀ ,alamint a f7róly∃k tal&án 

kialak∃ló mechanikai mezõket∀ kitér,e a f7róly∃k kör/lréselése esetén keletkezõ kõzetcsõ me-

chanikai álla&otának matematikai le0rására is2 9rre a szerzõk szerint azért ,an sz/kség∀ hogy a 

méréseket ,égzõ és értékelõ szakem)ereknek ne csak a készen ,ásárolt szám0tógé&es &rogra-

mokkal legyen mó%.a az értékeléseket el,égezni∀ hanem legyen lehetõség/k azok ellenõrzésére∀ 

az esetleges gyenge &ontok∀ megenge%hetetlen elhanyagolások feltárására is2  
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1.  FÖLD ALATTI LÉTESÍTMÉNYEK MECHANIKAI TERVEZÉSÉSÉNEK 
KIINDULÓ ADATAI 

 

Föld∀l∀tt∃ folyo∋()∗ v,−∀to)∗ alagutak, t,.o/()∗ ∋t01 l2t3∋4t2∋263/∗ 7∃8d383)3lõtt ∀n-
nak megtervez2∋263/ −y∀)o.l∀t∃ ∀d∀to) ∋/9)∋2−3∋3)1 A66o/∗ 6o−y 73ly3) l3−y383) 

ezek az adatok, sz9)∋2−3∋ ∀ t3.v3/2∋∃ 7od3ll∗ ∀73ly ∀/ 3l72l3t∃ 73−fo8tol,∋o) 2∋ ∀ 

gyakorlati lehetõ∋2−3) )o7;.o7∃sszum,8∀) 3.3d728y31 

A sz9)∋2−3∋ 73c6∀8∃)∀∃ ∀d∀to)∀t ∀ )öv3t)3/õ lo−∃)∀∃ c∋o;o.to)0∀ fo−l∀l6∀tj:)∗ 
amelyek azonban nem f9−−3tl383) 3−y7,∋t(l∗ ∋ l3−tö00∋/ö. 3/t ∀ )ölc∋ö86∀t,∋t fo)o-
zatosan szoktuk felt,.8∃> 

A TERVEZETT LÉTESÍTMÉNY GEOMETRIAI ADATAI 

A l2t3∋4t728y c2lj∀∗ t3.v3/3tt 2l3tt∀.t∀7∀ � 2∋ l363tõ∋2−3∃8) � determin,lj,) ∀ −3o73t.i-
,t∗ ∀73ly ,lt∀l,0∀8 73−6∀t,.o/6∀tj∀  

- annak a környezetnek a határait, amelyben tal,l6∀t( ∀8y∀−o) j3ll37/õ∃.3 ∀ t3.v3/2shez 
sz9)∋2− v∀8∗ 

- az alkalmazható technológiák (jöv3∋/t2∋∗ 0∃/to∋4t,∋∗ ∋t01 )o7bin,c∃(∃? l363t∋2−3∋ eseteit∀  

- a l2t3∋4t728y t3l3;4t2∋∃ 72ly∋2−2tõl f9−−õ ;.∃73. t3.63l2∋∃ v∃∋/o8yo)∀t ≅;.∃73. )õ/3tfe-
sz9lt∋2−∗ 6∃d.∀:l∃)∀i ,ll∀;ot∗ )õ/3t6õ72.∋2)l3t?∗ 

- a szek∃n%er álla&ot)an kialak∃ló terhelési ,iszonyokat is. 

A LÉTESÍTÉS TECHNOLÓGIAI ADATAI 

Egy adott technol(−∃∀ c∋∀) 0∃/o8yo∋ −3o73t.∃∀ 3∋3t28 ∀l)∀l7∀/6∀t( ≅;l1 v∀88∀) ∀l∀−Αt-
jöv3∋/t2∋∃ 7(do)∗ ∀73ly3)82l c∋∀) )ö.∋/3lv28y jö63t sz,74t,∋0∀∗ ∋ 3663/ c∋∀) 826,8y 

biztos4t,∋∃ 7(d - ideiglenes, v2−l3−3∋ - rendelhetõ?1 Β∃∋/o8t ∀ t3c6nol(−∃∀ 73−6∀t,.oz-
za, hogy 

- milyen anyagparam2t3.3) ∃∋73.3t2.3 v∀8 ∋/9)∋2− ≅7,∋ )3ll ∀ −2;∃-, 2∋ 73−∃8t 7,∋ ∀ .o0-
bant,∋o∋ jöv3∋/t2∋82l?∗ 

- a kialak4t∀8d( 9.3− )ö.8y3/3t2038 7∃ly38 v∀∋t∀−∋,−Α ∃ll3tv3 ∋/3lv28y 738t∃ 3lo∋/l,∋Α )õΧ

zetöv038 )3ll t3c68o−28 .o8c∋ol(d,∋.∀∗ f3ll∀/:l,∋.∀ ∋/,74t∀8∃; 

- az idõf9−−õ d3fo.7,c∃() ∃ll3tv3 ∀/ 3//3l ∀.,8yo∋ f3∋/9lt∋2−v,lto/,∋o) 7∃ly38 72.t2)038 

tudnak 2.v28y.3 j:t8∃, stb. 

A LÉTESÍTMÉNY KÕZETKÖRNYEZETÉNEK ΕELLEMZÕ ADATAI 

A tervezett l2t3∋4t728yt )ö.03v3võ ∀8y∀−o) j3ll37/õ ∀d∀t∀∃∗ ∀73ly3t ∀/ ∀l)∀l7∀/ott 

matematikai anyagmodell hat,.o/ 73−> 

- Rugalmas ,ll∀;ot ∀8y∀−,ll∀8d(∃ 
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- K2;l2)38y∋2−∃ 6∀t,. 

- K2;l2)38y ,ll∀;ot ∀8y∀−,ll∀8d(∃ 

- Tö.2∋∃ 6∀t,. 

- A tö8).3738t ∀8y∀− j3ll37/õ∃ 

Ezen adatok ismeret2038 tö.t28∃) 73− ,lt∀l,0∀8 

- a tervez2∋∃ 7od3ll 73−∀l)ot,∋∀∗  

- a tervez2∋t 73−∀l∀;o/( 8:73.∃):∋ ∋t∀t∃)∀∃ sz,74t,∋∃ m(d∋/3.(ek) kiv,l∀∋/t,∋∀∗ 

- a l2t3∋4t2∋ t3lj3∋ foly∀7∀t,8∀) ∋/,74t,∋∀ ≅∀ 7od3ll ∀l∀;j,8), 2∋ 

- az 2;4t2∋ )ö/038∃ 3ll38õ./2∋ ≅72.2∋3)> ∀ ∋/,74tott 2∋ 72.t 2.t2)3) ö∋∋/3hasonl4t,∋∀?∗ 

stb.  

A fentiek szerint a primer fesz9lt∋2−t38/o. 3l373∃ ∀ t3.v3/2∋∃ foly∀7∀t 3−y∃) l3−fon-
tosabb bemenõ ∀d∀t)ö.2t j3l38t∃)1 A6o−y ∀ −y∀)o.l∀t∃ 72.2∋∃ 3.3d728y3)3t ö∋∋/3fo−l∀l( 

nemzetkö/∃ ∀d∀t0,/∃∋o) ≅;l1 Φ18], [22], [24]) egy2.t3l7û38 037:t∀tj,)∗ ∀ ;.∃73. f3∋/9lt-
s2−t2. )o7;o838∋3∃83) 3lv∃ ∋/,74t,∋,.∀ ,lt∀l,8o∋∀8 ∀l)∀l7∀/ott )2;l3t3) ∀ l3−tö00∋/ö. 

nem veszik figyelembe az adott ter9l3t .3−∃o8,l∃∋ 2∋ lo),l∃∋ ∋/3.)3/etföldt∀8∃-tektonikai 
viszonyait, illetve a fesz9lt∋2−t3.3t 7(do∋4t( 3−y20 6∀t,∋o)∀t ∋37 ΦΓΗΙ1 É;;38 3/2.t 

egy-egy felsz48 ∀l∀tt∃ 03.:6,/,∋ 3lõ)2∋/4t2∋∃ f,/∃∋,0∀8 7∀ 7,. 837 v∃t∀t6∀t( ∀ 63ly∋/48∃ 

m2r2∋3)38 ∀l∀;:l( f3∋/9lt∋2−t2.-meghat,.o/,∋o) fo8to∋∋,−∀ ΦΓ7]; [19]. 

Röv∃d ö∋∋/3fo−l∀l(8)ban � az alkalmazott kõ/3t7od3ll f3lt2t3l3/2∋3 73llett � a pri-
mer fesz9lt∋2−,ll∀;ot in sit∃ jellemzõ∃83) 73−6∀t,.o/,∋,v∀l foglalkozunk csup,81 C∃k-
k98) )∃/,.(l∀− oly∀8 73−6∀t,.o/,∋∃ 7(d∋/3.3)3t 2.∃8t∗ ∀73ly3) ∀/ 12 á)ra szerint egyi-
dejûl3− ∀l)∀l7∀∋∀) ∀ v2−t3l38 f2lt2. ∀dott 63lyv3)to.Α ;o8tj,0∀8 ≅∃lletve kö/v3tl38 )ör-
nyezet2038? :.∀l)od( fõf3∋/9lt∋2−3) 8∀−y∋,−,8∀) 2∋ ∃.,8y∀∃8∀) ≅fõ∃.,8yo)? 73−6∀t,.o-
z,∋,.∀1 Í−y∗ noha bizonyos szakmai c2lo)0(l ≅;l1 ∋/3.)3/3t∃ 2∋ −3od∃8∀7∃)∀∃ 2rtelmez2Χ

sek, fluidumb,8y,∋/∀t∃ t3.73l2∋∃ 7(d∋/3.3) 3lõ)2∋/4t2∋3∗ ∋t01? 3/3)3t )∃t3.j3dt38 ∀l)∀l-
mazz,)∗ 837 fo−l∀l)o/:8) ∀/o))∀l ∀ 7(d∋/3.3))3l∗ ∀73ly3) )∃/,.(l∀−  

- egy vagy tö00 )o7;o838∋ 8∀−y∋,−,8∀) 72.2∋2.3 ∀l)∀l7∀∋∀) ≅∃ly38ek pl. a 
hidrorepeszt2∋ � hydrofracturing � k9lö80ö/õ v,lf∀j∀∃, a tokrepeszt2∋3∋ � sleeve 
fracturing � elj,.,∋o)∗ ∀ 6∃d.∀:l∃):∋ 8yo7(do0o/o∋ � flat jack � m2.2∋3)∗ a fΑ.(Χ

lyuk-hornyol,∋o∋ � borehole-slotter � tesztek, stb.), vagy pedig 

- egy adott (,lt∀l,0∀8 6o.∃/o8t,l∃∋? ∋4)0∀8 :.∀l)od( norm,lf3∋/9lt∋2−3) ∃.,8y∀∃8∀) 

kö/v3t3tt 73−6∀t,.o/,∋,.∀ ∀l)∀l7∀∋∀) ≅;l1 föld.38−2∋3) f2∋/3)73c6∀8∃/7:∋,8∀) 

elemz2∋3, lyukfal-deform,c∃( illetve a lyukfalon szisztematikusan jelentkezõ )õΧ

zettö.2∋3) vizsg,l∀t∀ (borehole breakout), a kõ/3t7∀−o8 ∋/∃∋/t37∀t∃):∋∀n jelentke-
zõ )õ/3ttö.2∋3) (korongosod,∋ vagy disking) anal4/∃∋3 ∃ll3tv3 ∀ fiatal felsz48f3jlõΧ

d2∋ ∀l∀):l,∋,8∀) v∃/∋−,l∀t∀ DTM-anal4/∃∋∋3l 2∋ϑv∀−y 8∀−y f3l0o8t,∋Α û.−3od2/∃∀∃ 

m2.2∋3kkel). 
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12 á)ra2 ∋ kõzetek)en ∃ralko%ó fõfesz/ltségek és fõirányok el,i értelmezése 

 
2.  A PRIMER FESZÜLTSÉGÁLLAPOT IN SITU MEGHATÁROZÁSÁRÓL 

 
2.1. A PRIMER FESZÜLTSÉGÁLLAPOT ÉRTELMEZÉSE 

 
A primer fesz9lt∋2−,ll∀;ot 73−6∀t,.o/,∋,8,l )3.3∋∋9) ∀ föld)2.3− 3−y 73−6∀t,.o-

zott r = || x∀ y∀ z || koordin,t,jΑ ;o8tj,0∀8 :.∀l)od( f3∋/9lt∋2−,ll∀;otot j3ll3mzõ 
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fesz9lt∋2−t38/o. )o7;o838∋3∃t ∀ v,l∀∋/tott )oo.d∃8,t∀.38d∋/3.038∗ illetõl3− 3−y fõt3n-

gely transzform,c∃( .2v28 ∀/ 1, 2 2∋ 3 Αn. fõf3∋/9lt∋2−∃ fõ∃.,8yo)at az 1e , 2e 2∋ 3e  orto-

gon,l∃∋ 3−ys2−v3)to.o))∀l j3ll373/v3 ≅∀6ol 1!iiee , 0!.iee , .i $ ), 2∋ ∀ 6o//,j:) 
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tõl 73−f3l3lõ t,vol∋,−0∀ l372ly4t3tt fΑ.(ly:)∀)0∀ t2.03l∃ (vagy tö00 ∃.,8yban s4)03l∃? 

nyom,∋c3ll,)∀t t3l3;4t63∋∋98). Amennyiben kiv,.j:) ∀/t ∀/ ∃dõt∗ ∀74− ∀ plasztikusan 
deform,l(d( kõ/3t �)ö.9l8öv∃� ∀ c3ll,t∗ −y∀)o.l∀t∃l∀− 63ly.3,ll4tv∀ ∀ ;.∃73. ,ll∀;otot, a 
nyom,∋c3ll,8 )∃∀l∀):l( ∋t∀c∃o83. t3.63l2∋3)0õl � j( )ö/3l4t2∋∋3l � visszasz,74t6∀t() ∀ 

primer fesz9lt∋2−t38/o. )o7;o838∋3∃ (term2∋/3t3∋38 ∃tt ∃∋ f∃−y3l3703 )3ll v388∃ ;l1 ∀ 

cella ,lt∀l )∃f3jt3tt 0∃/to∋4t,∋∃ reakci(t∗ valamint azt a t28yt∗ 6o−y ∀ 73−f∃−y3l2∋∃ ∃dõ 

ebben a gyakorlatban nem tarthat a v2−t3l3863/1 Ily38 l363tõ∋2g azonban a gyakorlati 
beruh,/,∋o) ∋o.,8 v∃∋/o8yl∀− .∃t),8 ∀d(d∃)∗ 6∃∋/38 −3ot3c68∃)∀∃ o)o) 7∃∀tt ∀ l3−tö0b-
szö. 2;;38 ∀/ ∃ly38 ,ll∀;oto) 3l)3.9l2∋3 ∀ c2l1 

Minden m,∋ 3∋3t038 c∋∀) ∀))o. t:d8,8) köz,etlen/l meghat,.o/8∃ ∀ primer fesz9lt-
s2−,ll∀;otot∗ 6∀ l2t3/ne olyan m(dszer, amely lehetõv2 t3882 ∀ föld)2.3−03 tö.t28õ 0e-
avatkoz,∋ 82l)9l � k4v9l.õl � a primer fesz9lt∋2−3) 2.t2)283) 2∋ ∃.,8y,nak m2.2∋2t1 E/ 

szinte azt jelenten2∗ 6o−y ∀ 72.õeszkö/3∃8) m,. a föld)2.3− )∃∀l∀):l,∋∀)o. 0eker9lt3) 

az adott helyekre (ezek ma m,. ∀ föld)2.3− ∋/3.v3∋ .2∋/3∃?∗ ∋ )∃v3/3t2∋3∃) ∀ )9l∋/48.õl 

lehetõv2 t3882) ∀ 72.2∋t1 E/ ;∃ll∀8∀t8y∃l∀− 72− ∀0∋/:.d8∀) tû8∃)∗ d3 8∃8c∋ )∃/,.v∀ 3n-
nek lehetõ∋2−3 ∋37∗ 72− 6∀ 7∀ 837 ∃∋ t:dj:)∗ 6o−y 3/ 6o−y∀8 l3883 l363t∋2−3∋1 Kö/tu-
dott, hogy az anyag, � 2∋ 7∃8d38 ∀8y∀− � mem(.∃,v∀l .38d3l)3/∃) ≅72− 6∀ 3−y3∋ 3∋e-
tekben gyeng9lõ 737(.∃,v∀l ∃∋?∗ t36,t ∀dott 3∋3t038 837c∋∀) ∀ 7∀∃ 2.t2)3)3t∗ 6∀837 ∀ 

mΑlt0elieket is megismerhetn28)∗ 6∀ t:d8,8) ∀ 7(dj,t1 GÁΚOR DÉNES (t∀ t:dj:)∗ 6o−y 

egy holografikus f28y)2; minden pontja az ö∋∋/3∋ ∃8fo.7,c∃(t t∀.t∀l7∀//∀∗ 7o∋t 7,. 

csak az a k2rd2∋∗ 6o−y ∀ )õ/3t3) 73ly ;o8tj∀∃ ∀/o)∗ ∀73ly3) )2;;o8to)8∀) t3)∃8t63tõ)∗ 

s mivel kellene megvil,−4t∀8∃ õ)3t∗ ∋ 6o−y∀81 A f28y∋:−,. 837 6∀tol )3.3∋/t9l ∀ föld-
k2.−38∗ ∀ 6∀8−6:ll,7o) ∀/o80an igen (akusztikus hologr,f∃∀?∗ de a k2;alkot,∋0∀8 72− 

fesz9lt∋2−3)3t∗ v∀−y d3fo.7,ci()∀t 837 v∀−y:8) )2;3∋3) 3lõ,ll4t∀8∃1 G3of∃/∃)∀∃ 7(d-
szerek anyagtulajdons,−-v,lto/,∋o)∀t ≅.2t3−6∀t,.o)∀t? 7,. )∃7:t∀t8∀)∗ d3 ∀ 73−∃∋7e-
r2∋038 72− t,vol v∀−y:8) ∀tt(l∗ 6ogy fesz9lt∋2−∃ v1 d3fo.7,ci(∋ fõ∃.,8yo)∀t∗ ∋ 3/3)038 

az ir,nyokban az Α81 ∋∀j,t2.t2)3)3t 72.8∃ t:dj:)1 

Nem plasztikus ,ll∀;ot0∀8 ∀ primer fesz9lt∋2−t3.3t teh,t jelenleg m2− köz,etlen/l 
meghat,.o/8∃ 837 l363t∋2−3∋1 M,∋.2∋/t ∀ 72.õ03.38d3/2seknek a föld)2.3−03 tö.t28õ 

bejuttat,∋,v∀l ∀/ 3.3d3t∃ f3∋/9lt∋2−∃ 2∋ ∀l∀)v,lto/,∋∃ ,ll∀;ot 73−v,lto/∃)1 Í−y .3−∃∋/t.,l8∃ 

csup,8 ∀/ ∀dott ;.∃73. ,ll∀;ot6o/ t∀.to/( � 2∋ ∀ )õ/3ttö70 73−/∀v∀.,∋,8∀) 7(dj,t(l 

f9−−õ � szekunder ,ll∀;otot t:dj:)1 T36,t ∀ 73−6∀t,.o/,∋8∀) c∋∀) köz,etett m(dj∀ ,ll-
hat rendelkez2∋98).31 E883) ∀/o80∀8 8∃8c∋ 3lv∃ ∀)∀d,ly∀∗ 73.t ∀ )∃∀lakul( ∋/3):8d3. 

,ll∀;ot tö003) )ö/ött ∀ ;.∃73. ,ll∀potnak is f9−−v28y3∗ 2∋ 6∀ ∃∋73.3t3∋∗ 6o−y 3−y ∀dott 

behat,∋ � pl. egy ,ll∀8d( )3.3∋/tmetszetû fΑ.(ly:) � eredm28y3)28t l2t.3jövõ, m2.63tõ 
deform,l(d,∋ 7∃ly38 )∀;c∋ol∀t0∀8 ,ll ∀ ;.∃73. ,ll∀;ott∀l∗ ∀))o. ∀88∀) ;∀.∀72t3.3∃ 

meghat,rozhat()1 

Ezek alapj,8 ∀ ∋/9)∋2−3∋ in sit∃ kõ/3tf3∋/9lt∋2−-m2.2∋∃ 7(d∋/3.3) )∃dol−o/,∋,8,l∗ 

vagy megv,l∀∋/t,∋,8,l )2t ∀l∀;v3tõ ∋/37;o8tot )3ll szem elõtt t∀.t∀8∃> 
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1. a m2.38dõ d3fo.7,l(d,∋ 2∋ ∀ ;.∃73. fesz9lt∋2−,ll∀;ot )ö/ött∃ f9−−v28y)∀;c∋ol∀t ∃∋73.t∗ 2∋ 

a lehetõ l3−3−y∋/3.û00 l3−y38∗ 

2. lehetõl3− 7∃8d38 ;∀.∀72t3.t ∃8 ∋∃t:∗ )ö88y38 v2−.36∀jt6∀t( 72.2∋∃ 3.3d728y0õl l363∋∋38 

meghat,.o/8∃1 

Ezeknek a felt2t3l3)83) l3−∃8),00 73−f3l3l ∀ 

� f 7 ✞ óly∃k)an∀ az akt0, fesz/ltségmentes0tés során ,égzett mérések, amelyek kivitele-
z2∋3 7,. .2g(t∀ ∃∋73.t∗  

vagy legΑj∀bban a  

� fΑ.,∋∋∀l )∃v3tt magmintán ∃tólagosan∀ a felsz0nen történõ mérések.  

2.2. A MÉRÉSEK FAJTÁI 

M,. ∀ 6∀tvanas 2v3) 3l∋õ f3l2038 v2−3/t98) fΑ.(ly:)∀∋ 72.2∋3)3t ΦΓΙ�[4] RICHTER 
professzorral kö/ö∋38∗ d3 ∀))o. 72− ∀ −o8do∋∀8 )∃v∃t3l3/3tt fΑ.(ly:) f∀l,.∀ .∀−∀∋/tot-
tuk fel a nyΑl,∋72.õ 02ly3−3)3t ≅t∀8−38c∃,l∃∋ ∃.,8yΑ 72.2∋?∗ ∃ll3tv3 ∀ fΑ.(ly:) ,t3ll383∋ 

pontjai t,vols,−,8∀) f∀jl∀−o∋ v,lto/,∋,t ∃∋ 72.t9)∗ ∀c2lc∋4).∀ .∀−∀∋/tott 8yΑl,∋72.õ 02Χ

lyegekkel (radi,l∃∋ ∃.,8yΑ 72.2∋?1 K2∋õ00 DOBRÓKA professzor javasolta [11,12], hogy a 
m2.õ02ly3−3) 3−y 7û−y∀8t,0∀ ,−y∀/ott 72.õcell,0∀ )3.9lj383)∗ mert ez,lt∀l ∀/ 3∋3tle-
ges ragaszt,si hib,) c∋ö))3883)1 

Kezdetben � a 60-as 2v3) 3l∋õ f3l2038 � az anyagot a  

%% Gåó 2! ,       oo 3 åó K! ,           (1) 

HOOKE-modellel le4.6∀t(8∀) v3tt9)1 Majd a 60-as 2v3) 7,∋od∃) f3l2038 ,tt2.t98)  

%%%% G óååó !! $# %&! 22 ,     oo 3 åó K! ,           (2) 

a klasszik∃s POYNTING-THOMSON-f2l3 7odellre, amely a t2.fo−∀t∃ v,lto/,∋t ∃dõf9−−3tlen-
nek (nem reol(−∃∀∃8∀)? t3)∃8t3tt31 

 Mai ismereteink szerint a t2.fo−∀t∃ v,lto/,∋o) ∃∋ 7∀.),8∋∀8 idõf9−−õ), ez2.t foglal-
koztunk 

%%%% G óååó !! $# %&! 22 ,     o
o

ooo 33 óååó !! $%&! ,KK ,       (2a) 

a POYNTING-THOMSON-f2l3 Α81 stan%ar% modellel, illetve a tehetetlenségi stan%ar% test-
nek megfelelõ 

%%%%% G óåååó !! $%# %&&! 22 ,    o
o

oooo 33 óåååó !! !! $% %&&! ,KK         (2b) 

modellel. 
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Elvileg a beavatkoz,∋ :t,8∃, Α81 ∋/3):nder deform,c∃(- 2∋ 3l7o/d:l,∋-2.t2) 7∃8d-

egyik2t 72.63t828)∗ ∀/o80∀8 ∀/ 3−y∋/3.û∋2− 2.d3)2038 c∋:;,8 ∀/ &' , illetve r'  2.t2Χ

kek (ill. ez ut(00∃0(l ∋/,74t,∋sal a sug,.∃.,8yΑ 3l7o/d:l,∋? .ö−/4t2∋3 ker9lt 3lõt2rbe. 

Azonban egy elvi k2.d2∋ t∃∋/t,/,∋.∀ ∋/o.:l> Melyik reol(−∃∀∃ 7od3ll.3 � (2a) vagy 
(2b) � alapozzuk m2r2seinket? A v,l∀∋/tott 7od3ll t4;:∋,t(l f9−−õ38 ugyanis elt2.õ 
eredm28yeket kaphatunk. Ez viszont megengedhetetlen. Legyen a fΑ.,∋ )3/dete a t = 0 
idõ;o8t1 E))o. ∀ ≅Λ∀? 7od3ll82l 73−j3l3883) ∀/ azonnali deform,c∃()∗ 74− ∀ ≅Λ0? 7o-
delln2l 72− 837∗ 7∃)ö/038 7∃8d)2t 7od3ll82l ∀/ 2.t2)9) ∀ HOOKE-modellnek megfele-
lõ 2rt2)63/ )o8v3.−,l8∀)> 

st:  %

t

%
óå

$

#2
0
!

!
,  o

o
0

o 3
óå

$

K

t
!

!
,  illetve %

t

% Góå 2!
'(

,  oo 3 óå K
t

!
'(

, 

t-st:  å !
!0t

% ,        å !
!0

o

t
,  illetve %

t

% Góå 2!
'(

,  oo 3 óå K
t

!
'(

. 

Csak az illusztr,c∃( )3dv22.t t3)∃8t∋9) ∀ fΑ.(ly:) 3−y .ö−/4t3tt ;o8tj,nak radi,l∃∋ 3l-

mozdul,s,t. Ezt elvileg a 22 á)ra mutatja, ahol 100% a teljes elmozdul,∋ Φ '(t ], 

amely a HOOKE-tö.v28y ∋/erinti 2.t2)83) f3l3l 73−1  

A fΑ.(ly:) fΑ.,∋∀)o. 7,. j3l38t)3/83) ∀/ Α81 azonnali deform,c∃()∗ s a kõ/3t∀8y∀− 

szabad lyukszelv28y03 d3fo.7,l(d( r2∋/2t ∀ fΑ.(szersz,7 elt,vol4tj∀1  

egy kerületi pont radiális elmozdulása

a fúrás 

kezdete standard 
test

tehetet-
lenségi 

standard 
test

0

a fúrás 

befeje-
zése

t 0 t 1

a mérés 

kezdete

Hooke
test

0%

20%

40%

60%

80%

100%

idõ a fúrás kezdetétõl

 

 

22 á)ra2 ∋ f7róly∃k ker/leti &ont.ának ra%iális irány7∀ relat0, elmoz%∃lása k/lön)özõ anyagmo-

%ellek esetén (100< a 6ooke-mo%ellhez tartozó érték) 

stR1)  
stR0)  

 

 

6ookeR0)  

A fúrólyuk R sugarú pontja kiterítve 

R 

sttR %) 0  
sttR %) 1  Mérõeszköz 

beépítése 
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A 
6

ooke modell eset28 ∀ fΑ.,∋ ∀/ ö∋∋/3∋ Φ
6

ookeR0) ] elmozdul,∋8∀) 73−f3l3lõ ∀8y∀got 

elt,vol4tj∀∗ ∋ 6∀ 72rõeszkö/t 63ly3/828) ∀ fΑ.(ly:)0∀∗ ∀))o. ∀/ 837 .3−∃∋/t.,l8∀ ∋37-

mit. A stan%ar% modell (st) eset2038 ∀ fΑ.,∋ 03f3j3/2∋2∃− [ stR0) ] 2∋ ∀ 72.õ3∋/)ö/ 03he-

lyez2∋2∃− ≅∃ll1 ∀ 72.2∋ )3/d3t2∃−? l3j,t∋/(d( Φ stR1) ] elmozdul,∋ 72.63t3tl38∗ v∀−y∃∋ ∃s-

meretlen marad sz,7:8kra. Ugyanez a helyzet az Α81 tehetetlenségi stan%ar% modell (t-
st) eset28∗ c∋∀k ekkor a t =  0 idõ;∃ll∀8∀t0∀8 72− 8∃8c∋ 3l7o/d:l,∋∗ d3 ∀ 72.2∋ )3/det2∃− 

eltelt idõ∋/∀) Φ sttR %) 0 , ill. sttR %) 1 ] mozg,∋∀∃ ∋/∃8t28 ∃∋73.3tl383) ≅72.63t3tl383)? ma-

radnak sz,7:8).∀1 A/ ∃−∀/∗ 6o−y ∀ 72.t 2.t2)3) l3f:t,∋∀ ∀ v,lasztott anyagmodell f9−g-
v28y3 ≅fõl3− ∀ )3/d3t3)82l?∗ ∀/o80∀8 7∃8d38 72.2∋∃ 3.3d728y ∀ HOOKE-tö.v28y ∋/3.∃n-
ti 2.t2)63/ )o8v3.−,l1  

A kezdeti idõ∋/∀)0(l 6∃,8y/( 72.2∋∃ ∀d∀to) 7∃∀tt az olyan m2.2∋∃ 7(d∋/3.ek lehet-
nek igaz,8 ∃8fo.7∀t4v∀), amelyek ezt a bizonytalans,−ot )∃)9∋/ö0öl∃k, erre az idõ∋/∀).∀ 

is biztos4tanak m2.2∋∃ ∀d∀to)∀t1 Ezek olyan ford4tott 7(d∋/3.ek lehetnek, amikor a m2Χ

rõ3∋/)ö/ 0363ly3/2∋3 :t,8 ∀ fΑ.(ly:) )ö.8y3/3t2t f3l∋/∀0∀d4tj:) ∀ ;.∃73. 8yo7,∋ ∀l(l∗ ∋ 

az akkor beköv3t)3/õ v,lto/,∋t .3−∃∋/t.,ljuk. Az ilyen m(d∋/3.3)83) technikai 2.t3l3m-
ben k2t fõ v,ltozat,t ∃∋73.j9) [19]:  

1. Az Α81 7∀−-tΑlfΑ.,∋o∋ ≅�:8d3.co.∃8−�? 7(d∋/3.3)∗ ∀7∃)o. az arra alkalmas m2.õΧ

cell,t ∀ j(l 73−6∀t,.o/ott −3o73t.∃,jΑ ly:)t∀l;.∀ ≅v∀−y ∋4)f3l9l3t.3 vagy, pedig 
egy kΑpos bemar,sba) rö−/4tj9)∗ 7∀jd ∀//∀l ∀ v,lto/∀tl∀8 ,t72.õjû fΑ.(∋/3r-
sz,77∀l tö.t28õ tov,0072ly4t2∋ d3fo.7,c∃(∋ 6∀t,∋∀∃t 2./2)3lj9)1 

2. Az Α81 7∀−-kö.9lfΑ.,∋o∋ ≅�ov3.co.∃8−�? 7(d∋/3.3)∗ ∀7∃)o. ∀ )∃∋300 ,t72.õjû fΑΧ

r(ly:)0∀ 63ly3/3tt ∀l)∀l7∀∋ 72.õc3ll,t 3−y 8∀−yo00 ,t72.õjû∗ )o8c38t.∃):∋ 63ly-
zetû ∋/3.∋/,77∀l )ö.03fΑ.v∀ tö.t28∃) 73− ∀ f3∋/9lt∋2−73ntes4t2∋1 

A m2.õc3ll∀ t4;:∋,t(l∗ ∀/ ∀00∀8 ∀l)∀l7∀/ott ∋/38/o.o) ∋/,7,t(l 2∋ −3o73t.∃,j,t(l 

f9−−õ38 7∃8d)2t v,lto/∀t 3∋3t2038 v2−.36∀jt6∀t:8)  

� t2.03l∃ ≅ΜD-s), teh,t ∀ f3∋/9lt∋2−t38/or valamennyi komponens283) 3−y3tl38 k4s2r-
letbõl tö.t28õ 73−6∀t,.o/,∋,.∀ ∃∋ ∀l)∀l7∀∋ (pl. CSIRO Hollow Inclusion cell,∋?, il-
letve  

� s4)03l∃ ≅ΛD-s), teh,t c∋∀) 3−y 73−6∀t,.o/ott � ,lt∀l,0∀8 ∀ fΑ.(ly:) t38−3ly2.3 73.õΧ

leges � s4)0∀8 20.3dõ f3∋/9lt∋2−3) 73−6∀t,roz,∋,t l363tõv2 t3võ (pl. USBM- 2∋ 

Doorstopper-cell,∋? 72.2∋3)3t. 

Amennyiben csak 2D-s m2.2∋3) )∃v∃t3l3/2∋2.3 v∀8 7(d∗ Α−y ∀/o)0(l ∀ t3lj3∋ t2.03l∃ 

fesz9lt∋2−,ll∀;otot )∃/,.(l∀− ∀))o. l363t .3)o8∋t.u,l8∃∗ 6∀ ∀/ ∀/o8o∋8∀) t3)∃8t63tõ fe-
sz9lt∋2−,ll∀;otΑ )õ/3tz(8,8 03l9l 6,.o7∗ 837 3−y ∋4)0∀ 3∋õ fΑ.(ly:)0∀8 v2−3/63t98) 

m2.2∋3)3t∗ 2∋ ∀/o) 3.3d728y3∃t ∃t3.∀t4v sz,74t,∋∃ elj,.,∋∋∀l 2.t2)3lj9) ≅6∃∋/38 ∀/ 2.t2)e-
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l2∋ ∋o.,8 ∀ v∃/∋−,lt ∋4).∀ 73.õl3−3∋∗ t36,t ∀/ ∀dott fΑ.(ly:)0∀8 837 72.63tõ )o7;onens 
is befoly,∋olj∀ ∀ k4∋2.l3t ∋/,74t6∀t( 3.3d728y2t?1 E00õl )öv3t)3/õ38 ΛD-s m2.2∋3))3l 

kiz,.(l∀− föld∀l∀tt∃ 9.3−.38d∋/3. f3l6∀∋/8,l,∋,v∀l ∃∋73.63tj9) 73− ∀ t2.03l∃ f3∋/9lt∋2g-
,llapotot (ebben az esetben a k4∋2.l3t∃ −3o73t.∃∀ 73−6∀t,.o/,∋∀)o. f∃−y3l3773l )3ll 

lenni az 9.3−3) j3lenl2t20õl f∀)∀d( f3∋/9lt∋2−7(do∋4t( 6∀t,∋o).∀ ∃ll3tv3 ∀/o) 3l)3.9l2Χ

s2.3?1 3D-s m2.2∋3))3l ak,. k9l∋/48.õl, ak,. ;3d∃− föld ∀l∀tt∃ t2.∋2−3)0õl 72ly4t3tt fΑ.(Χ

lyukakban is dolgozhatunk. 

Haz,8)0∀8 � tö00 ∋∃)3.t3l38 v∀−y c∋∀) .2∋/l3−3∋ 3.3d728yt 6o/( ;.(0,l)o/,∋t )öve-
tõ38 � 2002-ben KOVÁCS L. 2∋ munkat,.∋∀∃ v2−3/t3) 3lõ∋/ö. 8∀−yo00 ≅∀),. ΝΟ-60 m) 
hat(t,vol∋,gΑ∗ t36,t ∀ föld ∀l∀tt∃ 9.3−3) f3∋/9lt∋2−7(do∋4t( 6∀t,∋,t )∃)9∋/ö0öl8∃ )2;3∋∗ 

b,.7∃ly38 o.∃38t,c∃(jΑ fΑ.(ly:)0∀8 ∃∋ v2−.36∀jt6∀t( ∀)t4v f3∋/9lt∋2−738t3∋4t2∋en alapu-
l( f3∋/9lt∋2−-meghat,.o/,∋∃ ;.o−.∀7o)∀t1 2002 2∋ ΛΟΟΠ )ö/ött Κ,t∀∀;,t∃0∀8 ∃ll3tv3 ∀ 
Ny-Mecsekben 2D-s, mag-tΑlfΑ.,∋o∋ 72.2∋3)3t v2−3/t3) Α81 Doo.∋to;;3.-cell,) ∀l)∀l-
maz,∋,v∀l [14]. 2010 folyam,8 Κ,t∀∀;,t∃0∀8 73−tö.t28t3) ∀/ 3l∋õ ∋∃)3.3∋ 6∀/∀∃ ΜD-s, 
CSIRO HI-cell,v∀l 3lv2−/3tt t3∋/t3) ∃∋ ΦΓΝΙ1  

A 52 á)ra a Doorstopper-cell,∋, mag-tΑlfΑ.,∋o∋ m2.2∋3) v2−.36∀jt,∋,8∀) ∋27,j,t 7u-
tatja be.  

 

52 á)ra2 ∋ 4oorsto&&er-cellás 24-s∀ mag-t7lf7rásos mérés ki,itelezésének sémá.a  

Az ,0.∀ ∋/3.∃8t ∀ 73−f3l3lõ 3lõ)2∋z4t2∋t )öv3tõ38 ∀/ ∃8∋t∀ll,l,∋∃ f,/∃∋0∀8 ∀ fΑ.(ly:) 

talp,.∀ .∀−∀∋/tj:) ∀ Doo.∋to;;3.-cell,t1 A )öt2∋∃dõ l3j,.t∀ :t,8∗ )o8t.oll,lt )ö.9lm28y3) 

(elõ.36∀l∀d,∋∃ ∋303∋∋2−∗ 6õ72.∋2)l3t∗ ∋t01? )ö/ött 73−tört28∃) ∀ tov,00fΑ.,∋∗ ∀7∃83) 

hat,∋,.∀ f3ll2;õ )õ/3td3fo.7,ci()∀t ∀ 72.õ-adatgyûjtõ 3−y∋2−−3l 3−y032;4t3tt c3ll∀ 

2./2)3l∃ 2∋ .ö−/4t∃1 A 6∀/∀∃ 72.2∋3) ∋o.,8 t3c68∃)∀∃l∀− f3jl3tt ly:)t∀l;∃ ≅doΘ86ol3? ∀d∀t-
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gyûjtõ 3−y∋2−3t ∀l)∀l7∀/t∀)∗ 4−y 837 volt ∋/9)∋2− ∀ j3l),03l3) fΑ.(ly:)0(l v∀l( )∃ve-
zet2∋2.3 ∀66o/∗ 6o−y ∀ f3ll2;õ d3fo.7,c∃() ∃ll3tv3 6õ72.∋2)l3tv,lto/,∋o) ∀ )∃fΑ.,∋ ∋o-
r,8 ∃∋ foly∀7∀to∋∀8 73−f∃−y3l63tõ) l3−y383)1 A >2 á)rán a CSIRO HI-cella alkalmaz,Χ

s,v∀l v2−/3tt 3D-s, mag-kö.9lfΑ.,∋o∋ m2.2∋ v2−.36∀jt,∋,8∀) f,/∃∋∀∃t ∋/37l2lt3tj9)1 A/ 

,0.,8 j(l l,t6∀t(∗ 6o−y � szemben a mag-tΑlfΑ.,∋o∋ 72.2∋∋3l � itt az elõ)2∋/4t2∋ ∋o.,8 

k2t∗ 3lt2.õ ,t72.õjû∗ )o8c38t.∃):∋∀8 72ly4t3tt fΑ.(ly:)∋/∀)∀∋/t )3ll )∃∀l∀)4t∀8∃1 A )i-
sebb ,t72.õjû Α81 EΡG-zseblyukba (annak nem a talp,.∀? )3.9l 03.∀−∀∋/t,∋.∀ ∀ ΜD-s 
m2.2∋3).3 ∀l)∀l7∀∋ c3ll∀1 A cella 2∋ ∀/ ∀/t 7∀−,0∀ fo−∀d( )õ/3tc∋õ kontroll,lt kifΑ.,∋∀ 

sor,8 f3ll2;õ kõ/3td3fo.7,c∃()∀t 2∋ a köt2∋∃dõ l3j,.t∀ :t,8∗ )o8t.oll,lt )ö.9l728y3) 

(elõ.36∀l∀d,∋∃ ∋303∋∋2−∗ 6õ72.∋2)l3t∗ ∋t01? )ö/ött 73−tö.t28∃) ∀ tov,00fΑ.,∋∗ ∀7∃83) 

hat,∋,.∀ f3ll2;õ )õ/3td3fo.7,c∃()∀t 2∋ 6õm2.∋2)l3tv,lto/,∋o)∀t ∀ fΑ.(∋/3.∋/,7o8 2∋ ∀/ 

ö0l4tõf3j38 ,t ∀ fΑ.(ly:)0(l )∃v3/etett jelk,03l )ö/v3t4t2∋2v3l 3−y f3l∋/48∃ m2.õ-
adatgyûjtõ 3−y∋2− rö−/4t∃ ≅∀ v,lto/( ,t72.õ) 7∃∀tt ∃tt :−y∀8∃∋ 8∃8c∋ l363tõ∋2− ly:)t∀l;∃ 

adatgyûjtõ 3−y∋2− ∀l)∀l7∀/,∋,.a). 

 

>2 á)ra2 ∋ (SIR3-cellás 54-s∀ mag-kör/lf7rásos mérés ki,itelezésének sémá.a 

Minthogy a m2.õc3ll,))∀l 837 )ö/v3tl389l f3∋/9lt∋2−3t∗ ;o8to∋∀00∀8 ∀/ 3.3d3t∃ fe-
sz9lt∋2−v∃∋/o8yo) ∀l(l ∀ )ö.8y3/3t∃ 8yo7,∋ ≅foly∀d2)- vagy l2−8yo7,∋? ∋/∃8tj2.3 tö.t2Χ

nõ f3∋/9lts2−v,lto/,∋t 72.98)∗ 6∀837 ∀/ ∀/t )4∋2.õ d3fo.7,c∃(∋ v,l∀∋/o)∀t∗ 3/2.t 7∃8d-
k2t 37l4t3tt 3∋3t038 ∋/9)∋2−98) v∀8 ∀..∀∗ 6o−y ismerj9) ∀ v∃/∋−,lt )õ/3t ∀8y∀−;∀.∀72Χ

tereit; v2−∋õ ∋o.o8 ∀ t3.63l2∋ � deform,c∃( ö∋∋/3f9−−2∋t1 A7388y∃038 ∀/ ∀8y∀−;∀.∀72Χ

terek meghat,roz,∋∀ szabv,8yo∋ egytengelyû t3.63l2∋∃ )4∋2.l3tt3l (teh,t 837 ∀ )∃fΑ.t 
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kõ/3tc∋õv3l? tö.t2883∗ Α−y 3/ ∃−38 j3l38tõ∋ 6∃0,6o/ v3/3t831 C∋∀) 826,8y ;2ld∀ ∀ l363t-
s2−3∋ 6∃0∀fo..,∋o) )öz9l>  

� ebben az esetben nincs lehetõ∋2− ∀/ anizotrop kõ/3tv,l∀∋/o) 73−6∀t,.o/,s,.∀ ≅ani-
zotrop kõ/3t3) 3∋3t28 ∀ )2tf2l3 72.2∋ 3lt2.õ t3.63l2∋∃ ∃.,8y∀∃ 7,. ∀7Α−y ∃∋ ;.o0l2Χ

m,t o)o/6∀t8∀)?; 
� az egytengelyû )4∋2.l3t 7,∋f2l3, elt2.õ 6∃0∀-karakterisztik,jΑ szenzorokkal tö.t2883∗ 
� a kõ/3t3) ∃86o7o−38∃t,∋∀ ∋/,7o∋ 3∋3t038 7,. 826,8y ΓΟ c7-es l2pt2)038 ∃∋ oly∀8 

m2.t2)û l363t∗ ∀7∃ 837 ≅v∀−y c∋∀) ∃−38 8∀−y 6∃0,v∀l? t3∋/∃ l363tõv2∗ 6o−y ∀ v∃sz-
szam2.2∋ ∀ �∋/o7∋/2do∋� )õ/3t7∀−o8 tö.t28j38 73−1 

A megold,∋ ∀/∗ 6o−y 7∃8d38 3∋3t038 ∀ f3∋/9lt∋2−738t3∋4t2∋ ∋o.,8 )∃fΑ.t )õ/3t7∀−o8∗ 

az arra (illetve abba) ragasztott szenzorral, ismert � 2∋ l363tõl3− .∀d∃,l∃∋ � terhel2∋ hat,Χ

s,.∀ )3ll f3lv388∃ ∀ d3fo.7,c∃(∋ v,l∀∋/o)∀t1 E..3 ∀ c2l.∀ ∀ l3−∀l)∀l7∀∋∀00 ∀/ Α81 Ho3)-
f2l3 0∃∀Σ∃,l∃∋ c3ll,0∀8 tö.t28õ v∃∋∋/∀72.2∋1 E−y ΜD-s CSIRO HI-cell,v∀l 3−y9tt )∃fΑ.t 

kõ/3t7∀− ∀l)∀l7∀/,s,v∀l 3883) 3lv∃ v,/l∀t,t 2∋ −y∀)o.l∀t∃ )∃v∃t3l3/2∋2t 7:t∀tj∀ 03 ∀/ ?2 

á)ra2 

 

?2 á)ra2 ∋ terhelés-alak,áltozás összef/ggés meghatározása 6oek-féle cellá)an∀ ismert &0  

hi%ra∃lik∃s nyomással el,égzett )iaxiális terhelési teszttel 

Az ismertetett, akt4v f3∋/9lt∋2−738t3∋4t2∋38 ∀l∀;:l( 72.2∋∃ 7(d∋/3.3))3l ∃−38 j( 7i-
nõ∋2−û ∀d∀to) 8y3.63tõ)1 E 7(d∋/3.3) l3−8∀−yo00 6,t.,8y∀ � a rendk4v9l )o7;l3Σ∗ ∋o) 

hibalehetõ∋2−3t t∀.t∀l7∀/( t3c68ol(−∃∀ 73ll3tt � azonban az, hogy egy bizonyos hat(t,Χ

vols,−o8 tΑl ≅∀7∃ ,lt∀l,0∀8 837 tö00 ΓΟΟ 7-n2l? 7,. 837∗ v∀−y c∋∀) ∃−38 7∀−∀∋ .,for-
d4t,sok ,.,8 )∃v∃t3l3/63tõ)1 E/ ∀ )ö.9l728y l3−∃8),00 ∀))o. j3l38t ;.o0l27,t∗ 6∀ 837 

,ll .38d3l)3/2∋.3 ∀ megfelelõ 72ly∋2−û föld ∀l∀tt∃ 9.3−.38d∋/3.∗ ∀7∃0õl )∃∃8d:lv∀ ∀ 72Χ

r2∋3) 3lv2−3/63tõ) l388283)1 E−y 8∀−yo00 72ly∋2−03 t3.v3/3tt föld ∀l∀tt∃ l2t3∋4t728y 

(pl. radioakt4v 6:ll∀d2)t,.ol(? 3lõ)2∋/4t2∋283) 3l∋õ ∋/∀)∀∋/,0∀8 ;2ld,:l eddig nem volt 
m,∋ l363tõ∋2−∗ 7∃8t ∀ ∋3)2ly 72ly∋2−038 3lv2−/3tt 7∀−-tΑlfΑ.,∋o∋ 2∋ϑv∀−y 7∀−-
kö.9lfΑ.,∋o∋ t3∋/t3) 3.3d728y3∃0õl � a kellõ∗ ,lt∀l,8o∋ ∃ll3tv3 t3.9l3t∋;3c∃f∃):∋ )õ/3t-
mechanikai 2∋ ∋/3.)3/3tföldt∀8∃ ∃∋73.3t3) 0∃.to),0∀8 � extrapol,l8∃ ∀ t3.v3/3tt 72ly-
s2gtartom,8y.∀1 A ∋/286∃d.o−28-kutat,∋∃ ∃ll3tv3 )∃t3.73l2∋∃ −y∀)o.l∀t0∀8∗ ∀6ol )2∋õ00 
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sem 2;9l83) )∃ ∀ v∃/∋−,l∀8d( 72ly∋2−t∀.to7,8y0∀8 ∀ ∋/9)∋2−3∋ 9.3−3)∗ 3/ ∀ )ö.9l728y 

m2− 8∀−yo0b hibalehetõ∋2−3)3t .3jt1 

Az eml4t3tt ;.o0l27∀ )∃)9∋/ö0öl2∋2.3 jap,8 ):t∀t() l3−Αj∀00∀8 Αjf∀jt∀ 73−)ö/3l4t2s-
sel pr(0,l)o/8∀) ΦΓΜΙ1 E883) l28y3−3 ∀/∗ 6o−y ∀ )õ/3t3) .3ol(−∃∀∃ t:l∀jdo8∋,−∀∃t )i-
haszn,lv∀ ∀ 8∀−yo00 72ly∋2−û fΑ.(ly:)∀)0(l )∃)3.9lõ o.∃38t,lt )õzetmagokra k9lö80öΧ

zõ o.∃38t,c∃(jΑ 72.õ02ly3−3)3t .∀−∀∋/t∀8∀)1 A )õ/3t7∀−o)∀t ∋t∀0∃l 6õ72.∋2)l3t∃ v∃∋/o-
nyok kö/ött 2∋ v4/t3l4t3tt )õ/3tf∃/∃)∀∃ ,ll∀;ot0∀8 t∀.tj,)∗ 6∃∋/38 3 ;∀.∀72t3.3) 72.2∋ 

kö/038∃ 3∋3tl3−3∋ v,lto/,∋∀∃ j3l38tõ∋ 6∃0,v∀l t3.63l82) ∀ )4∋2.l3t3t. A m2.õ02ly3−3) 2∋ 

az azokhoz csatlakoz(∗ 8∀−y 2./2)38y∋2−û 72.õ7û∋/erek seg4t∋2−2v3l foly∀7∀to∋∀8 

regisztr,lj,) ∀ 7∀.∀d2) d3fo.7,c∃()∀t∗ 3−2∋/38 ∀/o) t3lj3∋ l3c∋38−2∋2∃− ≅ld1 ∀ ≅2 á)rán). 
Term2∋/3t3∋38 ∀ ∋∃)3.3∋ 72.2∋3)63/ 30038 ∀/ 3∋3t038 3−y.2∋/t 73−felelõ ∀dotts,−Α 

kõ/3tv,lto/∀to) sz9)∋2−3∋3), m,∋.2∋/t ;edig az elõ)2∋/4tõ 7ûv3l3t3)3t (bele2.tv3 ∀ 

kõ/3t7∀−o) f3l∋/48.3 j:tt∀t,∋,t∗ f3l02ly3gz2Χ

s2t 2∋ ∋t∀0∃l∃/,l,s,t ∃∋? .38d)4v9l −yo.∋∀8 3l 

lehessen v2−3/8∃1 A7388y∃038 7∃8d38 f3l-
t2t3l ∀dott∗ Α−y ∀ )9lö80ö/õ ∃.,8yo)0∀8 le-
j,tsz(d( d3fo.7,c∃()0(l∗ ∀ )õ/3t7∀− 

anyagtulajdons,−∀∃8∀) ∃smeret2038 ∀ ;.∃73. 

fesz9lt∋2−t38/o. v∀l∀7388y∃ )o7;o838∋3 

elvileg visszasz,74t6∀t(1  
≅2 á)ra2 3rientált f7rómagon∀ a reológiai kõzett∃la.%onságok kihasználására ala&oz,a ,égzett 

&rimer fesz/ltségmérések  

 

2.3. A MÉRÉSEK ESZKÖZEI ÉS A MÉRT PARAMÉTEREK 

Valamennyi, a fentiekben r2∋/l3t3/3tt 72.2∋t4;:∋ )ö/ö∋ j3ll37/õj3∗ 6o−y ∋/38/o.)28t 

tö00∗ 73−6∀t,.o/ott −3o73t.∃,0∀ .38d3/3tt 2∋ 3−y 72.õc3ll,0∀ ∃8t3−.,lt m2.õ02ly3−3)3t 

haszn,l∗ ∀73ly3) fizikai v,lto/,∋∀∃ Ρ63∀t∋o83-h4d 3lv28 7û)ödõ∗ t36,t 6∃0∀,.∀7ot 72Χ

rõ 7û∋/3..3l 2./2)3l63tõ)1 E/38 ∀/ 3lv38 ∀l∀;3∋3t038 csak fajlagos nyΑl,∋o)∀t ≅d3for-
m,c∃()∀t? 72.het98)∗ ∀73ly3) ∀dott 3∋3t038 3l7o/d:l,∋o)k, is visszasz,74t6at(k. 

A m2.õ02ly3−3) ∀ l3−tö00 c3ll,n (illetve cell,0∀8? ∋/∀0v,8yo∋4tott∗ )9lö80ö/õ ∃.,8yΑ 

deform,c∃(72.2∋3) 3−y∃d3jû 73−v∀l(∋4t,∋,.∀ ∀l)∀l7∀∋ Α81 .o/3tt,) fo.7,j,0∀8 63ly3z-
kednek el. Egy m2.õc3ll,0∀8 3−y v∀−y tö00 .o/3tt∀ ∃∋ l363t1 N26,8y ∃ly38 .o/3tt∀-
v,lto/∀tot 7:t∀t 03 ∀ Α2 á)ra.  

Az, hogy az adott m2.õc3ll,v∀l 7∃ly38 j3ll3−û ∃ll3tv3 ∃.,nyΑ d3fo.7,c∃()∀t 72.98)∗ ∀ 

m2.õ02ly3−3) f3l.∀−∀∋/t,∋∃ ∃.,8y,t(l f9−−1 E883) ∀l∀;vari,c∃(∃ ∀ )öv3t)3/õ) l363t83) 

(az alkalmazott jelöl2∋3) 2.t3l73/2∋2t ∀ Β2 á)ra seg4t∃?> 
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Α2 á)ra2 K/lön)özõ irány7 mérõ)élyegeket integráló rozetták néhány ala&t0&∃sa 

(a) a keresztmetszet s4)j,0∀8 ∀ f3l9l3t.3 .∀−∀∋/tv∀>  * +t∀∀R ii &'& , 

(b) a pal,∋to8 ∀ z tengely ir,8y,0∀8> * +t∀∀R iiz &' , 

(c) a z tengely ir,8y,v∀l (  szö−3t 03/,.v∀> * +t∀∀∀R ii. (&'( , 

(d) a keresztmetszet s4)j,0∀8 ≅837 ∀ ;∀l,∋to8?> * +t∀∀R iir &' . 

 

Β2 á)ra2 ∋ )élyeg-elren%ezések ala&,áltozatai ka&csán használt .elölések értelmezése 

Az R sugarΑ fΑ.(ly:)0∀ 0363ly3/3tt 72.õ∋/o8d,v∀l∗ ∃ll3tv3 ∀ fΑ.(7∀−.∀ .∀−∀∋/tott 

m2.õ02ly3−3))3l .3−∃∋/t.,lj:) ∀ ly:) f∀l,8∗ ∃ll3tv3 ∀ 7∀− ;∀l,∋tj,8 03)öv3t)3/3tt  

rRr '' !:  - radi,l∃∋ ∃.,8yΑ f∀jl∀−o∋ 8yΑl,∋t∗ 

&& '' !:
R

 - tangenci,l∃s ir,8yΑ f∀jl∀−o∋ 8yΑl,∋t∗ 

zRz '' !:  - tengelyir,8yΑ f∀jl∀−o∋ 8yΑl,∋t∗ 

(( '' !:
R

 - tengellyel 2∋ ∀ )3.3∋/t73t∋/3tt3l (  ir,8yt 03/,.( f∀jl∀−o∋ 8yΑl,∋t∗ 
 

k9lö80ö/õ i&  szö−3)0381 
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Az elõ/õ f3j3/3t038 37l4t3tt 72.õc3ll,) )o8).2t f3l2;4t2∋2t ∀ )öv3t)3/õ)038 ∋/3m-
l2lt3tj9)1 A Χ2 á)ra DOBRÓKA ,lt∀l j∀v∀∋olt 3D-s m2.õ02ly3−-elhelyez2∋2t mutatja be, 
ahol a m2.õ02ly3−3)3t ∀ −y,.t,∋ ∋o.,8 ∋;3c∃,l∃∋ t3c68ol(−∃,v∀l 3;oΣy-szondatestbe 
,−y∀/t,) 031 Tudom,∋:8) ∋/3.∃8t 3/ ∀ v,ltozat elsõ∋o.0∀8 ∀ )∃∀l∀)4tott 02ly3−3l.38dez2∋ 

r2v28 72.63tõ d3fo.7,c∃() 3lv∃ 7∀t37∀t∃)∀∃ l34.,∋,t c2lo/t∀∗ 2∋ 3883) 73−f3l3lõ38 ∀ 

k4∋2.l3t∃ ;.otot4;:∋ ∋/∃8tj28 7aradt. 

 

Χ2 á)ra2 ∋ 4o)róka-féle 54-s szon-
%a felé&0tése és mérõ)élyegeinek 

elren%ezése 

A 2D-s mag-tΑlfΑ.,∋o∋ 72Χ

r2∋.3 ∀l)∀l7∀∋ Doo.∋to;;3.-cella 
mû∀8y∀− h,/,8∀) 6omlokfel9let28∗ )3728y−:7∃ )ö/3−03 ,−y∀/v∀ egy 4 darab, egy-

m,∋∋∀l ΗΝ, szö−3t 03/,.( 72.õ02ly3−3t integr,l( .o/3tta 2∋ 3−y t3.7∃∋ztor tal,l6∀t( (102 

á)ra). A rozett,t egy hajsz,lv2)o8y szigetelõ .2t3− v,l∀∋/tja el a ragaszt,∋∃ f3l9l3ttõl, 
ami az install,l,∋ :t,8 )ö/v3tl389l 2.∃8tkezik a kõ/3tt3l. A Doorstopper-cell,∋ 72.2∋3) 

szoftveres ki2.t2)3l2∋263/ ,lt∀l,ban a [20] publik,c∃(0∀8 )ö/ölt ∀l−o.∃t7:∋t ∀l)∀l7∀z-
z,)1 

 
102 á)ra2 ∋ 4oorsto&&er-cella felé&0tése és mérõ)élyegeinek elren%ezése 

A 3D-s, mag-kö.9lfΑ.,∋o∋ 72.2∋3).3 6∀∋/8,l6∀t( CSIRO HI-cella [23] fel2;4t2∋2t 2∋ 

b2ly3−-elrendez2∋2t ∀ ΓΓ1 ,0.∀ 7:t∀tj∀ 031 K2tf2l3 v,lto/∀t∀ )3.9lt fo.−∀lo70∀> .2−30038 

a 9-b2ly3−3∋ 7od3llt ∀l)∀l7∀/t,)∗ d3 ∀ b2ly3−3) ∋2.9l2)38y∋2−3 7∃∀tt∗ ∀ .3d:8d,8∋ 02Χ

lyegek biztos4t6∀t(∋,−∀ 2.d3)2038 ∀ ∀ )2∋õ00∃3)038 ,tt2.t3) ∀ ΓΛ 02ly3−3∋ 7od3ll.3∗ 

ahol a b2ly3−3) Μ d0 82−y-b2ly3−3∋ .o/3tt,8 helyezkednek el, amelyek a 112 á)rán be-
mutatott geometria szerint a cella hengeres k9l∋õ f3l9l3t28 t∀l,l6∀t()1 A �HI� ∀/ ∀8−ol 

Hollow Inclusion kifejez2∋ .öv∃d4t2∋3, ami szabad ford4t,∋0∀8 9.3−3∋ 03l∋õ t3.3t∗ /,r-
v,8yt j3l38t1 Ennek megfelelõ38 ∀ hengeres, bel9l 9.3−3∋ c3ll∀ 03l∋3j2t )3ll f3ltölteni a 
ragaszt(∀8y∀−−∀l∗ ∀7∃ ∀/ ∃8∋t∀ll,l,∋ ∋o.,8 ∀:to7∀t∃):∋∀8 j:t )∃ ∀ c3ll∀t3∋t )9l∋õ f3l9l3t2Χ

re, kitöltv3 ∀ c3ll∀t3∋t 2∋ ∀ )õ/3t7∀− )ö/t∃∗ ∀l∃− 826,8y t∃/3d 77-es, koncentrikus r2∋t1 
A CSIRO HI-cell,∋ 72.2∋3) 2.t2)3l2∋2.3 ∀l)∀l7∀∋ ∀l∀;-algoritmust elõ∋zö. ∀ ΦΛΓΙ ;:b-
lik,c∃( )ö/ölt; 2∋ 3/t v∃l,−∋/3.t3 j3l38l3− ∃∋ ∀lkalmazz,)1 
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112 á)ra2 ∋ (SIR3 6I-cella felé&0tése és mérõ)élyegeinek elren%ezése 

A fΑ.(ly:) 3−y )3.9l3t∃ ;o8tj∀ 3l7o/d:l,∋,8∀) ∃dõ03l∃ ∀l∀):l,∋,t ∀ 122 á)ra mutatja. 

 
122 á)ra2 ∋ f7róly∃k egy ker/leti &ont.ának elmoz%∃lása 
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A 152 á)ra a fΑ.(7∀−.∀ vo8∀t)o/(∀8 7:t∀tj∀ ∀/ 3l7o/dul,∋o)∀t. 

 

 

152 á)ra2 ∋ f7rómag egy ker/leti &ont.ának elmoz%∃lása 

A 1>2 á)ra a fΑ.(ly:) ∃dõ038 l3j,t∋/(d( ∋/û)9l2∋2t 2∋ ∀ fΑ.(ly:) t,−:l,∋,t ∋/37l2l-
teti. 

 

1>2 á)ra2 ∋ )efelé moz%∃ló f7róly∃k és a kifelé tág∃ló f7rómag 
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3. A FΤRÓLYUK KÖRÜL KIALAKULÓ MECHANIKAI MEZÕ 
 
 

A Mérnökgeológia�Kõzetmechanika Kisköny,tár  9. köt3t2038 037:t∀tt:) ∀/  R  
sugarΑ∗ )ö.∋/3lv28yû v,−∀t )ö.9l )∃∀l∀):l( 73c6∀8∃)∀∃ 73/õ 73−6∀t,.o/,∋,t ∀..∀ ∀/ 
esetre, ha a kö/3− v,−∀t8y∃t,∋ 3lõtt∃∗ Α81 ;.∃73. f3∋/9lt∋2−∃ ,ll∀pota az ,lt∀l,8o∋ t2.03l∃ 
orient,c∃(jΑ 
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3.1.  A HOOKE-FÉLE MEGOLDÁS 
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A KIEGÉSZÍTÕ DEΥORMÁCIÓK: 
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3.2. A REOLÓGIAI MEGOLDÁS 

 
A HOOKE-f2l3 73−old,∋ ∃∋73.3t2038 elvileg kö8nyen meghat,.o/6∀t( ∀ 

reol(−∃∀∃∗ ∀/∀/ ∀ t idõtõl f9−−õ 73−old,∋ ∃∋1 Itt ∀/t ∀/ 3lv3t )öv3tj9)∗ 6o−y ∀ HOOKE-f2l3 

megold,∋ban szereplõ ΛG, ill. 3K anyag,ll∀8d()∀t � a standard modell eset28 � kicser2l-
j9) ∀  
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egyenleteket megoldjuk.  

  Ezek alapj,8 az idõtõl f9−−õ KIEGÉSZÍTÕ DEΥORMÁCIÓK: 
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Ez azt jelenti, hogy a (3.10) alakv,lto/,∋o)  '(t   eset28 ∀ ≅Μ1ς? HOOKE-f2l3 2.t2Χ
kekhez tartanak. 

 Ha a beavatkoz,∋ v2−t3l38 −yo.∋∀8 tö.t28∃)∗ ∀))o.  #$ /Gk !  2∋  ,KKl /0$! . 
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3.3. A FΤRÓLYUKAS MÉRÉS KÉPLETEINEK ÖSSZEΥOGLALÁSA  
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4. A FΤRÓMAGΚAN KIALAKULÓ MECHANIKAI MEZÕ 
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4.1. A PRIMER DEFORMÁCIÓK 

A primer deform,c∃() ∀ HOOKE-tö.v28y ∀l∀;j,8 ∋/,m4t6∀t()∗ ∀/∀/ 
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amelyek nem f9−−383) ∀/ ∃dõtõl, hiszen a föld)2.3g kialakul,∋,t(l 3lt3lt ∃dõ ∀l∀tt ∀ v,l-
toz,∋oknak volt idej9) l3j,t∋/(d8∃1 

 A fΑ.(7∀− ∀ )∃373l2∋ :t,8 f3l∋/∀0∀d:l ∀ )õ/3t)ö.8y3/3t 8yo7,∋∀ ∀l(l∗ ∋ .ö−tö8 

fesz9lt∋2−738t3∋∋2 2∋ 3l2− 6o∋∋/Α ∃dõ 3lt3lt3 :t,8 ≅3lv038 '(t ) deform,c∃(738t3∋∋2 
v,l∃)1 E/ ∀/t j3l38t∃∗ 6o−y ∃dõ foly∀7,8 ∀ 7∀− d3fo.7,c∃(∃ ∀ HOOKE-tö.v28y ∋/3.∃8t∃ 

2.t2)3)63/ )o8v3.−,l8∀)∗ ∀/∀/ ∀ ≅Η1Λ? 748:∋/ 3−y∋/3.3∋2v2 v,lnak. Ekkor 
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A fΑ.(7∀− d3fo.7,c∃(j∀ '#? t0  eset28 7,. ∀/ ∃dõ f9ggv2nye. 

 
4.2. A REOLÓGIAI MEGOLDÁS 
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r,to.o).∀ tö.t28õ c∋3.2l2∋2v3l∗ ∋ ∀/ 4−y )∀;ott d∃ff3.38c∃,l3−y38l3t 73−old,∋,val kapjuk. 
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Mindezek felhaszn,l,∋,v∀l ∀/ 3l7o/d:l,∋o)> 
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A fΑ.(ly:) t∀l;,8 )ö.9l.2∋3l2∋∋3l v2−/3tt ≅4oorsto&&er) m2.2∋3)82l ∃∋ 3/3)3t ∀/ 
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4.3. A FΤRÓMAGOS MÉRÉS KÉPLETEINEK ÖSSZEΥOGLALÁSA 
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4.4. A DOORSTOPPER-MÉRÉS  

 

 A fΑ.(ly:) t∀l;,8 )ö.9l.2∋3l2∋∋3l v2−/3tt ≅4oorsto&&er) m2.2∋3)82l .∀d∃,l∃∋ ∃.,8yΑ 

rozett,)∀t 6∀∋/8,l:8) ≅ld1 112 á)ra jobb als( ∋o.?1 A )ö.9l.2∋3l2∋ 7∃∀tt ∀ 6o7lo)l∀;o8 

felt2t3l3//9) ∀ ∋4)∀l∀)v,lto/,∋∃ ,ll∀;otot∗ ∋ 3nnek megfelelõ38 ∀ ≅Η18? ö∋∋/3f9−−2∋ 
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form,j,t 6∀∋/8,lj:) ∀ )∃2.t2)3l2∋63/1 E))o. c∋∀) ∀ fΑ.(ly:) z tengely2.3 73.õl3−3∋ x�y 

s4kban tudjuk meghat,.o/8∃ ∀ f3∋/9lt∋2−)o7;o838∋3)3t∗ 3/2.t 6,.o7 837 3−y ∋4)0∀ 3∋õ 

fΑ.,∋ ∋/9)∋2−3∋ ∀ t3lj3∋ f3∋/9lt∋2−,ll∀;ot 73−6∀t,.o/,∋,6o/1 
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5. A PRIMER FESZÜLTSÉGEK MEGHATÁROZÁSA 
 

Mind a fΑ.(ly:).∀ vo8∀t)o/( ≅Μ1ΓΟ?∗ ≅Μ1ΓΓ? )2;l3t3).3∗ 7∃8d ∀ fΑ.(7∀−.∀ vo8∀t)o/( 

(4.4)-(4.7) k2;l3t3).3 j3ll37/õ∗ 6o−y ∀/o)0∀8 ∀ zxyzxyzyx t∀t∀t∀&∀&∀&  primer fesz9lt∋2Χ

gek line,.∃∋∀8 ∋/3.3;3l83)1 E/ l363tõ∋2−3t ∀d ∀..∀∗ 6o−y v∀l∀73ly∃) d3fo.7,c∃( tö00 

idõ;o8t0∀8 2∋ 63ly38 72.t 2.t2)283) ∃∋73.3t2038 3lv∃l3− ;o8to∋∀8∗ )2;l3t∋/3.û38 73g-

hat,.o/6∀t() l3−y383) ∀ zxyzxyzyx t∀t∀t∀&∀&∀&  fesz9lt∋2−3k, az anyag,ll∀8d() ∃∋73.3t2Χ

ben.2  

Elvileg mind a fesz9lt∋2−3)∗ 7∃8d ∀/ ∀8y∀−,ll∀8d() 3−y9tt3∋ 73−6∀t,.o/,∋∀ ∃∋ le-
hets2−3∋ l3883∗ ∀/o80∀8 3))o. 6∀tv,lto/(∋ l∃83,.∃∋ f3l∀d∀t 63ly3tt∗ t∃/38)2t-v,lto/(∋ 

nemline,.∃∋ f3l∀d∀tot )3ll383 73−old∀8∃1 

A k2;l3t3)0õl ∀z r = R felt2t3ll3l ∀/ r v,lto/( )∃3∋∃) 2∋ c∋∀) ∀ &  2∋ t marad, vala-

mint a primer fesz9lt∋2−)o7;o838∋3)∗ 7∃8t ;∀.∀72t3.3)1 Í−y ∀ ;∀.∀72t3.f9−−2∋ ∀ )öΧ
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f7róly∃k esetén     

* +
* +

∀
✌ ∀t∀&∀&
✌ ∀t∀&∀&
✌

Rz

xyyxR

xyyxrRr

0!

!

!

'

''

''

&&        

* +
* +
* +2t∀t

∀t∀t

∀t∀&∀&

zxyzrzRrz

zxyzzRz

xyyxrRr

++

++

++

&&

&&

!

!

!

"

"

"

     

* +
* +
* +∀t∀t∃∃

✍ ∀t∀&∀&∃∃
✍ ∀t∀&∀&∃∃
✍

zxzyzRz

xyyxR

xyyxrRr

!

!

!

&&    
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� a fΑ.(lyukas k4∋2.l3t 3∋et28 ∀ ;.∃73. f3∋/9lt∋2g,llapotnak csak öt 

komponense hat,.o/6∀t( 73−∗ 7∃v3l ∀ fΑ.(ly:) tengelyir,8y,0∀ 7:t∀t( &z 
fesz9lts2− 837 ∋/3.epel a k2;l3t3)038 ≅∀ ∋4kbeli alakv,lto/,∋∃ ,ll∀;ot 7∃∀tt?1 E miatt 
egyetlen fΑ.(ly:)0(l ∀ t3lj3∋ fesz9lt∋2−,ll∀;ot 837 6at,.o/6∀t( 73− (Azonban a >2 

á)ra 5. f,/∃∋,0(l ∀ /-ir,8yΑ ∀d∀to)0(l 72gis köv3t)3/t3t83) a &z  2rt2)2.3.)  
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,, � egy fΑ.,∋0(l c∋:;,8 3−y c∋Α∋/ta-

t( f3∋/9lt∋2−)o7;o838∋ 6∀t,.o/6∀t( 73−∗ t36,t Μ 837 3−y ∋4)0∀ 3∋õ fΑ.,∋ ∋/9ks2−3∋ 

a teljes fesz9lt∋2g,ll∀;ot 3lõ,ll4t,∋,6o/1 

o Olyan k9lö80ö/õ d3fo.7,c∃()∀t )3ll 72.8∃∗ ∀73ly3) l3f3d∃) ∀/ ö∋∋/3∋∗ v∀−y ∀ l3g-

tö00 f3∋/9lt∋2−)o7;o838∋t∗ ;l1 (' . 

Ezek hangsΑlyo/,∋∀ ∀/2.t ∃∋ fo8to∋∗ 73.t ∀ −y∀)o.l∀t0∀8 72− :.∀l)od( t2v6∃t3)3t 3l 

kell oszlatni. 
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A gyakorlat ui. nem 
mindig akn,//∀ )∃ ∀ 72.2Χ

sekben l2võ l363tõ∋2−3)3t∗ 

p2ld,:l ∀/2.t∗ 73.t ∋o),∃− 

azt hitt9)∗ 6o−y ∀ fΑ.(ly:k-
ban tö.t28õ 72.2∋∗ c∋∀) a 
tengelyre merõleges s4)0∀8 

szolg,lt∀t ∀d∀to)∀t1 Pl1 ∀ 

[10] kö8yv038 ∃∋ ∀00∀8 ∀ 

hitben voltak a szerzõ)∗ 

hogy a fesz9lt∋2−t38/o. ösz-
szes komponens283) 73g-
hat,.o/,∋,6o/ Μ )o7;l∀8,-
ris fΑ.(lyuk sz9ks2−3∋1  

Erre p2ld,t 7:t∀t ∀ ΦΓΗΙ 

tanulm,8y 73ll2)3lt 1≅2 

á)rá.a, amely k9l∋/48.õl 

m2ly4t3tt fΑ.(ly:)∀)0∀8 

tö.t28t 72.2∋3) 3−y c∋o;o.t-
j,t 7utatja be. 

T2t3l3//9) f3l∗ 6o−y 

ak,. ∀ fΑ.(ly:)0∀8∗ ∀),. ∀ 

fΑ.(magon a m2.õ3∋/)ö/ ∀ 

t1 idõ;o8tban kezdi a m2.2∋t 

Α−y∗ 6o−y 3))o. 8:ll∀ 2.t2Χ

ket jelez (j(ll363t ∀ v∃/∋−,Χ

land( ;ont mozg,∋∀ 7,. 

kor,00∀8 73−)3/dõdött?1 A 

t2 > t1 idõ;o8tban a mû∋/3. 

(m2.õ02ly3−? ∀/t ∀ v,lto/,∋t 

m2.∃∗ ∀73ly ∀ t1 idõ;o8tt(l ∀ 

t2-ig beköv3t)3/3tt1 A .3ol(−∃∀∃ 73−old,∋ )2;l3t3∃ ∀l)∀l7∀∋∀) 3883) ∀ v,ltoz,∋8∀) ∀ 

felt,.,∋,.∀∗ ∀7∃ ∀ 72.t 2.t2)3) ∃∋73.3t2038 lehetõv2 t3∋/∃ ∀ ;.∃73. fesz9lt∋2−3) 73−6a-
t,.oz,∋,t1 

Legyen p2ld,:l ∀ 72.38dõ 7388y∃∋2− ∀ )3.9l3t∃ ;o8t0∀8>' ,3 amely f9−− ∀ &  szög-

tõl 2∋ t idõtõl∗ v∀l∀7∃8t ∀ $∀&∀& yx  primer fesz9lt∋2−3)tõl> )( $∀&∀&∀t∀ yx&' . A t idõΧ

pontban m2.t 2.t2) j3löl2∋3 l3−y38 .)( t∀&'  Ekkor a t2 idõ;o8t0∀8 )∀;ott )( 2t∀&' m2.t 

                                                 
3 Amellyel tetszõl3−3∋ d3fo.7,c∃( ∃ll1 3l7o/d:l,∋-komponenst jelöl98)1 

1≅2 á)ra 
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2.t2)83) ∀ )2;l3t3) ∋/3.∃8t∃∗ ∀ t2 2∋ t1 idõ;o8to)0∀8 )∀;ott 7388y∃∋2−3) )9lö80∋2−2v3l 

kell egyenlõ83) l388∃3∗ ∀/∀/ 

),(),,,,(-),,,,( 212 t&&t&&t yxyx &'&'&' !$$ .             (5.1) 

KihangsΑlyo//:)∗ 6o−y ∀/ 3−y38lõ∋2− jo00 old∀l,8 ∋/3.3;lõ )( 2t∀&' a kapott mért 

érték, m4− ∀ 0∀l old∀lo8 ∀ )2;l3t3) ∋/3.∃8t∃∗ $∀&∀& yx  param2t3.3)3t ∃∋ t∀.t∀l7∀/( for-

m∃lák ,ll8∀)1 

A m2.2∋3)3t tö00 )( t∀& 2.t2);,. 73ll3tt 3lv2−3/v3∗ ∀/ ≅Ν1Γ? 3−y38l3t3t f3l6∀∋/8,lv∀∗ 

tetszõl3−3∋ ∋/,7Α 3−y38l3t3t )∀;6∀t:8)1 A/ 4−y )3l3t)3/õ l∃83,.∃∋ 3−y38l3t.38d∋/3.0õl ∀ 

$∀&∀& yx  ismeretlenek meghat,.o/6∀t()1 Elv∃l3− 3l3−38dõ ∀88y∃ f9−−3tl38 3−yenletet 

felhaszn,l8∃∗ ∀6,8y ∃∋73.3tl3898) v∀81 C2l∋/3.û ∀/onban a fölö∋ 72.2∋3)0õl ∋/,.7∀/( 

egyenleteket is ig28y03 v388∃1 

Az (5.1) egyenlet egy általános m(d∋/3.t ∀d ∀ ;.∃73. f3∋/9lt∋2−3) 73−6∀t,.o/,∋,.∀∗ 

hiszen az '  b,.73ly∃) d3fo.7,c∃(t v1 3l7o/d:l,∋t jelöl63t∃ ∀tt(l f9−−õ38∗ 6o−y 7∃t ∀)a-

runk, vagy tudunk m2.8∃∗ 2∋ f9−−3tl38 ∀tt(l∗ 6o−y 73ly∃) ∃8 ∋∃t: 72.2∋.õl v∀8 ∋/(1 

Az (5.1) k2;l3t82l ∀ .3ol(−∃∀∃ 73−old,∋o)0(l ∃8d:l:8) )∃∗ 6∃∋/38 72.2∋3∃8) ∃dõ03li-
s2−263/ 3/ ∃ll3∋/)3d∃)1 T3.72∋/3t3∋38 6∀∋/8,l6∀t8,8) a Hooke-f2l3 73−old,∋t ∃∋∗ ∀73ly 

a reol(−∃∀∃0(l  ∀ '(t  hat,.,t7383tt3l ∋/,.7∀/t∀t6∀t(1 E))o. ∀ 72.2∋∃ ∀d∀t∋o.0(l ∀/ 

utols( 2.t2)3t∗ v∀−y ∀ '!t  esetre extrapol,lt 2.t2)3t v3∋∋/9)1 E))o. ∀/ ≅Ν1Γ? )2;l3t 4−y 

m(do∋:l> 

)()( &'&' !$∀&∀&∀ yx ,               (5.2) 

ahol baloldalon az alakv,lto/,∋o)∗ v∀−y 3l7o/d:l,∋o) v∀l∀73ly∃)3∗ ∀ jo00 old∀lo8 ;e-
dig ezek m2.t 2.t2)3 ∋/3.3;3l1 

 

6. EGY PÉLDA 

 

Az elmondottak szeml2lt3t2∋2.3 6∀∋/8,lj:) ∀ ≅Μ1ΓΗ? )2;l3t3)0õl az r = R 2.t2)82l ∀/  

* + * +
* +

* + * + * +∃ % * +&,--&'& )tGtGK
GKG

t
G

a
t >&>&

&
%>! 866

262

1

2
,          (6.1) 

 

formul,t1 A/ * +yx &&a &! 2
1  2∋ * + * + &&& 2sin2cos2

1
xyyx t&&) &%!  2.t3l73/2∋t ∃∋ f3l-

haszn,lv∀ 2∋ ∀ $∀&∀& yx  param2t3.3)tõl v∀l( f9−−2∋t ∃∋ j3lölv3∗ 

* + * + * +∃ %,2sin2)cos2()(,,;, &&&'& xyyxyxyx t&&tB&&t∋&&t &%%&!$  

ahol 
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* + * +
* +

* + * + * +∃ %.866
264

1
(,

4
tGtGK

GKG
tB

G

t
t∋ ,-

-
>&>&

&
!! )  

Legyen az &'  fajlagos nyΑl,∋8∀) ∀ 0!&  ill. 2
/& !  hengeralkot(8 72.t 2.t2)3 ∀ t2 

idõ;o8t0∀8 * +20 t∀&'  ill. * +22 t∀/
&' . Ekkor 

* + * + * + * +
* + * + * + * +.,)()(,,;,

,,0)()(,,;,0

222222

2222

t&&tB&&t∋&&t

t&&tB&&t∋&&t

yxyxyx

yxyxyx

/
&

/
&

&&

''

''

!%%&!

!%%&!

$

$

             (6.2) 

Ha a m2.2∋ ∀ t1 idõ;o8t0∀8 )3/dõdött∗ ∀7∃)o. ∀ 72.õ7û∋/3. 8:ll∀ 2.t2)3t 7:t∀tott∗ 

akkor az (5.1) formula szerint 

* +
* +∀t∀&&B&&∋

∀t∀&&B&&∋

yxyx

yxyx

22

2

)()(

0)()(

/
&

&

'

'

!%)&&)

!%)%&)
                            (6.3) 

ahol                    * + * +12 t∋t∋∋ %!) ,    * + * +12 tBtBB %!) . 

A (6.3) egyenletrendszer megold,∋∀> 

* + * +

* + * +2t∀
B∋

t∀
B∋

&

∀t∀
B∋

t∀
B∋

&

y

x

222

222

11

4

1
0

11

4

1

11

4

1
0

11

4

1

/
&&

/
&&

''

''

1
2

3
4
5

6
)

%
)

&1
2

3
4
5

6
)

&
)

!

1
2

3
4
5

6
)

&
)

&1
2

3
4
5

6
)

%
)

!

                (6.4) 

A txy meghat,.o/,∋,6o/ v3−y9) ∀/ &'  2.t2)2t ∀ 4
/& !  hengeralkot(8 ∀ t2 idõ;o8t-

ban. Legyen ez a m2.t 2.t2) * +24 t∀/
&' . Ekkor  

* + * + * + .2)(,,;, 2224 xyyxyx ttB&&t∋&&t %&!$
/

&'  

Az elõ00∃ −o8dol∀t7383t3t )öv3tv3∗ ∀/ ≅Ν1Λ? fo.7:l∀ ∋/3.∃8t 

* +24
,2)( tBt&&∋ xyyx

/
&'!)%&)  .                    (6.5) 

Felhaszn,lv∀ 72− ∀/t∗ 6o−y ∀ ≅ς1Η? fo.7:l,)0(l 

* + * +∃ %2220
2

1
t∀t∀

∋
&& yx

/
&& '' %

)
!& , 

4−y ∀ ≅ς1Ν? 3−y38l3t 73−old,∋∀> 

* + * + * +∃ %24222 20
4

1
t∀t∀t∀

B
t xy

/
&

/
&& ''' %&

)
! .                           (6.6) 

A tyz 2∋ tzx meghat,.o/,∋,6o/ 7o∋t ∀/ 

* + * + (-
&

('(+(' &&&( 2sin
2

cos2sincos 2
2
12 t

G

%
zå &!&!  
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ö∋∋/3f9−−2∋t 6∀∋/8,lj:) f3l 4
/( !  mellett, ahol (  a furat tengely2.3 73.õl3−3∋ ∋4))∀l 

bez,.t ∋/ö−∗ ∀73ly 2.∃8tõl3−3∋ ∀ 638−3. ;∀l,∋tj,6o/1 E))o. ∀ * +&% -nek megfelelõ38 

* + * + * + * +ttt
G

t&&t zxzyyx -&&&'&'' &//(
>%&!!! sincos

2

1
,

2

1
,,;,4/4/ $ . 

Ha 4Ε/'  2∋ &'  2.t2)2t 72.j9) ∀ 0!&  2∋ 2
/& !  hengeralkot()o8 ∀  t2 idõ;o8t0∀8∗ ∀k-

kor az (5.1) felhaszn,l,∋,v∀l ∀ )öv3t)3/õ 3−y38leteket kapjuk: 

* + * +

* + * +∀t∀t
G

t∀

∀t∀t
G

t∀

Εzy

Εzy

22422

242

22

1

0
2

0
2

1

/
/

/
&

/&

'
-

'

'
-

'

!
)

%

!
)

&
 

ahol * + * +12 tt --- %!) . Innen 

* + * +∃ %

* + * +∃ %2t∀t∀
G

t

∀t∀t∀
G

t

Εxz

Εzy

22224

224

2

002

/
&

/
/

&/

''
-

''
-

%
)

%!

%
)

&!
            (6.7) 

A (6.4), (6.6) 2∋ ≅ς1Ξ? )2;l3t3))3l t36,t 3lõ,ll4tott:) ∀ ;.∃73. f3∋/9lt∋2−t38/o. Ν 

komponens2t∗ c∋:;,8 ∀ fΑ.(ly:) ;∀l,∋tj,8 72.t &'  2∋ Λ f∀jl∀−o∋ 8yΑl,∋o) ∋3−4t∋2−2vel. 

A &z fesz9lt∋2−)o7;o838∋ 73−6∀t,.o/,∋,6o/ v∃∋/o8t oly∀8 f∀jl∀−o∋ 8yΑl,∋t ∃∋ )3ll 72r-
ni, amely f9−− 3ttõl ∀ )o7;o838∋tõl1 E663/ f3l6∀∋/8,l6∀t() ∀ fΑ.(7∀− 3∋3t2.3 )apott 

* + * + * +t
K

&
t

G

&
t

%
r

r
o

o

32
--' >%>%!     2∋   * + * + * +t

K

&
t

G

&
t

%
z

z
o

o

32
--' >%>%!  

formul,)1 

Mint l,t6∀t( ∋/,74t,∋∀∃8)6o/ ∀ .3ol(−∃∀∃ 73−old,∋o)∀t 6∀∋/8,lt:) f3l1 A/ 3.3d72Χ

nyeket szeml2lv3 Α−y tû8∃)∗ 7∃8t6∀ ∀ ∋/,74tott zxyx t&& ,,, $ primer fesz9lt∋2−3) ∀ t 

v,ltoz(t(l f9−−38283)1 E/ v∀l(j,0∀8 8∃8c∋ 4−y∗ 73.t 3/3) f9ggetlenek az idõtõl∗ t36,t 

ak,. 73))o.∀ ∃∋ t 2.t2)3 ≅j3l38 3∋3t038 t2), azok 2.t2)3 837 v,lto/6∀t 2∋ 837 ∃∋ v,lto/∃)1 

Ugyanis a (6.4), (6.6) 2∋ ≅ς1Ξ? 3−y38lõ∋2−3) ∀/o8o∋∋,−o)), v,lto/8∀)∗ 6∀ ∀ 03889) ∋/e-
replõ 72.2∋∃ 3.3d728y3) 63ly2.3 ∀/o) )2;l3t ∋/3.∃8t∃ alakj,t 63ly3tt3∋4tj9) 031 E883) 

köv3t)3/728y3)28t∗ 6∀ ;l1 t2 v,lto/∃)∗ ∀))o. v,lto/∃) :−y∀8 ∀ d3fo.7,c∃( ≅v∀−y∃∋ ∀ 72.t 

2.t2)?∗ d3 837 v,lto/∃) ∀ ;.∃73. f3∋/9lt∋2−∗ 72− ∀))o. ∋37∗ 6∀ ∀ '(2t . Í−y ∀    )∀;ott 

eredm28y3)0õl )ö88y38 l3v3/3thetõ) ∀ HOOKE-f2l3 73−old,∋0(l ∋/,.7∀/t∀tott 3.3d72Χ

nyek is. Ugyanis, ha t1 = 0, 2∋ 30038 ∀/ ∃dõ;o8t0∀8 ∀/  tenzor minden komponense 

nulla, tov,00, 6∀ '(2t , akkor a (6.4), (6.6) 2∋ ≅ς1Ξ? 2.t2)3) 7∃8d3−y∃)2.3 fo.7∀∃l∀− ∀ 

HOOKE-f2l3 73gold,∋0(l ∋/,.7∀/( f3∋/9lt∋2−3)3t )∀;j:)1  
 Ennek esetleges ellenõ./2∋263/ ∃∋72t3lt38 6∀t,.o//:) 73− ∀ ;.∃73. f3∋/9lt∋2−3)3t∗ 

de most a HOOKE-megold,∋o)0(l1 A &x 2∋ &y meghat,.o/,∋,6o/ v3−y9) ∀ ≅Μ1ς? )2;l3t3k-

ben szereplõ &'  2.t2)2t ∀ r = R mellett 0!&  2∋ 2//& !  helyen: 
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* + * + * +

* + * + * + .
2

1

26

146

2

1

2

1

,
2

1

26

146

2

1

2

1
0

2 78

9
:;

< %
&
&

&&!

78

9
:;

< %
&
&

%&!

y✏y✏ y✏y✏
&&

GK

GK
&&

G

&&
GK

GK
&&

G

/
&

&

'

'

"

"

 

Ezt a k2tismeretlenes rendszert megoldva, 

                              
* + * + * +∃ %

* + * + * +∃ %.3043
73

2

,4303
73

2

2

2

/
&&

/
&&

''

''

GGK
GK

G
&

GKG
GK

G
&

y

x

&&
&

!

&&
&

!
                        (6.8) 

Ezzel k2t ∃∋73.3tl38t 73−6∀t,.o/t:8)1 

 A xyt  meghat,.o/,∋,6o/ t3)∃8t∋9) ∀/ 

* + * +
.
/
0

!
∀
#

&
&

%&! xyyx t
GK

GK
&&

G 26

146

2

1

2

1
4
/

&'
"

 

egyenlõ∋2−3t1 H∀∋/8,lj:) f3l∗ 6o−y * + * +* +202 /
&& '' &!& G&& yx . Ekkor 

                                 * + * + * +∃ %
42

20
73

3 /
&

/
&& ''' %&

&
&

!
GK

GK
Gtxy .                        (6.9) 

 A yzt  2∋ zxt  meghat,.o/,∋,6o/ 7o∋t ∀ ≅Μ1ΓΜ?-ban fel4.t 

* + * + * + (&+(&'& &&( 2sincos
2
12

zå &!  

ö∋∋/3f9−−2∋t 6∀∋/8,lj:)1 E))o.∗ )∃6∀∋/8,lv∀∗ 6o−y r = R, mikö/038 (å  2.t2)2t v3ssz9) 

a 0!&  2∋ 4//& !  hengeralkot()o8∗ ∀  (  = 4//  ir,8y0∀8∗  

* + * + yzt
G2

1
0

2

1
04/ &! &/ ''  ! * + * +∃ % ,002 4/ &/ '' %&! Gt yz                (6.10) 

* + * + zxt
G2

1

2

1
224/ %! /

&
/

/ ''  ! * + * +∃ %
224/2 /

&
/

/ '' %%! Gtzx  .                (6.11) 

Ezekben a formul,)0∀8 ∀/ * +0&' , * +2
/

&'  stb. m2.t ∋/,72.t2)3) ∀ '!2t -beli 2.t2Χ

keknek felelnek meg, azaz p2ld,:l * + * +20lim0
2

t∀
t

&& ''
'(

! . Ez azt jelenti, hogy a m2.2∋t 

csak a teljes nyugalmi ,ll∀;ot0∀8 f3j3//9) 031 

Ha a (6.4), (6.6) 2∋ ≅ς1Ξ? 3−y38lõ∋2−3) jo00old∀l,8∀) )2;3//9) a hat,.2.t2)2t 6∀ 

'(2t , tov,00, f∃−y3l3703 v3∋∋/9)∗ 6o−y 01 !t  2∋ 30038 ∀/ ∃dõpontban å ! , akkor 

rendre a (6.8), (6.9), (6.10) 2∋ ≅ς1ΓΓ? 3.3d728y3)3t )∀;j:)1 E))o. f3l6∀∋/8,lj:) ∀/ ∀l,b-
bi ö∋∋/ef9−−2∋3)3t ∃∋> 

* + * + 000 !! ,- ,  * + * + 1milmil 22
22

!!
'('(

tt
tt

,- , 
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* + * + 000 !! B∋ ,  * + * +
* +

2
GKG

GK
tB∀

G
t∋

tt 264

146
mil

4

1
mil 22

22 &
&

!!
'('(

 

A &z meghat,.o/,∋,6o/ ∀ fΑ.(7∀−.∀ 2.v28y3∋ &'  2∋ z'  k2;l3t3∃t v3−y9)∗ ∀/ 3−y∋/e-

rû∋2− )3dv22.t '(t  esetre. Ehhez haszn,lj:) a (4.3)  2∋  ≅Η1ς?  3−y38lõ∋2−3)0õl )∃ol-

vashat( 

         
∃ %

o
o

o
o

o

6

23

2

1

32
)(

3
)(

2

1

32
)(

&
GK

GK
&

GK

&

G

&

∀
K

&
&)a

GK

&

G

&

z

%
z

z

%

%
&%!%%!

%%%%!%%!

&'

&&'
&

&

                   (6.12) 

ö∋∋/3f9−−2∋3)3t1  

M2.j9) ∀/ &'   2.t2)2t ∀ 0!&  2∋ 2//& !  helyen, 2∋ ∀  & -tõl f9ggetlen z'  2.t2)2t1 

A (6.12) k2;l3t3)3t 6∀∋/8,lv∀∗ ,t.38d3/2∋3) :t,8 ∀ zyx &&& ,, ismeretlenekre a köv3t)e-

zõ l∃83,.∃∋ 3−y38l3trendszert kapjuk: 

* + * + * + * +
* + * + * + * +
* + * + * + ∀GK&GK&GK&GK

∀GK&GK&GK&GK

∀GK&GK&GK&GK

zzyx

zyx

zyx

'

'

'

&

/
&

18262323

018232623

18232326 2

!&%%&%

!%&&%%

!%&%&&%

                        (6.13) 

Ezt megoldva, a h,.o7 8o.7,l∃∋ fesz9lt∋2−)o7;o838∋t )∀pjuk: 
 

   * +* + * +* + * +∃ %,2323043
23

1 GKGKGK& zx %&%&&%! ''' &
/

&   

* +* + * +* + * +∃ %,2343023
23

1 GKGKGK& zy %&&&%%! ''' &
/

&                     (6.14) 

    * +* + * +* + * +∃ % .4323023
23

1 GKGKGK& zz &&%&%%! ''' &
/

&  

A xyt  meghat,.o/,∋,6o/ 72.j9) ∀/ &'  2.t2)2t ∀ 4//& !  helyen. Ekkor az 

* + * + * +zyxxyyx &&&
GK

GK
t&&

G
&&

%
&

.
/
0

!
∀
# %&%!

18

23

2

1

2

1
4
/

&'  

egyenletet kapjuk. Innen 

* + * + * +zyxyxxy &&&
K

GK
&&Gt &&

%
%&&!

9

23

2

1
2

4
/

&' ,                   (6.15) 

ahol zyx &&& ,,  m,. ∃∋73.t 2.t2)3)1 

  A yzt  2∋ zxt  meghat,.o/,∋,6o/ f3l6∀∋/8,lj:) ∀/ 

* + * + * + (&+('(&'& &&( 2sinsincos
2
122

zzå &&!  

formul,t∗ 6∀ 4//( ! ,  mikö/038  0!& ,  majd  2//& ! . Ekkor az 

* + yzz t
G2

1

2

1
0

2

1
)0(4/ %&! ''' &/ ,  * + * + zxz t

G2

1

2

1

2

1
224/ &&! ''' /

&
/

/  

egyenleteket kapjuk. Innen 
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* + * +∃ %zyz GGt ''' &/ &&%! 002 4/ ,                                       (6.16) 

* + * +∃ %zz✑ GGt ''' /
&

/
/ &%&!

224/2  .                                   (6.17) 

Ezzel megkaptuk mind a 6 fesz9lt∋2−)o7;o838∋t1  

 

7. A FÕΥESZÜLTSÉGEK ÉS ΥÕIRÁNYOK 
 
 

Ha meghat,.o/t:) ∀ ;.∃73. f3∋/9lt∋2−,ll∀;ot  

zzyz✒ yzyy✒ ✒ z✒ y✒
&

z∀y∀x

&tt

t&t

tt&

!"#ó  

tenzor,8∀) 7∃8d ∀ 6∀t f9−−3tl38 )o7ponens2t∗ ∀))o. ∀ ;.∃72. fõf3∋/9lt∋2−3) 2.t2)3 2∋ ∀ 

fõ∃.,8y∀∃ 7,. 73−6∀t,.o/6∀t()1 A ∋/∃773t.∃):∋ t38/o.o) 3∋3t28 7∃8d∃− l2t3/∃) ∀ t2.038 

legal,00 3−y d3.2)∋/ö−û )oo.d∃8,t∀.38d∋/3.∗ ∀73ly038 ∀ t38/o. d∃∀−o8,l∃∋∋, v,l∃)∗ te-
h,t ∀ fõ,tl(8 )4v9l 7∃8d38 )o7;o83ns z2.:∋∗ v∀−y∃∋ 3/3)038 ∀/t ∃.,8yo)0∀8 837 2bred 
csΑ∋/t∀t( f3∋/9lt∋2−1 L3−y383) ∀ )oo.d∃8,t∀ 3−y∋2−v3)to.o) e1, e2, e3, amelyekre 

1!iiee , 0!.iee , i∀. = 1,2,3, s ekkor eeó ii
& &! , azaz  

0eIó !1
2
34

5
6 % ii

& & . 

Ennek a homog28-line,.∃∋ 3−y38l3t83) ∀))o. v∀8 /2.:∋t(l )9lö80ö/õ 73−old,∋∀∗ 6∀ 

determin,nsa z2.:∋∗ ∀/∀/ 6∀ 

0det !

%

%

%

!1
2
34

5
6 %

&&tt

t&&t

tt&&

&

zzyzx

yzyyx

xzxyx
&

Ió . 

A determin,8∋ )∃f3jt2∋3 :t,8 

∀S&S&S& 032
2

1
3 !%&%  

ahol az  Si  egy9tt6∀t() ∀ &
ó  skal,.∃∋ ∃8v∀.∃,8∋∀∃> 

* +
2t&t&t&ttt&&&S

∀ttt&&&&&&S

&&&S

xyzzxyyzxzxyzxyzyx
&

zxyzxyxzzyyx
&&&

zyx
&

222
2

222
2
12

2
1

2

1

2det

:tr

,tr

&&%&!!

%%%&&!%!

&&!!

ó

óóó

ó

 

A (2) egyenlet megold,∋,v∀l 73−)∀;j:) ∀ 6,.o7 −yö)öt∗ ∀73ly ∀ 6,.o7 fõf3∋/9lt-
s2−> 

321 &&& ∋∋ , 
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s az ó !1
2
34

5
6 % ii

& &  egyenletbõl ;3d∃− ∀ 6,.o7 fõ∃.,8y 3−y∋2−v3)to.,t1 E663/ ∀ 

* +
* +

* +
2eee

∀e&&etet

∀ete&&et

∀etete&&

zyx

zzyzyxzx

zyzyyxyx

zxzyxyxx

1

0

0

0

222 !&&

!%&&

!&%&

!&&%

 

egyenletrendszert kell megoldani. 
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ANYAGOK MECHANIKAI TULAJDONSÁGAINAK MEGHATÁROZÁSA  
EGYTENGELYÛ LABORATÓRIUMI KÍSÉRLETEKKEL 

 
 
 

∋sszonyi (sa)a � Szarka ∗oltán  
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

(satár ∋ttila 
MEZÕGAZDASÁGI GÉPKÍSÉRLETI INTÉZET, GÖDÖLLÕ 

,or−áth Ró)ert �Kocsis .énes 
DEBRECENI EGYETEM  MÛSZAKI KAR KÖRNYEZET- ÉS VEGYÉSZMÉRNÖKI TANSZÉK , DEBRECEN, 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 
  

 /
elen cikk)en megpró)ál

✘
∃k összefoglalni a k1lön)özõ fesz1ltség- és deformáció-

értelmezéseken alap∃ló la)or−izsgálati összef1ggéseket2 

∋z egyszer ✙ ség ked−éért csak az 3n2 tömör anyagokra −onatkozó elemzéseket ismertetj1k∀ 

a pór∃sos és töredezett anyagokra −onatkozóan hasonlóképpen járhat∃nk el∀ de ezek az 3ja)) 

4porozitás és töredezettség5 −áltozók jelentõsen )onyol6tják az eljárást2  

 

 

BEVEZETÉS 

 
Szerkezetek szilárdság∀ m∃rete∋∃s∃(e∋ e)e∗ged(etet)e∗ a felhaszná)t a∗yag,− 

anyagá))a∗d.∀∗a− ∀smerete/ E∋e−et á)ta)ába∗ )ab,rat.r∀1m∀ (2∋.-nyom. −ís∃r)ete−−e) 

á))apítjá− meg7 −∀sebb-nagyobb sikerrel. A probl∃mát re∗ds∋er∀∗t a∋ ,−,∋∋a7 (,gy 

ezek az á))a∗d.− a fes∋9)ts∃ge− ∃s a)a−:á)t,∋ás,− −ö∋ött∀ öss∋ef9gg∃se−be∗ ∗em)∀∗eá<

risan szerepelnek, ez∃rt a∋,− meg(atár,∋ása ∗em)∀∗eár∀s egyenletekre, egyenletrend-

szerekre vezet.  Az is gondot okoz, hogy a fesz9)ts∃ge− ∃s a)a−:á)t,∋ás,− −ö∋ött∀ több 

nagyságre∗d∀ e)t∃r∃se− ∀ge∗ b∀∋,∗yta)a∗∗á tes∋∀− a∋ ∀)ye∗ egye∗)ete− meg,)dását7 −9<

lö∗öse∗ a−−,r7 (a a fe)(as∋∗á)t m∃r∃s∀ eredm∃∗ye− ∗em e)∃g p,∗t,sak. Ezen az sem 

sokat segít7 (a m∃r∃s∀ eredm∃∗ye− e∋re∀t p∃)dá1) a )eg−∀sebb ∗∃gy∋ete− m.ds∋er∃:e) 

pr.bá)j1− −∀∃rt∃−e)∗∀7 a∗∗a− e))e∗∃re7 (,gy e∗∗e− a m.ds∋er∗e− je)e∗tõs s∀mít. (atása 
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van, ami azt jelenti, hogy az egyes m∃r∃s∀ eredm∃∗ye− (∀bá∀ m∃rs∃−e)ten örö−)õd∗e− a 

meghatár,∋a∗d. ∀smeret)e∗e−re7 eset9∗−be∗ a∋ a∗yagá))a∗d.−ra/ 

 A laborat.r∀1mba∗ egyte∗ge)y✎ −ís∃r)et∗∃) t∃∗y)egese∗ mért adatok:   

o 8   �  tengelyirá∗y2 (2∋.- v. nyom.erõ [N]7 

o !! !"! :0l
9

l✜ ✜  �  tengelyirá∗y2 faj)ag,s ∗y2)ás [?]7  

o 0d
9

d"!#!   �  keresztirá∗y2 faj)ag,s ∗y2)ás [?]7 

s ezek alapjá∗ −e)) meg(atár,∋∗∀ a∋ a∗yagá))a∗d.− ∃rt∃−∃t a∋ a)ap1) :á)as∋t,tt anyag-

tör−ény (konstit2≅∀.s egye∗)etΑ a)apjá∗7 ame)y a fes∋9)ts∃ge− ∃s a def,rmá≅∀.− −ö∋ött∀ 

fizikai öss∋ef9gg∃s/ Azonban legtöbbs∋ör a m∃r∃s∀ adat,kb.) s∋eret∗∃∗− meg(atár,∋∗∀ 

az anyagtör:∃∗yt is, amely már rög∋ít∀ a sz.bajö(etõ a∗yagá))a∗d.− fajtá∀t ∀s/ E∋ a∋,n-
ban az anyagtör:∃∗yt a)−,t. fes∋9)ts∃ge− ∃s def,rmá≅∀.− ∃rte)me∋∃s∃∗e− ∀s f9gg:∃<

nye. 
 Ez∃rt � a t∃∗y)eges fe)adat tárgya)ása e)õtt � a kö:et−e∋õ−be∗ rö:∀de∗ öss∋ef,g)al-
juk a leggyakrabban alkalmazott fesz9)ts∃g ∃s def,rmá≅∀. ∃rte)me∋∃se−et7 majd a s∋.-
bajö(etõ a∗yagtör:∃∗ye−et/ 

 
A KΒLÖNΧÖZÕ LEGFONTOSABB FESZΒLTSÉG- ÉS DEFORMÁCIÓ TENZOROK 

 

A LABORATÓRIUMI PRÓΧATEST. Legyen körs∋e):∃∗y✎ (asáb a)a−2 pr.batest egy-
tengely✎ −ís∃r)et∃∗∃) a te∗ge)yirá∗y2 ter(e)õ erõΕ 8  [N] a pr.batest m∃rete Φs1gara ∃s 

hossza): R [m] ∃s l [m]. A "  tengelyirá∗y2 fes∋9)ts∃getΕ a∋ 8  erõ ∃s az ∋ keresztmet-

szet há∗yad,sa−∃∗t ∃rte)mezz9−Ε 

∋

8
!" .                                                              (1) 

Az $ % $ %t88
&0  terhel∃s s,rá∗ a m∃rete− 

$ % $ %tRRR &! 00  ∃s $ % $ %tlll &! 00  formába∗ :á)t,∋∗a−7 s a 

tt &! 0  folyamatná) a pr.batest te∗ge)y∀rá∗y2 ∃s −eres∋t-

irá∗y2 faj)agos ny2)ásaΕ  

$ % $ %
$ % 00

0

l

l

l

ltl "
!

'
!!  ∃s 

 
$ % $ %

$ %
$ % $ %

$ % 002

022

02

022

R

R

R

RtR

R

RtR "
!

'
!

'
!#

#

##
! , 

s a keresztmetszet  
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Ebben az esetben a fesz9)ts∃gte∗∋,r7 a ∗y2)áste∗∋,r ∃s a∋ 2∗/ def,rmá≅∀.grad∀e∗s 
a kö:et−e∋õΕ 
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A DEFORMÁCIÓK ÉRTELMEZÉSE. A gyakorlatban leggyakrabban alkalmazott 
deformációtenzorok: a CAUCHY-f∃)e [(],  
HENCKY-f∃)e [,] ∃s GREEN�LAGRANGE-f∃)e 

[G
✥

]. Egytengely✏ fes∋9)ts∃gállapotná) a 

�  CAUCHY-f∃)e [ ( ] deformá≅∀.tenzor:    
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#!!'!
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: äå ( , 

�  HENCKY-f∃)e [,] deformá≅∀.tenzor: 
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=2 á)ra2 ∋ deformáció-értelmezések összehasonl6tása 

�  GREEN�LAGRANGE-f∃)e [GL] deformá≅∀.tenzor: 
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A FESZΒLTSÉGEK ÉRTELMEZÉSE. A gyakorlatban leggyakrabban alkalmazott fe-

sz1ltségtenzorok: a CAUCHY-f∃)e [(], a 
PIOLA�KIRCCHOFF elsõ [PK-1] ∃s PIOLA�

KIRCCHOFF más,d∀− [PK-2]. 
    Egytengely✏ −ís∃r)ete−∗∃) a CAUCHY-
f∃)e fesz9)ts∃gte∗∋,rΕ  
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≅2á)ra2 ∋ fesz1ltség-értelmezések összehasonl6tása 

 
PIOLA�KIRCCHOFF II. fesz9)ts∃gte∗∋,r: 

 $ % TPK ''' ! óó
12 det ,

$ % 1
2
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A LEHETSÉGES CSOPORTOSÍTÁSOK: 

(�(∀ PK-1�(∀    PK-2�(∀ 

(�,∀ PK-1�,∀    PK-2�,∀ 

(�GL∀ PK-1�GL∀    PK-2�GL2 

Az irodalom szerint a (�( csak kis deformá≅∀.− eset∃∗ a)−a)ma∋(at.7 míg a több∀ 
már tets∋õ)eges ∗agy def,rmá≅∀.− � tehát :∃ges kis- ∃s ∗agy deformá≅∀.− � eset∃∗ ∀s/ 

Fel szoktá− :et∗∀ a∋t ∀s7 (,gy a $ %GL∀,∀(j∀PK∀PK∀(iΑ ji !!! 21$"  alak27 2∗/ 
HOOKE-tör:∃∗y me)y∀− fe)írásba∗ melyik a leglineár∀sabbΓ A vá)t,∋at,− a −ö:et−e∋õ−Ε 

(a)  CAUCHY-fesz9)ts∃g CAUCHY-deformá≅∀.:a):     
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(b)  CAUCHY-fesz9)ts∃g HENCKY-deformá≅∀.:a):   
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(c) CAUCHY-fesz9)ts∃g GREEN�LAGRANGE-deformá≅∀.:a):   
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(d)  PIOLA�KIRCCHOFF I.-fesz9)ts∃g CAUCHY-deformáci.:a): 

0

1

∋

8PK !'" ,  !$ !( ,    !   $ % const∀ΑΑ !! #!! ,                     [lineáris] 

(e)  PIOLA�KIRCCHOFF I.-fesz9)ts∃g HENCKY-deformá≅∀.:a):  
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(f)  PIOLA�KIRCCHOFF I.-fesz9)ts∃g GREEN�LAGRANGE-deformáci.:a): 
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(g)  PIOLA�KIRCCHOFF II.-fesz9)ts∃g CAUCHY-deformá≅∀.:a): 
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(h)  PIOLA�KIRCCHOFF II.-fesz9)ts∃g HENCKY -deformá≅∀.:a): 
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(i)   PIOLA�KIRCCHOFF II.-fesz9)ts∃g GREEN�LAGRANGE-deformáci.val: 
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amelyeket a =2 á)ra mutatja, s lát(atj1−7 (,gy a∋ egyet)e∗ )∀∗eár∀s öss∋ef9gg∃st a PK1- 
fesz9)ts∃g ad a (-deformá≅∀. f9gg:∃∗y∃ben.  
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=2á)ra2 "�$ összef1ggések lineáris terhelõ erõ esetén 

 

Az egytengely✑ (2∋.- v. nyom.−ís∃r)ete−∗∃) � a laborat.r∀1m∀ bere∗de∋∃se− :ez∃r)∃se 
� miatt k∃tf∃)e −ís∃r)et-típ1s )e(ets∃gesΕ 

� az 2∗/ terhelés−ezérelt eset, amikor a tengelyirá∗y2 terhel∃s [ $ %t8 , ill. $ %t8" ] 
beá))ításával v∃g∋∀−, ∃s 
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� az 2∗/ elmozd∃lás-−ezérelt eset, amikor a h2∋.- v. nyom.p,fá− te∗ge)y∀rá∗y2 
tá:,)ságá∗a− beá))ításá:a) [ $ %tl , ill. $ %tl" ] v∃gzik a kís∃rletet.  

A laborat.r∀1m,− a∋ esete− t2)∗y,m. r∃s∋∃be∗  

� a terhelés−ezérelt esetben a tengelyirá∗y2 fes∋9)ts∃get legtöbbs∋ör a 

$ % $ % 0∋
9

t
8

t !"  öss∋ef9gg∃sse) s∋ámítjá− ∃s fesz1ltség−ezérelt esetnek tekintik, 

pedig ez csak a PIOLA�KIRCCHOFF I.-fesz9)ts∃g∃rte)me∋∃s szerint az,  

� az elmozd∃lás-−ezérelt esetet anal.g m.d,∗ deformáció-−ezéreltnek hí:já−∀ 

ami csak akkor igaz, ha a tengelyirá∗y2 def,rmá≅∀.t a∋ $ % $ % 0l9tlt "!$  öss∋e-

f9gg∃sse) s∋ámítjá− (ez egyed9) a −∀s def,rmá≅∀.−∗á) megszokott CAUCHY-f∃)e 

deformá≅∀.-∃rte)me∋∃s∗e− fe)e) meg). 

Ezek a gondok tovább gy✒r✒∋∗e−7 mert p)/  

o k3szásnak nevezz9− a �rög∋ített Φá))a∗d.Α fes∋9)ts∃g� me))ett be−ö:et−e∋õ de-
formá≅∀.t7 s ∗em ped∀g a ter(e)õ erõ á))a∗d.sága me))ett∀t7  

o relaΒációnak nevezz9− a �rög∋ített Φá))a∗d.Α def,rmá≅∀.� me))ett bekö:et−e∋õ 

fesz9)ts∃g≅sö−−e∗∃st/ Itt nincsen semmi gond, mert az elmozdulás ∋∃r1s ∃rt∃ke 
a fajlagos ny2)ás á))a∗d.ságát7 s m∀∗degy∀− def,rmá≅∀. á))a∗d.ságát jelenti. 

Vegy9∗− p∃)dá∗a− egy-egy megszokott k2s∋ás∀ ∃s re)aΗá≅∀.s kís∃r)etet/ 

TERHELÉSΙEZÉRELT KÍSÉRLET. Á))j,∗ egy :∀∋sgá)at az Χ2 á)ra (a) r∃s∋∃∗ lát(at. 

egyenletes felterhel∃sbõ)7 ter(e)∃startásb.) ∃s egyenletes sebess∃g✒ tehermentesít∃s-

bõ)/ A m∃r∃s s,rá∗ rög∋ít∃sre −er9) a !  tengelyirá∗y2- ∃s #!  keresztirá∗y2 faj)ag,s 

ny2lás (Χ2 á)ra (b) r∃s∋eΑ. 

 
Χ2 á)ra2 ∋ terhelés−ezérelt mérés adatai 

A [ 21;tt ] idõtartam a)att∀ :á)t,∋ást7 am∀−,r a ter(e)∃s :á)t,∋at)a∗7 :∀s∋,∗t a def,r-

má≅∀.− f,)ytat.d∗a−7 k3szásnak nevezt9−/ Ma már e∋ p,∗gyola megfogalmazás7 mert 

a terhel∃s :á)t,∋at)a∗sága az ∋ keresztmetszet vá)t,∋ása m∀att nem jelenti a fesz1ltség 

állandóságát, csupá∗ abba∗ a∋ esetbe∗7 (a a fes∋9)ts∃g a∋ erõ ∃s a −∀∀∗d1). −eres∋t-
metszet há∗yad,sa−∃∗t ∃rte)me∋ett7 mint az a 62 á)rá)ól lát(at./  

#!  
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0 t1 t2 t3 t4 

(c) 
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0 t1 t2 t3 t4 

(b) 
8 

t 

0 t1 t2 t3 

(a) 



131 

Tehát a (a∃chy"  ∃s I''Kircchoff
✯

ilola"  fesz9)ts∃ge− eset∃∗7 m∀:e) a pr.batest −eres∋t-
metszete folyamatosan vá)t,∋∀−7 e∋ a r∃s∋ ∀s Φbár a)a≅s,∗yabb ∃s ∗em á))a∗d. sebess∃<

g✓Α fe)ter(e)∃s∀ s∋a−as∋∗a− tekinthetõ/ 
 

   

62 á)ra ∋ k1lön)özõ "�$  gör)ék ( !$ !( , $ %!$ (! 1ln, , 2
2
1 !!$ (!GL ). 

ELMOZDULÁS-VEZÉRELT KÍSÉRLET. Á))j,∗ egy :∀∋sgá)at  a Ε2 á)rán (a) r∃s∋∃∗ lát-
hat. egyenletes ny2jtásb.), majd annak á))a∗d. ∃rt∃−e∗ tartásáb.) ∃s egye∗)etes sebes-
s∃g✓ csö−−e∗t∃s∃bõ). A m∃r∃s s,rá∗ rög∋ít∃sre −er9) az 8 tengelyirá∗y2 ter(e)∃s ∃s 

#!  keresztirá∗y2 faj)ag,s ∗y2lás (62 á)ra (b) ∃s Φ≅Α).  

     
Ε2 á)ra2 ∋z elmozd∃lás-−ezérelt mérés adatai 

 Az elõ∋õ :á)t,∋atta) ellent∃tbe∗ a [ 21;tt ] idõtartam a)att∀ :á)t,∋ás  nyugodtan ne-

vezhetj9− relaΒációnak∀ a fesz1ltség ernyedésének, mivel ! Φ constans esetben mind-

egyik deformá≅∀. −,∗sta∗s ∃rt∃−✓/  
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Γ2 á)ra2 

 
MÉRÉSEK KIÉRTÉKELÉSE 

 
Az egytengely✔ −ís∃r)et s,rá∗ −ap,tt m∃r∃s∀ eredm∃∗ye− á)talába∗ az 8 terhel∃s ∃s 

8! terhel∃s∀ sebess∃g7 az !  hossz- ∃s #! keresztirá∗y2 faj)ag,s ∗y2)ás7 :a)amint azok 

sebess∃ge7 eset)eg −∀:∃te)es esete−be∗7 (a a m∃r∃s∀ )e(etõs∃g ad,tt7 a−−,r m∃g a gy,r-

sulás  ∀s/ #$$ !!∀ ( #$$ !!!! ∀ ) 

A m∃r∃s∀ adat,−b.) elõá))ítj1−  

(i) a vá)as∋t,tt "  tengelyirá∗y2 fes∋9)ts∃get ∃s "!  fesz9)ts∃g:á)t,∋ás∀ sebess∃get: 
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8PK !" ,  
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$ %!
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8PK
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! , 

valamint a deviatorikus ∃s gömb∀ −,mp,∗e∗se−etΕ 

"" 3
1o ! , """" 3

2o !'!d ,    "" !!
3
1o ! , """" !!!!

3
2o !'!d , 

(ii) a vá)as∋t,tt típ1s2 def,rmá≅∀.−atΕ 

!$ !( , $ %!$ (! 1ln, , $ %!!$ (! 2
2
1GL  

## ! !$ ( ,   $ %!$ (!# 1ln, ,  $ %### (! !!$ 2
2
1GL , 

valamint a deviatorikus ∃s gömb∀ −,mp,∗e∗se−etΕ 
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$ %#(! $$$ 23
1o , $ %#(! $$$ !!! 23

1o , $ %#(! $$$ !!!!!! 23
1o ,  

o$$$ '!d ,  o$$$ !!! '!d ,  o$$$ !!!!!! '!d . 
 

A m∃r∃s∀ adat,− −∀∃rt∃−e)∃se a∋ a∗yagtör:∃∗y egyenlet∃∗e− ∀smeret∃be∗ tört∃∗(et7 

amely legá)ta)á∗,sabba∗ a tehetetlens∃g∀ POYNTING�THOMSON-f∃)e Φ2∗/ sta∗dardΑ mo-
dell, s 
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formába∗ ír(at. fe)/ E∋ tömör s∋∀)árd teste−∗∃) 
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alak2ra egys∋er✕söd∀−/ E∋ a∋,∗ba∗ a∋t je)e∗t∀7 (,gy ∀smer∗∀ −∃∗e a t,r∋1)ás∀ ∃s t∃rfo-
gati k∃p)∃−e∗ys∃g∀ −9s∋öböt 

12

1
3
4

55

66
!0

∀
Η

∀
ΗΗ

∀

∀
Η

∀
ΗΗ

∀
d

f
d

d
f

d
d

0∃sha1

0vagyha0
!

!
  7!

d
f
å

ddd
f d

Η
0

: $" , 

12

1
3
4

55

66
!0

∀
Η

∀
ΗΗ

∀

∀
Η

∀
ΗΗ

∀

f

f

0∃sha1

0vagyha0
ooo

ooo
o

!

!
 7!

o

0

ooo :
f
å

d
Η

f $" , 

amely azonban nem adott, ∃rt∃−∃t ≅sa− a m∃r∃si adatok alapjá∗ )e(ets∃ges e)õá))íta∗∀/ 

Ez jelentõs g,∗d,t ,−,∋ a −∀∃rt∃−e)∃se−∗∃)/ Ha van n∀∀∀k "10! m∃r∃s∀ eredm∃∗y9∗−7 

akkor a k∃rd∃s a∋7 (,gy me)y∀− m∃r∃s∀ p,∗tt.) −e∋dõd∀− a −∃p)∃−e∗y á))ap,tΕ 

#$%
"

&#&$%
"

plasztik∃selasztik∃s

n∀∀f∀f∀∀∀k 110 '! . 

A m∃r∃s∀ eredm∃∗ye− felrajzolása a)apjá∗, hogy melyik az a bizonyos f pont, á)talába∗ 

nem határ,∋(at. meg. Á)ta)ába∗ pr.bá)gatásra k∃∗ys∋er9)9∗−7 s −∃∗yte)e∗e− :agy1∗− 

k9)ö∗ ∃rt∃−e)∃st :∃ge∋∗∀ a r1ga)mas7 ∃s −9)ö∗ ∃rt∃−e)∃st a −∃p)∃−e∗y ∋.∗ába∗7 m∀−öz-
ben a m∃r∃s∀ eredm∃∗ye−et elvá)as∋t. p,∗t,t t,),gatj1− m∀∗d∀g eggye) t,:ább7 amed-
dig a szorosság ∗ö:e−s∋∀−/ Am∀−,r ≅sö−−e∗∗∀ −e∋d7 a−−,r ráf,gj1−7 (,gy ,tt a f,)yás-
határ/ Tehát :a).jába∗ a m∃r∃s∀ adat,−b.) a∋ a∗yagá))a∗d.− meg(atár,∋ása ∃s a∋ f 

pont kijelö)∃se a fe)adat/ 

A kö:et−ezõ−be∗ s∋,rít−,∋∋1∗− a tömör s∋∀)árd teste−re7 ame)ye−∗∃) ∗∀∗≅s t∃rfo-
gati k∃p)∃−e∗ys∃g, s ekkor az anyagtör:∃∗y 
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ahol a rugalmas anyagá))a∗d.∗ −í:9) ≅sa− egy −∃p)∃−e∗y á))a∗d. :a∗ a ϑGpl k∃p)∃<

kenys∃g∀ m,d1)1s7 1gya∗∀s a −∃p)∃−e∗y :∀s∋−,∋∀tás &(( )22(22 plpl GG ''!  formá<

ban számíthat./  

A m∃r∃s∀ adat,−(,∋ ∀))es∋tett −∀egye∗)ítõ f9gg:∃∗y a)apjá∗ (atár,∋(at.k meg az 
anyagá))a∗d.−/ 

1. A legegyszer✖bb eset7 (a olyan laborat.r∀1mba∗ −∃s∋9)t a∋ egyte∗ge)y✖ −ís∃r-
let, ahol van lehetõs∃g a gyorsulás-adatok m∃r∃s∃re is, ui. ebben az esetben az 
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el 22       8 9 Min!22
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o 33 &' ∀∀K∀KS −  8 9 Min!33
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k
kkk−kk KK "&$'$$" !!!!           (5c) 

n∃gy-ismeretlenes lineáris egyenletrendszerek megoldása s∋,)gá)tatja a −eresett 

anyagá))a∗d.− ∃rt∃−∃t a te(etet)e∗s∃g∀ sta∗dard m,de)) eset∃∗/1 A korrekt megoldás a∋ 

lenne ha tudná∗− a∋ f sorszám,t integer vá)t,∋.−∃∗t −e∋e)∗∀Ε 
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 2. Ha a deformá≅∀.gy,rs1)ás ∃rt∃−e− ∗em á))∗a− re∗de)−e∋∃sre7 a−−,r −∃t 1tat 

jár(at1∗−Ε 

a) megel∃gs∋9∗− a sta∗dard m,de)) s∋er∀∗t∀ meg,)dássa) 

$ %&( ∀∀GS d 22     8 9 Min!22
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felt∃te)e∋:e7 (,gy a f,)yamat s,rá∗ a te(etet)e∗s∃g∀ tag s∋erepe ≅sa− ∗∃(á∗y 

más,dper≅∀g −9)ö∗bö∋∀− ∋∃r1st.)7 

                                                 
1 Ehhez pr.bá)gatássa) meg −e)) (atár,∋∗∀ a∋  f-edik m∃r∃s∀ p,∗t,t7 s a &(( )22(22 plpl GG ''!  

egyenlet kontrollul szolgá) m∃g / 
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b) vagy a m∃r∃s∀ eredm∃∗ye−re ∀))es∋tett −∀egye∗)ítõ f9gg:∃∗y a)apjá∗ á))ítj1− e)õ 

számítássa) (idõ s∋er∀∗t∀ der∀:á)ássa)Α a hiá∗y∋. gyorsulás∀ adat,−at/ 

3. Nemlineár∀s ∀))es∋t∃sse) −eress9− meg a∋ a∗yagá))a∗d.− ∃rt∃−∃t/ P)/ egye∗)etes 
terhel∃s∀ sebess∃g eset∃∗7 a∋ a∗yagegye∗)et !! a"" !! állandó felt∃te) me))ett∀ meg,l-

dásáb.), amely a tehetetlenségi standard modell eset∃∗Ε2 
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illetve a standard modell eset∃∗Ε 
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formába∗ ír(at. fel. Ekkor az  

$ %&'( ∀∀∀GS d
el 22       8 9 Min!)(

0

2
&': ;

!

f

k

d
k

d
k f $$  

$ %&'( ∀∀∀GS plpl
d
pl 22  8 9 Min!)(

0

2
&': ;

!

f

k

d
k

d
k f $$  

$ %oo
o 33 &' ∀∀K∀KS −  8 9 Min!)(

0

2oo &': ;
!

n

k
kk f $"  

nemlineár∀s egye∗)etre∗ds∋ere− s∋,)gá)tatjá− a∋ eredm∃∗yt/ 

Az is egy ki∃rt∃−e)∃s∀ )e(etõs∃g, hogy a diszkr∃t m∃r∃s∀ eredm∃∗ye−et egy f,)yto-
nos f9gg:∃∗∗ye) −ö∋e)ítj9−7 s a m∀∗∀m1ms∋ámítás∗á) ∀∗tegrá)-öss∋ef9gg∃sse) d,)go-
zunk. 

                                                 
2 Csupá∗ a r1ga)mas r∃s∋re fe)ír:a7 1∀. a k∃p)∃−e∗y már ∃rte)ems∋er✗e∗ ad.d∀−7 ≅sa− a −∃p)∃−e∗y m,du-
lust kell beír∗∀/ 
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A m∃r∃s∀ eredm∃∗ye− −∀∃rt∃−e)∃se je)e∗tõs pr,b)∃má−at ,−,∋(at7 e∋∃rt ∗agy kör9l-
tekint∃sse) −e)) e)jár∗∀/ P∃)da−∃∗t e∋t ∀))1s∋trá)∗á∗−7 a Debreceni Egyetem M✘s∋a−∀ 

Kar, Kör∗ye∋et- ∃s Ιegy∃s∋m∃r∗ö−∀ Ta∗s∋∃−7 Χ∀,me≅(a∗∀−a∀ A∗yag:∀∋sgá). Lab,ra-
t.r∀1mába∗ 2010. szeptember 27-∃∗ :∃g∋ett egyte∗ge)y✘ ∗y,m.−ís∃r)ette)/ A pr.ba-
test: a Borsodchem Zrt. á)ta) gyártott LE 411/009 típ1s2 )ágy PΙC7 7,85 mm kezdeti 
átm∃rõvel ∃s120 mm kiindulás∀ (,ss∋a)/ Terhel∃s:e∋∃re)t −ís∃r)et a∋ INSTRON 8874 
biaxiá)∀s a∗yag:∀∋sgá). berendez∃se∗ 10 N/perc egyenletes sebess∃g✘ ter(e)∃ssel, 150 
N-ig. 

A param∃terek illeszt∃s∃t � egy nemlineár∀s pr,gram a)−a)ma∋ásá:a) � k∃t esetre 

v∃ge∋t9− e)Ε ?/ terhel∃s te)jes  0-900 sec idõtartamára Φ711 adatpont), ∃s ϑ/ 100-800 s 
idõtartamra (36 adatpont). Az alább∀ táb)á∋atb.) )át(at.7 (,gy p)/ a sta∗dard modell 
eset∃be∗7 a k∃t −9lö∗bö∋õ esetre −ap,tt eredm∃∗ye− −ö∋ött je)e∗tõs a∋ e)t∃r∃sΕ 

    Ε11 adatpont   ≅6 adatpont           Ε11 adatpont       ≅6 adatpont   

G Φ 3 049 150 Pa, 3 054 480 Pa,     K Φ 4 309 090 Pa,    3 348 340 Pa, 

( Φ 356 590 000 Pas, 12 120 600 Pas,     K−Φ 2 794 510 000 Pas,     4 707 190 000 Pas, 

&  Φ 128, 2554 s, 15,3797 s,     &o  Φ322,4779 s,     579,6872 s. 

Magyará∋at,t ad∗∀ erre nem tudunk, ugyanis az esetleges m∃r∃s∀ (∀bá− e∋t a∋ e)t∃<

r∃st ∗em ∀∗d,−,)já−/ Az adatsorhoz legjobban illeszkedõ eredm∃∗yt −aptunk (t∃∗y)e-
gesen minimum), mert a vá)t,∋tatás,− ∗ö:e)∀− a s∋.rást ∃s ≅sö−−e∗t∀− a regress∋∀. 

∃rt∃−∃t/ Fakadhat ez a modell differenciá)egye∗)et∃∗e− saját,sságáb.)Γ Pedig a mate-
matikai vizsgá)at ∗em m1tat több ),−á)∀s m∀∗∀m1m,t/ Ez∃rt (a∗gs2lyozzuk a nagy 
kör9)te−∀∗t∃st/ Nagy,∗ j. )e∗∗e erre magyará∋at,t ta)á)∗∀7 egy elfogadhat. −∀∃rt∃−e)∃s∀ 

m.ds∋ert7 s megfelelõ s∋ámít.g∃pes pr,gram,t (,∋∋áre∗de)∗∀7 (,gy a −9)önbö∋õ 

reol.g∀a∀ )ab,rat.r∀1m,− −∀∃rt∃−e)∃s∃t a m∃r∗ö−∀ a)−a)ma∋ás,−(,∋ a)ap1) )e(essen 
venni. 
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AZ EGYSZERÛSÍTETT ANYAGTÖRVÉNYRÕL 
 
 

Asszonyi ∋saba 
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

 

 

 

)elen tanulm∗ny a MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT munkat∗rsainak az elmúlt 

hat é,ben sz−letett [1-6], az irre,erzibilis termo∃inamika alapel,eire ép−lõ, az anyagtör,ényre 

,onatkozó ere∃ményei egy részét foglal.a össze, a legfrissebb felismerések ∗ltal kiegész/t,e1 A 

legú.abb ere∃mények sz∗mos részletet mó∃os/tottak, .a,/tottak, sõt egyszer ✱ s/tettek1 2nnek a 

cikknek cél.a, hogy egyetlen helyen megtal∗lható legyen min∃en olyan, a konstitúciós egyenle3

tekre ,onatkozó összef−ggés, amelyekre a mérnöki alkalmaz∗sokn∗l ép/teni ér∃emes1 

A tanulm∗ny izotrop kontinuumok � izotermikus � rugalmas�képlékeny anyagtör,ényét /r3

.a le, a m ✱ szaki gyakorlatban megenge∃hetõ egyszer ✱ s/tésekkel1 2zek a közel/tések megenge3

∃ettek, ∃e sz ✱ k/tik az ere∃mények ér,ényességi tartom∗ny∗t1 4iszont nem sz−kségszer ✱ ek, csu3

p∗n az egyszer ✱ bb t∗rgyal∗s (és a mérnöki alkalmaz∗s) ér∃ekében folyamo∃unk hozz∗.uk az 

ere∃mények könnyebb ∗ttekinthetõsége ér∃ekében, ui1 a hi,atkozott tanulm∗nyokban az ∗ltal∗3

nos megol∃∗sok is megtal∗lhatók1 

 

BEVEZETÉS 

 

ÁLTALÁNOS MEGJEGYZÉSEK. Napjainkban a kontinuumok mechanikai viselkedését 

leír∀ ∃o%elle∋ s()∃∗ oly ,∗−y. ho−y ∃)r s(0,te lehetetle, el0−∗(o%,0 ∋1(t2∋4 E(e∋et, 
b)r 1,∋é,yese,. %e két ,∗−y rés(re lehet osztani: 

� a korszerû irre,erzibilis termo∃inamika elméletére t)∃∗s(∋o%∀ ∋o,st0t560∀s 

egyenletekre, amelyek legfõ77 elõ,ye. ho−y ∗ ter∃o%0,∗∃0∋∗0 8õtétele∋ ,e∃ 

sér2l,e∋. 80−yele∃7e 9es(0∋ ∗ %0ss(0:)60∀s 8eltétele∋et. s í−y 70(o,yos ∗,y∗g-
tulajdons)−o∋. ∃0,t ∗ 7elsõ s5rl∀%)s. rel∗;)60∀. tehetetle,sé− ∋é((el-
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foghat∀9). ∃∗−y∗r)(h∗t∀9) 9)lnak, s széles∋1rû ∗l∋∗l∃∗()st tesznek lehetõ<
vé. 

� a klasszikus, tiszt), mechanikai jellegû ∃o%elle∋re. amelyeknél le−t177s(1r ∗ 

laborat∀r0u∃0 ∋ísérlete∋ és ∗ ter∃és(et0 ∃e−80−yelése∋ ∗l∗:j),. ∃0,te−y é:í<

tõ∋o6∋∗szerûe, r∗∋j)∋ 1ss(e ∗( 5,4 ∗,y∗−e−ye,letet, )lt∗l)7∗, egyre t177 és 

t177 paraméterrel.1 

R)∗%)sul e( ∗ ∋ét8éle 5t ,e∃ 0s 82−−etle, e−y∃)st∀l. ∃ert ∗ ∃e6h∗,0∋∗ sok é9s()<

zad tudom),yos ∋ut∗t)s∗0 ∗l∗:j), magasfejlettsé−û tudom),ny) 9)lt, amelynek ered-
mé,ye0 ∗%ott 8eltételek mellett helyt)ll∀∗∋4 Pél%)ul ∗( 0%õ82−−etle, >,e∃reol∀−0∗0? 
rugalmas-ké:lé∋e,y teste∋ %0s(60:lí,)0 t1bbsé−2∋7e, ké:ese∋ ele−et te,,0 ∗ ter∃o%i-
namikai megfeleltetés,e∋. ∗ %0ss(0:)60∀-mentes folyamatok t1r9é,ys(erûsé−e0,e∋4 

Azonban mindig tiszt)7∗, ∋ell le,,2,∋ ∗((∗l. ho−y ∗ ter∃omechanika � és í−y ∗ ∃e-
chanika � alapvetõ 8o−∗l∃∗ ∗ folyamat, nem pedig az egyens5ly. ∗∃ely csup), e−y 

kivételes folyamat. Ezért 80(0∋∗0l∗− re)l0s �∗,y∗−t1r9é,y� 6su:), ∗ ter∃o%0,∗∃0∋∗ 

fõtételeibõl 9e(ethetõ le. se∃∃0∋é:: ∗( 5,4 e−ye,s5ly0 e−ye,let7õl, vagy az energia 
megmarad)s tételé7õl4 Ezek az 5,4 ∃érle−e−ye,lete∋ � a termés(et ∋ettõs ∋1,y9elése � 
nem szolg)lt∗tnak a v)lto()s 0r),y)r∗ 9o,∗t∋o(∀ 0,8orm)ci∀∋∗t. 7)r e(t ∗ h0),yoss)−ot 
a kutat∀∋ re∗l0t)sér(é∋2∋∋el )th0%∗lj)∋4 

 A korszerû ∗,y∗−8el8o−)s,∗∋ � m)so∋ ∃ellett � a kontinuumok irreverzibilis ter-
modinamik)j)7∗ s(er9ese, ∋ell 0lles(∋e%,0e. és ∗ tu%o∃),yter2let ∃0,%e, t1r9é,ye. 

mint peremfeltétel. ∃e− ∋ell. ho−y jele,je, 7e,,e4 A :ro7lé∃∗ 6s∗∋ ∗(. ho−y ∗ 

kontinuummechanika és ∗( 0rre9er(070l0s ter∃o%0,∗∃0∋∗ ∋ét. e−y∃)st∀l teljese, ∋2l1, 

keletkezett és ∋2l1, 8ejlõ%õ ter2let4 Öss(eh∗,−ol)su∋ ,e∃ teljes és ,e∃ 0s :ro7lé∃a-
mentes. A fizika két ∗l∗:9etõe, eltérõ s(e∃lélet∃∀%j)t ∋ell e−ye(tet,04 A( e−y0∋7e, ∗( 

                                                 
1 Ezért e(e∋re ∗(t ∋ell ∃o,%∗,u,∋. ho−y ,e∃ 80(0∋∗0. h∗,e∃ e∃7er0 és(∋o,tru∋60∀∋. ∗∃elye∋ ∃e−en-

gedhetõsé−ét ∋2l1, 90(s−)l,0 ∋ell4 Pél%∗ erre ∗( 5,4 ∗,y∗−)ll∗,%∀∋r∗ 9o,atkoz∀ � a disszipativit)s té<

nyé7õl ∗%∀%∀ � nemnegativit)s0 és :o(0tí9 %e80,0t090t)s0 8eltétele∋4 E ∃0∗tt ∗ t∗,ul∀:é,(t ,e∋2,∋ 0s ∃e− 

kellett fizetn2,∋4 Erre e−y0∋ :él%),∋. ho−y ∗ M),y0. N∗−ye−yh)(0 és Le,6sehe−y0 7),y)∋7∀l ≅ΑΒΧ-75 

k1(1tt ∋09ett so∋ s()( ∋õ(et∃0,t), 9é−(ett reol∀−0∗0 ,yo∃∀90(s−)l∗to∋ �le−∋0se77 ,é−y(ete∋ el9e� 

alapj), t1rté,õ ∋0érté∋elése sor), ∋∗:ott ere%∃é,ye∋rõl. ∃0,te−y h5s( é9 ut), %er2lt ∋0. ho−y 8ΧΕ-uk 

nem teljesít0∋ ∗ ter∃o%0,∗∃0∋∗0 8eltétele∋et4  E∋∋or ∃é− ∗ ∋l∗ss(0∋us st∗,%∗r% ∃o%ell ker2lt ∗l∋∗l∃∗()s-

ra, amelynél 6s∗∋ ∗ tor(ul)s0 )ll∗:ot 9olt 0%õ82−−õ. ∗ tér8o−∗t0 ,e∃4 E,,él ∗ ∃o%ell,él ∗( 0%õeltol)s. 

amely a deform)60∀∋ ∋ésés0 0%eje >∗ 90s(∋o(0t)s0 e−y2tth∗t∀ és ∗ ,yír)s0 ∃o%ulus h),y∗%os∗? és ∗ rela-

x)60∀s 0%õ ∋2l1,7sé−e. s()∃os esetben negatí9r∗ ∗%∀%ott. ∗∃0 ∗7s(ur% >80(0∋∗0l∗− lehetetle,?4 Elsõ re∗k-

ci∀,∋ s()∃ít)s0 h07∗ 8eltétele(ése 9olt. %e ∗( elle,õr(ése∋ ,e∃ ∃ut∗tt∗∋ h07)t ∗ s()∃ít)s7∗,4 M)so%0∋ 

reakci∀ ∗( 9olt. ho−y ∗ ∋0érté∋elésbe ezt a feltételt 7e ∋ell é:íte,0 >:l4 5agrange-multiplik)toro∋∋∗l?4 E(t 

azonban nem hajtottuk vé−re. ∃ert 5−y 9élt2∋, hogy az anyag tudja a fizik)t. teh)t ∋orl)to(∀ 8eltételt 

nem szabad kí92lrõl 80−yele∃7e 9e,,0. Ekkor vezett2∋ le tiszt), %e%u∋tí9 ∋19et∋e(tetése∋ sor), a m)<

sodik fõtétel7õl � egyetlen belsõ %0,∗∃0∋∗0 9)lto(∀9∗l. ∗∃ely ∗ le9e(etés sor), ∋0∋2s(171lhetõvé v)lt � 

a ma is alkalmazott )lt∗l),os tehetetle,sé−0 POYNTING�THOMSON-féle >st∗,%∗r%? ∃o%ellt. ∗∃ellyel. ∗ 

mérése∋7õl ∃)r ter∃és(et0 t1r9é,yt ,e∃ sértõ ere%∃é,ye∋re jutottunk. 
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alapt1r9é,ye∋ re9er(070l0se∋, a vil)− t1∋életes. és ∗( 0rre9er(070l0t)s ∗( 0%e)l0st∀l 9∗l∀ 

zavar∀ eltérés4 A ∃)s0∋7∗, ∗( ∗l∗:t1r9é,ye∋ 0rre9er(070l0se∋. ∗ 90l)− t1∋életle,, és ∗ 

reverzibilis hat)r soh∗ el ,e∃ érhetõ idea. Mindkét esetben a m)so%0∋ 8õtétel ∗ ∋ul6s. 

ami megh5((∗ ∗ h∗t)rt 0rre9er(070l0s és re9er(070l0s ∋1(1tt4 Ha 5−y 0s 9élj2∋ azonban, 
hogy értj2∋ ∗ ∃)so%0∋ 8õtétel s(elle∃ét. mé−0s betû9é. ∃∗te∃∗t0∋∗0 elj)r)ss) 8or∃u-
l)(,0. ∗( ∗%e∋9)t ∃e−8o−∗l∃∗()st ∃e−t∗l)l,0 ,e∃ e−ys(erû 8el∗%∗t4 

Mindkét 6so:ort7∗ sorolh∗t∀ ∃u,∋)∋ ∋1(1tt s()∃os h07)s 8elte9és. el∃élet t∗l)lha-
t∀4 Ált∗l),os∗n kimondhat∀. ho−y ∃0,%∗(o, ere%∃é,ye∋ helyesek fizikailag, amelyek  

� klasszikus kontinuummechanik∗ban: a termodinamika m)so%0∋ 8õtétele ∗l∗:j), 

is levezethetõek egyens5ly esetére.  
� reológi∗ban: kielé−ít0∋ ∗ %0ss(0:)60∀s 8eltétele∋et.2 
� termomechanik∗ban: az egyens5ly0 )ll∗:otr∗ ∋orl)to(9∗ 0s helyes eredmé,yt 

szolg)lt∗t,∗∋.3 

A [11] alapvetõ tanulm),y7∗, nagyon rés(letes 1ss(e8o−l∗l)s t∗l)lh∗t∀ a klasszikus 

mechanika asszociatí9 ké:lé∋e,ysé−0 el∃élete0nek legfontosabb feltevéseirõl: 
1. a deform)60∀ 8el7o,th∗t∀ rugalmas és :l∗s(t0∋us ∋o∃:o,e,se∋re. 
2. a ké:lé∋e,ysé−0 h∗t)rt ∋r0t0∋us 8es(2ltsé−e∋∋el >8es(2ltsé−tér7e, %e80,0)lt 8o-

ly)s82−−9é,y e−y s(0,t8el2leté9el? jellemzi, 
3. a ké:lé∋e,ysé−0 h∗t)r )ll∗,%∀. 
4. léte(0∋ ∋é:lé∋e,y :ote,60)l. 
5. léte(0∋ 9∗l∗∃08éle s(∗7)ly ∗ ∋é:lé∋eny deform)60∀ ,∗−ys)−),∗∋ ∃e−h∗t)ro()<

s)ho(. 

A termo∃inamikai ké:lé∋e,ysé−el∃élete∋ az elõ(õ Φ-5. pontokat a k19et∋e(õ∋ép-
pen m∀%osítj)∋Γ 

(i) disszip)60∀s :ote,60)l∋é,t értel∃e(0k a ké:lé∋e,ysé−0 82−−9é,yt. s 0lles(t0k a 
nemegyens5ly0 ter∃o%0,∗∃0∋∗ el∃életéhe(. 

(ii) lehetõ9é tes(0k a ké:lé∋e,y ∗l∗∋9)lto()sr∗ 9o,∗t∋o(∀ 8ejlõ%és0 e−ye,let ter∃o-
dinamikai (vagy vari)60∀s ∃e6h∗,0∋∗0? ∗l∗:o, t1rté,õ s()r∃∗(t∗t)s)t4 

Nem is nagyon ér%e∃es e(e, 8elte9ése∋ helyessé−é9el 8o−l∗l∋o(,0. ∃ert ∗(o,,∗l 

kiesik k1(2l2∋ ,éh),y. :él%)ul 

                                                 
2 Ld. 1 l)bjegyzet. 
3 Erre lehetsé−es sz)∃t∗l∗, :él%)7∀l 6s∗∋ kettõt e∃lít2,∋. ∗∃elye∋ ,∗−yhírû s(er(õ∋h1( ∋1thetõ∋4 ≅4 �A 

rugalmas-ké:lé∋e,y ∃o%ell le9e(ethetõ e−y ∃isszip∗ciós f−gg,énybõl�, ami meglehetõse, ∗7s(ur% 8elté<

telezés. ∃09el :l4 ∋é:lé∋e,y )ll∗:ot e−ye,s5lyi � azaz disszip)60∀-mentes � esetben is léte(0∋4 2. Vissza-

nyerhetõ ru−∗l∃∗s e,er−0)r∀l és %0ss(0:)lt ∋é:lé∋e,y e,er−0)r∀l >helyese,Γ ∃u,∋)r∀l? 7es(él,e∋. 6s∗∋ ∗( 

a kér%és. ho−y e( ∃0t jele,tΗ A ∋é:lé∋e,y e,er−0∗ %0ss(0:)l∀%0∋. 9∗−y0s ∗ ∋é:lé∋e,y )ll∗:ot cs1∋∋e,Η 

Holott az anyag egy reprezentatí9 tér8o−∗tele∃é7e, >RVE) t)rolt ru−∗l∃∗s e,er−0∗ ∋é:es %0ss(0:)l∀%,0. 

de az a rugalmas energia, amely befagyott, helyesebben belsõ s(er∋e(et0 )t∗l∗∋ul)sr∗ 8or%ít∀%ott. 90ss(a-

alakulhat 1,∃∗−)t∀lΗ 
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ad 2. � a ké:lé∋e,ysé−0 h∗t)r8eltételt fizikailag nem lehet 1,∃∗−)7∗, se∃ 8e-
sz2ltségekkel, sem deform)60∀∋∋∗l jelle∃e(,0. h∗,e∃ 6s∗∋ ∗ ∋ettõ9el 

egy2tt. 9∗−y0s e,er−i)9∗l. 9∗−y ∃u,∋)9∗l. 

ad 3. � a ké:lé∋e,ysé−0 h∗t)r ∗( ∗,y∗− elõéletétõl 82−−õe, 9)ltozik, v),%orol. 

ad (i) � ké:lé∋e,ysé− ∗∋∋or 0s léte(het. h∗ ,0,6s %0ss(0:)60∀4 

Jelen tanulm),y7∗, ∗(o, eredmé,yeket foglaljuk 1ss(e. ∗∃elye∋ termo∃inamik∗ra 

ép−lõ kontinuummechanikai konstitut/, egyenletekre vonatkoznak.4 Ez)lt∗l v)l∗s(t 

kapunk olyan kér%ése∋re, hogy vannak-e 1ss(e82−−ése∋ ∗ ∋é:lé∋e,ysé−0 8eltétele∋ és ∗ 

disszip)60∀s 82−−9é,yek k1(1tt. milyen legyen az )ll∗:ot9)lto(∀∋ ∃e−9)l∗s(t)s∗. 

megengedhetõ-e a ké:lé∋e,y ∗l∗∋9)lto()s )ll∗:ot9)lto(∀∋é,t t1rté,õ haszn)l∗t∗. st74, 
amelyekre sz)∃os eset7e,, helytelen v)laszok voltak ér9é,y7e,4  

MEGENGEDHETÕNEΙ VÉLT KÖZELÍTÉSEΙ. Az elm5lt é9e∋ben igyekezt2,∋ ∗ t)r−ya-
l)s,)l ∗ s(û∋ítõ és ∋orl)to(∀ 8eltétele∋et ∋0h∗−y,0, illetve ezekre az )lt∗l),os le9e(etés 

ut), r)∃ut∗t,04  

Ezen 1ss(e8o−l∗l∀7∗, ∗( )lt∗l),oss)−ot ∃)r ∋e(%et7e, szû∋ítj2∋ ∗(o, ∋1(elítése∋ 

elfogad)s)9∗l, amelyeket a mér,1∋0 −y∗∋orl∗t � egyszerûsítésre 9o,∗t∋o(∀ � igénye 
megengedhetõ,e∋ 9él. Ennek oka az is, hogy MATOLCSI [17] alapvetõ, problé∃)∋∗t 

felsorol∀ cikke ut), ,e∃ tehet2,∋ 5−y. ∃0,th∗ ∗(t ,e∃ ol9∗stu∋ 9ol,∗4 S ∃09el ∗( )lta-
la felvetett t177 ∋ér%ésre ,e∃ 0s∃erj2∋ ∗ 9)l∗s(t. ∋é,ytele,e∋ 9∗−yu,∋ ∋orl)to(,0 

vizsg)lataink k1rét ∗(o, e−ys(erû esete∋re. ∗∃0∋or 70(tos∗∋ lehet2,∋ 7e,,e. ho−y ,e∃ 

vét2,∋ el90 h07)t4  

Ezek a korl)to(∀ 8elte9ése∋ ∗ ∋19et∋e(õ∋: 

(a) az anyagt1r9é,y e−ye,s5ly0 8or∃)j),)l ∗z � )lt∗l),os∗, 70(o,yított �
kvadratikus alak helyett megengedj2∋ a line)r0s >∃∗;4 h07∗ 0,5-1%)5 form)t. 

(b) a deform)60∀∋,)l ∗( S)(: !" !" vå  k1(elítéssel él2,∋. ∗∃0 ∃e−8elel ∗ ∋0s %e8or-

m)60∀∋ 8eltétele(ésé,e∋4 A tér8o−∗te−ysé−re jut∀ deform)60∀s teljesít∃é,y (a 

kinetikusenergia forr)ssûrûsé−e? ekkor åóóó vv "!! :)(:: "!"! S .6 

(c) ennek k19et∋e(té7e, ∗ ru−∗l∃∗s és ∋é:lé∋e,y %e8or∃)60∀∋ ∗%%0tí9 8or∃)7∗, 

felírh∗t∀∋Γ plpl ååå #" . 

A konstitutí9 e−ye,let )lt∗l),os 8or∃)j),∗∋ le9e(etésé,él: 

                                                 
4 Ezek nagy rés(e ∗z INTERNATIONAL SOCIETY FOR ROCK MECHANICS hazai konferenci)in ker2lt 7e∃utat)sr∗. 

s a Mérnökgeológia�Kõzetmechanika Kisköny,t∗r 2006-2011 sorozatban jelent meg [1-6]. 
5 Ez nagymérté∋û e−ys(erûsítést jele,t. ∃ert lehetõ9é tes(0 ∗( 5t82−−etle, ru−∗l∃∗s és ∋é:lé∋e,y %e-

form)60∀∋ elõ)llít)s)t. sõt ∗ teljes %e8or∃)60∀9∗l 9∗l∀ t)r−y∗l)st. ∗∃ely ∗( e−yetle, ∃érhetõ %e8or∃)60∀4 

6 Ez lehetõ9é tes(0 ∗ ru−∗l∃∗s és ∋é:lé∋e,y %e8or∃)60∀se7essé−e∋ 1ss(e−(ésétΓ 
plel ååå """ #" . 
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(d) az objektí9 0%õ%er09)lt helyett ∗ s(u7s(tanci)l0s 0%õ%er09)lt∗t 9essz2∋. 

(e) a m)so%0∋ 8õtétel ∋08ejtésé,él ∗ � néh),y∗∋ )lt∗l ∋08o−)solt és el ,e∃ 8o−∗%ott � 
entr∀pi)9∗l oper)lu,∋. ∃0,t az irreverzibilit)st. ∗( e−y0r),y5 9)lto()st ∋08eje(õ 

fogalommal, amely b)r∃ely 8oly∗∃∗t7∗, monoton n1vekszik,7 

(f) egyetlen dinamikai belsõ 9)lto(∀t (dinamikai szabads)−8o∋ot?, � amely az 
egyens5lyt∀l 9∗l∀ t)9olo%)st h09∗tott ∋08eje(,0. � vesz2,∋ ∗l∗:ul. ∗∃ely ∗ s()<

mít)so∋ sor), ∋0∋2s(171lõ%0∋. 

A TÁRGYALÁS MENETE. Az )lt∗l),os le9e(etés ut),. ∗( ele∃(ése∋et ∋ét lé:6sõ7e, 

vé−ezz2∋Γ 

� elõs(1r e−ye,s5ly0 esetre >∗( 0%õ82−−etle, rugalmas-ké:lé∋e,y testre?. ho−y ∗ 

klasszikus mechanik)9∗l 9∗l∀ e−ye(ést l)ssu∋. 

� m)so%s(or ∗( e−ye,s5lyt∀l eltérõ � )lt∗l),os � esetre. 

A t)r−y∗l)s sor), a ké:lé∋e,ysé−et csak a deviatorikus (torzul)s0? )llapotra korl)<

tozzuk, ez)lt∗l ∗ t∗l∗j∃e6h∗,0∋∗0 ∗l∋∗l∃∗()s ∋0es0∋, nem a vizsg)l∗t, hanem a rés(letes 

t)r−yal)s k1ré7õl4 E(t ,e∃ el90 s(e∃:o,t 0,%o∋olj∗. 6su:), ∗ t)r−y∗l)s r190%ítése. u04 

jelen k1tet t177 60∋∋é7e, ∃e−t∗l)lh∗t∀∋ ∗ tér8o−∗t0 ∋é:lé∋e,ysé−re 9onatkoz∀ 1ss(e-
f2−−ések is, í−y elé−sé−es jele, 60∋∋ 9é−é, azt csup), ∃e−e∃líte,04 
 

AZ EDDIGI ELMÉLETEΙ ϑIÁNYOSSÁGÁNAΙ LEGΚÕΛB OKA, hogy a tud∀so∋ 7)r tudt)∋ 

és tudj)∋. ho−y ∃0 0s ∗( �∗,y∗−t1r9é,y�. ∗(o,7∗, lé,ye−érõl le−t177s(1r ∃e−8eled-
keznek. Sokszor idé(t2∋ ∃)r. %e ∃é− e−yszer 1ss(e8o−l∗lju∋Γ 

(i) Az anyagt1r9é,y. ∗( ∗,y∗− ∋o,st0t560∀s e−ye,lete ,e∃ 82−−het se∃∃0 ∃)st∀l 

csak az anyagt∀l ∃∗−)t∀l4 Teh)t ,e∃ 82−−het :l4 ∗ ∋2l1,71(õ terhelés0 8oly∗∃a-
tok sorrendjétõl. 0r),y)t∀l. ∗ ∋oor%0,)t∗re,%s(ertõl. st748 

(ii)   Az �∗,y∗−t1r9é,y�-t a gyakorlatban abb∀l ∋19et∋e(tethetj2∋ ∋0. ho−y ∃0lye, 

viselkedést t∗:∗s(t∗lu,∋ ∗ ∋2l1,8éle 8oly∗∃∗tokban.9  

(iii)  Minden anyagnak ,an anyagt1r9é,ye4 

                                                 
7 Az entr∀:0∗ 8o−∗l∃)t. h∗ elh∗−yn),∋. ∗∋∋or ∗( 5,4 %0ss(0:)60∀s 8eltételt. ∗ %0ss(0:)60∀ ∃o,oto, ,19e-
kedését ∋ellene figyelembe venn2,∋. ∗∃0 eset2,∋7e, ∃e−e−ye(0∋ ∗( e,tr∀:0∗ ,19e∋e%ésé9el4 
MATOLCSI (2011) az entropikus anyag fogalm)t h∗s(,)lj∗. s r)∃ut∗tott. ho−y léte(het oly∗, ∗,y∗− 0s, 
amelynél ∗( e,tr∀:0∗ ∋l∗ss(0∋us 8or∃)7∗, ,e∃ értel∃e(hetõ4 >7)r erre :él%)t Õ se∃ tu%ott ∃ut∗t,04? 
8 Egyszerû ter∃o%0,∗∃0∋∗0 :él%∗Γ ∗( ∗,y∗−,∗∋ 9∗, )ll∗,%∀ ,yo∃)so, 9ett 8∗jhõje. )ll∗,%∀ térfogaton 

vett fajhõje. és ∃é− s()∃t∗l∗, ∃)s. 8oly∗∃∗tt∀l 82−−õ 8ajhõjeΜ 9∗−y0s ∗( ∗,y∗− �hõ)t∗%)s0 90sel∋e%ése� 

folyamatt∀l 82−−4 Ν−y∗,e( 0−∗( ∗ �hõt)−ul)s0 90sel∋e%ésre�. ∗ �∋o∃:ress(070l0t)s0 90sel∋e%ésre�. ∗ �tor-

zul)s0 >,yír)s0? 90sel∋e%ésre�. st74 
9 Vagyis a folyamat egyenletét 7ehelye((2∋ ∗( ∗,y∗−t1r9é,y e−ye,letébe (ha ismerj2∋?. és ∗∋∋or 90ssza 

kell kapnunk a m)r t∗:∗s(t∗lt �90sel∋e%ést�4 ϑ∗ ,e∃ 0s∃erj2∋. ∗∋∋or ∋eress2∋ ∗(t ∗( ∗,y∗−e−ye,letet. 

amely adekv)t ∗ ∋2l1,71(õ t∗:∗s(t∗l∗t0 90sel∋e%ése∋∋el4 
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(iv)   Minden anyagnak csak egy anyagt1r9é,ye van. (Esetleg nem ismerj2∋ ∗(t. e(ért 

a k2l1,71(õ esetekre k2l1,71(õ �90sel∋e%ést1r9é,,yel� ∋ísérelj2∋ ∃e− leír,04 

(v) A m)so%0∋ 8õtétel ∗( ∗,y∗− st∗70l0t)s),∗∋ el9e. s e( 8eje(õ%0∋ ∋0 ∗( ∗,y∗−t1r9é,y-
ben.  

 

PÉLΟA. A rugalmas-ké:lé∋e,y ∃e6h∗,0∋∗0 és ter∃o%0,∗∃0∋∗0 %0s(60:lí,)∋ t5l-
nyom∀ t177sé−é,él ∃e−t∗l)lh∗t∀ ∗z a hib)s feltétele(és, hogy m)s ∗,y∗−egyenlet ér-
vé,yes ru−∗l∃∗s eset7e, és ∃)s ru−∗l∃∗s-ké:lé∋e,y eset7e,4 E( ∗ 8elte9és ∗77∀l t)p-
l)l∋o(ott. ho−y 8elterhelés sor), ∗ ru−∗l∃∗s t∗rto∃),y7∗, ∗( 5,4 rugalmas 1ss(e82g-
gés. ∃∗j% ∗ ∋é:lé∋e,ysé−0 h∗t)r t5llé:ése ut), ∗( 5,4 képlékeny 1ss(e82−−és ér9é,yes. 

majd ha tehermentesítés ∋19et∋e(0∋. ∗∋∋or 0s∃ét ∗ rugalmas tartom),y7el0 1ss(e82g-
gés van érvé,yben. Mik1(7e, e( l)ts(∀l∗− 0−∗(. ∃é−0s a tudom),yos ∃e−0s∃erésnek 
azzal az eseté9el )llu,∋ s(e∃7e,. ∗∃0∋or ∗ l∗tszat elfe∃i a lényeget1  

 Ha anyagtör,ény csak egyetlen lehet, akkor nincs rugalmas és ∋é:lé∋e,y. ∗( 

anyagnak nem lehet két8éle ∗,y∗−t1r9é,yeΓ e−y ∗( 5,4 terhelésre. és e−y ∃)s0∋ ∗ te-
hermentesítésre410  

Teh)t a hiba: az anyagt1r9é,yt 1ss(e∋e9erté∋ ∗( ∗,y∗− 8oly∗∃atok menté, t1rté,õ 

viselkedésé9el4 E(t ∗ h07)t s(∗9∗∋7∗, � de nem tettekben � mi is elk19ett2∋. :l4 ∗∃0∋or 

azt mondtuk, hogy meghat)ro(tu∋ ∗ ru−∗lmas folyamatokra vonatkoz∀ ∗,y∗−∃o%ellt. 

és ∋eress2∋ ∗ ∋é:lé∋e,yre 9o,∗t∋o(∀t4 ϑolott, ha véletle,2l 9∗, elfogadhat∀ anyagt1r-
vé,y2,∋ ∗ ru−∗l∃∗s alakv)lto()so∋r∗. ∗∋∋or ∗( � b)r ,ehe(e, h0hetõ � az a ké:lé∋e,y-
re is igaz.11 

B)r e( ∗ 8el0s∃erés elé− ré−0. ∃é− ∃∗ se∃ jutott el a tudatunkig. M)r COULOMB is 
feltétele(te. ho−y �minden szil)r% ∗,y∗−,∗∋ 9∗, e−y jelle∃(õ ∃olekula-elrendezése. 

amelyet a kis rugalmas alakv)lto()s ,e∃ 7e8oly)sol4 N∗−yo77 ∗l∗∋9)lto()s,)l 9∗, e−y 

képlé∋e,ysé−0 h∗t)r. ∗∃ely 8elett ∗ ∃ole∋ul)∋ ∋1(1tt el6s5s()s j1, létre. 90s(o,t ez a 

rugalmass∗gi tula.∃ons∗got nem befoly∗sol.a1� V∗−y0s õ ére(te ∗ termés(et0 t1r9é,y 

lé,ye−ét. s ∗(t 0s −o,%olt∗. ho−y ∗ 8oly)sh∗t)r )tlé:ése ut), :l4 a rugalmass)−0 ∃o%ulus 

nem v)lto(0∋. ezért tov)77r∗ 0s 9∗,,∗∋ ru−∗l∃∗s ∗l∗∋9)lto()so∋ u−y∗,∗((∗l ∗( ∗r)<

nyoss)−0 té,yezõ9el4  

FΠLÖP [2011] szavaival: � durv), 8o−∗lmazva, a brutt∀ ∗l∗∋9)lto()s e−y !-rés(e 

a nyugalmi szerkezet csuszaml)s∗. ∗ ∃∗r∗%é∋ >≅-!)-rés(e a rugalmas alakv)lto()s . 

Azaz: 
                                                 
10 Ez ui. azt jelentené. ho−y ∗( ∗,y∗−t1r9é,y 82−− ∗( ∗l∗∋9)lto()si 5t9o,∗lt∀l. holott ∗( 6s∗∋ ∗( ∗,y∗−t∀l 

mag)t∀l 82−−het4 E( ∗∋∋or ,e∃ ∗,y∗−t1r9é,y. h∗,e∃ ∋2l1,71(õ ∗l∗∋9)lto()s0 5t9o,∗l∗∋ho( t∗rto(∀ � 

viselkedést1r9é,y4 
11 Csup), ∗( e−y0∋ eset7e, ∗( 1ss(es %e8or∃)60∀ ∃e−9)lto()s∗Γ el∃∃ åå " , a m)s0∋ eset7en pedig 

plel ∃∃∃ ååå #" .  
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,∃∃∃∃∃ ∃∃∃
pl

∃
el

∃
ååååå !! #$"#" )1(                          [ 10 %% ! ] 

ahol  ∃
å  a teljes, ∃

elå  a rugalmas és ∃
plå  a ké:lé<

keny deform)60∀ %e90∗tor0∋us rés(e (Ld. 11 ∗b3

ra).  

Ennek a l)ts(∀l∗− tr090)l0s 1ss(e82−−és,e∋ 

messzemenõ ∋19et∋e(∃é,ye0 9∗,,∗∋4 Mér,0 ui. 

csak az ∃
å  1ss(es %e8or∃)60∀t tudjuk. A foly)s-

hat)r ∗l∗tt e( ∃e−e−ye(0∋ ∗ ru−∗l∃∗s deform)6i-

∀9∗l ( ∃
el

∃
åå " ), a foly)shat)r 81l1tt :e%ig: 

∃
pl

∃
el

∃ ∃∃∃ ååå #" . A mérése∋ :e%0− ∋0∗%j)∋ ∗ 

!  érté∋ét >legegyszerû77e, pl. egyens5ly0 eset-
ben, a rugalmass)−0 és ∋é:lé∋e,ysé−0 ∃o%ulus 

érté∋é7õl: 676 pl$" 1! ).12 Ennek eredmé,yeké:: a mérhetõ ∃
å , és ∗ s()∃ítha-

t∀! érté∋ 0s∃ereté7e, ∗( ∃
elå  és ∃

plå  egyértel∃ûe, ∗%ott4 E77õl az is k19et∋e(0∋. ho−y 

elé− ∗( ∃
å -t )ll∗:ot9)ltoz∀,∗∋ h∗s(,)l,0, s a ké:lé∋e,y 90sel∋e%és 90sszaad)s)ho( 

felesleges 5j∗77 9)lto(∀∋ 7e9e(etése, mint azt sokan teszik (HOULSBY, G.T, PUZRIN, 

A.M,  COLLINS, I.F, TAI, A.). Sõt ez nemcsak felesleges, hanem megkí∃él 7e,,2,∋et 

att∀l ∗ h07)t∀l. ho−y %0ss(0:)60∀s 82−−9é,ye∋7õl >esetle− :ote,60)l7∀l? 9e(ess2∋ le a 
ké:lé∋e,y )ll∗:otot. ∗∃ely ugyeb)r disszip)60∀-mentes esetben (egyens5ly7∗,? is léte-
zik. 

Mit is jelent ez? Ha van egy elfogadhat∀. � termodinamikailag helyes � anyagt1r-
vé,y2,∋ ∗ t0s(t), ru−∗l∃∗s 8oly∗∃∗to∋r∗. ∗∋∋or e( ∗ ru−∗l∃∗s-ké:lé∋e,y 8oly∗∃∗tok-
ra is ér9é,yes4 Kér%és ∃)r 6s∗∋ ∗(. ho−y 9∗,-e?  

A fenti 11 ∗bra és :él%∗ a torzul∗si (deviatorikus) ké:lé∋e,y 9)lto()sr∗ ut∗l. %e ∗ 

por∀(us ∗,y∗−o∋,)l léte(0∋ térfogati (g1∃70) ké:lé∋e,y 9)lto()s 0s4 E( ∗ ∋ét8éle ∋ép-
lé∋e,ysé− lé,ye−0le− ∋2l1,71(õ ∃e6h∗,0(∃uso∋ ∋19et∋e(∃é,ye lehet4 A torzul)s0 

ké:lé∋e,ysé−re 5−y te∋0,thet2,∋. ∃0,t a szerkezeti rés(e∋ )tre,%e(õ%ésére13, a tér8o-
gati ké:lé∋e,ysé− pedig az anyagban meglé9õ :∀ruso∋ ()r∀%)s),∗∋ ∋19et∋e(∃énye 
lehet. B)r ∃0,%∋ettõ mara∃ó v)lto()s7∗, jele,tkezik, igazi ké:lé∋e,ysé−,e∋ 6s∗∋ ∗ 
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13 FΠLÖP szavaival a �,yu−∗l∃0 s(er∋e(et ∃e−6sus(∗∃l)s∗�4 
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torzul)s0t te∋0,t0∋4 E,,e∋ t1rté,et0le− ∋0∗l∗∋ult o∋∗. ho−y ∗ ∋é:lé∋e,ysé−0 90(s−)l∗to∋ 

kezdetben a fé∃e∋re 9o,∗t∋o(t∗∋. ∗∃elye∋ t1∃1r,e∋ te∋0,thetõ∋. s 6su:), ∋ésõ770ek-
ben jelentek meg a talajmechanika por∀(us ∗,y∗−∗0r∗ vonatkoz∀ vizsg)l∗to∋4  

 

AZ ANYAGTÖRVÉNY VÁLTOZÓI 

 

Kontinuummechanikai feladatok megold)sa sor), e−yrés(t ∗ mérlegegyenletek, 

m)srés(t ∗ ∋o,t0,uu∃ ∗,y∗−0 tul∗j%o,s)−)t ∋08eje(õ anyagtör,ények )ll,∗∋ re,%el∋e-
zésre. ∗%ott ∋e(%et0 és ∋er2let0 8eltétele∋ >0%õ- és tér7el0 :ere∃8eltétele∋? ∃ellett4 

A mérle−e−ye,lete∋ e−yrés(t 7eh∗t)rolj)∋ ∗(o, 9)lto(∀∋ ∋1rét. ∗∃elye∋tõl ∗( 

anyagegyenletek f2−−hetnek, m)srés(t ∃∗te∃∗t0∋∗0 ∗l∗kban determin)lj)∋ ∗ ∃)so%0∋ 

fõtétel lehetsé−es 8or∃)j)t4  

Jelen esetben a termodinamikai k1l6s1,h∗t)so∋ ∋1(2l elsõsor7∗, ∗ ∃e6h∗,0∋∗09∗l 

foglalkozunk. Ez azt jelenti, hogy a mechanikai és ter∃0∋us ∋1l6s1,h∗t)so, ∋í92l ∗( 

1ss(es t1770t 80−yel∃e, ∋í92l h∗−yju∋. 9∗−y0s ,0,6s ∋é∃0∗0 e88e∋tus. ∗( ele∋tro∃os és 

m)−,eses ∃e(õ ,e∃ 9)lto(0∋. st74 A termikus és ∃e6h∗,0∋∗0 ∋1l6s1,h∗t)s ∗ 7elsõ 

energi), ∋eres(t2l )ll∗,%∀ ∋∗:6sol∗t7∗, 9∗, e−y∃)ss∗l. ∃e6h∗,0∋∗0 h∗t)sr∗ 0s 9)lto(0∋ 

a k1(e− hõ∃érsé∋lete. és ter∃0∋us h∗t)sr∗ 0s 8ellé:het ∗l∗∋9)lto()s4 Ne∃ 8o−ju∋ e(t ∗ 

kapcsolatot rés(letese, t)r−y∗l,0. ∗ 90(s−)l∗t e−ys(erûsítése ér%e∋é7e, 8eltételezz2∋. 

hogy k1(e−2,∋ 0(oter∃0∋us∗, >9∗−y ∗%0∗7∗t0∋us∗,? 0(ol)lt ∗ ∋1r,ye(etétõl4 

 A mérle−e−ye,lete∋. ∗∃elye∋ ∃0,%e−y0∋e ∗( ∗%ott 80(0∋∗0 ∃e,,y0sé−re 9o,∗t∋o(∀ 

fejlõ%és0 e−ye,let. s(u7s(t∗,60)l0s 8or∃)7∗, ∗ ∋1vetkezõ∋Γ14, 

 �  t1∃e−∃érle−Γ  ,0"/!# v$$"                                              (1a) 

 �  impulzusmérle−Γ  ,gv ó $$ "/!$"                                      (1b) 

 �  kinetikusenergia mérle−e: ,:)()( 2
2
1 åóóvv "$"!$0$

15 (1c) 

 �  teljes energia mérle−eΓ  ,0)( "/$/!#1 óvj8e"$     (1d)   

 �  belsõ energia mérle−e: ,: åój "" "/!# 8e$ 14                                       (1e) 

 �  entr∀piamérle−Γ ,02"/!# sss #$ j"   (1f) 

amelyek mindegyike kontinuit)s0 e−ye,let4   

A felsorol)s7∀l ∋0h∗−ytu∋ ∗ ,9
óóórvr $"3!$3 0 )()($  impulzusmomentum-, 

vagy perd2let∃érle−et. u−y∗,0s ∗ s()∃ít)so∋,)l 6s∗∋ ∗ ∋19et∋e(∃é,yét. 9∗−y0s a 
fesz2ltsé−tenzor szimmetrikus volt)t h∗s(,)lju∋ 8el4  

                                                 
14 [1] 39-41. old, ill. [2] 30-32. old. 
15 A åv "! "! S)(  k1(elítést 7ehelyettesít9e4 
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 Az anyagt1r9é,y 9)lto(∀0 6s∗∋ ∗ ∃érle−e−ye,lete∋7e, � mint dinamikai fejõ%és0 

egyenletekben � szereplõ 9)lto(∀∋ lehetnek. A [3] 18-20. oldal), 7e∃ut∗ttuk, hogy 
sem a sz)r∃∗(t∗tott. se∃ ∗ ∋2lsõ h∗t)so∋∗t jelle∃(õ 9)lto(∀∋ ,e∃ s(ere:elhet,e∋ 7en-
ne, mert az anyagt1r9é,y csak az anyagtól f−gghet. Ezek k1(2l a t1∃e−. az impulzus 
és ∗ teljes energia mérle−e ∗( ∗l∗:∃érle−. ∗ t1770 e(e∋7õl s()r∃∗(t∗tott4 Objektivit)s0 

megfontol)so∋ ∃0∗tt ∗ 7elsõ e,er−0)t s(o∋)s ∗l∗:9)lto(∀∋é,t 7e9e(et,0 ΘΡΣ4 A dinami-

kai egyenletekben szereplõ e;te,(í916 v)lto(∀∋ és ∗,y∗−f2−−9é,ye∋Γ az å � kis defor-

m)60∀. m)so%re,%û és s(0∃metrikus tenzor, illetve az e � fajlagos belsõ e,er−0∗ és ∗ 

1e � fajlagos 1ss(e,er−0∗ ∋1(2l ∗( e−y0∋4 Mi a belsõ e,er−0)9∗l %ol−ozunk.  

 A termodinamik)7∗, vannak MATOLCSI szerint két8éle t1r9é,y 9∗, és e(e∋re 9o-
natkoz∀∗, ∗ ∃)so%0∋ 8õtétel7õl s()r∃∗(∀ ∃e−s(orít)s eltér: 

� A belsõ stabilit∗si kritériumok az anyagok olyan tulajdons)−∗i, amelyek a sztatikus 
konstit560∀s 82−−9é,ye∋7e,, az 5,4 )ll∗:ote−ye,lete∋7e, jelennek meg. 
� A ∃isszip∗ciós egyenlõtlenség a k1l6s1,h∗t)so∋ra vonatkoz∀ %0,∗∃0∋∗0 ∋o,st0tutí9 

f2−−9é,ye∋re 9o,∗t∋o(0∋4  
Ezek egym)st∀l 82−−etle,e∋. de mindkét ∃e−s(orít)st ∗( e,tr∀:0∗ se−ítsé−é9el s(o∋tu∋ 

megfogalmazni. A belsõ st∗70l0t)s0 ∋r0tér0u∃o∋ ∗( e,tr∀:0∗ ∋o,∋)90t)s)ho( ∋∗:6sol∀d-
nak, a disszip)60∀s e−yenlõtle,sé− ∗( e,tr∀:0∗ els(0−etelt re,%s(er7e, t1rté,õ ,19e∋e-
dését 70(tosítj∗4 Me−je−ye((2∋. ho−y ∗ ∋ét 8eltétel lé,ye−0 82−−etle,sé−ét EHRENFEST-
AFANASSJEWA )ll∗:ított∗ ∃e− [12] és FÉNYES IMRE vezette be a magyar termodinamikai 
gondolkoz)s7∗ Θ≅Τ. ≅ΡΣ4 

AZ ENTRÓPIAΚΠGGVÉNY 

 Ennek megfelelõe, ∗ le−8o,tos∗77 ∗,y∗−82−−9é,y ∗( e,tr∀:0∗82−−9é,y, � mint a 
konstit560∀s e−ye,let le9e(etésére s(ol−)l∀ 82−−9é,y, � is csak a fenti v)lto(∀∋t∀l 

f2−ghet k1(9etle,2lΓ 

)( å,ess " .  

 Céls(erûsé−0 o∋o∋7∀l e és å  kiegés(2lhet ∃é− ∗ k,,, #21  belsõ %0,∗∃0∋∗0 9)l-

toz∀∋∋∗l, amelyek m)so%re,%û te,(oro∋Γ 

)( 21 k,,,,,ess å #" . 

Azért 0s hí9ju∋ ezeket belsõ 9)lto(∀∋,∗∋. ∃ert ,e∃ 1,)ll∀∗,. h∗,e∃ ∗( ∗l∗:9)lto(∀∋o, 

kereszt2l 8ejt0∋ ∋0 h∗t)su∋∗t4 M0 ∃0,%1ss(e e−yetle,  belsõ v)lto(∀9∗l %olgozunk, í−y 

)( å,,ess " .                                  (2) 

                                                 
16 Extenzí9e∋ ∗(o∋ ∗ 9)lto(∀∋. ∃elye∋,él ∗ 9é−es ∋0terje%ésû ∗,y∗−%∗r∗7 e−és(ére jelle∃(õ ∃e,,y0ség-
bõl ∗%%0tí9∗, )ttérhet2,∋ lo∋)l0s jelle∃(õre. ∗(∗( ∗ 80(0∋∗0 ∃e,,y0sé− sûrûsé−e. 9∗−y 8∗jl∗−os érté∋e 
alkalmas fizikai mennyisé−4 
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A  v)lto(∀ a reol∀−0∗0 h∗t)so∋∗t ho((∗ ∗ ∃o%ell7e. s ∗( e−ye,s5lyt∀l 9∗l∀ elt)9olo-

d)st fejezi ki, vagyis érté∋e e−ye,s5ly7∗, (érus17 [ " ]. A  v)lto(∀r∗ 9o,∗t∋o(∀ 

fejlõ%és0 e−ye,letet ,e∃ 0s∃erj2∋. ∗,,∗∋ 8or∃)j)r∗ ∗ ∃)so%0∋ 8õtétel7õl 8o−u,∋ ∃eg-
szorít)so∋∗t ∋∗pni.  

 Milyen v)lto(∀ lehet e( ∗ ? Tenzori rangja elvben b)r∃0lye, lehet,e. %e ∃ivel a 

mechanikai hat)so∋r∗ 9o,∗t∋o(∀ ,e∃e−ye,s5ly0 tul∗j%o,s)−o∋∗t ∃o%elle((2∋ 9ele. 

m)so%re,%û te,(or,∗∋ te∋0,tj2∋4 Ilye, ∃∀%o, az izotrop anyagok viselkedését 0s ész-
lelhetõe, 7e8oly)solj∗. mert ekkor csatol∀%h∗t a deform)60∀hoz. 

 Az entr∀:0∗82−−9é,yt addití9 form)7∗, is felírh∗tju∋, mint az anyagot egyens5ly-
ban jellemzõ 82−−9é,y∋∗:6sol∗tot  

)()(: åå ,es~,,ess~se8 """" , 

é∗ az egyens5lyt∀l 9∗l∀ 2
1$"(s  eltérés 1ss(e−étΓ 

ååå 2
1),(~)(),(~~),,( $"($"($" essessses .                (3) 

 A kinetikus energi)ho( h∗so,l∀ kvadratikus forma az elv)rt ter∃o%0,∗∃0∋∗0 st∗7i-

lit)s,∗∋ >e,tr∀:0∗ ∋o,∋)90t)s? és ∗,,∗∋ ∋19et∋e(∃é,ye. ho−y a  dinamikai v)lto(∀ a 

tel.es termo∃inamikai egyensúlyban nulla. Ekkor a fenti f2−−9é,y,e∋ minimuma van a 

dinamikai v)lto(∀7∗,. ∗(∗( ∗( )ll∗:ottér -hez tartoz∀ ,e∃e−ye,s5ly0 rés(é,4 A fenti 

egyszerû 8or∃∗ ∗ MORSE-lemma szerint, egyben )lt∗l)nos reprezent)60∀ 0s [VERHÁS 
(1986)].].   

 A termodinamika m)so%0∋ 8õtételét ∗( e,tr∀:0∗-mérle−e, ∋eres(t2l 9e(etj2∋ 7e. s 

í−y ∗%∀%0∋ ∗ dinamikai anyagt1r9é,y ∃e−h∗t)ro()s)r∗ s(ol−)l∀ disszip)60∀s egyenlõt-
lensé−4 

AZ ENTRÓPIAMÉRLEG 

 Az (1f) alatti entr∀:0∗∃érle−  

02"/!# sss #$ " , 

szokott form)j∗ helyett  

02"/!# s
8

9
s #$ "  

alakban is felírh∗t∀. 80−yele∃7e 9é9e. ho−y az entr∀:0∗ 8lu;us∗ ∗ hõ)r∗∃sûrûsé− és ∗ 

hõmérsé∋let h),y∗%os∗Γ  

                                                 
17 VERHÁS-féle %0,∗∃0∋∗0 s(∗7∗%s)−8o∋4 



147 
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 Az entr∀:0∗∃érle−7e, s(ere:lõ  
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 a k19et∋e(õ form)ban írh∗t∀ fel: 
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              (4) 

felhaszn)lva a belsõ energia mérle−ét, tov)77) azt, hogy a hõ∃érsé∋letet reciproka az 
entr∀:0∗ 7elsõenergia szerinti deriv)ltja: 

e

s

e

s

9 6
6

"
6
6

"
~1

. 

Ekkor a fenti (4) sz)∃ít)s7∀l ∋∗pjuk az entr∀:0∗:ro%u∋60∀Γ 

0::)(
11

2$)
*

+
,
-

.
6
6

###!/" Ij å
å

åó "" $$#
s~

9
99

8s ,    (5) 

illetve 9 = 90 = constans,  izotermikus esetben: 

0::)( 000 2$)
*

+
,
-

.
6
6

##" I å
å

åó "" 9
s~

99s $$# .         (6)      

Ez az egyenlõtle,sé− ∗ to9)770 90(s−)l∀%)s∗0,k kiindul∀:o,tj∗. ∗ ∃e6h∗,0∋∗0 

kontinuumok k1(elítõ anyagt1r9é,ye0 ∃e−h∗t)ro()s),∗∋ az alapja.  

Az (5)-(6) 1ss(e82−−és termodinamikai erõ∋ és )r∗∃o∋ s(or(∗t∗4 I(otro: ∗,y∗−ok-
ban az entr∀:0∗:ro%u∋60∀ ∃∗−a is izotrop f2−−9é,y. ezért 6éls(erû ∗ ∃)so%re,%û 

tenzorokat egy deviatorikus (nyomnél∋2l0? te,(orr∗ és egy g1∃70 (izotropikus) rés(re 

felbontani (amely egy skal)r érté∋ és ∗( I egysé−te,(or s(or(∗t∗). Ugyanis ezek szor-
zat),∗∋ ,yo∃∗ ,ull∗. e(ért nem csatol∀dhatnak. A  

Ióóóó
oo ##"#" ∃∃ , Iåååå

oo "#"#" ∃∃ , Ioo %#"#" ∃∃ , 

felbont)ss∗l. ahol ótr3
1o "# , åtr3

1o "" , tr3
1o "% , a (6) egyenlõtle,sé− ∗  
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alakot 1lt04  

Feltételezz2∋. ho−y ∗ ,yo∃ ,él∋2l0 te,(or0 és a skal)r0s )r∗∃o∋,∗∋ ∋2l1,-k2l1, 

kell a nemnegativit)s0 feltételt teljesíte,0. teh)t ∗ >Ρ? ∋ét egyenlõtle,sé−et jelent: 
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                                (7) 

s ebben az 1ss(e82−−ésében szereplõ termodinamikai erõ∋ és )ramok 

egyensúly esetén zérus érté∋ûe∋, teh)t  

,
s~
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∃
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                                (8) 

egyébként pedig szorzatuk pozití9Γ 

19

,9

e8

∃∃∃∃
e8

∃

0::][

0::][

oo
0

ooo

0

=$$

=$$

%%$"##

$

""

""åóó
                               (9) 

Egyens5ly0nak nevez2,∋ e−y ∗,y∗−6s∗l)%ot. h∗ ∗,y∗−82−−9é,ye0 >jele, eset7e, ∗ ,yo∃)s? ∗( 

egyens5ly7∗, ∃érhetõ ∃e,,y0sé−e∋tõl >∗ %e8or∃)60∀t∀l? 82−−e,e∋4 V∗−y0s ∗( 0%e)l0s∗, ru-
galmas anyag egyens5ly04 A( e−ye,s5ly0 jel(õt teh)t 0tt ter∃o%0,∗∃0∋∗0 értele∃7e, h∗s(,)l-
juk, az anyagcsal)%ot jelle∃e(9e. s(∀ s0,6s ∗rr∀l. ho−y ∗ ∋o,t0,uu∃ ∃e6h∗,0∋∗0 e−ye,s5ly7∗, 

lenne, vagy idõ7e, )ll∗,%∀∗∋ le,,é,e∋ ∗( )ll∗potv)lto(∀∋ [2]. 

AZ ENERGIA ÉS A MΝNΙA 

A kinetikusenergia mérle−e−ye,leté7e, ∗ s:o,t), 8orr)sΓ !$> !vó :kin# . Mivel 

ez negatí9. e(ért kinetikusenergia-disszip)60∀r∀l 9∗, s(∀. ∗∃0 ∗ ∃∗∋ros(∋o:0∋us ∃oz-
g)s 8o∋o(∗tos elh∗l)s)t ere%∃é,ye(0 ([7], 115. old.). A belsõe,er−0∗-mérle−é7e, 

ugyanez a forr)s !> !vó :belsõ#  pozití9. 9∗−y0s  
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a tel.es energia megmara∃∗s∗t az a kör−lmény biztos/t.a, hogy a 

kinetikus energia az anyagi ren∃szer belsõ energi∗.∗,∗ alakul1 

 

Kontinuumok konstit560∀s e−ye,leté,e∋. 9∗−y0s �∗,y∗−t1r9é,yé,e∋� ∃e−h∗t)ro-
z)s)ho(. ∗ 8es(2ltsé−te,(or )lt∗l),os ∗l∗∋j),∗∋ ∗ 8elír)s)ho( e(t ∗ ∋1r2l∃é,yt 8el fog-
juk haszn)l,04 

Izotrop kontinuum egy tetszõle−es � reprezentatí9 � tér8o−∗tele∃é7e, ∗ %e8or∃)<

ci∀s teljesít∃é,y >m)s s(∗9∗∋∋∗l a deform)60∀s ∃u,∋∗18 idõe−ysé− ∗l∗tt0 ∃e−9)lto()<

sa, vagyis a ó  fesz2ltsé− ∃u,∋∗se7essége):19 

,
∃t

∃

∃t

∃W "! " #
?

"!!> åóó v ::                          (10) 

ahol ∃t7∃?  a rugalmas (potenci)l0s? e,er−0∗ 9)lto()s∗ >teljesít∃é,ye?. "  pedig az 

energiadisszip)60∀ se7essé−e. ∗∃ely soh∗se∃ lehet ,e−∗tí94 V∗−y0s ∗( ∗,y∗−0 re,%s(e-
ren vé−(ett munka  

� egy rés(e :ote,60)l0s e,er−0∗∋é,t Θ?] t)rol∀%0∋.  

� m)s0∋ rés(e :e%0− %0ss(0:)l∀%0∋ Θ  ].  

Vegy2∋ és(re. ho−y ∗ :o,t ,e∃ 0%õ%er09)lt∗t jel1l (csak dimenzi∀-kijel1lést?, termodi-
namikailag szok)sos jel1lése∋∋el írh∗t,),∋. ho−y   

,
t∃t

∃

t

W

&

&

&

&
#

?
"  

ui. ekkor kiemelj2∋. ho−y ∗ W" deform)60∀s és ∗( "  disszip)60∀s teljesít∃é,y ∗ ?" -tal 
ellentét7e,. ,e∃ e−y )ll∗:ot82−−9é,y 0%õ s(er0,t0 %er09)ltj∗. és e(ért 0%õ s(er0,t0 0,teg-
r)lju∋ 5t82−−õ4 

Az anyagi rendszerrel k1(1lt 0∃:ul(us és ∋0,et0∋us e,er−0∗ ∋19et∋e(té7e, ∗ re,d-

szerben t)rolt 7elsõe,er−0∗ n19e∋e%ése ∋ét rés(7õl[ plel ?#?"? ] )ll: 

el?  � rugalmas energi∗ból, amely teljes egés(é7e, 90ss(∗,yerhetõ. 

pl?  � t∗rolt képlékenységi munk∗ból, amely �7e8∗−y� ∗( 0,ho∃o−é, 8es(2ltsé−el-

oszl)s ré9é, >9∗−y0s 7e8∗−yott ru−∗l∃∗s energia). 

A tenzorok, mechanik)7∗, ∃e−s(o∋ott  (∃ deviatorikus és o g1∃70) felbont)s)9∗l 

,WWW ∃∃∃ ooo::: """ """ #"#"> åóåóåó  

∃
∃

∃∃∃

∃t

∃
W "" " #

?
"> åó : ,  

o
o

ooo : "" " #
?

">
∃t

∃
W åó . 

                                                 
18 a tér8o−∗te−ysé−re jut∀ 
19 ha åv "! "! S)(  
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írh∗t∀. 9∗−y0s � pongyola terminol∀−0)9∗l � a munka is torzul∗si munk∗ra és térfogat3

,∗ltoz∗si munk∗ra bonthat∀4  

A potenci)l0s e,er−0∗ rugalmas és képlékeny rés(re t1rté,õ 7o,t)s)9∗l 

1
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∃t

∃
W

,
∃t

∃

∃t

∃
W

plel

∃
∃
pl

∃
el∃∃∃

o
oo

ooo :

:

""

""

"

"

#
?

#
?

">

#
?

#
?

">
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åó

                            (11) 

Ha a k1(e−−el 0∃:ulzust és ∋0,et0∋∗0 e,er−0)t ∋1(l2,∋. ∗∋∋or ∗( 7elsõ e,er−0)9) 

alakul. Ha ezut), ∗ ∋1(e−et ∃∗−)r∗ h∗−yju∋. ∗∋∋or 6s∗∋ ∗ ru−∗l∃∗s e,er−0∗ ,yerhetõ 

vissza. Sem a ké:lé∋e,y ∃u,∋∗. ∗∃ely ∗ 7elsõ s(er∋e(et0 )t∗l∗∋ul)sr∗ 8or%ít∀%ott. se∃ 

a disszip)60∀s ∃u,∋∗. ∗∃ely hõ9é ∗l∗∋ult. ,e∃ ∋é:es ∃e6h∗,0∋∗0 ∃unk)9) v)lto(,04 E 

miatt céls(erû e(t ∗ 90ss(∗ ,e∃ ∗l∗∋ul∀ rés(t ∃iszperziós munk∗nak (energiasz∀r∀%)s-
nak, energiadiszperzi∀,∗∋? nevezni: 

"" #
?

"
∃t

∃ pl ,                                      (12) 

ui. az anyag t1,∋re∃e,etel0 h∗t)r∗ � a tapasztalatok szerint � a diszperzi∀s ∃u,∋)9∗l 

van 1ss(e82−−és7e,4 

A ∃iszperziós munka (vagy energiadiszperzi∀? 8o−∗l∃),∗∋ 7e9e(etése ,∗−y jelen-
tõsé−û. ∃ert helyére tes(0 ∗ %ol−o∋∗t4 A jele,tõs s(er(õ∋,él ∋08o−)solt el,e9e(és és 

levezetés ∗77∀l s()r∃∗(0∋. ho−y %0ss(0:)60∀s ∃u,∋),∗∋ ,e9e(0∋ ∗ %0s(:er(0∀s ∃u,∋)t. 

ezért )llítj)∋. ho−y ∗ %0ss(0:)60∀s ∃u,∋)7∀l le9e(ethetõ a ké:lé∋e,y )ll∗:ot. ∗∃0 ∗(ért 
abszurd, mert disszip)60∀-mentes esetben is léte(0∋ ∋é:lé∋e,ysé−4 Viszont a diszperzi-
∀s ∃u,∋)7∀l ∃)r ∋0∗%∀%0∋ ∗ ∋é:lé∋e,y )ll∗:ot4 Vé−eredmé,ye0∋ ezért j∀∋ mé−0s, mert 
� tudva, vagy sem, � de a diszperzi∀s ∃u,∋)r∗ −o,%ol,∗∋ 8ejte−etése0∋,él4 Vagyis a 

-bõl ,e∃ 9e(ethetõ le se∃∃0 ∃)sΓ 6s∗∋ ∗ %0ss(0:)60∀9∗l 1ss(e82−−õ 8oly∗∃∗to∋ 

idõf2−−ése >82−−etle,2l ∗tt∀l. ho−y ru−∗l∃∗s 9∗−y ∃∗r∗%∀ ∗l∗∋9)lto()so∋r∀l 9∗, s(∀?4 

A ké:lé∋e,ye%és ∃0,% ∗ ?pl-b∀l, mind az -bõl le9e(ethetõ ∗ ∃e−8elelõ 8eltétele∋ 

mellett.  

Az egyszerûsé− ∋e%9éért elõs(1r ∗ t1∃1r s(0l)r% teste∋re s(orít∋o(unk, amikor a 
tér8o−∗t9)lto()s ,e∃ o∋o( ∋é:lé∋e,y >∃∗r∗%∀? ∗l∗∋9)lto()st. Ekkor 
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vagyis   
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(A) ANYAGTÖRVÉNY EGYENSΥLY ESETÉN 

 

Ált∗l)7∗, ∗ re,%s(errel ∋1(1lt deform)60∀s ∃u,∋∗Γ 
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Ezek az integr)lo∋ )lt∗l)7∗, ∗ terhelés0 :)ly)t∀l 82−−e,e∋. e(ért 0%õ0,te−r)l∋é,t értel-
mezhetõ∋4 

2gyensúlyi esetben nincs energia∃isszip∗ció. Ekkor a rendszerrel k1z1lt e,er−0∗ 

tel.es egészében potenci)l0s e,er−0∗∋é,t t)rol∀%0∋Γ 
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                     (15) 

s ekkor csak a kezdõ és ∗ 9é−:o,t f2−−9é,ye04 
Az igaz, hogy egyensúlyi folyamat lehet re,erzibilis és irre,erzibilis, de egyértel-

mû. ho−y ∃0,%e, ru−∗l∃∗s 9)lto()s re9er(070l0s. és ∃0,%e, ∋é:lé∋e,y 9)lto()s 0rre-
verzibilis. 

Azonban az egyens5lyo, t5l. 9∗−y0s ,e∃e−ye,s5ly0 8oly∗∃∗to∋,)l ∃0,%e, 8olya-
mat irre,erzibilis, ak)r ru−∗l∃∗s. ∗∋)r ∋é:lé∋e,y4 

EGYENSΥLYRA VONATKOZÓ ISMERETEINK ÖSSZEΚOGLALÁSA. Mit tudunk az izotrop 
anyagokr∀l és ∗(o∋ e−ye,s5ly0 )ll∗:ot)r∀lΗ I%é((2∋ 0%e ∗( ΘASSZONYI�VÁN�SZARKA 

(2007)] k1tetben mondottakat: 

1. Az anyagtör,ény: a fesz2ltsé−te,(or és ∗ %e8or∃)60∀te,(or ∋1(1tt0 )(åó f" 1ss(e-

f2−−és. vagyis a ó  csak és e−ye%2l ∗( å  f2−−9énye. 

2. A fesz2ltsé−te,(or ∗ %e8or∃)60∀te,(or 0(otro: 82−−9é,ye. 6s∗∋ ∗ %e8or∃)60∀te,(or 

skal)r 0,9∗r0),s∗0t∀l 82−ghet, teh)t ),,( IIIIII ===fó " , ahol 
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3. A CAYLEY�HAMILTON-tétel ∋0∃o,%j∗. ho−y e−y å  szimmetrikus tenzor kielé−ít0 ∗ 

saj)térté∋e∋ és s∗j)t9e∋toro∋ ∃e−h∗t)ro()s)r∗ s(ol−)l∀. >h)ro∃%0∃e,(0∀s eset7e,? 

harmadfok5.Γ 

ååå "$#$ IIIII
2

I
3 ===  

5,4 ∋∗r∗∋ter0s(t0∋us e−ye,letet4  

 Izotrop tenzorok felírh∗t∀∋ e−y 9é−tele, h∗t9),ysor ∗l∗kj)7∗,Γ 
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m∀%o,4 Κelh∗s(,)l9∗ ∗ ∋∗r∗∋ter0s(t0∋us e−ye,letet, az 
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n '''  

rekurzí9 8or∃ul)t ∋∗:ju∋. ∗∃ely ∗l∗:j), ∗( ∗,y∗−t1r9é,y le−)lt∗l),os∗77∗, ∃)<

sodfok5  

   2
210 ååó fff ##" , 

polinomf2−−9é,y lehet. ahol az egy2tth∗t∀∋ ∗( e−ye,s5ly0 e,tr∀:0∗82−−9é,,yel ír-
hat∀∋ 8el ([12] 120.old): 
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 Az 210 f,f,f  egy2tth∗t∀∋ nem lehetnek f2−−etle,e∋ e−y∃)st∀l. u04 ∋0 ∋ell elé−íte-

ni2∋ ∗ 9e−yes :∗rci)l0s %eriv)lt∗∋ e−ye,lõsé−é,e∋ 8eltételét >[2] 68.old).20  

4. A m)so%8o∋5 t∗− ∋0h∗−y)s∗ ∗( ∗,y∗−e−ye,let7õl � mér,1∋0 s(e∃:o,t7∀l � elha-
nyagolhat∀ h07)t ere%∃é,ye( >[2] 70-78. old.), í−y ∗( ∗,y∗−t1r9é,y e−ye,s5ly0 8or-
m)j∗ j∀ ∋1(elítéssel l0,e)r0snak tekinthetõ. ∗(∗( 

åó 10 (( #" , illetve ∃∃∃
åó (" és ooo

åó ("                           (16) 

ahol 0( , 1(  és o(( ,∃ a deform)60∀te,(or s∋∗l)r 0,9∗r0),s∗0,∗∋ 82−−9énye.21 

                                                 
20 Ez k1vetkezik abb∀l 0s. ho−y ∗ 8≅ ∋o∃:o,e,sû ,e−ye%re,%û 0∃:ul(us9e(etés0 te,(or Φ≅ 9e(etés0 
f2−−9é,yé7õl 0(otro: eset7e, 6s∗∋ ∋ettõ lehet 82−−etle, >∗ )  és !  5,4 L∗∃é-f2−−9é,ye∋. ∗∃elyek 

egyens5ly0 eset7e, )ll∗,%∀∋?4 
21 Ennek az egyens5ly0 l0,e)r0s ∋1(elítés,e∋ ∗(o,7∗, ∃ess(e∃e,õ. ∗( e−ye,s5lyo, t5l∃ut∗t∀. ∋e%9e(õ 
k19et∋e(∃é,ye0 9∗nnak. Ha a rugalmas viselkedés l0,e)r0s. ∗∋∋or ∗ ru−∗l∃∗s és ∗ ∋é:lé∋e,y >7e8∗−yott? 
alakv)lto()so∋ ,e∃ 5t82−−õ∋, teh)t ∗llapot,∗ltozóknak tekinthetõ∋ ∗,,∗∋ elle,ére. ho−y ∃ér,0 6s∗∋ ∗ 
1ss(es ∗l∗∋9)lto()st lehet. s ,emcsak plel ååå """ #" , hanem plel ååå #"  is. 



153 

A RUGALMAS ESET. Amennyiben a folyamat olyan hat)ro∋ ∋1(1tt j)ts(∀%0∋ le, hogy 
az anyag ké:es ∗ ∋∗:ott teljes e,er−0)t ru−∗l∃∗s e,er−0∗∋é,t t)rol,0. 9∗−y0s ,e∃ ∋1<

vetkezik be szerkezeti elemeiben mara∃ó v)lto()s. ∗∋∋or teljese, ru−∗l∃∗s )ll∗:ot9)l-

toz)sr∀l beszél2,∋. Ekkor elåå " , å "pl  és 
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Ezek az integr)lo∋ ,e∃ :)ly∗82−−õ∋. ∗ ru−∗l∃∗s :ote,60)l se−ítsé−é9el s()∃olha-
t∀∗∋ >8? ∗l∗:j),4 ϑ0s(e, ∗ ru−∗l∃∗s 8es(2ltsé− ∗ k19et∋e(õ � k1(0smert HOOKE-
t1r9é,ynek megfelelõ � form)7∗n írh∗t∀ fel 
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illetve  
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s a rugalmas energia: 
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A rugalmas energia (potenci)l? 0s∃ereté7e, ∗( ∗,y∗− ∋o,st0t560∀s e−ye,lete >∗ ru-
galmas tartom),yr∗ ∋orl)to(9∗? ∗ :ote,60)lo∋ %er09)l)s∗ ré9é, h∗t)ro(h∗t∀ meg: 
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RUGALMAS�KÉPLÉΙENY ESET. Amennyiben az anyagi rendszerrel k1(1lt e,er−0∗ 

egy k2s(17érté∋et elér. ∃e−jele,0∋ ∗ mara∃ó deform)60∀4 A t0s(t), ru−∗l∃∗s és ∗ ∋ép-
lé∋e,y %e8or∃)60∀∋∗t el9)laszt∀ 8el2let a képlékenységi hat∗rfel−let.  

Jelenlegi felfog)su,∋ s(er0,t ∗( ∗,y∗− ott ker2l ∋é:lé∋e,y )ll∗:ot7∗. ∗hol ∗ tor(u-

l)s0 %e8or∃)60∀s ∃u,∋∗ érté∋e e−y ∃
fW  k2s(17érté∋et ∃e−h∗l∗%4 E( ut), jele,0∋ ∃e− 

a marad∀ %e8or∃)60∀. ∗ t)rolt ∋é:lé∋e,ysé−0 ∃u,∋∗ >∗ 7e8∗−yott %e8or∃)60∀s ∃u,∋∗?4 

A & ' 0"## """" ,,, åååóó*  differenci)le−ye,lettel %e80,0)lt ∋é:lé∋e,ysé−0 h∗t)r8el-

tétel e∋∋orΓ 

& ' 0"$> ∃
f

∃ WW,,, ## """" åååóó* . 

 Ha a *  f2−−9é,y ∗ ∋é:lé∋e,ysé−0 h∗t)r8eltételt re:re(e,t)lj∗. ∗∋∋or érté∋é,e∋ ∗ 

rugalmas tartom),y7∗, (érus,∗∋ ∋ell le,,0e. s e(t  ide)l0s eset7e, az egysé−u−r)s-
f2ggvé,,yel írju∋ leΓ 
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 Ez a kifejezés azonban mé− to9)770 :o,tosít)sr∗ s(orul4 K2l1,7e, 0s ∋1(tu%ott. 

hogy ha terhelés,él )tlé:j2∋ ∗ 8oly)sh∗t)rt. ∃∗j% teher∃e,tesítést hajtunk vé−re. ∗∋∋or 

az anyag a �90ss(∗5t� sor), ∗ ru−∗l∃∗san viselkedik. Ennek az 1ss(e82−−ése0,∋7e, 

kifejezésre ∋ell jut,0u∋4  

 �O%∗5t� sor), ∗( ∗,y∗−−∗l ∋1(1lt ∃u,∋∗ ,19e∋s(0∋Γ (W ∃ teh)t :o(0tí9 ( 0=∃W" ), 

mí− ∗ 90ss(∗5t,)l (W ∃ negatí9 ( 0)∃W" ). Ennek megfelelõe, ∗ ∋orrekt 1ss(e82−−ésΓ 
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s ezzel a jel1léssel 

∃
pl

∃∃
el

∃
ååå """ ∗#" ,22   oo

elåå "" " .       (20) 

Egyens5ly0 eset7e, 
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Jel1lj2∋ ∗ h∗t)r8el2let :o,tjait + ,∃
f

∃
f åó , -el. Ekkor      

                                                 
22 Helyesebben: ∃
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ååå "" ∗#" . 
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Ha elfogadjuk azt, a mér,1∋0 s(e∃:o,t7∀l ∃e−e,−e%hetõ,e∋ 9élt ∋1(elítést. ho−y 

az anyagt1rvé,y e−ye,s5ly eseté, line∗ris, akkor egy5tt∗l ∋0∃o,%ju∋ ∃0,% ∗ rugalmas 
tartom),y7∗,. ∃0,% ∗ ∋éplé∋e,y t∗rto∃),y7∗, ∗ l0,e∗r0t)st >∗( e−yetle, ∗,y∗−t1r9é,y 

elve folyt),?4 

A sematikus 21 ∗bra, a mér,1∋0 −y∗∋orl∗t7∗, ∃e−s(o∋ott jel1lése∋∋el ∗ tor(ul)s0 

)ll∗:otot t2,tet0 8el. ∃09el ∗ térfogatv)lto()s0 tér7e, ,0,6s ∃∗r∗%∀ %e8orm)60∀4 A( 

anyagt1r9é,yt leír∀ e−ye,es alatti ter2lete∋ re:re(e,t)lj)∋ ∗ %e8or∃)60∀s ∃u,∋)t4  

A 21 ∗bra bal oldali rés(e ∗ s(o∋)sos )7r)(ol)s. ∃í− jo77 ol%∗lo, u−y∗,∗( ∗( 1sz-
szef2−−és l)th∗t∀. s(ét9)lasztva a rugalmas és ∋é:lé∋e,y ter2lete∋et423 

Ebben esetben nemcsak a ∃
el?  jelent energi)t >∗(az érté∋e 82−−etle, ∗( ∗l∗∋9)lto-

z)s0 5tt∀l. 6su:), ∗ ∋ét 9é−:o,t 82−−9é,ye?. h∗,e∃ ∗ ∃
pl?  is.  

 

 

21 ∗bra1 

                                                 
23 Tal), s(o∋∗tl∗,. ho−y ∗ ∋oor%0,)t∗te,−elye∋e, tenzori jel1lés 9∗,4 E((el ∗(t ∋í9),tu∋ jele(,0. ho−y 
b)r∃ely0∋  ∋o∃:o,e,se−ye,let7e, u−y∗,∗( ∗( e−y2tth∗t∀ >0r),yt∗,−e,s? s(ere:el Θ & ' & 'i.∃
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Teh)t ekkor beszélhet2,∋ 7e8∗−yott. t)rolt ∋é:lé∋e,ysé−0 ∃u,∋∗ helyett. képlé3

kenységi potenci∗lról.  

A torzul)s0 rugalmas potenci∗l és ∗ képlékenységi potenci∗l nagys)−)t ∗ 2. )7r), 
l)th∗t∀ ter2letek jelzik. Az )7r∗ trigonometriai 1ss(e82−−ése0 ∗l∗:j), 
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s a k2l1,71(õ ∃o%uluso∋ >∗,y∗−)ll∗,%∀∋? ∗ ∋1vetkezõ∋Γ 
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" .                                  (22) 

A (22)-ben szereplõ jel1lések sorrendben: 26 rugalmass∗gi mo∃ulus, 26pl  képlékeny3

ségi mo∃ulus, és Φ6m  az a �,e9es0,6s� ∃o%ulus. ∗∃ely ∗ ∃∗r∗%∀ ∗l∗∋9)lto()sr∗ 9o-
natkoztatva adja meg az ir),ytangenst. 

Ha szét7o,tju∋ ∗( 21 ∗br∗t, a teljes-, a rugalmas és ∗ :l∗s(t0∋us %e8or∃)60∀∋∗t ∋2<

l1,-k2l1, )br)(olju∋. ∗∋∋or ∗ ?1 ∗br∗t kapjuk.  

 
?1 ∗bra 

A ?1 ∗bra felsõ rés(é, ∗( ∗,y∗−t1r9é,y ∃∗j%,e∃ e−ye,érté∋û e−ye,lete0 t∗l)lha-
t∀∋4 A(ért 6s∗∋ ∃∗j%,e∃. ∃ert ∗ teljes %e8or∃)60∀9∗l. 0llet9e ∗ ru−∗l∃∗s %e8or∃)60∀<
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         Képlékenységi hat∗r alatt             Képlékenységi hat∗r túllépése ut∗n  

Χ1∗bra 

 Szemléletese, ∗ Χ1 ∗br∗n l)th∗t∀ ter2lete∋ jel(0∋ ∗ %e90∗tor0∋us >tor(ul)s0? :oten-
ci)lok és %0ss(0:)60∀s és %0s(:er(i∀s ∃u,∋∗ 1ss(e82ggése∋etΓ 

Mivel g1∃70 >tér8o−∗t0? tér7e, ,0,6s ∋é:lé∋e,y )ll∗:ot. í−y ∗(t e−yetle, )7r)9∗l 

lehet reprezent)l,0 >71 ∗bra).  

A POTENCIÁLΚΠGGVÉNYEΙ ÖSSZEFOGLALÁSA. Az integr)60∀s )ll∗,%∀∋ elh∗−y)s)9∗l 

a ké:lete∋ ∗ ∋19etkezõ∋Γ 

W  � DEFORMÁCIÓS MΝNKA 

 

#?"#?#?"#?"" ∀ elplel∃tW åó ": , 

∃W  � 9orzul∗si ∃eform∗ciós munka 

 

,

∃tW

∃∃
el

∃∃
pl

∃
el

∃∃∃∃∃

#?"

"#?#?"#?"" ∀ åó ":
 

oW  � 9érfogati ∃eform∗ciós munka 

1

∃tW

el

el

oo

ooooooo :

#?"

"#?"#?"" ∀ åó "
 

 

∃
å

 

∃
ó

 

∃
elå  ∃

plå  

∃
el?

∃

0 

∃
f

∃ WW =
∃
ó

 

∃
elå  ∃

plå  

∃
f

∃
f ,åó  

∃
el?∃

pl?

∃

 

ké:lé∋e,ysé−0 
hat)r 

0 

∃
f

∃ WW =∃
ó

 

∃
elå  0 

∃
el?

∃
f

∃
f ,åó

 

∃
f

∃ WW "

∃  

∃
ó

 

∃
elå  0 

∃
f

∃ WW )

∃
el?

∃  

oo ?"?el

oo"
 

0 

o#  

o"
 

71∗bra 



164 

 

Rés(lete07e, kiír9∗: 

el?  � RUGALMAS POTENCIÁL  

+ ,
4 5+ ,,666K6

666K6

∃
f

∃
pl

∃
f

∃
plel

ooo

oo

)()4(4:)23(:

))(4(4:)23(:2

2
1
2
1

ååååååå

åååååå

$$$∗$$#"

"$$∗$$#"?
 

 + ,oo:)23(:22
1 åååå 6K6∃

f
∃ WWel $#"?
%

,  

 
%−

%
.
/

%&

%
∋
(

$$$

$$#
"?

= ))(2(2

:)23(:2 oo

2
1

∃
f

∃
pl

WWel
66

6K6
∃
f

∃
åå

åååå
, 

∃
el?  � Rugalmas torzul∗si potenci∗l:    

 + ,∃∃
f

∃
pl

∃∃∃
el 666 ååååå :))(4(4:22

1 $$∗$"? , 

∃∃

WW

∃
el 6

∃
f

∃
åå :"?

%
 ,  

))(2(2: ∃
f

∃
pl

∃∃

WW

∃
el 666

∃
f

∃
åååå $$$"?

=
, 

o
el?  � Rugalmas térfogati potenci∗l:    

 oo
2
3o : ååKel "?  

pl?  � KÉPLÉΙENY POTENCIÁL      

 + ,∃∃
fpl

∃∃
plpl 666 åååå :)44(:22

1 $#"? , 

 0"?
% ∃

f
∃ WW

pl ,  ∃∃
fpl

∃∃
pl

WW
pl 666

∃
f

∃
åååå :)22(: $#"?

=
, 

∃
pl?  � Képlékeny torzul∗si potenci∗l  

 + ,∃∃
fpl

∃∃
pl

∃
pl 666 åååå :)44(:22

1 $#"? , 

 0"?
% ∃

f
∃ WW

∃
pl ,   

 ∃∃
fpl

∃∃
pl

WW

∃
pl 666

∃
f

∃
åååå :)22(: $#"?

=
, 

o
pl?  � Képlékeny térfogati potenci∗l:   

 0o >? pl ,   



165 

?  � RUGALMAS-KÉPLÉΙENY POTENCIÁL plel ?#?"? , 

4 5+ ,∃∃
f

∃
f

∃
pl

∃∃
plel 666K66 åååååååååå :)()4(4:)23(:2:2 oo

2
1 $$$∗$$#∗#"?

 

∃?  � Rugalmas3képlékeny torzul∗si potenci∗l:   ∃
pl

∃
el

∃ ?#?"? ,  

 ))(2)(21(:2 ∃
f

∃
pl

∃∃∃ 666 åååå $$∗$#"? , 

o?  � Rugalmas3képlékeny térfogati potenci∗l:  ooo
plel ?#?"? ,  0o >? pl , 

 oo
2
3o : ååKel "? , 

 � DISSZIPÁCIÓS MΝNΙA 

 ?$" ∀ ∃t
t

∃

0

:åó , 

∃  � =isszip∗ciós torzul∗si munka  

 ∃
t

∃∃∃ ∃t ?$" ∀
0

:åó , 

o  � =isszip∗ciós térfogati munka  o = o , 

 oo
2
3

0

ooo

0

ooo ::: åååóåó K∃t∃∃t
tt

$"?$" ∀∀  

 � DISZPERZIÓS MΝNΙA   

 el
∃ ∃t ?$" ∀

å✲ åó : , 

∃  � =iszperziós torzul∗si munka   

 ∃
el

t
∃∃∃ ∃t ?$" ∀

0

:åó , 

o  � =iszperziós térfogati munka   

 oo
2
3

0

ooo

0

ooo ::: åååóåó K∃t∃t
tt

$$ ∀∀ "?" . 

 

PORÓZΝS TESTEΙ ANYAGTÖRVÉNYE 

 

Eddigiekben a t1∃1r teste∋ ∗,y∗−t1r9é,yé9el 8o−l∗l∋o(tu,∋. ∗∃elye∋ tér8o−∗t9)lto-
z)s)n)l ,e∃ ∗l∗∋ul ∋0 ∋é:lé∋e,y )ll∗:ot4 Vagyis kiindul∀ 8elte9és 9olt. ho−y 

� a térfogati )ll∗:ot7∗, ∃0,%e, ∗l∗∋9)ltoz)s ru−∗l∃∗s. 
� a torzul∗si )ll∗:ot7∗, 9∗, ∃∗r∗%∀ ∗l∗∋9)lto()s 0s. ∗ 8oly)sh∗t)r )tlé:ése ut),4 
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Izotrop porózus anyagok anyagt1r9é,ye � az elõ(õ∋7e, ∋19etette∋∋el ∗,∗l∀− ∃∀%o, 

írh∗t∀ 8el. � csak figyelembe kell venni, hogy van tér8o−∗t0 ∋éplé∋e,ysé− 0s. ∗ho−y azt a 
71 ∗bra jobbszélsõ %0∗−r∗∃∃j∗ ∃ut∗tj∗4  

 

Ε1 ∗bra 

 

Vagyis por∀(us ∗,y∗−o∋,)l ∋00,%ul∀ 8elte9ésΓ 

� a térfogati )ll∗:ot7∗, 9∗, ∃∗r∗%∀ ∗l∗∋9)lto()s. a tér8o−∗t0 8oly)sh∗t)r )tlé:ése ut),. 
� a torzul∗si )ll∗:ot7∗, 9∗, ∃∗r∗%∀ ∗l∗∋v)lto()s. ∗ tor(ul)s0 8oly)sh∗t)r )tlé:ése ut),. 

s ez a két ∋é:lé∋e,ysé−0 94 8oly)sh∗t)r 82−−etle, e−y∃)st∀l4 

Nyugalmi, t1∋életese, rel∗;)lt )ll∗:ot7∀l 0,%ul∀ ∗l∗∋9)lto()s0 8oly∗∃∗t,)l ∗ torzul∗si 

∗llapot mindaddig rugalmas, amí− ∗( ∗,y∗− 0−é,y7e9étele el nem ér0 ∗ tor(ul)s0 ∋é:lé<

kenysé−0 ∋2s(171t. ∗∃elyet ∗ tér8o−∗te−ysé−re jut∀ tor(ul)s0 %e8orm)60∀s ∃u,∋∗ e−y ∃
fW  

k2s(17érté∋é9el jellemezhet2,∋424 
9önkremeneteli hat∗r (fix) 
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Φ1aΓ ∗bra1 A ∃e,iatorikus képlékenységi hat∗r ,∗n∃orl∗sa 

Ugyanez nem 
mondhat∀ el ∗ 

térfogat,∗ltoz∗si ∗lla3

potról, mert az a de-
form)l∗tl∗, )ll∗:ot7∀l 

r1−t1, ∋é:lé∋eny 
alakv)ltoz)ss∗l 0,%ul 

(ui. a meglé9õ :∀ru-
sok irreverzibilisen 
z)r∀%ni kezdenek).  

                                                 
24 Ennek meghat)ro()s∗ )lt∗l)7∗, l∗7or∗t∀r0u∃0 ∋ísérlettel t1rté,0∋. 
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Moment), térfogati képlékeny3
ségi hat∗r  

)(oo tWW ff "  

Kezdeti térfogati képlékenységi 
hat∗r  

)(oo
iff tWW "  

+ ,)(xaM o

0

o
if

ti
t tWW

%%
"  
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Ezt szemléltet0∋ � 

hagyom),yos h∗t)r-
g1r7e )7r)zol)ss∗l ∋é-
szített � a [13] cikk 2. 
)7r)j)7∀l s(er∋esztett 
Φ1aΓ, bΓ és cΓ ∗br∗k1  
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rugalmass∗gi anyag)ll∗,%∀∋Γ 

 � torzul∗si mo∃ulusok 

6  �  rugalmas cs5s(t∗t∀ ∃o%ulus ΘMP∗Σ.  
,   �  viszkozit)s0 e−y2tth∗t∀ ΘMP∗ h],  
+    �  relax)60∀s 0%õ ΘhΣ. 
-  �  torzul)s0 tehetetlensé−0 té,ye(õ [MPa h2],  
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 � térfogati mo∃ulusok 

K  �  kompresszibilit)s0 ∃o%ulus ΘMP∗Σ.   
K,  �  tér8o−∗t0 90s(∋o(0t)s0 té,ye(õ ΘMP∗ h],   
+ o  �  tér8o−∗t0 rel∗;)60∀s 0%õ ΘhΣ. 
- o �  térfogati tehetetlensé−0 té,ye(õ [MPa h2], 

képlékenységi (torzul)s0 és tér8o−∗t0? anyag)ll∗,%∀∋ 

6pl �  ké:lé∋e,y 6s5s(t∗t∀ ∃o%ulus ΘMP∗Σ.      
Kpl �  ké:lé∋e,y ∋o∃:ress(070l0t)s0 ∃o%ulus[MPa], 

s mindezek érté∋ét )lt∗l)7∗, l∗7or∗t∀r0u∃0 ∋ísérlete∋ ∗l∗:j), h∗t)rozzuk meg.  

 Szok)s ∃é− ∋ét s()r∃∗(t∗tott � nem f2−−etle, � ké:lé∋e,ysé−0 )ll∗,%∀9∗l 0s %ol-
gozni, amelyek az 

,pl  � ké:lé∋e,y 90s(∋o(0t)s0 té,ye(õ,  kifejezhetõ ∗ ru−∗l∃∗s 6s5s(t∗t∀ ∃o%ulussal 

és ∗ rel∗;)60∀s 0%õ9elΓ   & '+,, plpl 66 2222 $$" , 

K,,pl  � a ké:lé∋e,y tér8o−∗t0 90s(∋o(0t)si té,ye(õ. teljesen anal∀− ∃∀%on felír9∗Γ 
                                                     & ' o3333 +pl,pl,, KKKK $$" . 

 
 
 

KÖSZÖNETNYILVÁNÍTÁS 
 
 

 K1s(1,et illeti VÁN PÉTERt alapos és lel∋00s∃eretes le∋tor0 te9é∋e,ysé−éért. érté∋es 
javaslataiért. és ∗ 60∋∋ )t%ol−o()s)7∗, ,y5jtott ∋0e∃elkedõ se−ítsé−éért, h)l)9∗l t∗rto(o∃ 
FΠLÖP TAMÁS és MATOLCSI TAMÁS és(re9étele0ért4 
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ÁTTEKINTÉS A KONTINUUMFIZIKÁRÓL 
 

 

 

 

Matolcsi Tam∋s 
EÖTVÖS LÓRÁND TUDOMÁNYEGYETEM ALKALMAZOTT ANALÍZIS TANSZÉK, BUDAPEST 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

 
(z a cikk )∋zol∗a a kontinuumfizika fe∗lõ∃ése sor∋n keletkezett fogalmakat, összef+ggéseket, 

kiemel)e ezek egyrészt matematikai, m∋srészt fizikai pro,lém∋it− .em ∗elöli ki a kontinuumfizika 

to)∋,,i /t∗∋t, ∃e r∋)il∋gít, hogy mely kér∃ésekre kell )∋laszt tal∋lni, hogy helyes ere∃ményekhez 

∗uthassunk a természet megismerésé,en− 

 

1. A KÖZÖNSÉGES TERMODINAMIKA ALAPJAI 

A kontinuumfizika támaszk∀d∃k a te∋m∀d∃(am∃ka )∀∗alma∃∋a,  
A szokás∀s ,,kváz∃sztat∃k−s te∋m∀d∃(am∃ka. intuití1 )∀∗almak � egyens2ly, 

kváz∃sztat∃k−s4 ∋e1e∋zí5∃l∃s4 st5, � 6s az ezek t−la7d∀(sá∗a∃t p∀(t∀sa( me∗ (em )∀galma-
zó :all∗atóla∗∀s me∗állap∀dás∀k k−sza sz;1e16(ye4 me∗te∋:el1e m6∗ matematikailag 
nem jól de)∃(∃ált sz∃m5ól−m∀k � teljes 6s (em tel7es d∃))e∋e(c∃álok, stb. � használatával.  

Ezekbõl aztá( s∀k-sok t61es k;1etkezet6st 1∀((ak le, A le∗6lese55e( m−tatja ezt az, 
hogy be szokták ,,bizonyíta(∃. a más∀d∃k fõt6tel KELVIN-PLANCK-f6le 6s CLAUSIUS-f6le 

megfogalmazásá(ak e∗ye(6∋t6kûs6∗6t4 (∀:a e∗y m∃(de( k6ts6∗et k∃zá∋ó p∀(t∀s me∗)o-
galmazás5ól k∃de∋ül [1], nem hogy egyen6∋t6kûek le((6(ek4 de )ü∗∗etle(ek e∗ymástól,  

A kontinuum-fizikai tisztá( látás-láttatás 6rdek65e( k6(ytele( 1a∗y∀k ∗y∀∋san át-
futni a termodinamika tisztess6∗es me∗)∀∗almazását [4], amelyet k;z;(s6∗es te∋m∀di-
namiká(ak hí1∀k.  
 
1.1 ANYAGEGYENLETEK (KONSTITÚCIÓS RELÁCIÓK) 
 

A k;z;(s6∗es te∋m∀d∃(am∃ka testek :õ7ele(s6∗e∃1el )∀∗lalk∀z∃k 2∗y4 :∀∗y a teste-
ket homog6((ek tek∃(t∃4 azaz 2∗y 1esz∃4 :∀∗y e∗y test 5á∋mely 7ellemzõ )∃z∃ka∃ me((yi-
s6∗e a test m∃(de( p∀(t7á5a( −∗ya(az ?de az idõ5e( 1ált∀z:at≅,  
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Egy egyszerû homog6( test 7ellemzõ me((y∃s6∗e∃ a T hõm6∋s6klete4 a p nyomása4 a 

V t6∋)∀∗ata4 az ( belsõ e(e∋∗∃á7a4 az . r6szecskeszáma, Az e(e∋∗∃át4 t6∋)∀∗at∀t 6s ∋6Α

szecskeszám∀t eΒte(zí1 me((y∃s6∗(ek sz∀kás (e1ez(∃4 am∃ azt )e7ezi ki, hogy ha a tes-
tet (gondolatban) k6t ∋6sz∋e 1á∗7−k 2∗y4 :∀∗y az e∗y∃k5e( .1 , a más∃k5a( .2 r6szecske 

van, akkor az eredeti energia 6s t6∋)∀∗at .1/.2 ará(y5a( ∀szl∃k me∗ a ∋6szek k;z;tt,  

Ez azonban nem igaz, mert egy test belsõ e(e∋∗∃á7a a m∀lek−lák statisztikus mozgáΑ

sá(ak m∀z∗ás∃ e(e∋∗∃á7át 6s a m∀lek−lák k;lcs;(:atás∃ e(e∋∗∃á7át )∀∗lal7a ma∗á5a(, A 

k;lcs;(:atás∃ ta∗ m∃att az e(e∋∗∃a (em ∀szt:ató el 44∃∗azsá∗∀sa(  az ad∀tt a∋á(y5a( a 

r6szek k;z;ttΧ  

Való∗∋,an a ,elsõ energia nem extenzí) mennyiség−  

Mindazonáltal a te∋m∀d∃(am∃ká5a( el)∀∗ad7−k az e(e∋∗∃a eΒte(zí1 m∃1∀ltát4 6s a 

testek anyagá(ak 7ellemz6s6∋e az .(e /:!  fajlagos energiát 6s a .V) /:! t6∋)∀∗atot 

használ7−k, Az eΒte(z∃t∃1∃tás el)∀∗adásá5ól e∋edõ :∃5át a µ k6miai potenciál 5e1ezet6Α

s61el k∀mpe(zál7−k4 amely a testek ∋6szecskeszám-vált∀zásá1al 7á∋ó 5elsõ e(e∋∗∃a 1ál-
tozását í∋7a le 1alam∃k6pp, Ez az∀(5a( csak akk∀∋ 7árható 2t4 :a a k;lcs;(:atás∃ e(e∋∗∃a 

kicsi a statisztikus mozgás∃ e(e∋∗∃á:∀z k6pest,  

A felsorolt mennyis6∗ek (em )ü∗∗etle(ek e∗ymástól4 a k;z;ttük le1õ ;ssze)ü∗∗6se-
ket leí∋ó matemat∃ka∃ k∃)e7ez6sek az anyagegyenletek vagy anyagi konstit/ciós rel∋ciók. 
A tapasztalat szerint a ) 6s T fü∗∗16(yek6(t me∗ad:ató a t;55∃ me((y∃s6∗Χ 

" #T,)ee ! , " #T,)pp !  6s  " #T,)!! !  

A belsõ e(e∋∗∃a l6(ye∗es ∋6sze a m∀lek−lák(ak a :õm∀z∗ás5ól e∋edõ k∃(et∃k−s e(e∋∗∃áΑ

ja, ez6∋t te∋m6szetes )elte16s4 :∀∗y � ugyanazon t6∋)∀∗at mellett � magasabb hõm6∋s6k-
lethez nagyobb belsõ e(e∋∗∃a ta∋tozik. A tapasztalat pedig k;z1etle(ül m−tat7a4 :∀∗y � 
álla(dó :õm6∋s6klete( � a t6∋)∀∗at (;1eked6s61el a (y∀más cs;kke(, Ezeket a t−la7d∀n-
sá∗∀kat azzal )e7ezzük k∃4 :∀∗y a konstit2c∃ós ∋elác∃óktól me∗k;1etel7ük a  
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tulajdonsá∗∀kat4 amelyeket ,elsõ sta,ilit∋si feltételeknek nevezü(k−  

Az elm6let∃ me∗)∀(t∀lás∀k számá∋a s∀ksz∀∋ elõ(y;se554 :a a :õm6∋s6klet :elyett a 

fajlagos belsõ e(e∋∗∃át :asz(ál7−k )ü∗∗etle( 1ált∀zó(ak, Ekkor a belsõ sta5∃l∃tás∃ )elt6te-
lek a 
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alakot ;lt∃k, 
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1.2 FOLYAMATOK  

A termodinamika elsõ õt6tele álla(dó ∋6szecskeszám2 test∋e a sz∀kás∀s4 p∀(∗yola 
formá5a(   

∃e = äq 7 äw 

alak2, E((ek p∀(t∀s me∗)∀∗almazása a k;1etkezõ, M∃(t:∀∗y a test 5á∋mely me((yis6Α

ge megadható az e 6s ) fü∗∗16(y65e(4 a test állap∀t1ált∀zásait � folyamatait � egy6r-
telmûe( 7ellemez:et7ük az  e  6s  )  idõ5el∃ 1ált∀zásá1al4 1a∗y∃s e∗y  

" # " #" #t)tet ,!  

fü∗∗16((yel, A 5elsõ e(e∋gia vált∀zásá(ak se5ess6∗e a q testnek idõe∗ys6∗ alatt átad∀tt 

hõ5õl, 6s a w testen idõe∗ys6∗ alatt 16∗zett m−nká5ól te1õd∃k ;ssze, amelyek a testnek 
a k;∋(yezet61el 1aló k;lcs;(:atásától 6s a test p∃lla(at(y∃ ?e,)) állapotától )ü∗∗(ek,  

A belsõ e(e∋∗∃a ∃dõ5el∃ 1ált∀zásá∋a te:át a  

" # " #)ew)eqe ,, (!"  

mérlegegyenlet áll )e((, Ezt k∃e∗6szít1e a t6∋)∀∗at∋a vonatkozó 

" #)ef) ,!"  

m6∋le∗e∗ye(lettel4 k;z;(s6∗es d∃))e∋e(c∃ále∗ye(let-rendszert kapunk a folyamatok 
meghatá∋∀zásá∋a, Itt f a testnek idõe∗ys6∗ alatt átad∀tt t6∋)∀∗at4 sz∃(t6( a test 6s k;∋(ye-
zet6(ek k;lcs;(:atását 7ellemz∃, A  

q = q(e,)), w = w(e,))  6s  f = f (e )) 

fü∗∗16nyeket ∃inamikai konstit/ciós rel∋cióknak hí17−k,  

Egyszerû mec:a(∃ka∃ me∗∗∀(d∀lás m−tat7a4 :∀∗y lass2 t6∋)∀∗at1ált∀zás eset6( � 
amikor elhanyagolható a t6∋)∀∗at1ált∀zással kapcsolatos mozgás∃ e(e∋∗∃a, � a testen 
v6∗zett munka a nyomás 6s t6∋)∀∗at1ált∀zás sz∀∋zatá(ak ellentettje; ez6∋t ∃deál∃s(ak 

nevezzük a m−(ka16∗z6si sebess6∗et, ha w = ! pf . 

A tapasztalat szerint a :õ a mele∗e55 test∋õl á∋aml∃k a :∃de∗e55∋e  6s a (agyobb 
nyomás2 test 16∗ez m−(kát a k∃se55 (y∀más2( , ez6∋t a dinamikai konstit2c∃ós ∋eláci-
óktól megk;1etel7ük a  

" # " # 0)'''' aa pp
p

w
TT

T

q
 

∃isszip∋ciós egyenlõtlenséget, ahol az a index a k;∋(yezet me((y∃s6∗eire utal.  

A ,elsõ sta,ilit∋si feltételek és a ∃isszip∋ciós egyenlõtlenség f+ggetlenek egym∋stól, 

és � mint az ,e,izonyítható � egy+tt ,iztosít∗∋k a folyamatok egyens/lyhoz tart∋s∋t 

:,,m∋so∃ik fõtételt�;, m∋s né)en az egyens/lyok aszimptotikus sta,ilit∋s∋t−  
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1.3 ENTRÓPIA  

A sokszor elsõ )õt6tel(ek t∃t−lált  ∃e = T∃s ! p∃) ;ssze)ü∗∗6s 1∃sz∀(t nem a termo<

∃inamika elsõ fõtétele. Ez mind;ssze azt m∀(d7a4 :∀∗y az  " #!'(! p)es
T
1:  entróp∃á∋a 

mint az e 6s ) fü∗∗16(y6∋e )eltesszük4 :∀∗y a  

Te

s 1
!

%
%

,  
T

p

)

s
!

%
%

 

tulajdonsá∗okkal rendelkezik.  

A belsõ sta5∃l∃tás∃ )elt6telek ekk∀∋ e∗ye(6∋t6kûnek bizonyulnak azzal, hogy az ent<

rópia az e és ) )∋ltozók konk∋) f+gg)énye, azaz a más∀d∃k de∋∃1ált7a (e∗atí1 de)∃(∃t,  

Ha a k;∋(yezet(ek ∃s 1a( sa entróp∃á7a4 a(aló∗ )∀∋m−lákkal, akkor i∃e∋lis munka<

)égzés esetén a ∃isszip∋ciós egyenlõtlenség egyenérték ✴  azzal, hogy  

" # 0)( *

ass ,                                                        (1) 

vagyis az összentrópia nem csökken semmilyen folyamat,an (az entróp∃a-produkció 

nem-negatí1≅,  

Figyeljü(k )el a∋∋a4 :∀∗y  
�  az entróp∃á(ak a más∀d∃k de∋∃1ált7a az e 6s ) fü∗∗16(yek6(t (e∗atí1 de)∃(∃tΕ más 

vált∀zók )ü∗∗16(y65e( azonban általá5a( (em4 
�  az entróp∃á(ak az e 6s ) vált∀zó5el∃ tulajdonsá∗a ?5elsõ sta5∃l∃tás≅ 6s az 

;ssze(t∋óp∃á(ak (;1eked6se a folyamatokban (disszipác∃ó≅ )ü∗∗etle(ek e∗ymástól,  

2.  A KONTINUUMFIZIKAI MODELLEZÉS 
 
2.1 MÉRLEGEGYENLETEK  
 

A kontinuum-modellez6s5e( [1] figyelembe vesszük4 :∀∗y a test 7ellemzõ me((yi-
s6∗e∃ m∃(d az ∃dõ5e(4 m∃(d t6∋5e( � azaz a t6∋∃dõ5e( � pontonk6(t vált∀z:at(ak, A 

nemrelativisztikus t6∋∃dõ-modell [3] fogalmait fogom használ(∃,  

Egy test folyamatait a k;1etkezõ4 a t6∋∃dõ5e( 6∋telmezett )ü∗∗16(yekkel sz∀kás 7el-
lemezni: �  a test t;me∗- (vagy r6szecskeszám≅ sû∋ûs6∗e4 u a test abszol2t se5ess6∗me-
zõ7e4 e a test fajlagos belsõ e(e∋∗∃á7a4 P a nyomáste(z∀∋ 6s q a hõá∋am, A )∀lyamat∀kat 

a t;me∗ ?∋6szecskeszám≅ me∗ma∋adását4 az ∃mp−lzus megmaradását 6s az e(e∋∗∃a 

megmaradását k∃)e7ezõ mérlegegyenletekkel í∋7ák leΧ  

  uu +,'! ""=                                                            (2) 

" Puu +,'! "=                                                           (3) 

" " #uPqu ,'+,'! >e=                                             (4) 
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alakba, ahol =u az u szerinti (szubsztanciál∃s≅ ∃dõde∋ivált4 ! pedig a t6∋sze∋û d∃))e∋e(c∃áΑ

lás,  
Tová55á az ∃mp−lz−sm∀me(t−m m6∋le∗e∗ye(let65õl az k;1etkez∃k4 :∀∗y P szim-

metrikus kell legyen.  

Ha a sû∋ûs6∗ :elyett a ) := 1/"  fajlagos t6∋)∀∗at∀t :asz(ál7−k4 akk∀∋ az elsõ e∗ye(let 

uu +,! ))=  alak2 lesz.  

Í∗y az elsõ 6s a :a∋mad∃k e∗ye(let5e( )elismerjük a k;z;(s6∗es te∋m∀d∃namika 
egyenleteinek általá(∀sítását,  

Az elsõ 6s második egyenlet pedig a kontinuummechanika ismert egyenleteit jelen-
tik.  

Tehát ez az e∗ye(let∋e(dsze∋ a mec:a(∃ka∃ 6s a hõ7ele(s6∗ek e∗yüttes )∀lyamatait 
kí1á(7a m∀dellez(∃,  

R;∗t;( me∗ kell 7e∗yez(em4 :∀∗y a 5elsõ e(e∋∗∃a (em eΒte(z∃1∃tása )∀lytá( k6∋d6Α

ses, mennyire jogos a fajlagos belsõ e(e∋∗∃a :asz(álata,  

2.2   KONSTITÚCIÓS RELÁCIÓK?  

Sok a mennyis6∗4 ke16s az e∗ye(letΧ a me(nyis6gek k;z;tt ;ssze)ü∗∗6seket4 konsti<

t/ciós rel∋ciókat kell megadnunk, hogy az egyenletek egy6∋telmûe( me∗:atá∋∀zzák a 

lehets6∗es )∀lyamat∀kat,  

A konstit2c∃ós ∋elác∃óktól el1á∋t alapk;1etelm6(y4 :∀∗y 1alam∃k6pp k∃)ejezz6k az 

anyagok belsõ sta5∃l∃tását 6s eleget tegyenek valamif6le d∃ssz∃pációs e∗yenlõtle(s6∗(ek4 

amelyek � rem6lhetõle∗ � együtt 5∃zt∀sít7ák a )∀lyamatok stabilitását,  
A konstit2c∃ós ∋elác∃ók )elállítása 6∋dek65en a (k;z;(s6∗es≅ te∋m∀d∃(am∃kához 

szoktak folyamodni. De a homog6( testek∋e k∃∋ótt4 mûk;dõ ;ssze)ü∗∗6seknek t;55(y∃∋e 

nincs sem egy6∋telmû4 sem te∋m6szetes általá(∀sítása az ∃(:∀mog6( eset∋e, P6ldá−l a ✁ -

val elosztott utolsó e∗ye(let 7∀55 ∀ldalá( q+,' )  a termodinamikai q hõátadásnak, 

uP ,' :  pedig a w munkav6∗z6s(ek )elel me∗, Nem látsz∃k az∀(5an, hogyan lehetne 
kiró(i ezekre az ismert disszipác∃ós e∗yenlõtle(s6∗ 1alam∃)6le me∗)elelõ76t,  

Az entróp∃a tû(∃k e∗yelõ∋e az e∗yetle( me(ekül6s∃ 2t(akΧ e(t∋óp∃ap∋∀d−kc∃óval ki-
fejezni a disszipác∃ós e∗ye(lõtle(s6∗et4 6s a55ól k;1etkeztet(∃ a k∀(stit2c∃ós ∋elác∃ók∋a, 

Az alá55∃ s6ma sze∋∃(t∃ −tat k;1et∃k az elm6let kezdet6tõl (ap7a∃(k∃∗,  

Felteszik, hogy l6tez∃k a )a7la∗∀s e(t∋óp∃a az e fajlagos belsõ e(e∋∗∃a 6s e∗y65 1álto-
zók )ü∗∗16(ye4  

" ##,ess ! ,   amellyel   
Te

s 1
!

%
%

,                                       (5) 

tová55á a más∀d∃k de∋∃1ált7a (e∗atí1 de)∃(∃t, Az e(t∋óp∃a js konduktí1 á∋amá∋a  

T?s qj !                                                               (6)  
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teljesül4 6s 16∗ül )e((áll az e(t∋óp∃ap∋∀d−kc∃óra vonatkozó  

" 0)+,( ss= ju                                                  (7) 

egyenlõtle(s6∗,  

Ebbõl 6s a ?Φ≅ e∗ye(letbõl  

0: )-
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T
"                              (8) 

k;1etkez∃k, Ez a d∃ssz∃pác∃ós e∗ye(lõtle(s6∗ me∗)elelõ7e4 amely ∃()∀∋mác∃ót ad a∋∋ól4 

milyen lehet q 6s P.  

K6∋d6s4 :∀∗y  

�  indokolt-e a fajlagos belsõ e(ergia 6s a )a7la∗∀s e(t∋óp∃a k;z;tt∃ kapcs∀lat k;z1etlen 
át16tele a k;z;(s6∗es te∋m∀d∃(am∃ká5ól4  

�  mik legyenek az egy65 1ált∀zók a )a7la∗∀s 5elsõ e(e∋∗∃a mellett4  
�  milyen fizikai t6(y 1a∗y elm6let∃ me∗∗∀(d∀lás ∃(d∀k∀lja egy vált∀zó választását,  
�  mi6∋t a 1álaszt∀tt 1ált∀zók5a( le∗ye( az e(t∋óp∃a k∀(ká1 )ü∗∗16(yΓ  

2.3 A VISZKÓZUS MODELL  

A kontinuumfiziká5a( elsõk6(t )elállít∀tt m∀dell4 amely ∗áz∀k∋a 6s )∀lyad6k∀k∋a 

vonatkozik, a k;1etkezõΧ  

�  az alapmennyis6∗ek ) = 1/✂   fajlagos t6∋)∀∗at4 az u sebess6∗mezõ 6s az e )a7la∗∀s 

belsõ e(e∋∗∃a4  
�  6∋16(y5e( ma∋ad(ak a k;z;(s6∗es te∋m∀d∃(am∃ká5ól ∃sme∋t T = T (e,)) 6s p = p(e )) 

fü∗∗16(yek4  
�  a nyomáste(z∀∋ P  =  p1 ! V alak24  
�  l6tez∃k az s = s(e,)) fajlagos entróp∃a m∃(t a k;z;(s6∗es te∋m∀d∃(am∃ká5a(.  

Ekkor (8) a  

0: ),(
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' uV
q

T

T
 

CLAUSIUS-DUHEM-relác∃ót ad7a4 amely a d∃ssz∃pác∃ós e∗ye(lõtle(s6∗ me∗)elelõ7e, Ennek 
a legegyszerû55 k∃el6∗ít6se a sz∀kás∀s  

T,'! #q ,   " #1uuV +,(,! !$2                                     (9) 

konstit2c∃ós ∋elác∃ók ?V a viszkóz−s )eszülts6∗te(z∀∋≅,  

Teh∋t itt a szok∋sos termo∃inamikai f+gg)ényekkel ér)ény,en mara∃nak a ,elsõ 

sta,ilit∋si feltételek, amelyek a ≅lausius<=uhem<rel∋ció)al egy+tt :,izonyos esetek,en 

,izonyíthatóan; ,iztosít∗∋k a folyamatok sta,ilit∋s∋t−  

Ez a modell, gáz∀k 6s )∀lyad6k∀k )∀lyamata∃∋a ∃s csak 5∃z∀(y∀s keretek k;z;tt al-
kalmazható. Nem í∋7ák le p6ldá−l a ∗y∀∋s )∋ek1e(c∃ás :−llám∀kat,  
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Ez6∋t más m∀dell?ek≅ −tá( kell (6z(∃,  
 
2.4   ÁLTALÁNOSÍTÁSOK  

 
Az elõ55∃ m∀dell kül;()6le típ−s2 általá(∀sítása∃ a k∀(st∃t2c∃ós ∋elác∃ók kül;()6le 

típ−s2 általá(∀sítása∃t 7ele(t∃k, Í∗y 7;ttek l6t∋e a kiterjesztett irreverzibilis termodinami-
ka, a racionál∃s k∃te∋7esztett te∋m∀d∃(am∃ka, belsõ 1ált∀zós te∋m∀d∃(am∃ka stb. n61e( 

ismert elm6letek4 amelyeket az hatá∋∀z meg, hogy mit tekintenek alapváltozó(ak 6s m∃t 

konstit2c∃ós 1ált∀zó(ak, Ezeket az elm6leteket aztá( k∃)e7t∃k4 ∋a∗∀zzák4 általá(∀s k;1et-
keztet6seket 1∀((ak le 5elõlük4 esetle∗ m6∗ alkalmazzák ∃s õket, K∃ az e∗y∃k mellett 

kardoskodik a másik ellen, ki fordít1a,  

Ez a sokf6les6∗ azt m−tat7a4 :∀∗y e∗y∃k sem igazá( 7ó, Ny∃l1á(4 :a 1alamelyik el6∗ 

átütõ 1∀l(a4 az les;p;∋(6 a t;55∃t,  

Ezek az általá(∀sítás∀k 6ppe( ∀lya( 7ele(s6∗ek leí∋ásá∋a sz∀l∗ál(á(ak4 amelyek5e( 

jelentõs a m∀lek−lák k;z;tt∃ k;lcs;(:atás; ez6∋t le:ets6∗es4 :∀∗y az (5)-(6) s6ma :elyett 
is valami más:∀z kelle(e )∀lyam∀d(∃,  

 

3. SZILÁRD TESTEK 
 

Egy szilá∋d test 6let65e( alap1etõe( )∀(t∀s sze∋epet 7átsz∃k a test alak7a ?e∗ysze∋û 

tapasztalat p6ldá−l4 :∀∗y kapcs∀lat5a( áll e∗ymással a test alakja 6s a 5elsõ e(e∋∗∃á7a4 

valamint a test alakja 6s a test5e( 65∋edõ )eszülts6∗ ∃s≅, A test alak7a (em 7ele(∃k me∗ az 

elõzõek5e( ∃sme∋tetett elm6letek5e(Ε ez ∃s m−tat7a4 :∀∗y az∀k sz∃lárd testek leí∋ásá∋a 

alkalmatlanok.  
 
3.1  ALAPPROBLÉMÁK  
 

Se szeri, se száma a p∋ó5álk∀zás∀k(ak4 m∃k6(t 1e∗yük )∃∗yelembe a test alakját4 

alakvált∀zását4 de)∀∋mác∃ó7át, Ezek az∀(5a( k∀∋á55a( t;55(y∃∋e az∀( az elm6let∃ sz∃n-
ten maradtak, mint a ,,kváz∃sztat∃k−s te∋m∀d∃(am∃ka Χ ∃(t−∃tí1 )∀∗almak4 :all∗atóla∗∀s 

megállapodás∀k4 matemat∃ka∃la∗ (em 7ól de)∃(∃ált sz∃m5ólumok használata,  

A tisztázás:∀z a k;1etkezõ k6∋d6seket kell me∗1álasz∀l(∃Χ  

1. Mi a test alakjá(ak4 alak7a t6∋5el∃ 1ált∀zásá(ak matemat∃ka∃ leí∋ásaΓ  
2. Hogyan jelenik meg a test alakja, alakvált∀zása a m∀dellben?  
 

3.2   ALAKVÁLTOZÁS  
 

T6ridõs me∗)∀∗almazást :asz(ál∀k [3]; M jel;l∃ a t6∋∃dõt, 
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Állíts−k elõ az u sebess6∗mezõ ∃(te∗∋ál∗;∋56∃t 2∗y4 :∀∗y ∋;∗zítü(k e∗y to idõp∀(t∀t 

6s 1ele az (to t6∋sze∋û :∃pe∋sík∀t4 1a∗yis azokat a t6∋∃dõp∀(t∀kat, amelyekhez tartozó 

idõp∀(t to.  

Legyen 
ot(a3 eset6( t " #a,t%! az " #xx u!" differenciále∗ye(let az∀( me∗∀ldása4 

amely a to idõp∀(t5a( a a 6∋t6ket 1esz∃ )el, Te:át  

" # " #" #a,t
t

a,t
%

%
u!

%
%

.                                                 (10)  

El6∗ s∀ksz∀∋ d∃))e∋e(c∃ál:ató u eset6(  ✄  : I Η (to  "  M 

el6∗ s∀ksz∀∋ d∃))e∋e(c∃ál:ató ∃(7ekc∃ó4 amely(ek az ∃(1e∋ze ∃s ∃lye(,  

Fizikai jelent6s6t tek∃(t1eΧ a jellemzi valahogy a test egy pontját4 6s ✄ (t,a) a test a 
pontjá(ak a t6∋∃dõ5el∃ helyzete a t pillanatban. Ki nem mondott szokás∀s elk6pzel6s 

szerint a to pillanatban a test az alapalakját 1esz∃ )el4 (∃(cs 44me∗∗y;t;∋1e Ε k6∋d6ses4 

van-e ilyen pillanat egyáltalá( a test 6let65e( ?lásd ΙϑΚ≅,  

Minthogy ✄ (t,a) " (t , r;∗zített t eset6( a !  ✄ (t,a) egy el6∗ s∀kszor differenciál:ató 

(to" (t  injekció4 amely(ek az ∃(1e∋ze ∃s ∃lye(, Vezessük 5e az 

" # " #
-
.

/
0
1

2
%

%
!

a

a,t
a,t

%
:F                                                  (11) 

mennyis6∗et ?44m∀z∗ás∗∋ad∃e(st ≅,  

(A test pontjainak nincs ,,az  elm∀zd−lása, csak elmozdulása e∗y me∗)∃gyelõ:;z 

k6pest4 ez6∋t mellõzzük F(t,a) ! I elmozdulásgradienst.)  
Az  

F = QA = BQ 

polá∋∃s )el5∀(tás∀kkal 6∋telmez:etõk az A 6s B jobb 6s 5al ∀ldal∃ ,,alakvált∀zás∃ te(zo-
rok 4 6s ezekbõl s∀k kül;()6le deformác∃óte(z∀∋ k6pez:etõ,  

Ezekkel kapcsolatban alapvetõ 1∃zs∗álat∀kat 16∗zett FΛLÖP TAMÁS, aki m6ly∋eható 

elemz6ssel me∗1∃zs∗álta ΙϑΚ t;55ek k;z;ttΧ  

- hogyan lehet kiküsz;5;l(∃ az ;(k6(yes to pillanatot a leí∋ás5ólΓ  
- mennyiben tekinthetõ Q a test merevtestszerû elfordulásá(akΓ  
- mennyiben igaz, hogy A vagy B nem tartalmaz elfordulástΓ  
- melyik deformác∃óte(z∀∋ m∃6∋t 7ó 6s m∃6∋t (emΓ  
- milyen tulajdonsá∗∀kkal kelle(e ∋e(delkez(∃e 44a  de)∀∋mác∃óte(z∀∋(ak? 

FΛLÖP [5] megmutatta, hogy jelenlegi tudásunk alapjá( a 5al-HENCKY-f6le 

deformác∃óte(z∀∋ a legterm6szetese55 1álasztás4 de (em 7−t∀tt v6∗le∗es k;1etkeztet6s∋e, 
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hogy mi is legyen a deformác∃óte(z∀∋, Az 1∃sz∀(t el6∗ e∗y6∋telmûen kiderült, hogy a 
t;55(y∃∋e el)ogadott D := A ! I nem az igazá( 7ó választás.  

 
3.3 ALAKVÁLTOZÁS A MODELLBEN  
 

Itt m6∗ e∋õtel7ese55e( elõ:∀z∀m a k6ts6∗emetΧ nem kö)et+nk<e el nagy hi,∋t, ami<

kor a ,elsõ energi∋t extenzí) mennyiségnek )essz+kΑ Hiszen szilá∋d testek(6l a m∀leku-
lák k;z;tt∃ k;lcs;(:atás ∃∗e(csak 7ele(tõs,  

Egyelõ∋e tegyük )6l∋e ezt az a∗∗ályt4 6s )∀∗ad7−k el a ?ϑ)-(4) egyenleteket a nyomás-

tenzor helyett annak negatí17át4 a )eszülts6∗te(z∀∋t :asz(ál1a4 ó :=  !P.  

Most bel6p e∗y 27 me((y∃s6∗4 az alak1ált∀zás 1a∗y a de)∀∋mác∃ó4 amely∋õl csak any-
nyi biztos egyelõ∋e4 :∀∗y sz∀∋∀s ;ssze)ü∗∗6s5e( áll a se5ess6∗mezõ1el,  

Viszont mint az eddigi elm6letek5e( ∃s4 ?Μ≅4 ?Ν≅ 6s ?Ο≅ sze∋∃(t az e(t∋óp∃ától 6s az 

entróp∃ap∋odukciótól 1á∋7ák a 1álaszt arra, hogyan illessz6k 5e az alak1áltozást 1a∗y 

deformác∃ót a konstit2c∃ós ∋elác∃ók5a,  

Tekintsük a le∗e∗ysze∋û55 esetet4 amely5e( )elt6telez∃k4 :∀∗y az e(t∋óp∃a az e belsõ 
energia 6s az A alakvált∀zás )ü∗∗v6(ye4 s = s(e,A).  

Egy kis k6∋d6sΧ az e(t∋óp∃a más∀d∃k de∋∃1ált7a le∗ye( (e∗atí1 de)∃(∃tΕ 1alóban az A 
vált∀zó az, amelyben ez helyes k;1etelm6(yΓ  

Ekkor a (8) a  

0: )-
.

/
0
1

2
%
%

(,(
,+

' A
A

u
q

uó =
s

T
T

T
"                              (12) 

;ssze)ü∗∗6st ad7a,  

Itt figyelni kell: az alakvált∀zást e∋edet∃le∗ a ?t,a) fü∗∗16(y65e( de)∃(∃áltuk, de a 
fenti formulák5a( m∃(t t6∋∃dõ( 6∋telmezett tenzormezõ sze∋epelΕ p∀(t∀s me∗kül;(5;zte-

t6ssel4 a )e(t∃ mezõt A -val jel;l1e4 " #" # " #a,ta,t
�

AA !%  r;viden AA !%$ . 

Egyszerû ;ssze)ü∗∗6s4 :∀∗y  

AAu
"$ !%

✁
=   6s  " # 1'!, FFu "$ % , 

ahol � 6s a t∀1ábbiakban is � az idõ sze∋∃(t∃ pa∋c∃ál∃s d∃))e∋e(c∃álást p∀(t 7el;l∃,  

A (11) polá∋∃s )el5∀(tással 1111 '''' (! QAAQQQFF """ . Tehát a ?Πϑ≅ e∗ye(lõtlen-

s6∗ más∀d∃k ta∗7át 5ek∀mp∀(ál1a ÷-vel, felhasznál1a4 :∀∗y ó  szimmetrikus 6s 
1'

QQ" antiszimmetikus, valamint a : szorzás5a( a t6(yezõket átcs∀p∀∋t∀sít1a ez adód∃kΧ  

" # 11 : '' -
.

/
0
1

2
%
%

( AA
A

AQQ ó "$
s

T"% . 
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A szokás∀s tá∋∗yalás∀k t∀1á55∃ me∗∗∀(d∀lása∃5a( " #%$ó -t í∋(ak " #QQ ó %$1' helyett, 

a(ya∗∃ ∀57ekt∃1∃tás∋a  :ivatkozva, vagy azzal az indokkal, hogy bizonyos anyagok 
,,forgás)ü∗∗etle((ek  tek∃(t:etõk Ι6]. Erre semmik6pp sem ad:at ma∗ya∋ázat∀t az 

anyagi objektivitás4 me∋t az ∃tt ∃s alkalmaz∀tt me∗)∃∗yelõ-fü∗∗etle( me∗)∀∗almazás5a( 

eleve teljesül ?e∗y65k6(t az ∃s megmutatható4 :∀∗y az a(ya∗∃ ∀57ekt∃1∃tás sz∀kás∀s 

megfogalmazása :elytele( [1], [2]), 6s az sem 1∃lá∗∀s4 :∀∗y mely a(ya∗∀k tek∃(t:etõk 

,,forgás)ü∗∗etle((ek , 

Ez6∋t (em t−d∀m4 me((y∃∋e 1e:etõk komolyan az ezt a k;1etõ me∗∗∀(dolás∀k,  

Megjegyzendõ4 :∀∗y e∗y 27a55 e∋edm6(y Ι7] kiküsz;5;l∃ a sz∃lá∋d testek k∃(emati-
ká7á5ól a ∋e)e∋e(c∃a-idõp∀(t szüks6∗ess6∗6t4 :elyette a (y−∗alm∃ met∋∃ka 6s a p∃lla(at-
nyi metrika fogalmá5ól 6pítkez∃k, E((ek az 27 me∗)∀∗almazás(ak 1á∋:atóa( 7ele(tõs 

hatása lesz az e∗6sz m∀dell )el6pít6s6∋e4 í∗y az a(ya∗∃ ∀57ekt∃1∃tás ∃ll, )∀∋∗ás)ü∗∗etlen-
s6∗ k6rd6s6∋e ∃s, 

Ez az egyszerû m∀dell (em ad szám∀t (6:á(y )∀(t∀s 7ele(s6∗∋õl4 m∃(t p6ldául a 
k6pl6ke(y viselked6s∋õl. Kül;()6le 1ált∀zók 5e1ezet6s61el ?amelyek k;z;tt lehet ,,belsõ 

változó  ∃s,) igyekeznek megjavíta(∃ a m∀dellt, Ezek a p∋ó5álk∀zás∀k az∀(5a( e∗yelõ∋e 

nem el6∗ t∃szták sem )∃z∃ka∃la∗, sem matematikailag.  
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termikus folyamatok mérése illet)e modellezése. 
Eddig 25 szakcikke jelent meg. 
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MATOLCSI TAM7: DR. (1941) 1969-ben vé4zett az ELTE fizikus szak∀n, a matematikai tud. 
kandid∀tusa (1976). 1969-tõl 197Ε-ig az MTA Sz∀m1t∀ste−3ni-
kai Központ(∀nak tudom∀n+os se4édmunkat∀rsa, 197Ε-t.l 
1975-ig a szegedi J.zse5 8ttila 6udom∀n+e4+etem Οol+ai 
Intézetében tudom∀n+os munkat∀rs. 1975-tõl az ELTE TTK 
Alkalmazott Anal1zis tanszékének oktat.(a, 1981-tõl do−ens-
ként. ∃,,5-ben nyugd1(∗a )onult.  

Tudom∀n+os munk∀ss∀4∀t a matematikai 5izika területén 5e(ti 
ki. Sz∀mos 3azai és nemzetközi kon5eren−i∀n szerepelt elõ≅
ad.ként. Hét e4+etemi (e4+zetet 1rt, 3uszonh∀rom tudom∀n+os 
cikket és né4+ an4ol n+el)û kön+)et publik∀lt.  

2071 P∀t+, 6öl4+5a ut−a 14. 6ele5on∋ (∃Ε) Ε4Ε ,4Ε, (20) 5444 
086,  matolcsi.tamas@gmail.com 

 

 

SZARKA ZOLT7N D9. (1927) okl. mérnök (195,). 195,-tõl a Nehézipari Mûszaki E4+etem  ma 
Miskolci Egyetem  Matematikai Tanszékének oktat.(a. 1967-tõl 
egyetemi docens, köz∗en két idõszak∗an tanszék)ezetõ, 1991-tõl 
nyugd1(as, de oktat.i munk∀(∀t ∃,,6-ig folytatta. Szakterülete a 
kiegyenl1tõsz∀m1t∀s, de 56 é)i egyetemi munk∀(a sor∀n a mate-
matika sz∀mos területét (anal1zis, par−i∀lis di55erenci∀legyenletek, 
val.sz1nûsé4sz∀mit∀s, komplex fü44)én+tan, st∗.) mû)elte.  

Sz∀mos hazai és kül5öldi elõad∀sa mellett 46 szak−ikke és Ε2 
kön+)e és e4yetemi jegyzete jelent meg, rész∗en t∀rsszerzõkkel.  

3529 Miskolc, Csabai kapu 34. Telefon: (46) 362 905, 
mateva@gold.uni-miskolc.hu 
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V7N PΦ6E9 DR. (1964). okl. fizikus (ELTE, 1990), egyetemi doktor (BME, 1994), PhD (BME, 
2002). 2005-ig a BME Kémiai Fizika Tanszékének munkat∀rsa. 
Jelenleg a KFKI, RMKI Elméleti Fizika Fõoszt∀l+∀n és a ΟME 
Energetikai Gépek és 9endszerek 6anszékén dol4ozik. 6ö∗∗ 1z∗en 
dolgozott kül5öldön, Βlaszorsz∀4∗an, Németorsz∀4∗an és Φsztor-
sz∀4∗an. Kutat∀si területe a neme4+ens0l+i termodinamika mint 
∀ltal∀nos 5izikai keretelmélet, ennek alap(ai, illet)e különféle al-
kalmaz∀sai. 8z alapkérdések közül a neme4+ens0l+i termodinami-
ka vari∀−i.s el)ei)el és 4+en4én nemlok∀lis kiter(esztésé)el, az 
anyagi objektivit∀s el)é)el és a relativisztikus disszipat1) 5ol+adé≅
kok elméletei)el 5o4lalkozott. Φrdeklõdési területé3ez tartozik 
ezen k1)ül a k∀rosod∀s me−3anika és a reol.4ia. Eddig mintegy 70 
szakcikke és e4+ kön+)e (elent me4.  1012 Budapest, Lovas 
utca 18.  Telefon: 2145243, vpet@rmki.kfki.hu 
 

 

V7S79ΜEΑΡI BAL7Π: DR. (1969). okl. ép1tõmérnök (ΟME, 199Ε), P3D (ΟME, ∃,,,), (elenle4 a 
Pé−si 6udom∀n+e4+etem Polla−k Mi3∀l+ Mûszaki és In5ormati-
kai Kar oktat.(a . Doktori tanulm∀n+okat 5ol+tatott Fran−iaor-
sz∀gban (INPL-Nancy), Sv∀(−∗an (E6Μ-Züri−3), )alamint az 
Egyesült 7llamok∗an (MI6, Οoston). Fõ kutat∀si területe a kõ≅
zettestek oszt∀l+oz∀s∀nak le3etõsé4ei és a 4+akorlat∗an )al. 
alkalmazhat.s∀4a ala4utak, illet)e sziklarézsûk ∀llékon+s∀4∀nak 
sz∀m1t∀s∀3oz, a szüksé4es ∗iztos1t∀si m.d optimaliz∀l∀s∀3oz. 
Kõzetmechanikai kutat∀sokat 5ol+tat mé4 a repedések kelet-
kezésének, ter(edésének, )alamint összekap−sol.d∀s∀nak téma-
körben és a )1z (elenlétének szil∀rds∀4ot ∗e5ol+∀sol. 3at∀s∀r.l.  

1126 Budapest, Holl.sy S. u.3. Telefon: (20) 460 1182, 
vasarhelyib@gmail.com 
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