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KITUNTETETT SZILARDTESTREOLOGIAI MODELLEK EGY
BELSO VALTOZOS TERMODINAMIKAI ELMELET
KERETEBEN

Asszonyi Csaba
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT BUDAPEST
Fulop Taméas

BME ENERGETIKAI GEPEK ESRENDSZEREKTANSZEK, BUDAPEST,

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT BUDAPEST

Van Péter
MTA WIGNER FIZIKAl KUTATOKOZPONT RESZECSKE ES MAGFIZIKAI INTEZET, BUDAPEST,

BME ENERGETIKAI GEPEK ESRENDSZEREKTANSZEK, BUDAPEST,

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT BUDAPEST

A reologia egy belso valtozos termodinamikai elméletét mutatjuk be és eldm@zkapott
modell univerzalis, minden olyan esetre érvényes, amikor a mepiazrkés/vagy mikroszkopikus
hattérfolyamatok kielégitik az alkalmazott termodinamikai elveket: a mamdiklt, a mérleg-
egyenleteket és egyetlen tovabbi — tenzori — allapotvaltozé jelenlétének feéiéétle\z igy kapott
modell, melyet Kluitenberg—Verhas-testnek javaslunk hivni, a Poyntingrddn—Zener-test egy
tovabbi, inercialis elemmel kiegészitve, vagy masképp fogalmazviegdehodell szilard testek-
re torténo kiterjesztése. Amellett érveliink, hogy a reolégia termégeetasdinamikai épitokdve
a Kluitenberg—Verhas-test. A bemutatott modszertannak fontos jellegzgtetogy nemtrividlis,
egyenlotlenség-tipusu megszoritasok addédnak a modell négy parareétezeket a feltételeket
és a tovabbi jellemzoket dsszehasonlitjuk a probléma tobbi ismert denemaikai megkozelité-
sének, igy az un. kiterjesztett irreverzibilis termodinamikanak és Kluitgrdsedeti elméletének
tulajdonséagaivat

1. BEVEZETES

A belso valtozok médszertana a klasszikus, makroszkopikus eteiélegy univer-

LA Continuum Mechanics and Thermodynaniagoiratban megjelenés alatt all6, az jsag webolda-
lan 2014.11.20-an megjelertittp ://dx.doi.org/10.1007/s00161-014-0392-3 ) .Distingu-
ished rheological models for solids in the framework of aitih@dynamical internal variable theory”
cikk forditasa.
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zélis modellezési eszkdzének tekinthetniverzalis, abban az értelemben, hogy mini-
malis szintu feltevéseket tesz a modellezeqelenségek zikai mechanizmusarol. A ki-
indulépont egy extra meg egy extra valtozé feltételezése. A megvalaszolanddskulc
kérdések e valtoz6 viszonya és csatolédasa az eddig isaikai mennyiségekhez, és a
valtozo6 fejbdési egyenlete. E szempontbdl az irreverzibilis termaitka egy kulonle-
ges modszert javasol [1, 2]. Az altalanos otlet az, hogy ladégi egyenlet forméja és
a tobbi folyamathoz csatol6das lehetséges mddja meghatid pusztan altalanos el-
vek, elosorban a masodikotétel alapjan [3, 4, 5]. Eme altalanos alaknak elegeb tev
egyenletek kell adédjanak az extra valtozé barmely konkzétkezeti, mezoszkopikus
vagy mikroszkopikus realizaldsa esetén, hacsak elegettsgpbanforgd altalanos el-
veknek. Az els, aki termodinamikai elképzeléseket alkalmazott kontinokra, Eckart
volt, aki az idedlis rugalmassagtol valé eltérésekkel —nugiamas, anelasztikus viselke-
déssel — is foglalkozott [6, 7]. A nemrugalmassag beigltozos termodinamikai targya-
laséat Biot vezette be [8] és Kluitenberg fejlesztette toyvablapotvaltozés elméletként
[9, 10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17]. Szilard testek esetén svkdbé szisztematikus alkal-
mazas ismeretes, néha barmi termodinamikai hattér nélBjul [

A bels valtozok fogalma hosszu torténetre tekint vissza [19, @8lszamos kulon-
bdzo valtozata és elnevezése ismeretededso szabadsagi fokév a kon guracios tér
egy kiterjesztéséhez lett bevezetve a termodinamikalsaeregletileg a determinisztikus
me statisztikai és valoszinuségi jelleokkel valo kiterjesztését jelentette [21, 22]. Ez
az un. mezoszkopikus elméletek [23, 24, 25] alapja. Ez at@seszigorian megkuldn-
bdztetend attdl a szintérbelso szabadsagi falerminoldgiatél, melyet Maugin hasznalt
Lagrange-i dinamikaju meelméletekre [26, 1]. Ezettis eltérnek aelso allapotvalto-
z0k melyek icbfejlodése relaxacios jellegu és termodinamikai eredetu].3Ata nom
részletek ellenére, amikben ezek a fogalmak eltérnek aezsexperaknél (kontrollalhato-
sag, peremfeltételek, gyenge nemlokalissag stb.), létepi elegenden altalanos keret,
ahol ezek a felfogasok egybeesnek és a modern kontinuueegly hathatés modellezési
eszkdzeként jelentkeznek [27, 28]. Az aldbbiakban nem egeiik ezeket a szemponto-
kat, ellenben bemutatjuk egy latszélag megszoritott §rvé@meéleti keret konstruktiv
modelleD erejét.

A belsn valtozos felfogas egy specialis valtoza@imamikai szabadsagi fdR9, 30],
mely valtozo lokalis termodinamikai egyensulyban null&aéik, igy egy folyamat men-
tén mennyiségileg jellemzi az egyensulytdl valo pillayagitérést, tgymond a jelenlev
irreverzibilitas fokat. Ez az egyszeru, természetes tadados feltevés, melyet jelen mun-
kaban mi is alkalmazni fogunk, danfontossagu. Mas megkozelitések kilontavab-
bi feltételezéseket vezetnek be, az allapotvaltozok kiteventerpretalasanak megfele-
loen, igy eltéo osztalyozasokra és a konstitutiv egytitthatok kilophdegszoritasaira
jutnak. igy példaul a kiterjesztett termodinamikaban éxted Irreversible Thermodyna-
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mics [31, 32]) a disszipativ fesziiltség az extra allapodvél, mig az eredeti Kluitenberg-
elméletben egy nemrugalmas deforméacié, mely additivanosige a reoldgiai folyamat
rugalmas deformaciojat.

A belso valtozo tenzori rendje altalaban kikdvetkezteth@imodellezett jelenség tu-
lajdonsagaibdl. Példaul a szilard testek karosodasangzem leirasahoz elegeméehet
egy skaléris valtozé, mely a tonkremenetel fokat jellerAzrourier-elméleten tuli bve-
zetési jelenségek leirdsahoadnamhoz tartozd korrekciot varunk, eblkifolydlag egy
vektori bel® valtozo kinalja magat [33, 34, 35]. A reoldgiai jelensédgeikasahoz, -
gyelembe véve, hogy a fesziltség és a deformacié egyaramingtiikus tenzori rendu
mennyiség, természetes — és alabb igazolt — varakozasgzahmel® valtoz6 egy szim-
metrikus masodrendu tenzor.

Mint azt meg fogjuk mutatni, linearis onsageri egyenlets&tén ez a betsallapot-
valtozo kikliszobolhet, és egy linearis dsszefliggés adddik a feszliltség, a defavras
ezek icbderivaltjai kozott: a fesziltség nulladik és azoetierivaltja, valamint a megnyu-
las nulladik, els és masodik derivaltjai kozoétt. Ezt@ @ 0; 1;2) mdédon fogjuk jeldIni.
Kovetkezesképp ez az 6sszefliggés specialis esetként szdasszikus reologiai mo-
dellt lefed: a Kelvin—Voigt-modellt, mely &( 0;1) eset,a@;1 1) Maxwell-modellt,
a0;1 0;1) Poynting-Thomson—Zener-modellt éstal 1;2) Jeffreys-modellt. En-
nélfogva a belg valtozos megkdzelités egy univerzalis keretet biztosibdellek k6z6s
alapon tortén targyalasara, mindeneké e modellek termodinamikai tulajdonsagainak
vizsgélatéra.

Kdzelebbol, egy 0;1 0;1;2) modellt talalunk a fesziltség és deformacio (és deri-
valtjaik) deviatorikus részei k6zott, és egy masik, futggre{0; 1 0; 1; 2) relacio adodik
e tenzorok goémbi részei kozott. Ez négy anyagi egyutthalénj a deviatorikus rész-
ben, és négy tovabbi egyutthatét a géombi részben. Figyelen&té mdédon pontosan
ez a4 +4 = 8 -paraméteres modell az, mely szikségesnek és elegséduzokult az
Anelastic Strain Recovery modszer szamara [36, 37, 38], egykisérleti eljaras fel-
szin alatti haromdimenzids situ fesziltség meghatarozésara farémagmintak reologiai
relaxacidja alapjan. Ugyanez a modell alkalmazhaté magmyntak egytengelyu terhe-
léskisérleteinek kiértékelésére is [39, 40]. Egytengdbtyamatokban a deviatorikus és
a gombi rész keveredik, és a huzofesziltség és hosszirgiydsrkozotti kapcsolat egy
(0;1;2,3 0;1;2; 3;4) modelnek bizonyul, amint azt a Fliggelékben megmutatjuk.

Egy 0;1 0;1;2) modellben az anyagi egyutthatok nem lehetnek td¢sresek,
mert a termodinamika — kdzeleldbra termodinamikai stabilitds €és nemnegativ entro-
piaprodukcio — feltételeket szab ki rajuk. Egy nemtridaiabbi eredmény, hogy még e
megengedett paramétertartomanynak is csak az egyik f@lezentalhat6 rugok és olaj-
fékek kapcsolasaként. A masik tartomanyfél szikségesziegy tovabbi reoldgiai elem,
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a Verhés [41, 29] altal bevezetedt ( 2) tehetetlenségi elem felhasznalasat is.

A kikliszObolési eljaras egy tovabbi haszna, hogy a pereétédbk problémaja itt
nem Iép fel. Ennek oka valéjaban a konstitutiv egyenletakdgén (gradiensmentes)
volta. igy a megoldas egyértelmuségét ugyanazon perestdtdk biztositjak, amelyek
a megfeled rugalmassagtani problémaét, csak tobblet kezdeti éddidte van szikséeg
[42]. Ezenkivll a peremfeltételek problémaja a Maugirfieél® szabadsagi fokokkal
egyesitett targyaldsban és nemlokalis kiterjesztés ngegiéise esetén is kezelbeakar
variacios, akar direkt termodinamikao@lasokkal [27, 28].

Itt bemutatott eljarasunk egy fontos szempontbdl eltéit€hbergétl, a kiterjesztett
termodinamikaétol és Verhdsétohtsa klasszikus irreverzibilis termodinamikaétol is.
Nevezetesen, amikor bevezetjik az entropiaegytemség klasszikus kosntitutiv megol-
dasat, linearis kapcsolatot feltételezve a termodinaineikék €s aram kdzott, az Onsager—
Casimir-féle szimmetriarelaciokat nem rojuk ki. Ennek elka Occam borotvaja: mik-
roszkopikus interpretacio hianyaban Onsager feltétdl@i 44] nem feltétlendl érvénye-
sek. E feltételek Truesdetit szarmazo jogos kritikja [45] tehat eljarasunkra nematon
kozik. Ez az altalanosabb hozzaéllas mar a dualisobedttozok kapcsan is gyumolcso-
zonek bizonyult [27], mely egy hatékony egyesitési modszeezetett szilard testekben
tortéro hullamjelenségek esetében [46, 47, 48, 49, 50], és udgszar altalanositott
mechanika szarmaztatasanal [51, 28].

Az aldbbiakban kiépitjuk a reoldgia termodinamikai elm&édisdeformacios kdze-
litésben. Ebszor egy térdimenzid esetére mutatjuk be az egyes I1épésekmtchanikai
tulajdonsagokbdl kiindulva és a termodinamikai kdvetalgeket bevezetve. Az eljaras
lényegi mozzanatai €®fkovetkezmeényei igy konnyen atlathatéak. Ezutan kifefjék
a haromdimenziés teljes elméletet. Végil elemezzik madtdeket, és dsszehasonlitjuk
Kluitenberg, tovabba a kiterjesztett termodinamika megkidésével. Két fliggelékben
pedig egy-egy technikai vonatkozast mutatunk be: a davkai® és gdmbi komponen-
sek kombinalddo viselkedését egytengelyu folyamatolietye a bel® allapotvaltozo
bevezetésének egy alternativ laisgtgét.

2. AZ ELJARAS EGY TERDIMENZIOBAN

2.1. AKIINDULO RENDSZER

A bels allapotvaltozok bevezetésének modszertana szedst@l is van egy Kiin-
dulasi termodinamikai rendszeriink, ezutan feltételezgykextra belg valtozot, ennek
egy konkav kifejezésével eltoljuk az entropiat, és az gmagrodukcio pozitiv de nitse-
gét onsageri egyenletekkel biztositjuk. Jelen céljaizkdnkiindulasi rendszer egy lineari-
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san rugalmas szilard test lesz. Hogy a lényegi szempontdszgpontosithassunk, az egy
térdimenzids egyszeru esettel kezdink.

Legyen tehat egy szilard testinkrugalmas deformacioval (vagy deformaltsaggal
[52]), mely egy dimenzidban egy skalar valtozé, és

()= E" ®

rugalmas fesziiltséggel, ahol — szintén az egyszeruségked- azE Young-modulus
allandonak van tekintve. Kis deformaciokat feltételeawely szilard testek esetén valo-
ban sokszor teljestl, a sebességgradiens kolagit-tal, a deformacié idderivaltjaval
egyenb, és a altal végzett mechanikai teljesitmény a

d E., _,d E.,

_=E_=a§ =% S0 = %8y (2)
alakra egyszerusdodik, ahol
n E n
el") = 55,7 3)

a fajlagos rugalmas energipedig a tomegsuruség, mely a kisdeformaciés tartomany-
ban allandd. Ebben a tartomanyban maradva a parcidlis,yéittemzgo és a kilonbdz
objektiv idoderivaltak (Id. [53]) k6zo6tt sem kell kiildbnbséget tenniink

A kiindulo rendszer (fajlagos) bedsenergiajat, & homérséklet és az deformaciod
fuggvényeként, a

&(T;") = en(T)+ eu(") (4)

alakban tekintjik, ahok&;(T) az allandé vagy dmérseékletfliigg fajhovel kapcsolatos
[en(T) = cT a konstans esetben]. A (4)-beli szeparaldédo valtozokkielmgy most a
hotagulastdl is eltekintlink.

A termodinamikailag ehhez tartozo (fajlagos) entropiantén a ftomérséklet fligg-
vényeként irvas = s(T), mely ki kell elégitse

== 2%, (5)

termodinamikai konzisztenciafeltételt, mely a (Hkb(3)-bol és (1)-bl levezethed
%le= %Tds+ d"; avagy atrendezve

%
0/ - o W
ois= —de —d (6)
Gibbs-relaciobol kovetkezik. Példaul allandé fajpsetén

s(T)= cIn Tlo + So; (7
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To; So segédkonstansokkal.

A teljesitmény (2) alakjat hasznalva, a lwetnerga mérlege — azaz a termodinamika
els fotétele —

%= I+ % (8)
aholj a hodram, a vessepedig a térderivalast jeloli.
A js entrOpiadramra a standard [22] = j=T valasztassal élunk. Ekkor, a
%= i+ s 9)
entropiamérlegben (5)-6t felhasznalva,.a@ntropiaprodukciora (6) és (8) révén

. 0 .

le
=

le, 1€ =i _
R (10

—

(= %+0= e 4
nyerheb, melynek pozitiv de nitségét a
. 1 °
Je= T
Fourier-lovezetési térvénnyel biztositjuk, ahol dovezetési egyutthatd pozitiv.

(11)

Dolgozhatunk az;" kanonikus termodinamikai valtozokban is. Ez Ugy éohadf ha
kifejezzUKT -t (4)-bol mint e és" flggvényét, és behelyettesitjik az entropiaife; ")-t
nyerve ezaltal. Példaul az allando fagnesetben azt kapjuk, hogy

e (E=2)'?
s(e;") = cln ————+ sq: 12
(e:") o 0 (12)
A kanonikus valtozékban admérséklet és a feszlltség a
1 ... @s. w_  O@s
T @’ w®T @, 49

maodokon érhet el [cf. (6)]. Belathatd, hogy a kanonikus valtozékban azdgia konkav
fuggvény, haT > 0; E > 0 és d,,=dT > O:

Megjegyezzik, hogy ae;" kanonikus valtozok helyett azért B;" valtozokkal
inditottunk, mert azokban tudjuk kénnyen megfogalmazniotagulas elhanyagolasat

[Id. (4)].

Az el lépés, a kiindulo rendszer jellemzése ezzel megtortént.

2.2. ABELSO VALTOzZO BEVEZETESE

Most kovetkezik a masodik 1épés: az' valtozok mellett feltételezzik egy tovabbi
valtozo jelenlétét feltételezzik, és az entropiat eltobgy -fliggo taggal. Ez a tag kon-
kav kell legyen, és el kell tunnie = 0 esetén (egyensulyban). Feltéve, hogy az entropia
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szerinti masodik derivaltja nemnulla, a Morse-lemma d@a@z extra entropiatagot az

egyszeru 3 Zalakban irhatjuk:

s(e;"; )= s(e;") % 2 (14)

vagyisvalaszthatjuk -t annak a valtozonak, amelyben az extra tag ilyen alakefegn
ezzel a valasztassal csak akkor élhetlink, ha nincs komveilai tudasunk a feltétele-

zett bel® valtozo eredetét, ezért megvalasztdsaban szabadsagunk van. Ha rendelkez
tink volna explicit informacioval -rol — példaul egy mikroszkopikus értelmezéssel —,
akkor nem ragaszkodhattunk volna az extra tag ilyen specikkjahoz, hanem egy al-
talanosabb konkav kifejezést kellett volna megengedniivdty esetlege-tol és"-tél is

fugg [29, 30]. Jelen esetben nem rendelkeziink ilyen haftgrmaciéval.

A kiterjesztett entropiara (6) fényében a
%ls = i/Ode =d" %d (15)
T T

Gibbs-relacioé irhato fel.

Areologiai effektusok eldsorban a mechanikai viselkedésben jelentkeznek, eaért eg
extra fesziltségjarulékot is megengediink:

~= + /\; (16)

ahol ™ a reologiai (nemegyensulyi) eredetu tag,€gloli a teljes feszilltséget. Ennek
kovetkezményeként a teljesitményben, igy adelsergia mérlegében is megjelenik egy
extra™" tag:

Y+ jl=~r= LN

(17)

Ezt és (15)-6t felhasznalva az entropiaprodukcié kisz&atol feltételezvgs = j=T-t:

. 0

%
S0 e ot %+ L (18)
= ey Mgy e 0=je 150 g (19)
T T™ T T T~

A jobb oldalon az els (hovezetési) tagban tartsuk meg a korahb# % ° Fourier-
valasztast; valojaban a haromdimenzios targyalasban majdfogjuk, hogy izotrop
anyagokban a dvezetés nem is csatolédhat a reoldgiai oldalhoz, metibélvektori,
utdbbi pedig egy tenzori és egy skalar tag 6sszege. A margdekpozitiv de nitségeét,
azaz

AT T 0 (20)
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fennallasat a

A= " * L %T); (21)
—= Iy + |y %T) (22)

onsageri egyenletekkel biztositsuk, melybenjaegytthatokra bizonyos feltételek kell
fenndlljanak. Ezek az egyitthatok figghetnek az allapwizdktol és a termodinami-
kai eloktol is. Ennélfogva e konsitutiv egyenletek kvazilinearisl&tve a Gyarmati-féle
osztalyozas [54] szerint akar nemlinearisak is lehetnek.

Az |;; -kre teljesllend feltételeket annak a kvadratikus kifejezésnek a pozginith
sége szabja meg, melyet gy kapunk, hogy (21)—(22)-t (ad)ebyettesitjik:

S
2+ (I 1) %T)+ I %T)2= 6T (&2

5 1, %t %@

ahol I3, = %(I12+ l,1) az | matrix szimmetrikus részének offdiagonalis eleme. igy azt
talaljuk, hogy a kévetelmény dzmatrix |5 szimmetrikus részének pozitiv de nitsége.
Ez a Sylvester-kritérium alapjan azt irjaehogy

i O l,, O detl®s o (24)

(Ez a harom feltétel nem fuggetlen: azeketo barmelyike kovetkezik a masik ketiol.)

Vegyik észre, hogy az antiszimmetrikus rd8zmem jarul hozza az entrépiaproduk-
cidhoz, csak az egyutthatomatrix szimmetrikus része geimezverzibilitast.

2.3. ABELSO VALTOZO KIKUSZOBOLESE

Amint azt emlitettik, a; egydtthatok nem kell, hogy allandok legyenek, jelen eset-
ben romérsékletfiiggek lehetnek. Most tegyuk fol, hody:, %T1», |,1 és%T4, allan-
dok, legalabbis egy folyamat mentén, legalabbis jo kéessiel — mely egy igen gyakori
eset. llyenkor konnyu kikliszobdlni abel valtozot (21)—(22)-bl (noha a kikliszobo-
lées menete az altalanos esetben is értelemszeru). Megiedy, hogy a bels valtozo
kikliszobolését mar Meixner 1954-es cikke is alkalmazzh [55

Azzal kezdjuk, hogy atirjuk (22)-t egy olyan alakra, ahoy égferencialoperator hat
-re:

d
it +%Tdh = lx" (25)

Ekkor, had—dt + %TJ,-t hattatjuk (21)-re, (25)-6t felhasznalva

%Th + A= %Tdetl)" + |13 (26)
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nyerheo. Ezt* =~ E" alapjan a

~ %':IL';!ZZ: E" + d|2| + %I'El'ig "+ ()/(I)'ll'lizg (27)
végo forméara hozhatjuk. EQY)(1 0; 1; 2) reologiai modellt kaptunk tehat:
~t == R+ ECAERN (28)
ahol
i ﬁ> O BB Eas dlil i %ETO;iz %ETO;iz >0 e 0/3)1?1,12 0 (29)

melyek a sziikséges és elégséges termodinamikai kdvetadnén

Némi kényelmetlenséget jelent, hogy & 0 ésk; = 0 esetek ki vannak zarva, igy a
(0 0) modell,~= Eq" nincs kozvetlenil lefedve, csakBz! 1  hataresetkéent érhet
el. Kénnyen kezelhetjik ezt a kellemetlenséget. Vegylkessmgyl,, > 0 esetén a (21)—
(22) egyenletpéar atrendezbet

detl |

N —"+ 22 _= ma" + Moo (30)

22 22

I 1
%T = 2+ == my My (31)

22 22

alakba. Nos, a

N=myt + Moo (32)
%T = my" + Myy— (33)

alaku egyenletek egyszeruen egy masik megengedett ansatgenség (20) pozitiv de-
nitségének biztositasara. Ugyanis (32)—(33) felhasas@val (20) a

"2 " 2 _ u My, mfz "
M”54+ (Mg + Myg)'—+ Mp = " _ s (34)

alakra hozhat6, mely kvadratikus kifejezés pontosan agkaitiv de nit, ha
my O My O detm® O: (35)

Itt is meg gyelhetjik, hogy csakm szimmetrikus része jarul hozz4 az entropiaprodukci-
ohoz.

Ha (32)—(33)-baol kikliszoboljuk -t — ezuttal azmzzd—dt + %T differencialoperatort
alakitva ki (33) isbderivaltjaban, és ezt az operatort hattatva (32)-re < edneény
Mmoo Moo

detm
ez "4 g
%T E

%T —  %T

(36)
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Az egyutthatok tehéat

Moo Moo detm
=—— 0 E¢o=E;, Ei=mp+—E 0, Ez=
%T ) 0 ’ 1 11 0 ) 2

%T =t O @7

Lényegében ismét azado reoldgiai modellcsaladot kaptuk, eltérések csak a termod
namikailag megengedett paramétertartomany szeélein vaivaiban, e masodik valto-
zatban a@ 0) Hooke-modell is lefedésre keriilt. Raadasul a 0, Eq =0, E; =0,

E, > Omodell — masszéval H( 2) test, melyet a (2.4) szakaszban kdzelebls meg-
vizsgalunk, — szintén meg van engedve mint termodinanaigatvényes eset. Ezzel par-
huzamosan a paramétertartomany szélének van egy olyam nésby itt hianyzik, mig az
elozo véltozatban meg volt engedvg; = 0 megengedné ai( 1;2) modelleketis. A-,

" és derivaltjaik kozotti ilyen kapcsolat azonban nem tartedza a@  0) Hooke-esetet,
nem nyujt informaciét a szilard testek statikus/lassu datatairdl, igy szilard testekre
nem elégségesek.

A tovabbiakban am;; egyutthatos valtozatot fogjuk hasznalni, ddjaegydtthatok-
ra analég allitasok lesznek igazak.

2.4. SPECIALIS ESETEK ES ELEMZESUK

A kapott 0;1 0;1;2) reolégiai model [Id. (28)] szadmos j6l ismert klasszikus
esetet lefed. Valéban, tartalmazzaOa (0) Hooke-modellt, a@ 0;1) Kelvin—\oigt-
modellt, a 0;1 1) Maxwell-modellt, aQ;1 0; 1) Poynting—Thomson—-Zener-modellt
esa;l 1,2 Jeffreys-modellt. E szempontbdl a jelen, leelsaltoz6s megkozelités
fontos hozzgjaruldsa az, hogy e modellek egyutthatéirddinamikai eredetu megszo-
ritasokat tar fel. (35), (37) és a

2

m m
detm = det m® + % =detmS+ mA, ° (38)

azonossag alapjan ezek a feltételek a kovetkkz
0; Eo 0 I1:=E E o= Mqq 0 E, O (39)

ahol bevezettik alz csillapitasi indexetEz azl ; kombinacio, a hasonldéan de nialt

A 2 s 2
MMy~ M3y miy,

=B 1= — %T

(40)

tehetetlenségi indexszmydtt, két fontos jellengiea ;1 0;1; 2) modelleknekl; 0
egy nemtrividlis kombinalt feltételt jelent g Eq ésE; egyltthatokra, mely példaul kizar-
jaa@0;1 0)és;1 0;2) modellek Iétét, termodinamikai alapon. Tovabbaugyan
lehet pozitiv és negativ egyarant, de e két eset jesemt eltéo helyzeteket jelent. Amikor
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I, < 0, masszoval ha an egyiltthatomatrix szimmetrikus része dominal az antisztam
rikus rész folétt, akkor feszultségvezeérelt folyamatakzadddd masodrendu lineéris dif-
ferencidlegyenlet karakterisztikus egyenletéfighg(t) €' ) Eo+ E; + E; 2=

= 0] két negativ valés gyoke van, igy a megoldast kébieh exponencialisan cstkken
tag jellemzi. Ha ellenbeh, > 0, azaz amikor az antiszimmetrikus rész dominal, a két
gyok nem valos. A valos részeik negativak, mely csillapitégbsit, viszont a képzetes
részek oszcillalast jelentenek a megoldasban. Ezdskget nyit arra, hogy alkalmas, a
reoldgiai anyag sajatfrekvenciajahoz kozeli periodikegaesztéssel rezonanciaba hozzuk
az anyagot. Fontos észrevenni, hogy ez a rezonancia telfgggmmint a rugalmas rezo-
nancia, mely akkor 1ép fel, ha a test geometriai méreteigalmas hulldmok anyagbeli
sebessége és a gerjaseto frekvenciaja alkalmas 6sszhangban van. A reolégiai r@zon
cia teljesen lokalis jelenség, fuggetlen a test geometr@eteibl, a rugalmassagtatiy

€s a reologiak,, E, egyutthatok kozti viszony kévetkezménye. A tehetetlengdiggu

E, egyltthaté nem a szokasos mechanikai tehetetlenséggeidtafws, hanem egy mas,
reoldgiaval kapcsolatos tehetetlenség.

Az, hogy atulcsillapitott (avagyalultehetetlep, vagyisl, < 0 modellek jelenbsen
kilonbdznek azlulcsillapitott/tiltehetetlefl , > 0) esetekbl, egy masik modon is szem-
léltetheb. Belathatd ugyanis — az A. fiiggelékben lathatohoz hasépkskek segitségével
[56] —, hogy ha két reoldgiai kapcsolast parhuzamosan kédynals, a csillapitasi indexuk
0sszege megegyezik az eveendszerével, és a tehetetlenségi indexre ugyanilyein add
tivitas teljeslll [hacsak az erechem Iép ki aQ;1 0;1;2) keretlol]. Soros kapcsolas
esetén pedig nemnegativ csillapitasi indexek nemnegadth esillapitasi indexhez ve-
zetnek (és pozitivak pozitivhoz), €s nempozitiv tehatettgi indexek nempozitivhoz (és
negativok negativhoz). Ezeknek egy megnyugtato kovet&aye) hogy rugok és olajfe-
kek soros és parhuzamos kapcsolasai mindig pozitiv ckélsipndexuek, 6sszhangban
a termodinamikai feltétellel. Egy nemtrividlis masik kékezmény azonban az, hogy ru-
gok és olajféekek — nulla tehetetlenségi indexu elemek —sigyen soros—parhuzamos
kombinacidja nem eredményezhet pozitiv tehetetlenségixin kapcsolast. igy példaul
az altalanositott Kelvin—\oigt- és altalanositott Maxwliechert-modellek — melyek
Kelvin—\Voigt- ill. Maxwell-modellek soros ill. parhuzamdapcsolasai, és melyekebel
szeretettel hasznalnak altalanos reologiai szituaciotatjeként — nem képesek repro-
dukalni az ilyen, termodinamikailag teljesen legitim mibeleet.

Ez szikségesse teszi egy U] reoldgiai elem bevezetésgt, &)(modellhez kapcso-
l6d6an. Ismereteink szerint Verhas volt azodkl, 29], aki eme Uj elem sziikségességére
ramutatott. A tovabbiakban etghetetlenségelemnek fogjuk nevezni, és Verhas abrajat
fogjuk r& hasznalni (Id. 1. abra).
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E,

1. ABRA. A tehetetlenségi elem, mely @ ( 2), ~= E,* elemi modellhez kapcsolodik.

3. AzZ ELJARAS HAROM TERDIMENZIOBAN

Most a haromdimenzids esetet targyaljuk, teljes anal@giaz egydimenzids valto-
zattal.

3.1. AKIINDULO RENDSZER

Harom dimenziéban aZ deformacio és a fesziiltség szimmetrikus tenzorok. Ha
izotrop Hooke-rugalmassagot feltételeziink, a feszulllisegrisan flgg a rugalmas de-
formaciotol, két skalar rugalmas egyitthato révén, mebgjike a deviatorikus tenzori
komponenseket koti ssze, a masik a gémbieket:

1
(n) — Ed--d+ Esns; nws _ é(tr")l; nd _ = --S; EdZZG, ES:3K: (41)

A kisdeformacios tartomanyban maradunk, ahétsaruség (kozelileg) konstans, és a
sebességgradiens tenZetal egyenb. igy mechanikai teljesitménye igy irhato:

tr( M) = tr( )+ tr( %) = Y (42)
ahol
wy _ Ed ndud ES nsSHs).
e(") = 2—%tr + 2—%tr( ): (43)

A teljes fajlagos energiat a
&(T;") = en(T) + eu(") (44)
alakban valasztjuk. R6le= %Tds + tr( d"); atrendezve
% 1
0, - - "
0els _I_de T tr( d*) (45)

Gibbs-relacionak eleget tesza& s(T) fajlagos entropia, ha

ds 1ldey.
oo Tdr (46)
A teljesitmény (42) alakjaval a belenergia mérlege (az elfotétel)
=T jettr( "): 47)
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A js entrOpiadram és & hoaram kozott a standand = je=T kapcsolatot valasztjuk.
Ekkor a

O/S;: r JS+ S (48)
entropiamérlegben a, entropaprodukcio (45) es (47) alapjan szamolva
: % 1 " ' 1 . ' . 1
s= BHT Is= 7€ ?tr( )t J-I—- = g et J? =le 75
(49)
melynek pozitiv de nitségét a
: 1
Je= T T ; >0 (50)

Fourier-rovezetéssel biztositjuk. A ;") allapotvaltozokrol a kanoniku®;™) valtozok-
ra attéréshei kifejezena (44)-hol, és az entrépidba helyettesitendyy kapvas(e;™)-t.
Megforditva, a kanonikus valtozokbél indulas esetéomérséklet

1 @s

_ e;" = = 51

S CEN=N (51)
révén kaphaté meg. Az entrépia konkav a kanonikus valtcadkh természetes > 0;
E > 0; de,=dT > Ofeltételek teljesiilése esetén].

Ha rendelkezésinkre all a kiindul6 rendszer a kanonikuszékban, készen allunk
a kiterjesztéseére.

3.2. ABELSO VALTOZO BEVEZETESE

A kiterjesztett allapotteret a kdvetkexaltozok feszitik ki: az belo energia, aZ
deformacio és egy belo valtozé. Ez utdbbit masodrendu szimmetrikus tenzorrak v
lasztjuk, a célbdl, hogy a kiinduld rendszer mechanikaijtldnsagait (,anyagtorvényét”)
terjesszik ki, korrekcidkat nyerve a fesziiltség és a defoitn- két szimmetrikus tenzor
— kozaott.

Az entrépiat egy konkadv nemegyensulyi taggal toljuk el,yresak -tol figg, kvad-
ratikusan. A Morse-lemma szerint ez az extra tag egysz&gyzetes alakinak valasztha-
to, igy a kiterjesztett entrépiafiggvény

1
s(e;"; ) = s(e;") tro 2 (52)
A kiterjesztett entrépiéra a Gibbs-relacié

[0)
%ls = ?A)de %tr( d) %r( d): (53)
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Hogy a kiterjesztés a mechanikai aspektusokban is érvéljyesa fesziltséget is
kiterjesztjik egy reoldgiai (hemegyensulyi) taggal :

~= + N (54)
Kovetkezésképp, a (42) mechanikai teljesitmény, és igname@amérleg a
%etr je=tr(~D)=tr( D+ tr("7) (55)

maddon Vvaltozik. Ajs = je=T valasztassal élve, és felhasznélva (53)-at és (55)-6t, az
entropiaprodukcio:

, % 1
s= 9B+ js=?0g ?tr("_) %r — +r

[E—
(1)

?
1 i 1 Je
= T + —tr("") 9 —+ e
Tr Je Ttr( _) dar r T (56)
=le T % + %tr Admd 4 %tr nsms gy 94 ofr S5,

A jobb oldalon vektorok szerepelnek azatagban, skalarok a harmadik és 6tédik tagban,
és szimmetrikus, nyom nélkuli tenzorok a masodik és nedptadgban. 1zotrop anyagban

e haromfajta mennyiség nem csatolédhat egymashoz a Cuyiazek az izotrop fliggvé-
nyek reprezentacios tétele [29] értelmében. Ennek mdgtxiea vektorokat tartalmazé
taghoz Fourier-bvezetést valasztunke = r % . A tovabbi két tagparhoz a legaltala-
nosabb onsageri megoldas

Mgt g, %T e A FTu o FPR L) (57)
=g, %T e S= TG %T (58)
vagy ennek amd, ms egyiitthatokat hasznalo véaltozata, mely (30)—(31) alts#éasa.
Azt lathatjuk tehat, hogy amit egy dimenzidban kaptunkph@dimenziéban egysze-
ruen megketvzodik, ahol a két komponens egymastdl fuggetlen. A nyom riglggim-
metrikus tenzorokat tartalmazo két tag 6sszegének omatidlhpozitiv de nitnek lennie,

a skalarokat tartalmazé két tag dsszegének pedig szintdagyitthatokra el kovet-
kezo feltételek ugyanazok, mint az egydimenzios esetben.

Allando homérséklet esetén a belwvaltozo kikiiszobolése szintén két fliggetlen
(0;1 0;1;2) modellre vezet:
dy d_d — Eond+ E:?“_d"' E(ijd; S 4+ s_s: ESI!S+ Ef"_S'F E;gs; (59)

termodinamikai eredetu egyanlenség-feltételekkel az 6sszesen nyolc egyutthatora.

Egytengelyu folyamatok esetén mind a deviatorikus, midchi reoldgia aktiv, és
egy megleheatsen komplikalt erealegytengelyu reologiai viselkedés alakul ki — a részle-
teket Id. az A. fiiggelékben.
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Két megjegyzéssel zarjuk ezt a szakaszt. An.elwogy a bemutatott termodina-
mikai eljaras egy potencialon (az entropian, ill. koveskepp a szabadenergian) ala-
pul, ezért targyalasmoédunk hiperelasztikus — a teljepaditar szemszdgéh A reduk-
cio/kikiiszobolés soran nyert feszliltség—deformaciaeiél azonban nem kaphaté meg
potencialbdl.

A mésik megjegyzés az, hogy az entrépiaelv altalanosalaskitalasan [57] alapuld
maodszerek ebben a klasszikus irreverzibilis termodinaireéketben ugyanerre a szerke-
zetre vezetnek, mint a forrastag itt alkalmazott egysseaparacioja.

4. OSSZEHASONLITAS MAS ISMERT MEGKOZELITESEKKEL

Kluitenberg [12] egy hozzankéhoz hasonl6 eredményt,&ét ( O; 1;2) modellt ka-
pott, de a mienkél eltém feltételezésekkel, és &;(L  0; 1) Poynting—Thomson—Zener-
test a kiterjesztett termodinamikéaban is levezeilidl]. A kovetken szakaszban ezeket
a megkozelitéseket és feltételezéseiket vizsgéaljuk meg.

4.1. KLUITENBERG ELMELETE

Mint lattuk, a bemutatott termodinamikai keret a tehetettsy, relaxacioé és kuszas
egy Kitlintetett kombinaciojara, &;0 0;1;2) modellre mint reoldgiai alaptestre ve-
zet. A bel® valtozés nemegyensulyi termodinamikabsdor Kluitenberg alkalmazta
szisztematikusan a linearis viszkoelaszticitasra [9,110,12, 13, 14, 15], aki szintén
a@0;1 0;1;2) testet kapta a termodinamikai modellezés alapegibkovekeént.

A Kluitenberg-elmélet eltér a mi megkdézelitésimkiA kilonbségek a kbvetkek:

1. A Kluitenberg-elméletben a belwvaltozonak rogzitett zikai jelentése van: a de-
formécidhoz hozz4adddo direkt — anelasztikusnak nevejattlékként van értel-
mezve [9]:

n _n ] .
- e|+ anel

(60)

A mi fenti megkdzelitésiink szerint ez az interpretacio neikséges, a deformaci-
Ot eqy tetsmleges tenzori mennyiség befolyasolja, az entrépiapradukisszipativ
tagjaiban tortéa linearis relaciok réven.

2. Kluitenberg, a deformacios értelmezés kdvetkezmemygekapcsolatot tesz fel az
anelasztikus és a rugalmas feszlltség kozo6tt. Nevezetedlanez a két fesziltség
egyenb {[11], (4.4)}. Részletesebben kiirva, felteszi, hogy

@ L) . " —_ @S w.n @ n.n = .
@anel( el aneD_ @anel( ' ane @? ) aneD 0: (61)

25



It Q(“ el; “aneD = /S(“ “anel; " aneD = S(“ ; "ane :

Amint azt mi fentebb talaltuk, ezek a feltételezések nenkszgesek a termodina-
mikai konzisztenciahoz, és a reologiai egyutthatok eggreklemzéséhez vezetnek. igy
példaul a Kluitenberg-reprezentacioban nem adodik megas& ,, a deformécidsebes-
ség egyutthatojanak ajkelére. Tovabba, ha Kluitenberg rugalmas és anelasztikis-
maciobi kvadratikusan szerepelnek az entropiaban, akkala ( 0; 1; 2) test helyett csak
a@0;1 1;2) Jeffreys-modell vezethete {[11], (4.25)—(4.26)}. A Jeffreys-test azonban
nem eqgy szilard anyag reoldgiaja (a Jeffreys-modell lasg@matok esetén egy viszko-
zus folyadékot ir le), igy szilard testek viszkoelasztdagahoz nem kielégit A valddi
elemi épibkoa ©0;1 0;1;2) test.

Verhas folyadékok esetére vezetett be egy, a miénkkel gredjérast egyetlen bel-
so véltozéval [41, 29]. Emelletd volt az, aki a tehetetlenségi elem fontossagat termo-
dinamikai alapon hangsulyozta. Kluitenberg és Verhas, eelddttar feltintetésére a
(0;1 0;1;2) reolbgiai modellt a tovabbiakbdtluitenberg—Verhas-testnelevezzik.

4.2. KITERJESZTETT TERMODINAMIKA

Az Un. kiterjesztett termodinamikaban a disszipativ ateahallapotvaltozoknak te-
kintik [58]. Ezért a viszkdzus vagy anelasztikus feszigtgé= ~ egy termodinami-
kai allapotvaltoz6, nem pedig konstitutiv mennyiség (Id[31]). A mi megkdzelitéstink-
benl;; = 0 esetén a belo valtozé aranyos & disszipativ fesziltséggel [Id. (29)], igy

egy atskalazésa a kiterjesztett termodinamika repreziéjga és reoldgiai egyenleteit
eredményezi. Az igy nyerhetreoldgiai test a@;1 0;1) Poynting-Thomson—Zener-
test, a 0;1 0;1;2) teljes valodi lehaiségcsaladnak egy részcsaladja. Megjegyaend
hogy az ehhez nullava tett anyagi paramédtgra Kelvin-test viszkozitasi egyutthatéja
(21) értelmében, mely altalaban a disszipdaddrrasa. Ebben az értelemben a hely-
zet hasonlit a tvezetéshez, ahol a Fourier-egyutthato ekérreprezentalodik a bels
valtozos targyalasban, mint ahogy a kiterjesztett termaikaiban [35]. Az elmélet ma-
gasabbrendu aramokkal tortekiterjesztése eltér a belyvaltozos elmélet tovabbi bels
valtozéokkal tortén kiterjesztését.

5. OSSZEFOGLALAS

Ebben az irdsban a szilard anyagok reolégiai tulajdonséggbel® valtozés termo-
dinamikai elméletként targyaltuk. Egy egyszeru nemlie&iszkoelasztikus elméletet
kaptunk. Beazonositottuk az alapyvéermoreoldgiai testet, s vizsgaltuk tulajdonsagait.
Az egyetlen termodinamikai belvaltozés reprezentacio a standard Poynting—Thomson—
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Zener-test egy tehetetlenségi elemmel tértkiegészitését tinteti ki a linearis viszkoe-
lasztikussag alapvetepibkdvekent. Ennek az anyagi modellnek a Kluitenberg—Verhas-
test elnevezést javasoltuk.

Egyrészol a legegyszerubb feltételezésekkel éltlink, ahol egyetlermodinamikai
feltételekkel megszoritott tenzori dinamikai szabad$akijellemzi az egyensulyi alla-
pottol valo eltérést. Masrésdviszont a lehet legéltalanosabb lineéris onsageri egyenle-
teket tekintettilk. Ennek ehye az igy nyerhetuniverzalitas abban az értelemben, hogy
hacsak a tenzori reprezentacié és a masaoutiétél eérvényes, barmely konkrét mikrosz-
kopikus vagy mezoszkopikus mechanizmus ugyanerre a riedolagdellcsaladra kell ve-
zessen a lineéris tartomanyban.

A belso valtozé izotermikus esetben elvégzett kikliiszobolése mdgfogalmazhat-
tuk és elemezhettik a reoldgia jelenlétének mértétvetkezmeényeit fesziltségben és
deformécioban.

A mi megkodzelitésinkben a belyaltoz6 nem szikségképpen ,anelasztikus defor-
macid”, mint a klasszikus Kluitenberg-elméletben, és nefikségképpen a disszipativ
feszlltség, mint a kiterjesztett termodinamikaban. Abhid&alasztas egy specilis eset-
nek, az altalunk kapott modellcsalad egy részcsaladjamakyult. A bel® valtozé rugal-
mas deformaciotol valé eltéréseként toa@mtelmezése egyébként egy mélyebb elemzést
igényelne a kinematikai kontinuum-mennyiségek szemdmigileértve a véges defor-
MAcio esetét, és az anyagi objektivitas szempontjabdl sgempontbol érdemes felhiv-
ni a gyelmet, hogy vonatkoztatasirendszer-fliggetlen @ektiv megkozelitésiink [52],
mely Noll klasszikus targyalasat fejleszti tovabb [59,,@0fleformaciosebesség rugalmas
es képlékenyedési (marado) tagokra téotadditiv szétvalasara vezet. Ennek fényében az
alapkérdés a deformacié rugalmas, reoldgiai (helyrbalii) és képlékeny (marado) ré-
szeinek vilagos megkulonboztetése kisérletekben.

Targyalasunk egy masik jellegzetessége volt, hogy nertebidk fel a fenomenolo-
giai egyltthatdmatrixnak sem szimmetrigjat, sem antismniajat. Mikroszkopikus in-
terpretacié hijan nincs ok feltételezni az Onsager—Casiegiprocitast.

Mi tobb, a 2.4. szakasz részletes elemzése azt talélta, &dgyonbdéo rugos—
olajfékes jellegu ,aramkari” kapcsolasok kulonmzszimmetrikusrész-dominalta illet-
ve antiszimmetrikusrész-domindlta termodinamikai miettelek felelnek meg. Mindkét
esetben a termodinamika nemnegativ rugo- és olajfék-tmptot kovetel meg, és az
alulcsillapitott-taltehetetlen csaladban egy Uj, tetletségi elemre is sziikség van.

Végul hangsulyozzuk, hogy mind az altalunk talélt feltékeimind a Kluitenberg-féle
és a kiterjesztett termodinamikai megkozelitéskkalo eltérések kisérletileg tesztelhe-
tok. A Kluitenberg-modell egyutthatéira adddott megsZmdk hullamterjedéses kisér-
letes tesztelése mar megkerddtt Ciancio és munkatarsai révén [61, 62, 63], kietegit
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eredménnyel. Kuszas és relaxacio kozvetlen mérése anfzetyy bels valtozés anyag
gondos kivalasztasat igényli, és a gémbi és deviatorikiiezésok szeparalasa is fontos.
Kevert terhelési feltételek és effektiv modellek esetéalgdet bonyolult lehet, killéndsen
ha térfogati anelasztikussag is szerepet jatszik (Id. ggélek). E szempontbdl gyelem-
reméltoak a Lin és munkatarsai [36, 37, 38] altal végzetiiiagmintas &zetkisérletek,
melyek mind deviatorikus, mind térfogati szempontbdl kdaberg—Verhas-test jelenlétét
azonositottak.

A. EGYTENGELYU REOLOGIA SZARMAZTATASA A DEVIATORIKUS ES
GOMBI KOMPONENSEKBOL

Szilard testek egytengelyu folyamatai esetén a feszjHtéé a deformaciotenzor al-
kalmas Descartes-koordinatarendszerben

— I S — 1 I d— 1 2 : I .
= X = = X = = ) 62
0 0 3 I 3 I (62)
I I I
I wlyou? ) o n?
" _ Py : ns _ 1 2 Wiy n? : nd: 1— ( ) ( I '7)
? 3 wlypn? 3 ' "?)
(63)
alakt matrixokkal irhato le, ahol minden nem-kiirt matreal nulla.
Teljesiljenek szilard anyagunkra az
Sd d — Ed ud; (64)
Ss S= B"S (65)

lineris reoldgiai torvények, ahol &, S°, EY, ES differencidloperatorok a=dit idoderi-
valo operator polinomjai, allandé egyiitthatokkal. igygail (59) esetén

. d . d 2

Si=1+ T El= EJ+ Eig ™ Eg@; (66)
S°=1+ S%; E°= Eg+ Ef% + E§§T22: (67)

Ekkor egytengelyu folyamatok esetén (64) az
sdl=pgdm v? (68)

skalaregyenletre egyszerusddik, (65) pedig az
Ss'= B 42 (69)
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egyenletre. A célunK?® kikliszébolése eld az egyenletparbdl. Hassor2&® operator
(68)-ra,EY pedig (69)-re, és tekintsik az eredmények dsszegét. Esmrghogy

ESEY = EYES, (70)

és hogy éltalénosabbanakbérmely két polinomja felcserélreeegymassal, az eredmé-
nyek 6sszege irhato a kovetkenodon:

SSEY+2S9ES '=3EES (71)

A (66)—(67) példa esetén (71) a kovetkez' egyutthatdéjanak 1-re normalasa utan:

H+ E(11+2E]S_+ SEg+2 dE(S) H+

Ed+2E§ -
, ES+2E3+ °Ef+2 ‘B

EJ§+2E§

SEg+2 9ES.. 3ESES 3 ESE{+ EJES

-~ 1= . nH+ . n_H+ (72)
E§+2E; E§+2E; E§+2E;
N 3 EJES+ ESE{+ ESES gy
E§+2E]
3 ESES-{- E]S.Eg 1|1\+ 3E§Eg L LK [
EJ+2ES Ed+2ES

Az ered egytengelyu reoldgia tehat lathatéan e@yl{2;3 0;1; 2; 3;4) modell.

Egy egyszeru, de fontos specidlis esetként, ha deviatssik egy@ 0; 1) Kelvin—
Voigt-modelliink van, gémbi oldalrél pedig eg® ( 0) Hooke-modelliink, akkor az ered
egytengelyu reoldgia egy Poynting—Thomson—Zener-ndekst, mely kliszast és relaxa-
ciot ir le. Eszerintleviatorikus kiszasra képes anyag egytengelyu relakécijutat

Természetesell szintén kikliszébolhet analég médon, és akkor és derivaltjai
és"? és derivaltjai kozott kapunk 6sszefliggést. Ha pedigkiszoboljik ki,"", " és
derivaltjaik kozott nyeriink dsszefliggéstobbi képlet feszlltségvezérelt helyzetekben
lehet hasznos, hogy lathassuk a keresztirAnyl deformkadidlasat, utdbbi pedig ahhoz,
hogy lathassuk, reoldgia esetén mennyivel bonyolultabdpaolat' ® és""' kozott annal,
amit az allandé Poisson-hanyadosu Hooke-varakozas jaaso

Az egytengelyu ereal reoldgia itt mutatott szarmaztatasa hasonlé ahhoz, ateagy
|6giai modellek soros és parhuzamos kapcsolasainak egfgesizarmaztathatdak [56].
Mi tobb, ez nemcsak egyszeruen hasonlésag: a fenti |épEmathsan azgkamikkel a

(D D 9)ii(b b 9)ji(b b 9) (73)

elrendezés eredreoldgiaja meghatarozhato, ativljeldli a (62) deviatorikus modell$
a (65) gdmbit, és jeldli a soros €gj a parhuzamos kapcsolast. Az egytengelyu reolégia
tehat a deviatorikus és a gémbi reoldgia egy bizonyos spéykdzamos kombinacioja.
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B. HA A BELSO ENERGIAT TOLJUK EL

A reoldgia bels valtozés szarmaztatdsanak egy olyan valtozatat mutatpst be,
mely ugyanugy a@;1 0;1;2) modellre vezet az alland®@meérseékletu esetben végzett
kiklisz6bolés utan. Az egyszeruség kedvéért csak az egydiids esetet tekintjuk.

Ebben a valtozatban az entropia helyett adelsergiat toljuk el egy bel valtozo
egy kvadratikus kifejezésével (Id. a [11, 12, 15] munkakatmely kifejezés meaygzi a
konvexitast:

1
e= e+ 3 2, (74)

mely a kanonikus valtozok nyelvén a beksnergia valtozé eltolasat jelenti barmely kons-
titutiv flggvényben, igy az entropidban is:

(&, )=s e 55" (75)

Mint elobb [Id. (54)], a feszlltségben is egy Uj jarulék felbukkandsételezzik fel. Véve
ezens mennyiség idderivaltjat, az entrépiaprodukcio ezuttal a

1
= (76)

kifejezéssel egészul ki. Kbvetkezéskepp &gyzorzotol eltekintve az onsageri megoldas
az eddigiekhez hasonldan torténik. Az allandgu esetben kikliszobdlése szintén a
linearis 0;1 0;1;2) reoldgiara vezet, ugyanazon feltételekkel az egyutirato

Ami jelentosen mas a két Ut esetén, az a badsergia mérlege, mert ezuttal jelen
van egy extra, potencidlszefu ? beloenergia-tag, igy a mechanikai teliesitmény (és a
bejovo hoaram) egy része most ezt az extra tagot valtoztatja, ésasaliradék rész
véaltoztatja a fajbvel kapcsolatos,, eredeti belsenergia-részt ése, rugalmasenergia-
részt. Ennélfogva admérséklet mashogy valtozik, mint az entropiaeltolasetbes. Ez
kisérleti lehebséget ad a két eset megkulonbdztetésére.

Végul az is lehetséges, hogy kombinaljuk a két utat: mind azdpiat, mint a bels
energiat eltolhatjuk egy-egy kvadratikus taggal. Ekkor egtra egyutthatot kell megen-
gedni legalabb az egyik kvadratikus kifejezésben: ez atéflos eset az

a 2. T a 2.n b 2
e=e+ - 4 e )=se - 5" + 2
2 S( ) 2 2
maédon irhatd. Az entropiaprodukcié tovabbra is egy--vel ardnyos taggal egészil ki,
melynek egyitthatojaban masésbis szerepel. Az onsageri megoldas ismét olyan alaku,
mint az eddigi esetekben, és a kikliszobdlés is analég modgldn 2z a, b egyttthatokat
a beloenergia-mérlegben jatszott szerepik, igpaérseklet fepdési egyenlete alapjan

lehet megkulonbdztetni. Ez lehet kisérleti meghatardzatapja.

(77)
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6]LOIUG DRIDDPDYV K WiJXOiVL NpSOpNHQ@yygermodih®&OyJLDL M
mika-DODS~ HOPpOHWpPW PXWDWMXN EH OHJN|]HORMiyspeQN HJI\Up\
JHN HJ\ ~MV]HU& GHILQtFLYMiQ DODS X Oa tgsV pitddtrQiwie® UXJDOPD
kKiMiQDN D UHOD[iOW PHWULNiIMiWyO YDOy HPONWRLLANDD WM INHII H] L
PpUVPNOHWI«JJ YiOWR]iVD PtJ D NpSO7NBHQ@\GIF PY GXIQ NV B i/W i
SLOOpUH D QHPHJ\HQV~O\L WHUPRGLQDPLND $ NRQVWLWXW?t
WLV]WHOMpPN D WHUPRGLQDPLNDL NRQJLV]WBQRMLIW D WYYDPp B/
KDV]QiOMMNS®pPNBQ\HGpV VIRNiIVRVDQ HOYiUW WXODMGRQViJDL
D] HOPpOHWEHN]$LUMR®KMU]LELOLY WHUPRGLQDPLND:-EHOV YiO
MeN EH $ NeO|QE|] MHOOHJ]JHWHYV YL VilHENIGIPMH NFHED N N p 0@ \
WHNEHQ PHJQ\~-MWRWW P&DQ\DJ PLQWIiN UXJDOPDV K WiJXOiV
PHQQHN NHUHV]W+<O $ PpUW DGDWRNEYO P HJHeDhAikaR]]XN D Ul

PHQQ\LVpJHN PHOOHWW D K PpUVpPNOHW YiOWR]iYDLWIPRW\RF
DGXQN'UYyOXN

B(9(=(7e6

$] HOP~OW pYHNEHQ N XWd2WROM N KHRIWL NaviiyagFjq® M0
MHNWLYLWiV SUREOpPPiMiUD DGRIBIM DODMERKDFV B-HRROQIBiW\Ki

! Az "Elastic, thermal expansion, plastic and rheological proces#$ K HRU\ DQG H[SHULPHQW [IRO\
N[]JOpVUH EHQ\~-MWRWW FLNN IRUGtWIiVD
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kat [5][6][7][8] D]]DO D] LUUHYHU]JLELOLV WHUPRQén@d@#PLNDL Py
namikai stabiliiVUD pV D PiVRGLN | WpWHO NRQVWUXNWtY NYD¢
[9][10][11][12]. -HOHQ tUiVEDQ H SURJUDP HUHGPpPQ\mW PXWDW N
tinuum-WHUPRGLQDPLNiMiUD

$] HOPpOHW iOWDO MHOHQOHJ OHIHGHWW MHOHQVpPJHN

X a (prompty UXJDOPDVViJPRAKD GLNDL W HURQQDOLH YDGERW V
pV PHO\QHN VRUIQ D PHFKDQQ@SDS® Q+HRIRINE WHUF PQ G

X

D UHR®WXQDD] HO ] YHO HOOHQW pW, BH@chedrkaiNpVOHOV
HQHUJheDi @pVY]LSIFLPMiBPOGMX®D YLV]Ny]XV FVLOODStV

D NpSOpNREMHGPM WDUWyYV DODNYiOWR]iV ;D WHUKHO
x D K WiJXOiV pV D] iOWDQOD JHQHUIOW K IHV]+OWVpJ

x

x D K YH]JHWpV

$] iIOWDOAQRIDY\GHIRUPiFLyMN WDOJI\®ROVVNRQVWLWXWtY H
HOOHQ@PXWDMDVOQRY J\DNRUODWL SpOGiNRQ YDOy DONDOPD
folyamatos WHV]WHO p V hs). (QENVAWEHVNPEHQ NtVpartHWHNHW
EHPXWDWRWW PpUpVL DGDWRNNDO LV D] HOPp@®HW NYDO
Q UJpVH YROW D FpOXQN (JHQ D] HJ\V]H Utpoli@kt-eMy EHSLO
P&DQ\DJ RIQWHIM JHO\& Q\~ Mnachamkay RVi® P p UAKP WARHIW R N
+D N*O|QE|] WHUPRPISRRDQY S CPLHBILBAWH OKHW HN pV PHQQ\
PDJ\DUi]JKDWyQDN EL]JRQ\XOQDN

$ NtVPUOHWWHO YDOyY N|QQ\HEE |[VV]HYHWKHW VpJ pUC
UpV]OHWPEHQ D OHJHJ\WV]HU&EE SODXM BLHI RWE-FQWHYWHO |
ke-UXJDOPDVViJUXODOPDBYViJWDQL iBDBP\W®K RI\MWMNKX O O/ L
HI\eWWKDWYy pV K YHpNWEWOD & Gy WWEBOWNHQ\HGpVL UiWD |
V]|EIHV]*OWW@WpWHOH]pVHNHW D PpUpVL DGDWRN D NtVy
PHJQ\XJWDWyDQ LJD]JROMIiN DPLQW D]W OiWQL IRIJMXN

%HV]iPROYQNEDQ HO V]|U D] LPWQWKHK&IKA ey REMHN
Q\LVPJHNHW. (MPHIQWNHWHMMNN pStWMeN D UXJDOPDVViIJ K W
GpV NRQWHQRRE LQDPLN Db]HWOYKD\NDEYAN Mitatkoznak meg a
MYyVROW YLVHONHGpPVIRUPIN NtVpUOHWL DGDWRNRQ (]W |
letbe, pV UiYLOiIJtWXQN KRJ\DQ MHOH®MPNIHMLH N UH G PIiRGD\HINLH
PLQG D PHFKDQLNDL PLQG.B B pRGI/NNOW VKID RQGOD\W UNIY p
UHROYJLDL HJ\eW \&ziD Wy LW PRR-HOW BW MFRI D] HQQHN VRUIQ |
QHKp]VPpIJHNHW pV D] iWKLGDOIiVXNLpD 0L /R/QH RYRWNV DP B HR
IRQWRVDEE HUHGPpPpQ\HNHW pV W D QDX®@\DIGRMIRWM P pW pwi]8 B K
geket.$ Y+ JJHOPNEHQ D NtVPUOHWL N|U*OPpQ\HNHW PXWDWM
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1.A .,1(0%$7,.$, 0(11<,BEK

.H]GMeN WHKiW D] REMHNWLERQWI\VEPUHWiy N HRHPtE W L N
[5][6][7][8] W|P|U LVPHUBHOWMpGp YIIR@\pNRQ\ pV Ji] KDOPD]iOOD
HJ\DUiQW LJD] KRJ\ D N|]JHJ PR]JiVD VRUIQ EiU®HO\ NpW
QDWQ\L WiYROVIiJ . .ED&y URpp&nyiNneriNliWUWHOPH] D] DQ\DJL \
NDViJRQN pV D WRYIEELDNEDQ IHO*OKXOOiP MHO]L D] DQ\
rokat, MHO\HN D] DQ\DJL pULQ®VOPUGHN | NMHWHE QHMHWPQ D] ~
fontos fogalom aéarelaxi Oawagy V Divkitika, PHO\ D IHV]-OW9 pJ P W HV
SRWEDQ DGMD PHJ D] DQ\DWL B&QVOR N OB ERWAED QL W
UHOD[IiOW PHWULND D V]LOIiUG WHVW UHOD[IiOW DODNMiW

$ UXJDOPDV iOODSRWMHO] FpOMiUD DONDOPDV NLQHPD
eL &S (1)

UXJDOPDV D OfaNowhtCQUdRYIE 80 tenzor objegki OW D O i Q RMeWwW iVIiEYy O
QLIOKDWYy

. S.
8L 244 )

Ez a & rugalmas deformO W ViJVDH QPRIO\W O D UXJDBIPDRadHV]+OWVp
linei U L {HdGke-W | U Yya@Areminei U L D @eo-Hooke-modell). Ez a logaritm

kus +objekttYHQ 1O W DKEnGKR-8 HV R WPH MLHYS RY defintiFy NLWeQWHWHWYV
mind geometriailag€ J|[PEL UpV]HIMW@OIRRRIILWL pV D GHYLDWRULN X
WpUIRIJDW~ YPQW RIDVMRGHWR UP i FLBN3HMH W LBRIBONEVPUOHW
leg (tJ\ SpONGHRPQ\ JXPL pV KDVRQOyYy DQ\DJRN HVHWpPpQ D QD
ebben a logaritmikus tenz&fDQ D OHJL Q NBHIEB], WL QHRAMOHIULY UXJDOP
| WS D U D MpmaghandriodeM H V]LQW gdgablEWW ADNXV Yi&ON & WHD Q
KHW D OHIMREHDWQPE pUYHN LV IHBYRUDNR]JWDWKDWyDN

$ GHIRUPIiFLyJU DGILOAVOIVO iRDBW¥WQOVD] DQ\DJL pd-LQW YHNW
NiOLV ODERUUHQGWHUEHOW RWWRINEDE BB D t W K DM ND QWD J L
tenzoraink (, Estb) WpUV]HU& P HJ, HE) ¥ LLKNEMAN WW Q]RU LG EHOL

YiOWRHPWDI\LG GHUENGQWMP VHE Hyatiens oV WUDQV]SRQIOWI
L. T )VHItWVpJIpYHOazd ffMH}MHMP RYLy LG GHULYiOWUD

i6L Ui E i 3)
DGY,&KUNFVDNLYV UXJDOPDV YiOWR]iVRNUD VIRUtWNR]XQN
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A K WiJX0ivV b] D MHOHQVpJ DPLNRU D IHV]*OWVpPJPHQW
OiUG DQ\DJ UHOD[IiOW PHW HL Ki6j BhoK6DgUNEMR-OM WIK P p
VPNOHWHY MHDQODRJ LIRWURS DPLW D ,@RoreEBEbDNEDQ IH
PpUVPNOHWI+JJpV HJ\ HJI\W]HU& VNDOIULV iWVNiOi]yGiV
) . A6 . . &6a6E,;F s,

a6y L &:646°46;4 :6;L||\i- 5 a (4)
DKRO XWYEEL GOLGM I OMXTVL HINZYWWKBWYWpPSS DPLNR
K PpUVpPpNOHW LG EHQ YIiOWR]LN HJ\ DQ\DJL SRQWEDQ

fL 'TTeap 6L tU.6;6% ()
tUKDWYHOD[IiOW PHWULND HJ\{(3ypeda]Jy LG GHULYiOWMiUD

6L GTETOF tUB (6)
NpSOHWUH E Y+O

$ NpSOpNHDPHGEPHYPRQRIVUDLRW Q\HOWFQMNWQQ HeI\ RO\DQ M
OHQVpJaVPiIOOR]iVIKRIHOMI QS HQ HAL YHRHFXW QRN KDW ViU
UHOD[iOW DODN pV PHWULERDVDIOWIR]iYMDWR]iVW VIHQYHC

~0S o,
e|__t &8 qrga (7)

NpSOpNHQ\H GeNzbrHE WNMPAO HP H]KHW KrehatiR B O O HHV3D 05 pWH.O
egyenlet

iIBLOATETEFtUBFt 1 a (8)
$ WRYIEELDNEDBQ ® 1iL*NUE toNLVGHIRUPiFLYV WDUWRF
VIRUtWNR]X8N YBIKRW UHQG pEHF tU® Ft NLIHMH]pVUH
HJ\V]HUS&NNGE N
vk oE U@ E (9)
DODNUD UHPGH]INHWPHWULNXV]HQEVHWG - @ HMORGLEEL FpOMDL
K WiJXOiVL HI\eWWKDWy iOODQGYQDN WpWHOH]KHW IHO

$ PHJQ\~OiVRN GHIRUPiALyN URJBOARNLOH]JBUW QHP R
PHQQ\LVpJH® HJIWN WDJIMDLQDN LG LQWHEEi@&MDLNpQW p
LG W O SLOO:DI PMWOQWMHVGPHIQ\~0iV D, GaliRd GO LG LQW
PiFLy MREE ROGDO HOV DWHDYRI®| D WDIFQNH Y\ 6HIRUPIFLYy
GLJ D KDUPDGLNp
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2.A TERMODINAMIKAI KERET $ 5(2/i*,$ 1e/.h/

9iODV]WRWW UXJDOPDV NHROGKE-W LWPWQLY HI\HQOHW QN D
E L -bctobctE-qnféqnfé (10)

DKRO D J|PEL pV GHYLDWRULNXV NRPSRQHQVHN pV D UXJL
S .
09ML— =004 PCta o F dMa ML u-a Pl tya (1)

6]iPXQNUDPPRVW IiOODQGYQDN W p\MOHBD D] KNHQQN& R HOP X W D
ni[6], KRJ\ D WHUPRUXJD O Pihsvatiedh@uin\y S ¢WHS HFLiO LV
HVHWNpPpQW DGYGLN D UXJDOPDV GHIRUPIiOWVIiJ-YIiOWR]yU
W p W H O H Jarreferéa@al\G SRQWEDQ QXOOD D UXJDOPDV GHIRUP
NpSOpNHQ\HGpV VHP ]DMOLN

A kontinuum-termodinamN D HOV | WpWHOH D]JD] D EHOV HQHUJLI
+ A6 L FgB-"EqVka (12)
ahol A0a 6D IDMODJRV EHgeY i HDGPRDUQGIN WWW NRQVWLWXWLtYH

(pV* D W|PHJV&U&VpPJ PHO\ iOODQGY D )NtV GRORDYPI@ LY V
Q04BIDMODJRY HQWUYSLD PpUOHJH

06 L FiM®RA (13)

PHO\KH] D OHJHJ\W]JHU&EE 4Vgz ©® HHU VRpWMWNHROMO REYEVHO pO-C
HQ WUy S| Dtésrbodibaikatg konzistens kell legyenAvel (vagyis a Gibbs-

UHOIFLY THQQ NHYOVI®P NHRQV By PA ONE WEiGH&BlIFiegyer8 R |
PeRT.RQNUHWL]IOYD D

.S
ol kg (14)

Fourier-K YH]HW p V Wpodi @ BK/ [YWHM KW p VL, pg0/ODQGyYYDO

v bcet 0 v gqnf 0 rqnf R
AL?6 E?]:—’Bktt‘ftoc E?—’Bkct‘j”oCK—E;—6U—bq“f (15)

D EHOV HQHU,JRBRNL IHMH] PV AV D2 ODDUVGHI BIDEBND UpV]
D WLV]WiQ UXJDOPDV HQHUJLD pV D KDUPDGAZNNWDJ PDJ\D
KH] WDUWR]y HQWUyYSLDI«JJYpQ\ HJ\ DGGLWtY NRQVWDQV

rgnf

O L2+ E— U-09"74 (16)

q +
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HJ\ WHW\&]VBIHPBW R Q¥ WH]GIWED® OHYH]HWKHW

bt vgnf
6 —RdJCtOE—G—kC‘ﬂnfO (17)

HQWUyYSLDSURG XN Friegniege® (D4) nisB VD WRYIEELDN SRILWtY G|
VpJpW SHGLJ D

R S _s . S
8L p®FE-—"E L g®LE

L 08°0 L @*@BKY0CE&,A @ @B 0A (18)
NPpSOpPNHQ\ NRQVWLWXWtY BMOV]H18.3,dP R VLHAD YE LBVER QIGWMIX N
dig a Heavisidet*JJY p Q\

A(18) YiODV]WiV HJ\ VWDQGDUG NpSOpNHQ\HGpVHOPpPpOHW
X D NpSOpNHQ\HGpV Ladeviithds [y X DIUO@ TRV VHEHV VpJJHO

X D IRO\IVL vbohOWggsWpHDIHHDI \eN pV]JUH B R B\ PR p J
IpOH NDSFVRODWEDQ YDQ D UXJdEKOGPDNWAIMNRDEEBGRQIKBO!
KHWMEﬂ,\ItE\Hapgerkvivalersegyvon Misest p @H KDWIiUIHV]2OWVpPpJJHO

X D NpSOpNHQ\ YIOWR]iV OHIiOD PNYRERHY WHMYWpV VF
UpYpQ P IRRONdiodmamikaiN| YHWHOPpPpQ\W ELI]WRVtWMXN

OHIJMHJ\H]]*N KRJ\ K PHUVENOHWINWWKDWYNi HVHWpQ
nosabb rugalmasenergid-L IHMH ] p \Q BIMAH®&/HHIRN H¥HWpPpQ LO@ DQL]JRWL

gek HYHWpQ KDVRQOYy FVDN QpPLOHJ ERQ\ROXOWDEE NpS
PYGV]JHUWDQQDO

$ K PpUVPNOHW YiOWR]iViWlH-HJI K DY JHREK) HWD) HEDHD H W
(99 EHKHO\HWWHVtWpVpYHO

7@ Fi @F '9"U6-88"E Pt kP°t 04 (19)

,WW D MREE ROGDO HOV W B JMDRI KNKRDIVGyRDBIRNP RW
le Thomson-M HOHQ V p J pd& RINRY | \~MWiV pV PHOHJHERPVW |VV]t
HJ\ UHYHU]LELO,lavVK YWOIXRJiiW IBMWNHY pVEp Q\LOYiQYDOyYy G
PHJQ\LOYiQXOYKDREPRGLIN WDJ HOOHQE HieveRbiisQ HIDWtY
MHOHQ@Y QW UYSLDSURGXNFLY QHPQHJDWitYJYRDQWGQDN HJ
PHOHJHG mlorENRN N p SYOQ NHRGHINK.

ATHQWL-RPPUBRRQVWLWXWtY HI\HQOHWHNKH] KR]]JiYPYH D
+ 6 LI®E (20)

PHFKDQLNDL PR]JiV Krned @OW RHWE IYIDNEDQ DONDOPD]RWW
I®E LU (21)
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HU HI\HQV~O\L HJJHOUWp@GRWDPLNDL HJ\HQGHW WHBGNV]HU
PLQGHQ NRQNUpW IRO\DPDWRW NL WXGXQN V]iPROQL KD
Q\LVpJ& NH]GHWL.pV SHUHPIHOWpPWHO

B.E*<7(1*(/<% )2/<$0$R2+.e3/(7(. e6 .E6e5/(7, 6=(0/e/7(7e6h.

$] HO iOOW HOPpPOHWL NHUHW DONDOPD]KDWyYMzJiW HJI\WH
LO\HQ HVHWHN NpW NRIQEWR DQHI HY p\WY iNPIRIOM. NtVpUOHW HU'
Q\HLW NpSHMHNQMBHFILIOLV JH RrasiaatiN XN i WRAN- W N N\UJH
PHWULD U] SH U HP OO WHRHOHENHEN HPWMIQ@QRM] @IV D. KiIRPRJIp Q
VIYYDOPHQQ\LVpPJHN LG 1+JJ HN. $GOHN B PDININRW®W QG QINVD U
Y i O D Vavenzbroknak csak longitudihs ( ) p Wanszvel iis (¢) komponenseik

lehetnek:

@ ror & r r Y r r
ELm r rga OLkmgP rqgqa %%rLmP rq -<—, (22
rr r r r &P rr VW

JYHWNH]p\dévip®iN XV pV J|P Eda dterZdtSNH O GiMiQ: PXWDW YD

tk & F &0 r r
S
obctl_—un r Fk&F &o rr a (23)
r r Fk &F &0
s & Et& r r
bq”fL—um r & Et&P r q a (24)
r r & Et&

7HN L Q iveehaRikaiH J\HQV ~O\L N H] &:RW.LUAROW pGHMOWLG EHQ +
DPLNRU WHURpPpYDHWHOQMQIiOWRLW pPLOFWLVIWie UXJDOPD
V]*OWVpd pVX MEEPONH]GHWL K. RzpWBW pilDMHHW HPASI@E ~ O iV +
NtVpUOHW HiNERKG FPLp@\@ LN R Ui E E D @ " B- @t \® HYBWAQW H J Ui O M D
WHKiW NH]GHWEH®p MW VQBIIOH QHOPIDIV QXPHULNXV V]HPV]
PHJROGIV D N|[YHWNH] NpS3BHIQLRBW i QR] KM HRBUHOW RO\
8 ' PYDQ HOILDWHIMHPEH YpYH KRJ\ D NLVGHIRUPEFLYV WDU\
VIHW YiOWR]iVD )HOIK PQNWDYRIPKBIWW IRO\DPDW HVHWPQ HJ
OHJ UDILQIOWDEE VpPBRIDWRUQONRRMWDPMW@ QL KkRJ\ D] LW
differenciaV pPD HJ\V]HU&VpJH HOOHQpPUH LV DONDGIPDV GHPR(
VIHU HJ\pUWHOP &K®HPBHRWG KO WRY V]LOIUGWHVWPHFKD
HOHJBDEGOWDOD Q\~-MWRWW SRQWRVViJ N|JHSHVHQ NLV LG

Ha PLGHLJ PLQGHQ PHQ@IKQ L]V H D& V@ \E \(:HEH Thely tulajdon-
NpSSEBE ¢PLVPHUHW,p @0)-B HO FPGI\WK D Wi WPRE N (] X Wi Q
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0:PE P 0:R?¢® dbegy N|]JHOtWpVHNpQWP K P \Eh@R@NimonD

(18) DONDOPD]NMWIiFGOGLN HUUH .0 W QN Iy BB XP& My V O

tot, amely6:P E -V Q\~MW MOHKHRW iEEiIWHV]L KROYPHBIKDWIiUR]]
(9-E O tJ\ YpJ-©P HEHQGROWWO\ DGDW NtVpUOHWL DGDWRNNDO
hasznos).

+D HJ\ PLQWD D WHNLQ W,-H¥daelakONG HW LHIH B @N\pWCH O HE 8 X
indul, PDMG Q|YHNY HUDY HH® RPpOMWM NN|[YHWNH] NYDOLWDW!
ja(0G D] P $iIEPBMpNHQ\HG pV UolNeRhphiSo DD H GVHMNDY-P H
ILJ\HOKWW FV|NNHQ K PpUVPNOHW QpPL QHJDWHY K WiJX(
EHQ FV|INNHQWL D UX$PORRY PBHNRSOPNHM\HGpMV- EHOpS K
MHV PHJQ\~OiVKR] WRYIiEEi D YHOH MiUy GLV.V]LSiFLy D K

a b

1 iEUD D $] HJ\HV PHJQ\~OiVIDMWIiN pV D K PpUVpPNOHW
Q|YHNY HU YHO W|UWpPpQ HI\WWHQJHO\& Q\~MWiV HVHWDPQ
DODSMIiQ $ K PpUMpINOMWRWIR Q@ R/QD @gylddiaHd- QWH FV|NNHQ -
tiNXVDQ WiJXOy Ji|KRIAKDYRABEMQ NpPSG@®pNHQ\ GLVV]

SiFLy PADWWJDOPDV (Pditdditva@BVD Q|YHNY IHV]*OWVpJIHW
NIYHWYH QDYNPNYQLWN HQ\ (Rafdaott~vOndcsak a kritikus

IHV]*OWVpJ ITHOHHYMW QM KR H MiN XPHYD D(foWtBhosSMHYV PHJIQ\~Oii
vona) Q| YHNHGHDVP NHY pUOHWILOBMVINASYV VEKRSHD V]
NHQ\tWHWW pV HIW D WDUWRPIiiazentd poW HUPRNDPHUD ILC
PpUVPpNOHWPW pV D ILJ\HOW WDUWRPiIQ\ RD[LPIiOLV K PpUV

jelzi.
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EzekD [iJLVRN V]pSHQ EHPXWDWKDWYyDN NtVpU@HWLOHJ |
WHW LV ILJ\HOMe<N gW SLOODQDWIHOYpWH QW JRWWDWXQ N
egy poliamid-6P & D Q FDLIQWiQ HOY pJ]HOW K-E)yWRUWPQY OHWHOY pWH O
az eJ\HV IRQWRV VWiF(YG DW. HUDMRRMVN 1i]LVW D W|QNUHP
LWW EHPXWDWRWW HOPpPOHW PpJ QHP WXG[B]JOHtUQL ¢
sznWpQ EHLOOHV]WKHW QHN W&QLN PDM& N | QVBH&HPR GLQD P
telt XJ\DQLV HJ\ WHUPRGLQDPLNDL VWDELOLWIiVYHV]WpV PD

a b c d e

iEUD + NDPHUD SLOODQDWIHOYpWHOHL $] HOV PXWDW
H]XWiQ IDEGYDJEDWLNXV K&OpV ILJNJHOKHW PHJ E PDMG K
NpSOpNHQ\HGpV PHJLQGXOiVD PLDWW F iNpV EE D NpSOj
NHVNHQ\tWHWW WDUWRPiQ\UD NLWHUMHG G YpJ:O D PLQ

8J\DQH]HN D MHOOHJJHWHVVaJHEUIQJ\D AFEINeS\ PHJ D
PLOQWIiQIRYUWYW KIPpPUVPNOHWpPUWPNHN YDQQDN iEUiIi]JROY
(] DONDORPPDO NQ® WWI HOKHOPKHORIVNOXVW DONDOPD]WXQ N
IHV]*OWVpJpUWpPNLJI YLWWeN HO GH PpJ JDUDQWIOWDQ D
IHOWHUKHOpPVW W|QNUHPHQHWHOLJ YLWWeNEME iWNHOY
PHJIHOHO HQ D] HOV NpW FLNOXV VRUIQ D K PeUVPNOHW
GLN $ KDUPDGLN FLNOXV V]LQWpQ K&OpVVHO NH]G GLN
(Id. a kis tranzienst a f§2 OW V p JIJPUEPQV]LSiFLY PHIJLQGX® pV GRPLQ
PpUVPNOHWHPHON H GAp(¢8)4 1Bl LeglyenReeknekP| M 3l H O B DOHDQ O iV G
hamarosan a 25 J\HQOHWHW LV@ D K&OpVL V]DNDV]RN D WHUK]I
PHOHJHGpVL VivadidbRug/fandislikds.

A3b iEUIQ D]-HWVOHMMHUKHOpPVL VIDND¥PRQWHIO@PJI\tW YL
VROHWIXWiV pV D Ui D&RWEEH®MpOHWL MyVODW

+?8 FUG6P6 (26)
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NpSOHW DODSMiQLO-EPR Y DHWNB]INY SOPNH@FViOWR]iV pV
forgalom. $ V]iPtWiVKRsB#%e /, 2 L Syrr «% ; UL ras® s
LURGDOPL pUW pNH RpWD KDVPQYOW X My HJI\H]pV MHO]L KRJ
MHVtW pV D] DONDOPDJRWW N|JHOtWpVHN MRJRVDN

a b

3 iIEUD D $ PpUW IHV]*OWVpJ IHNHWH YRQDO pV K PpU\
LG 1+JIYpQ\pEWQDOPWY WDUWRPIQ\EMG®RDUDGY =+

HQJHGpPV PDMG HJ\ NpSOpNHQ\HGpVLJ pW)V]DNDGiVLJI HOY
OpUW V]sUNH pV MyVROW IHNHWH K PpUVpNOHW D] HOV

$ODSRVDEE V]HPUHY pWH O H ] p \eyyHE OFHHA HU KHI O M W N £\ O B
JpQ D K PpUVPNOHW QHP SRQWRVDQ D NH]G pUWpPNUH Wp
NHGLN (] D PHJHPHONHGpPY D PiVRGLN PDJDVADEE WHUK
NpSOpNHQ\HGpVW NLJiUK D WZaKkNazBhb@ri-IY P BYENHE NBE S pQ W
IDMWD D UHROYJLD LV D V]LOiUG DQ\DJRNEDQ $ N|YHWN
NtVPUOHWL HUHGPpPQ\HN KRJ\DQ WHV]LN V]*NVpJHVVp D U
H] KRJI\DQ WHKHW PHJ LUUHYHUJLELOLVhMyatfRGLQDPLN
URJKDWYN PHJHJ\&W R® P PAdaBkiEy Op hOHARI\ D UHROYJLD Q
D PHFKDQLNDL YLVHONHGPVW PYyGRVtWMD KDQHP D K Ppl
GLVV]LSiFLYIRUUIVNPQW MHOHQWNH]LN
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4.A5(2/7*,$ 7(502',1$KAl % (9(=(7e6(

A UHROyJLD WHUPRGLQDPLNDL PHUNROINWRDODEE EQOG L Y I
NDL V]DEDGRL)LY HRHNRNpJIpY HOS VKHWHWOPHPV NpBOpPNHQ\HC
NeOL HJ\V]HU&EE HV H \[LP] khuBkaRsr@neite. IVt €2 \¥ogiik kite
MHVJWHQL K WiJXOiVW pV NpSOpIjE & HEH W D WRRHOWH Q P M
NHW FVDN W|P|UHQ LVPpWHOMN PHJ .D N*O|QEVpJHNUH IF

APYGVIHUWDQ V]JHULQW HJ\ WRYIEEL PHQQ\LMpJ OpWpW
NXV WHQ]J]RUNpQW NHUHVeQN DQQDN PHJIHOHO HQ KRJ\
YLVHONHGpPpVEHQ MHOHQWNH]LN HJRYRROBMLQINH \5]p O &K
EHOV FVLOGD®EW)yHWVPHB iOWDOIQRVIWIVIQ W~& D]W LV I
JRV HQWUySLD PHO\ H®G @A P HI DG KIDRWOW REY W n§eH D
Q\LVpJW OHLY NYIDGUDWLNXV DGGLWtY WDJ IRURPIMIEDQ P
NXV HIJI\HQV~O\EDQ D] HQWUySLD WRYIEEUD LV RPD[LPIiOLV
Azaz

008 AA MY b oed & A~ — A (27)
(QQHN D] HI\«WWPR]Jy LG GHULYiOWM)MQNWsHIFHQDHQ WD
HQWUYSLDSURGXNFLY NpW H[WUD WDJRW NDS
—6_:’5'(%“; F +— ;4 (28)
ahol  MHO|OL D UHROYJLDL HUHGHW &E-EmRWE 9\ \DEIWR G X G F

QHPQHJDWtOnYagerQuiDNH ELJWRVtWiVDNPQW D N|YHWNH] |VV
]*N IHO

BPet] QSWIVWKE Bk F- 6804 I L KD WWKE Bk - 6470 4

(29)
UL StV rE BS'kF-6Ectoa 6L EvRE Bk F- 6o
D SRILWtY GHILQLW
g lﬁs e
Fast @e®d o (30)
> 5 6

HI\eWWKDWYPiWUL[RNNDO OHJMHJ\]H@ageri FVFDIW RPOHYIGHI @ I\H C
(17 WHQ]JRUL NpSOpNHQ\HGpVVHO NDSFVRODWRW- UpV]pKH]
UD D] iOWDOIQRVViJ HPH S W QRIMX M XHIBIQIGV BMBWViOQL KF
WDWRWW NtVpUOHWL DGDWRN UHROyJLDL YRQDWNR]iVDL
PDJ\DUI]]D
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$ WRYIEELDNEDQ D NpSOpNHQ\ NeV]|E(DCINWY4DO IIROKD P D

nyagoljuk (9-EHQ D NLV K WiJXOiVL UpV]W DPHO\ D iEUIQ O]
PpUVPNOHWYiOWRERKGRNKR] WDUWRI]LN
oL (AWkL 15 (31)

N|JHOtWpVEH MXWXQN (]J]JHO SIiUKX]DPRVDQ D OpQ\HJpE'!
mellett az HHI\e WWKDWyYN NRQVWDQVQEENLWHN LEB)JW2OHW ND pV
HI\HQOHWUHBR BV HGPH @\
EbctE jbetEgt | 'ECtOthE -gcté@ctE -gcté'pcté
ganfE janfggf | -gnfoqnfE-gnf(\)@nfE-gnféﬂnf (32)
atelesl HV]cOWDWROHD] ~M VIRWHYMN -WWRDMEN HI\WJHU& NRPE
$PLW NDSWXQN D] NpW I+JJHWOHQ BE® HibnitsgokeH ROy JLDL
tartalmaz. Eszerint a klasszikus Kel#ifoigt-, Maxwell- p Veffrey-modell mind speéc
iOLV HVHWH Kiteblaekdgt Q H-U@odklleknek O] HOQHYH]pVOHUHGHWDPpV
YIEEL DQDpP2}tbheiwW( WG ROYyJLDL PRGHOOHN WHUPRGLQDPLN
egyik fontos haszna, hogpy PiVRGLN | WpWHOE O PHJV]R®BWY IHOWpW
EHOL HI\-\WHIODWKHROWPWHOHN QHPIWIWIRRNPIRWWXYY GHILQL
OHIRUGtWYD H]J]HNUH D]] HV\N J MWW & H X}HydN\Dp ¥HAO @ W H O H N
QpPHO\LNH QHPWULYLIQLV pV ILJ\HOHPUH PpOWy
‘lbctR ra Ect v-bctR ra EEJctR -ibct-Ecté gCtR'I’é
(33)
janfRr ra Nt oranfr g AnTR qanfAnfy o Anfpepy

5,A5(2/1*,$, (*<h77+$71. 0(*+$7E52=E6%$ .E6e5/(7, $'$72.%1/

AtVPUOHWLOHJ PpV W H B |+ O0WADGE D yKorRthinSokOnehat
UR]KD\\WHOH] D] HOVO N pPMVD NeO|QEV I\ NNHMpQEVHHW E H Q
QHP IHOWpPWOHQ D WPO®XDDQXVONWPO ¥DQ YDODRHQQ\L HO
OHO HQ HJ\WWHQJHO\& NH]GHME 0O OM\B 8 RWP pELL VBGT t WIMINK R |
PiV Q\~0OiVPpU) BEPWDON LV VRNV]RU HJ\ QHPQXOOD pUWp
NH]G SLOODQDWIEDQ ( N|U*OPpQ\HN OHJHJ\V]BIU&EE pV
OpVH D] KD QHP Np]L QXOOi]iVRNDW KD MWW¥KekeipJUH KD
PUWpPNH NYHWWRQYGiV YDQ

EbctE ‘IthEkBZt L 1}ictE 'EctlaCtE l5bC'[1/BCtE 'gCtWCté

34
EinfE anfEg L ynTE (" gnfE 1 dNhgnfE 1IN gnty .
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$ NRQMPYPWPNHN WHKiIW QHP KRUGR]JQDN VHPPL HOYL LQ
PiV IRQWRV PHQQ\LVpJHN KDQHP HJ\Vddytb&Hiiai [ NtVpUOH)
OHP] MH

$ NJYHWNH] OpSpV DQQDN IHOLVPHUpVHYkKeRd: HI\WHQJ}
LUIQ\~ Q\~OiV pUWpPNHN PpUPVYHXIODQQ\IRQWRNINNBEHQJIHO\& |
WRNUD OHXKBWEYDHWI\ |VV]HI«JJp¥W A0 O | WK R4pottH O
IVV]HI+JJpV D]RQEDQ GHULY i @ /DARDGY. QW WHEMND GRADLYiOW
UHQGMPLKIHO\HW ND S iybldQi,Q Hkdndtaps&s Mind a konstansok nagy
V]iPD pV D] LOV\HQ PDJDV GHULYIiOWDN GLVINUpW NtVpUO
RO\DQ PDJDV KLEiIiYDO MiU PHO\ NRPROIDGOWROGATPPWL QHEK
VLNHU-@QHWLN|IWL |VV]HI«JIpV HI\eWWKDWYLW QDJ\ SRQWI
‘gkonstanRNUD YDOyYid QYREOHODWLNXYV WHNLQWYH N|]WeN |
IVVIHI+JIpVHNHPWR QWRVViJ~ WHKiW pHJRMA NHHNI Bt pK DM@ G H O |
VeQNUH iOOMDQDN PHO\HN VHIJtWVpJpYHO NLV]iPROKDWM
tJ\ NpW [«JJHWOHQ LOOHV]WpVL SUREOpPPIUD UHIGXNiIiOWXN
HI\eWWKDWyW NHOO PHJKDWIUR]QL

A (34) egyenletek lingisak az VPHUHW O kefekbesh) WBIRpW HJI\ OHJINLVHI
QpJ\][HWHV LOOHV]WpV ,NhoY azVedapdhidk tdik/p Qo Nillavatb@nl N
iOOQDN UHQGHONH]pVUH pV D GHULYIOWDNBWA-LV H]J]HNE
PDGLN HOpE*QN iOOy QHKp]VpJ D] KRJ\ HJ\ LO\HQ DGDWVEF
YIOWDN V]iUPD]WDWiVD LV SUREOpPPiIV PiU DNNRU LV KD
HIHN D KLEiIN QDJ\PpUWpPNEHQ IHOHU V|GQHN GLIIHUHQF
HI\eWWKDWYN QDJ\PpUWpNEHQ PH3EFtHOWDWO PGQDHWE D] |
iIEUIQ OIWRWWDNKR] KDVRQOY DGDWVRURN HVHWpPUH NLGF

9DODPLO\HQ VLPtWiVW V]HUHWQpQNy¥oWRIHWDSMYBQL (]
HIV\HQOHWHW N|]JYHWOHQ+0 KDV]QiOQiQyHIGIHE BARHDI L QW V » )
LG SRQWUD IHOtUW HJ\H QROIH]W B8 CFO-NIIV JRY ROJXWH B J\pV D V]
LQWjtk)B] ~MGRQViJ D] SKRDERONIQJYpQ\W YiODV]WXQN PF
SAPLQWHUYDOOXPEDQ QHPQXOOD pV D NpW YpJSRQWED
PpJ HOV pV PiVRGLN GHULMQOMWN D]LD] QIO QIKR K R.IDUWG H L
WDUWDOPD]y WDJRNRQ ~J\ KDMWKDWXQN YpJUH SDUFLiIOL
OiN OHV]QHN SO

G G G

+ 66PS:PTA cé:Rs:P,iFi & 'RS6PTAL F+ é:PS6RTR (35)

G G G
(]JHO D] HOMiUiVVDO D GHULYiOWDN LQWHJUYitO]M VKW D] HL
MeN YLVV]D DKRO D] DEODNI+JJYpQ\ HOV YDJ\gPiVRGLN C
UiOYD PHO\HN PpJ VILQWpQ. V]WSDVWRIEN N LW HDO B HG]QHANL E ~
~Q WHV]IWI*JJY pQGNR URR WL WiIDQUHO P HV V |SPpOHdhR N FpOMiE
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NpQW NHUHVWeN pV QpPEsHE@MIHDHWDHQ X PXWIROBLQ HOHJI
VDQ HOW&Q OG iIEUD D WHV]WHNHQ MyO WHOMHVtW

LQLQES.QFS:QESs (36)

polinomot YiODV]WRWW XN (] XfAPDteWaHImMSKhoRilMOHNI O i JW XN D Yi
WR]yNHIMWD OiEE |W N<O|QE|] LQWHUYDOOXPRW YgDV]WXQN
]*QN HO OHJNLVHEE QpJ\]JHWHV LOOHV]WpVW

iEUD D $] DEODNI«JJYpQ\ IHNHWH YRQDO pV HOV
PIVRGLN SRQWRHRM W OVRQD O/iWKDWyDQePLQGKi{URP [+JJ"
JHQG HQ HJI\HQOHWHVHQ YHV] PLQWiW D] LQWHUYDOOXPE
UpV] VLQFV N*O|Q|VHEEHQ HO Q\EHQ.UpV]HVtWYH PiV UpV]

Az adatsorokL Q W H hum&@MBRYDQ OHWWHN NLV]JiPROYD GH LWW
V]iPtWiV MWW IBHNRND D] KRJ\ D J\ADNRUODWEDQ VRNV]RU F
UHQGHONHIpHYBOQNEH |W N*O|QE|]] LQWHUYDOOXPUD YDQ V
konstans mef DWiUR]IGHKRD KLEiW LV VIHUHWQpPQN D] LOOHV]IW
PpJSHGLJ YDODPL LQIRUPDWtY KLWHOHV V]EKKWHQ OHJI
anumerikus inte g/ RNQDN PHJOHKHW VHQ PHJEt]JKDWYDNQDN NHC
nem fognd QDJ\RQ HOWpUQL HJ\RUnENky© P HIJE (K Q ViBVWOD QViJ
V]ipO\H

( FPOEYO PyG RWhEVIKBSVIMAGgKOliKBAsszikus tra V] DEILGH\IWWE-D S p
VIDEiIiO\ XJ\DQLV D] LQWHJUDQGXVW V]IDNDVAR®NpPpQW Ol

HV HW - grbnbah @gy szorzatot kell HIUIiOQL pV DEODBbKderpQ\* QN Pi
YIOWMD PiU HONHU*OKHWHWOQHROD [IQ® DI i E\IRQ WDHO M (IDVWV R |
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YPQ\WHOHQtWL D V]DNDVIRQNpQWL OLQHIULV N|JHOtWpV
DGDWVRUW N|]JHOtWVeN OLQHIULYV (VDN DAVHRINHNODHD D HE Q|
YLVIRQW HJ]DNWXO .YEHIW\§pR GLXOHOHPEH

G g é 'R, Fé R,

+ & .RS:RTAN + HéR;E

i . MR ETRTER
PHO\QHN NLSRRPWISRDQWHJIUIOMIiUD Yariketvédeakiv hat L V'V ] D
rozhatunk meg.

OLQGH]HQ HO NpV]*OHWHN XWiQ D D iEUiKRI]-KDVRQOYy
zonyulnak. 5SHROyJLDL NRQVWDQVRN FpOMiUD D fbRM@DPDWRN F
YDEEDN DKRO J\RUV YiOWR]iV W/UWpPQLN tJ\ DiPiVRGLN C
FLYW NDeWi@tiFyV FpPOEyO PRVW DO BWHEWIHOOVp @O HJI\ NL
UH LOOBVIMOWMUKHOPpPYV YpJpUHS$SpW HU R H®/PMEK B OYpW W DHWH
W | U WierélekY iOWiVW NRFNi]JDWRVQDN W&QKHW IHOKDV]QiOQ
YiOWR]y VIDNDV]RN Q\~-MWDQDN D OHJW|EE LQIRUPiFLYW
VLPtWiV SHGLJ LQWHOOLJHQVHQ NH]JHOL D YDGXO YiOWR])

A OHIJNLVHEE QpJ\]JHWHV LOOHV]WpV PyGV]HUH KLEDV]iP
MyViJiw MAAPOWRPN LV V]iPROKDWY GH PLQGHPHOOHWW D
MyViJD YL]XD.QLFp@EYWyY RV HJI\V]HU&

P FPISRtR (37)

Aqnf égnf
~qnf ? 1 f f
ganfE jants F G2 =L OnfE T

wang anquantgnngnf

a>5h
P 6

(38)

E .qnf

QXPHULNXV VpPefl!OHINMECHODWPNHNHW V]iPtWRWWXQN D
DGDWRN pV BIVANHYENWIHJpW VP IPMNHUODWRULNXV-UpV]QpO
tunk el). (QQHN D] HO UHOpS VpPiQDN HO Q\H KRJ&DNNRU LV
Wy KD D] LOOHV]WHWW HJ\eVdpfigrDllggN QpPHO\LNH NLFVL

AKRJ\ PiU HP @ teljesl fdlyamatnak csak egy kicgi] DNDV]iW DQDOL]IiOMX
KRJ\ pOHV KHO\]JHWEHQ OiVVXN pV OiWWDVVXNaQXPHULN X
PLQF DGDWSRQWRW KDV]QiOXQN pVQRpWI ROVWHBYQGAXR.
LQWHUYDOOXP .KPW]BRQWGERY iLOQONVHUYDOOXPRN N|]|[WW N
van) 1\LOYiQYDOy KRJ\ KDW SRQW HJ\ LQWHUYD@®OXPQDN F
WL WHKiW D KHO\]H\&] YLOD@YHED| @/ AVO/HIOp®BISRWW HJ\eWWKI
MyVROW IRO\DPDWV]DNDV]W D] DOIEEL WIiEOi]DWEDQ pV iE
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anyayi illesztat | standard anyagi illesztat | standard
paramper pUW hiba SDUDPp pUW hiba
iPels] 0,3600 | “ 0659 19 7s] 0,2329 | *“ ,0904
' Dl Gpa] 0,8612 | “ 0556 ' j”f[Gpa] 45708 | “ 0392
'bet>xgp \ 04724 | 0686 dnfs+sp \ 1,8566 | “ 4401
rocts+g R 0,0029 | “ 0010 ' g”f >*Sf) 0,0013 | * ,0220
GHYLDWRULNXYV J|BL UpV]

i ETDEOiB)W. OOHV]WpVVHO Q\HUW UHROgRJLDL HJ\eWWKDV
EpN D] HJ\eWWKDWYyN DO D S Mfolytovids RiR&@)WezH OPpOHWL MyVO
NHGpVH D P pUypbdhtak) WipNDHIRPWDWiVNPpSSHQ iEUIJROIVUD NH
UHODWtY Q\~0iV PpUW DGDWVRUDHVKN | DPNDOPDV iWVNiOi]

$ NDSRWW UHROyYJLDL HIJ\eWWKDWyNUD V(CPRMUWRYIEEL
PHJQ\XJWDWyDQ D]MWB3Mu&maoddMnikiil HORMp VDHOHN YDOYEDQ Wt
0iIVRGVARY! "I""UXIDOPDVVIJWDQL HJ\eW VPKBHWNH DHKHW Y ¢
] p Wobng-modulusPHIKDW iR iWe JIHGENEELUH D] @3%X DGyGy
pUWRPSHQ H D\38]JitoNalMi adattalA Young-modulus (1,2 GPa) a tipikus iro-
GDOPL pUWpWNWEPdWRPERAPOi HVLN GH HUU O D] HJI\eWWKTL
KRJ\ HU VHQ 1+JJ D &HIpDWDRBWIRPWYOOHYV D] DURGDOPL
Emellett azt sem szabad elfelejteni, hogy a Young-modWi& NiVRV PpUpVH YpJHYV
WHUKHOpPVL VHEHVV p Jomykudidlid \WHY WO WW p QOB p iV ¥D UHR Oy
JLD DODSRVDQEBNIREMBIROMDU D OHJHJ\W]JHU&EE UHROYyJI
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deviatorikus Kelvindoigt-modelO pV JHeokd-modeD HVHWpPpQ D] HUHG HJ\Wl
egyenletben nemcsa& pW, KDQHP HOV GHULYIiOWMRDEN H@PWHUHSH
( GHULYiOWDNE&KY@oMGIRPWID D O RRQIHW XBW QpJH@Ep OiV
WHUKHOpV NH]GHWL V]DNDV]IiQ pV QHP W~O ODVV~ WHI
OiVV]yYDO H GHULYiIOWDN H (srisytenatikughyH Q PO \KY) @D G RV D
egy dinamikai Young-modulusv ]HU H S p WN MPWMM3 amt kapott reopiai

HJ\«W W K D W gihahiRaD Yddihginodulus 1,47 GPa-nak bizonyul, mely 24%-kal
magasabb av ] W D W.LINEKIMH O\,HojgyN(33) N| Y HW N H ] P p dikdMikes S D
Young-modulusPLQ GLJ QD J\R E E[12]. BovypMItabd Xed@ i B+mint az itt
EHPXWDW R WAsemyDMAD V p E @indidikaGv&ung-modulusok (magasabb
GHULYIOWDN HJ\eWW)KDjeleyn lvenDak.$ KPQWX B G RLdSddulus

SpOGiXO D] LWW EHPLBWEPAIRWW HVHWEHQ PiU

$ VILOIFWGE\RBYW. D HJ\ iOWDOIQRV Ydudg4hOdRlbs] $¥dkWpVH KR
VRV D IHV]*OCWVEDEQD-®|VURDFWDWI WD JIDV pUWpPNHNUH Y]
U H R Oglliinyadoljuk.) HOKtYMXN D ILJ\HOPHW KRJ\ UHROyYJLiYDO
[22] pV KDVRQOyY DQ\DJRN H \YHWSp@®D W/iXOirMshR JHDWHBEO NU i V D

VILQW p Q38 WHRIOWH VDL P R G(dJ23]R4I28]).L JpQ\OL

6.D,6=.866=,1

$] LWW IHOiIOOtWRWW HOPpOHW HOpJ JD]GDJ KR]]i KRJ\ |
PDV K WiJXOiVL UHROyJLDL @VQID] R ONGI\G D O VHYH N WX \QIEH
OHKHW OHJIHJ\W]HU&EE NRQNUpW NLQHPDWLNDL pV NRQV
KRJ\ PHIN|QQ\tWVeN D NtVPpUOHWIL]DS DVRIODNPEY DRY MA] |
JiIJWDN D] LWW EHPXWDWRWW PpUpVL.DGOMNR MDD Q DWOH [
HOPpOHW VRNNDO iOWDOIQRVDEE IRO\DPDWRNDW pV DQ\L
QDJ\GHIRUPIFLy Vany®yDanixeuipla/ Revhlineir LV U X J D kRidMY-i J

WDEE NpSOpNHQ\HGpVL YLVHONHGpPVHN pV,KL@GH]HN QI
IXQiIYMR®iypV PiV HI\eWWKDWyYNNDO

A] HOPpOHW M|Y EHQ NLYLWHOH]KHW DONWBOINRMIW pWD L
UHROnshgdiFR DWR O iV D H.POOY\R B @rebRFodrierk YH]JHWpPV V]LQWp(
EHLOOHNJWHKWWYH D PHUHY K YH]HW NUH DOMNMD&PD]RWW
itt bemutatott termomechanikai oldallaf W|QNUHPHQHWHO XJ\DQLO\HQ W
PYyGVIHUWDQQDO W |aVoji1D] HEH YHWHW PXHQ NiNUDegd iPDVINR G
WiYRODEEL GH V]LQWpQ pVV]HU& MHO|OW
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$ NtVpUOHWL ROGDORQ FpOXQN LWW D] YROW KRJ\ SpC
O MHOH.QVHNHNUDBV S HNW XV R douldHlhQisorSvb DTS HPQK i
tenbergt 9 H UiédNgia My PHQQ\LVpJL HJ\H]pVW PXWDWWDN D] HO
$ M|Y EHQ KDVRQOYy GH QDJ\REE SRQWRVViJIDO pV PHJE
OHWHNNHO HJ\ WHOMHYV NY DQ.VELW B WG it D\ HPipMaEL W HO | Q ©
WRN OHKHW Yp WHV]LN KRJ\ D NpSOi®8 MEaN | B O@IWH D WiU W
IHV]*OWVpJV]BQ WRHQDERPHD ILJI\HOKHW D K PdUVpNOHW
NHGQL NH]G D NpSOpNHQ\ GLVYPNSIFELNpBBOHINHERX B G KW
HO WWL PHUHGHNVpJHN KiQ\DGRVIEyO D NpSOpNHQ\ VHEH
N[JHOtW EHRW&®HMM], GH HJHNE O D VIJHPSRQWRNEYO QDJ\R
YDQ V]+NV@I NtVPpUOHWL HOUHQG H JfiplVpN pG H W HHDKH ® GV HEL
WDQL PHO\UH D UHROyYJLD WDQXOPiQ\R]iVD PLDWW YDQ °
HUpV K PpUVPNOHWDGDW PHJEt]KDWYDQ pV QDJ\ SRQWRV\
IVV]HV DQ\DJL HJ\e«WW K D W.yszakBiszi@udDHW RMPW HQ X WHQ LINJX V  V p
HJpV] LG EHOL IRO\DRBHARW UHSURGXNIOQL

$] LG 1«JJpVHN MyVOiIiVIiUD PXWDWRWW QXPHULNXV VpPI
UHROyJLDL HI\eWWKDWYyYN OHLOOHV]WpVpUHa®R$tO\ NHYpV
lyoztuk annak fonRVViJiwW KRJ\ D NHUHV]J]WLUIQ\~ PHJQ\~OiV LV
PHUW H] yULiVL PpUWpPNEHQ PHJNPHQWWIHOR \LIOMOMHD/ 1DV W R
NpW NLVHEE pV N|]YHWO H Q(HeviatokusipQl| PIHPKH\D QIRWO® H
SDUDPpWHUW QHPOLQHIULVDQ st BywD O R R 1yOHJAA 6l R J HNH\|&
tetlen lehet.

$ PHFKDQLNDL PHQQ\LVpJHN Q\RPRQ N|YHWpPVpQ IHO+O
VIROJIOWDW D K PBUWHNIDOHPD WP pUBRDYILDL pV NpSOpNHQ\
XJ\DQLV D K PpUVpNOHW LG EHOL DODNXOWHYRVNMYOpDiV
PHFKDQLNDL DVSHNWXVRN |VV]HI«JJpVH PLDWW- YDOyMiEL
ROGKDWY HI\HQOHWUHQGV]HUW KD D K PpBY¥mmOHW LV W
dinamika-D O DFSHJN|]JHOtWpV UiYLOiJtW D K PpUVPNOHW MHOHC
HVHWpPQ LV PHO\HN KDJ\RPiQ\RVDQ SXV]WiQ PHFKDQLNDL

$ NtVpUOHWL DGDWRN HOHP]pVH HIJ\pUWHOP&HQ OiWWD
P&DQ\DJ PLQWD HVHWpPQ GH KDVRQOYy WDSDV|WDODWRN
tJ\ N JHWHN [2BBYHWRFH.GRLY HOV UiQp]pVUH QHPOLQHIULV UX/:
QLN HJ\ IHV]-OWVYUHPHQI QD1 AI¥ EHOLVpPJ HOHP]pVH XWiQ N
KDW UHR GonidsiskoNt arra is odafigyelni, hogy a8\ kpUOHWL HQ@UHQGH]pV
WHUKHOpPVY NLYLWHOH]pVPEHQ pV NRQWUROOI&Ip/iEDQ D F
S NpVOHOWHWpPVHNHW QH NHYHUKHVVeN |[VV.INagP PLQWIQ
NtVPUOHWL JRQGRVWVIJIRBDIYHDAHO]* NOPHQHW LD pUWE QURH ] p V
DQ\DJRNEDQ ]|DMOy UHROyYJLD. & PHIUEKIXWD W W IURHRDOY WL B LK R(
FLYN DONDOPD]iIiVL N|YHWNH][PP@\HKXWPBPNVNKRVY\|-OWIFN YLV

52



VIHUNH]HWL DQ\DJRN E .JAMEQRGSIILINEB O VM. WMREOYJLDL M
JHN N|JWL |VVIMiWpN V]LQW p Qteivhbu@&h@kdD ¥ D $ ~ VW0 i) B OWHD
PLQGH]HQ MHOHQVpPJHN OHtUiViUD PHJEt]KDWy HOPpOHWL

Kg6=g1(7021'E6

-HOHQ PXQNiW D %RO\DL -iQRV aX OTBRAWSLIL6] B W\ QGtM YL
]DWD WiPRIJDWWD

Fh**(/e..$ 0e5e6(. .,9,7(/Ges /

$ PpUpVHN DMé] QDG DEp&itsi IQWP]HWEHQ WhHdlidip QWHN  H
5581 univel lis DQ\DJYL]VJiOy ESHUHQGHQWH@VW D. iEUD PXWD

iEUD $ PpUpVL |[VV]HIOOtWiV

$ PLOQWiIN OG EpVENBUKRMY]UIQ\~HB GBSO WR]iVDLW

VO\~0iVPpU EPp\WpNMEUDEPO\HIHN HREBSHQ i @9 ONE JW
Q\H] pUWeNGs® D J\iUWy ViRiikaD W D WwdPRzerint).
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iIEUD $ IHOEpO\HJ]JHWW PLQWD

$ SUYEDWHVWUH IHOEpO\HJ]HWW Q\~OiVPpU EpO\HJHN
PYGRQ KRJ\ D] DNWtY EpO\HJ D SUYEDWHVWUH IHOUDJDV,
SHGLJ HJ\ WHKHUPHQWHVtWHWW IpPOHPH]JUH NHUsOW IHO
Spider- PpU HU VtWYL65 IUHNYHQFLiV PRGXOMIQDN EHPHQHWp

$ PpUpVHN Kheim&CAM PM695WtS XV ~ Y D Oy \ain&itM & DW HQIP R N
WXQN OG E.HmdldtRgyindYYUK PpUVpNOHWpR UIDID® Y]l O
Optrics GmbH, OPTCTLT10FCB3Vt BIXW J\& MW |WW+QN DGDWRNDW

SIDEYiQ\ PLQWiINDW KDV]QiOWXQN PpHRWHRXQNIOW D] E
XWiQ D PLQWiNDW WHKHUPHQWHVtWpV FpPOMIEYyO SLKHQW
NDOLEUiOWXN

IRODALOM

[l] ODWROFVL 7 $ FRQFHSW RI PDWKHPDWLFDO SKOD/&G¥V PRGH
(Publishing House of the Hungarian Academy of Sciences), Budapest, 1984.

[2] Matolcsi T. Spacetime without reference fram@ND GpPLDL .LDGy 3XEOLVKLQJ -
the Hungarian Academy of Sciences), Budapest, 1993.

[3] Matolcsi T. On material frame-indifference. Arch. Rat. Mech. Anal. 1986;91:99-118.

[4] Matolcsi T, Gruber T. Spacetime without reference frames: an applicatitie tanetic
theory. Int. J. Theor. Phys. 1996;35:1523-1539.

54



[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

)OS 7 9iQ 3 .LQHPDWLF TXDQWLWLHV Rl ILQLWH HODVW
Meth. Appl. Sci. 2012;35:1825-1841.

)eO|S 7 7KHUPDO H[SDQVLRQ HODVWLF VWUHW’ DQG ILQL
HEEP International Conference. Budapest: Budapest University of Technology and
Economics, Department of Energy Engineering 2011, 227-232.

)eO|S 7 9iQ 3 &VDWiU $ , Q 12"UEirF Hitdpea® ITherrRddywakids
Conference, JETC 2013, Brescia, Italy, July 1-5, 2013, eds. M. Pilotelli an8&3efta,
Snoopy, Brescia, 2013, 525-530.

)*O|S 7 9iQ 3 &VDWIiU $ ,QiBUnRmEtidr@alLCdfstece o Keht
(QJLQHYVY DQG (QYLURQPHQWDO 3URWHFSNAIORBHCRDORPWRQI-U
Gy., Budapest University of Technology and Economics, Department of Energy Engin-

eering, Budapest, 2013, 147-152.

9iQ 3 ,QWHUQDO WKHUPRG\QDPLF YDULDEOHYV DIQ& WKH IDL
nal of Non-Equilibrium Thermodynamics 2001;26(2):167-189.

9iQ 3 9iVIUKHO\L % 6HFRQG /DZ RI WKHUPRG\QDPLFV DQG \
Rock Mechanics in the National Interest V1. 2001, Proceedings of'tNergh American

Rock Mechanics Symposium, Washington, USA, 2001, eds. D. Elsworth, J. P. Tinucci

and K. A. Heasley, Balkema Publishers, Lisse-Abingdon-Exton(PA)-Tokyo, 767-773.

9iQ 3 )*O|S 7 8QLYHUVDOLW\ LQ KHDW FRQGHEBWLRQ WKHR
ics. Annalen der Physik 2012;524:470-478.

Asszonyi Cs )«O|S 7 .®isPnduished rheological models in the framework of a
thermodynamical internal variable theory. Continuum Mechanics and Thermodynamics
PHIMHOHQpPV DODWW : 20QN0drob@r-20d # \DOR. 10 DDA/ DB @10 4-
0392-3. E-printY i O W &Xi:¥07.0882.

Neff P, Eidel B, Osterbrink F, Martin R. A Riemannian approach to stm@asures in
nonlinear elasticity. C. R. Acad. Sci. 2014;342:254-257.

Neff P, Ghiba ID, Lankeit J. The exponentiated Hencky-logarithmiocnsenaergy. Part I:
Constitutive issues and rank-one convexity. Preprint, 2014.

Beatty MF, Stalnaker DO. The Poisson function of finite elasticity. Journappfied
Mechanics 1986;108:807-813.

+RUJDQ &2 OXUSK\ -* $ JHQHUD O-kj@&dy deRsty B ImedelGieN\TV VWL
large deformations of slightly compressible solid rubbers. Mechanics oériklat
2009;79:943-950.

3OHAHN - .UXLVRYi $ )RUPXODWLRQ YDOLGDWLRQ DQG Q
elasticity model. Computers and Structures 2006;84:1141-1150.

Bruhns OT, Xiao H, Mayers A. Constitutive inequalities for an isotropic elastain
HQHUJ\ IXQFWLRQ EDVHG RQ +HQFN\TfV ORJDULWKPLF VWUL
2001;457:2207-2226.

55



[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

56

Rusinko A, Rusinko K. Plasticity and creep of metals. Springer-VerlaginBeeidd-
berg, 2011.

Lubarda VA. On thermodynamic potentials in linear thermoelasticity. International J
nal of Solids and Structures 2004;41(7):7377-7398.

9HUKIiV - 7KHUPRG\QDPLFVY DQG UKHRORJ\ $NDGpPLDL .LD
Hungarian Academy of Sciences), Budapest, 1997.

.RFVLV ' +RUYIWK 5 ([SHULHQFH DFTXLUHG %& O/QHHQWMLDOH W
Series C: Fascile Mechanics, Tribology, Machine Manufacturing Technology 2013;27.

Matsuki K, Takeuchi K. Three-dimensional in situ stress determination bystioedtain
recovery of a rock core. Int. J. Rock Mech. Min. Sci. & Geomech. Abstr. 1@9830-
1022.

Matsuki K. Anelastic strain recovery compliance of rocks and its applicatiom s@ui
stress measurement. Int. J. Rock Mech. Min. Sci. 2008;45:952-965.

Lin W, Kuwahara Y, Satoh T, Shigematsu N, Kitagawa Y, Kiguchi T, Koizumi N. A case
study of 3D stress orientation determination in Shikoku Island and Kii Peninsula, Japan.
In lvan Vrkljan, editor, Rock Engineering in Difficult Ground Conditig8®ft Rock and
Karst), SBURFHHGLQJV Rl (XURF Nfitobek P8Y2%/ ROfBakkdsk, 20 D
277282.



International Society for Rock Mechanics
OpUQ|INJHROyYJLD=*. ]HMKBridretEaQRUNEDPest

|ZOTROP KONTINUUMOK TERMODINAMI . E - $
0Oe51g., .g=(/E7e6% (1

Asszonyi Csabat 6]DUND =ROWIiQ
MONTAVID TERMODINAMIKAI K87$71&6232-BUDAPEST

Ez a tanuO P i Q MARTAVID TERMODINAMIKAI K87$71&62325R XQNDWIiUVDLQ@DOPN BHMHOP ~C
V] O HIWH &Y% WeverziblisWHUPRGLQDPLND DODSHOYHLUH pS«0d- D] DQ\D
PpQ\HJ1\ Uddglajav]VV]IH OHJIULVVHEE IHOLVPHUpPpVHN iOWDO NLHJpV]
YbpQ (J\Upv]w KRJI\ HI\HWOHQ KHO\HQ PHJWDOIOKDWyYUBHJ\HQ |
YRQDWNR]y |VV]HI«JJpV DPHO\HNUH D PpUQ.|RLVODOW&@O2D]iVRNQ
edGLJLHNEHQ YLEYi D DWMLHADMA8ermikus esetre vonatkoztatttkRVW HO V]| U
OpS+*QN HElkcikkbe®az eddigi gondolatmenateN | Y, KidgpVINWYH D K PpUVpPNOHW -
EPLDWW V]iPRV PDJ\DU®W RW VQ/H B/ PO WERN D

A termodinamikaP i VR G L Ne D\ PWHX) VWDELOLWIiViQDN HOYH W H] IHMH
ben. EJA MHOHQ WDQXOPiIQ\ D PiVRGUMN Bz @M KoDBU@NAR FiYaHrids W Y H
NpSOpNHQ\ DQ\DJW|UYpQ\pW PHFKDQLNDL pV WHUPLNX¥ N|OFV|Q
HQJHGKHW HJ\W]HU&VtWpVHNNHO

B(9(=(7e6

-HOHQ WDQXOPIQ\EDQ DJIRQ HUHGPpQHUHRR®LIRIIPIDNO M B No $
kontinuumP HFKDQLNDL NR QV Wobnstkoahek, PHHIA K D Q@ IHNADH.NNOW Y |U P L N X
KDWiV HVKHRWPBELDNEDQ WLVIWIiQ PHFKDQLND Laggi® i VRND W
termikus [ = To = constanf(estre YRQDWNR]J]WDN DIQWHGIR P QHNpdJ H KR J\
JRN PHFKDQLNDL LIJpQ\EHYpWHOH PLQGLJ HJ\WW MiU D] DQ
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$ OHIXWYEEtsLE@BTEKN QtVpUGSHEHQWHW W H diralhiodg e ® Q« QN H W
PpUVPNOHW YiOWR]OWD SRMEDPNHAY MHOHQW V OHKHW V
IHOWpPWHOH]eW QPHPIHQJIHGK

0- - NpS E A [9]-ben [Fh/g3+VE1+C6$7E52013 LOOXV]IWUIF
rugal_!keny E yNpQWutaiod + HI\HQOHWHYV WHHKHOpPpVQ
I JyQl

YpJIH¥IYW HQIHION&EVIRYOHWQpKinD SUYED
GXOiVL K PpUV&N®ROMH DPHO\ D NpSOp!
KDWiULC-UD FV|INNHQW PDMGoD NpSOp
UiQ LOQWHQI]tYHQ Q|YHNHGHWaWor pV D S
PiU °Clett. $] HUHGHWL NtVpUOHW QpKif
pillanatfelvp W HQ5 W LCE Unnté&lja.)

A 24°C +68°C N |][WVKWP pUV pNOHWI®{YHNHG p
v | "'"Y d|VVIPiIiVRGSHUF OdtRWRigydlembe/Rel
0 2 4 6 8 10 12 14 16s venniaztis KRJ\ D PpUpV D SUYEWNHV W | H
_ WHKiW QHP WeNU|]JL D WHVW EHOVH
iIEUD (J\WHQJHO\&eloszliV).W
(F +K~]yHH+|VV]HV GHII
K +UXJDOPDV GHERuMiIl (] D KDWDOPDV K PpUVPNOHWYiOWR]]
UDGy GHIRWRIPDXAID kR 3\ HOWHNLQWKH V,/PaKkkdd 5 h® D KD W

D] DQ\DJ FVDN PHFKDQLNDL L,Jya@iErihegpsant ONJ HNOWDIE NLWp Y |
YRQIiV

M(*(1*("+(7 1(. 9e/7 .g=(/E7e6(.

A] HOP~OW pYHNEHQ LJ\HNH]W+QN D WiUJ\DOiVQiO D V]&N
LOOHWYH H]HN Ud] HDY pi'© W VOQQRIWV YOM YW Q L

Ezen|[VV]HIRJODOYEDQ D] iOWDOiIQRVViJRW PiU NHFGHWEHQ
GiViYDO DPHO\HNHW D HP\W QH FE&N tYARIGRRADM RYjgdeagedhew
nek tekint.(JHN D NRUOiIWR]y IHOWHY pVE NQMDWQ ] RBAEHL O Iy ® B W N

1. Kg=(/E7el6,6 '()250E&,i. )(/7e7(/(=eBZ2[1H] WD Q X O P i QarRutaEUR,Q
hogy H] D IHOWHYpV D PpUQ|NL J\INNRG® B(W E BOQ D OG\HB R WEPD RL ¥
VHEHVSYWJHDGKDWYyViJRz&| YHWNH]LN

veg S D Z ol . (1)

7 Ed 2
rugalmas képléekeny  termikus

asebesség 4 o2 P g
g eformacio deforméacié deformécic
gradiense

sebessége

7HKiW D Nhs@ghRRLWOMIEHQ eh@g®P PUBHOEHQ PV W NBIFIDWH J
VpJUH MXWy GHIRUPiIFLYV WHOMHVtWPpQ\
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mechanikai termikus
P{Lv$ > 1ID 1 z 1Ol (2)

rugalmas  képlékeny termikus

adeformacio a5 P P
deformacio deforméacioé deformécid

teljesitméy
teljesitmaye

IRUPIEDQ tUahdl W IFi@ PHJILV P HEAWSDN FOV@W W J\ V. pedIXI Xpi¥\
DPHO\ D NpSOpNHQ\VpJL KDWiUW MHO|OL WHK*WXQDQ PV M
GHIRUPiIFLY PtJ D d\VPoOpM@ Q vagyb & Wgalmas mellett megjelenik a

PDUDGY GHIRUPiFLYy LV@ +D D NpSOpNHQ\VpW! WDWigND WR
KH] N |\2KakKer

°0, ha w¢ w¢, vagy w® 0

< <wiw? < w? wid "<, w?
: too B ha wetwe, & W to

3)

Az (1) jHO|OpVHLE O OiWM]JUXJK@BD P t® H pRAP Pd B\VWIILX OiV =+
iOODSRWMWGEOMP] &LIIBGBQFLQQQFV RO\DQ 1JJYpQ\ DPHC
GHULYiOiVVDO D N pisO p & BIENIEDAE KN DI NpSOpNH@DWIDHIRUP i (
ban IRO\D P D Wtagyis YFOWR]iVMM@PWHOW NpSH] D] D] HVHW DPL]
NHQ\ SRWHQFLIiO WHKiW D NpSOpNHQ\HBPpWYDISRWMEBAEW GLI

A ()250E&,i. e57(/0(=e6EJ\ PHFKDQuAYPWHRWLNXV IRAADPDW H)
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SZILARDTEST-REOLOGIAI IDOFUGGES MEGHATAROZASA
A VOLTERRA-ELV ALTAL INSPIRALVA

Ful6ép Tamas — Sziics Méatyas
BME ENERGETIKAI GEPEK ESRENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT BUDAPEST

A Volterra-elv egy olyan mddszer, mellyel egy lineéris reologiai anyagtiyu szilard ko-
zeg mechanikai folyamatat egy egyszerubb feladat: a megfelelkddamalmassagtani probléma
megoldasabdl szarmaztathatjuk. A Volterra-elv sajnos korlatozott gességi koru, példaul ido-
fuggo peremfeltételek esetén — igy példaul egy alagutnyitas okozta redtinfiajgés meghataro-
zasara —nem alkalmazhato. Ad azonban egy Otletet: a Hooke-allandfilggbveé tételét, mellyel
bizonyos idofiiggo peremfeltételu reoldgiai problémak megoldhatéaaknt azt itt két alagutnyi-
tasi példan bemutatjuk. A modszer altalanositasaval a jovoben remélpdtoleyolultabb, csak
numerikusan kezelheto Hooke-feladatok reolégiai kiterjesztéseigsldieatok lesznek — e torek-
vésilinkh6z a motivaciot Marta Dole alova munkassaga adta.

1. A CELKITUZES MEGFOGALMAZASA

Tekintstink egy homogeén, izotrop Hooke-rugalmas kézeget enelyben barmely
helyen a feszultségtenzor és &zdeformacidtenzor kozott

dev — E devm dev; sph — E Sphs sph; E dev — 2 G; Esph =3K (1)

alaka anyagtorvény — konstitlcios 6sszefiiggés — teljakiol ' éssP"a tenzorok devia-
torikus (nyom nélkili) és gdmbi (akegységtenzorral aranyos) részét jelolik:

nsph — %(tr"), wsph — nsphl; wdev — w " Sph: (2)

Ha ezt kiegészitjik a mechanikai mozgasegyente@yensulyi kdzelitésével és a defor-
macibétenzor ,dupladrvény-mentességével”:

r =0; r " r =0 3)
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tovabba a kbzeg altal kitoltott tartomany peremére kirG@gfeleb peremfeltételekkel —
alabbi példainkban: a feszultség normaliranyd komponeziséhirt értékével —, akkor a
probléma megoldésa létezik és egyértelmu.

Ez a megoldas létezik és egyértelmu, de nem feltétlenthkdmegkapni ezt a bi-
zonyos megoldast. Ugyan linearis egyenletrendszerretigfgunk, de mig (1)-ben a ten-
zorok deviatorikus része kozotti kapcsolat eltér a gombze& kozottiol (E9V 6 ESPh
esetén), addig a (10)-beli mindkét egyenlet a deviatordsugdombi komponens dsszecsa-
toltjara, 6sszegére ro ki feltételt — a peremfeltételekigpedintén. Ennek megfeleén a
feladat joval komplikaltabb, mint egy egyszeru poterfeidat.

Ezért amikor egy ilyen szituacio reoldgiai altalanosit@séalalkozunk, ahol az wt
beliség is bejon a képbe, ésszeru térekvés, hogy a felédsli bonyolultsagaval ne kell-
jen foglalkozni: prébaljunk meg a megfatetugalmassagtani megoldasra tamaszkodni.
Hogyan néz ki egy (linearis) reoldgiai altalanositas: @lyhtt

Sdev dev — Edevndev. Ssph sph — Esphnsph (4)
all elottiink, aholS9ev, SsPh Edev gsESPh g @@tidoderivélé operator polinomjai: az elméle-

tileg és kisérletileg egyarant kittintetett [1, 2, 3] Klubzrg—Verhas-modellcsalad esetén
példaul

dev — dev@. dev — =dev dev_@ A dev _@ 2.
Sdev=1 + ot Edev= Edev4 E @t+é ot (5)

@ @, Agn @ °

sph — sph = sph — Esph sph = sph = .
SPh=1+ ot E ESPh+ E &t E ot (6)

melyben az egyutthatdk tovabbi anyagi paraméterek. A pretetelek mellett pedig mar
kezdeti feltételekre is sziikség van.

Lathat6an itt a deviatorikus és a gémbi rész még sokkal filgygedbiil akar alakulni,
joval nehezebb biztositani, hogy tovabbra is mindempillanatban teljesitse az 6sszegik
a (10) feltételeket, tovabba a peremfeltételeket is. Ezégy értéku tehat, ha Hooke-
rugalmassagtani informéacidkra tamaszkodva nem kell aliéditételekkel bajlddnunk,
hanem koncentralhatunk azifiggés behozta bonyodalmakra.

Egy ilyen lehebséget nyujt a Volterra-elv [4, 5, 6], mely szerint a reofdgnegoldas
megkaphato gy, hogy a Hooke-rugalmas megoldasb&fdzE sP" allandokat a9,
Sseh Edev EsPhpg| képzett megfelel operatorokkal helyettesitjiik, és a kapotibeli dif-
ferencialegyenleteket megoldjuk. Sajnos a \Volterra-emriétel, azaz nem ismeretesek
pontos matematikai szinten, hogy ez az ut mikor jarhato é®mriem. Az elvégzera
szamitas modja is felvet matematikai kérdéseket. Emédlelt szera is felhivja a gyel-
met, hogy az elv idfiggo peremfeltételek esetén nem alkalmazhato [5, 6].
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Alagutreoldgiai feladatok megoldasahoz tehat példaul hasanalhatd, ahol az treg-
nyitas — mint megkerulhetetleniloéliggo, ot tébbnyire igencsak révid askalan valtozo
peremfeltétel — inditja el a kdzegadleli folyamatat (mely aztan hénapokig-évekig tarté
mozgast jelent).

Azonban ha kodzvetlenil nem is alkalmazhatjuk a Volterxeetllyen helyzetekben,
a benne ref) mélyebb gondolatot — hogy probaljunk tAmaszkodni a téfeéételek-
re ismert megoldasra — mas moédon is kiaknazhatjuk. Ebbenemnativ valtozatban a
Hooke-allandékat nem operatorokkal, hanemfigygo fliggvényekkel helyettesitenénk.
Mintha az anyag rugalmassagtani allandafigygové valnanak. Ekkor minden pillanat-
ban kielégitettiik a térbeli feltételeket — egy épp aktUaf¥(t), EsP(t) értékparral —, igy
csak az ezekre generadlodoizkli differencidlegyenleteket kell megoldani.

Kbzelebbol megnézve, a térbeli feltételek egy részea vonatkozik (ilyen a moz-
gasegyenlet és a fesziltségperem — a tovabbiakban ilyemfedtételekre fogunk szorit-
kozni), masik rész&-ra (a dupladrvény-mentesség). igy a térbeli feltételsend tgy is
teljesithed, ha megengedjiik, hogy a fesziiltség rugalmassagtani déegdia tefe 4°\(t),
ESPN(t) par eltérhet a deformacié megoldasaba Est/(t), ESP(t) partdl. Ha ez a négy
szabad fiiggvény nem lenne elegerad(4) jelentette feltételek kielégitésére, akkor tobb
ilyen fesziltség-megoldas szuperpozicidjaként is ketgdh a megoldast, kilénboz
Edev(t), ESPN(t) parokkal, és a deforméacio ugyanigy kereshetuperpozicioként. Az itt
vizsgalt egyszerubb geometrigju konkrét esetekben emelasz sziukség, viszont bonyo-
lultabb helyzeteket a j@ben majd ilyen megolddskombinaciok formajaban szeré&tnén
megprobalni targyalni.

2. HOMOGEN, IZOTROP FESZULTSEGMEDBEN NYITOTT ALAGUT

Az .idofuggo allandok” otletének mukodését asizor egy olyan egyszeru ese-
ten mutatjuk meg, melyre a megoldas mas uton mar ismert [8,E8ly Vvég-
telen, hengerszeru alagut nyitasat tekintjik izotropakcggdmbi részt tartalma-
z6), helyflggetlen fesziltségnm®en. A nyitast agy modellezzik, hogy a henger-
palast mentén elrt peremfeltételt, a normalis feszlltségkomponenst epfliggo
szorz0 révén egity;t,] idointervallum soran fokozatosan nul+
lava tesszik. At <t idokre a kiinduld, an. primer fe- #A
szlltségmeaz uralkodik: a hengerhez illeszked;;z henger- A
koordinatarendszerben egyetlen komponens értékévelész eg "
feszliltség — és igy az egész deformacio — jellemezhet

1

(t<t1): — sph— I'I'l; n(t<tl):n:nsph: @

")
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A megnyitott ¢ >t ,), R sugaru alagut esetén két peremfeltétel van jelen:
w(R;z)=0; r||i1m (nhz )= (8)

(utébbi egy aszimptotikus feltétel). A nyitas sordpn(R;"; z ) -t csokkentenénk le,, -rol
nullara.

Az itt bemutatand6 modszerhez olyanfidgg peremfeltételek lesznek sziikségesek,
ahol minden peremfeltétel ugyanazzal @) idofiggo figgvénnyel kell atskaldzodjon.
Ha a helyzet nem ilyen, mint jelen példankban (mert a végtedg feltétel icbfliggetlen
marad), akkor a problémat szétszedjuk ilyenek 6sszegéetiiikben ez egyszeruen a
primer mep levonasaval érhetel, ezért a tovabbiakban a

A= , Re=" " 9)

un. kiegészis meokre atfogalmazott

]

Nr=0r " r=0  ""MR%z)= s Iilm MMz )= 0 (10)
r!
Hooke-rugalmasséagtani feladat lesz a kiindulopontunkynek ismert megoldasa [9, 8]
0 L 1
2 1
M= AD= L@ B AS0) NN = NN = 2 )
0

(11)

(az elmozdulasmemek nevezett mennyiséggel nem lesz szikséges foglalikkzniiz
aladbbiak szempontjabdl két fontos tulajdonsagot gyekjiitt meg: hogy a fesziltség
tisztan deviatorikus, és hogy fliggetlen a rugalmassagtimdoktol. Dimenzids alapon
annyit tudhattunk szamolés nélkil, hogy mivel a perentiellfésziltséget ir el a meg-
oldas ezzel aranyos kell legyen, kovetkezésképp csak andidtkan

Edev
" Esph

(12)

kombinaciétél [avagy a = (1  )=(2+ ) Poisson-tényexol] fligghet. Térténetesen
az eredmeény ennél specialisabbnak bizonytiiiggetlennek.

Az alagutnyitast a mar mondottak alapjan a
GRSz )= () [ k] (13)
maodon modellezziik, ahol(t)-rol elég annyit megkdotnink, hogy

6 8
(1) < 0; ha t tq;

1
f )= 1 ha t ty (14)
L L=y © kbzben sima.
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Az ehhez tartoz6 — tovabbra is rugalmassagtani — megoldas

Q)

Nt r)= AN = () M) et = NS = S5

Ma(r): (15)

Ezzel ebkészitettik a terepet az gtligg allanddék” modszeréhez egy (4) reo-
l6giai kozeg targyalasahoz: a (15) megoldasban egyediforeulé EYY Hooke-
rugalmassagtani egyttthatd helyére helyettesitlink eggresten iafliiggo fliggvényt:

(t) :
Edev(t) Ma(r):
(16)

Egy ilyen megoldas minden pillanatban kielégiti a térbeliételeket, hiszen minden pil-
lanatban egy Hooke-rugalmasséagtani probléma megoldasegy&tlen tennivalonk (4)
kirovasa.

Mo T) = AT = (1) M(r); Mreolti 1) = mEN(EGT) =

Esetlinkben ez is egyszeru: a gdmbi egyenlet trividlishesiél, egyedil az
dev _ p=dev. — (t)

SV = E*; (1) := 0] a7)
egyenlet oldandd meg, olyan kezdeti feltételekket, sbélettel, hogy (t<t;)=0
(Uregnyitas att a kiegészi feszlltség és deformacio nulla). Ennek az egyenletnek egy
értelmu megoldasa van, tehat készen vagyunk. Az eredni&sgehasonlithatjuk az is-
mert, mas uton nyert megoldassal [8, 9], €s megnyugtatd égiyedalunk.

3. HOMOGEN, ANIZOTROP FESZULTSEGMEDBEN NYITOTT ALAGUT

A mésodik, bonyolultabb példank aoeb ltalanositasa: tetsteges — de tovabbra is
helyfliggetlen — primer mebben nyitunk hengerszeru Ureget. A nyitas utani kiegészit
meodk Hooke-rugalmas esetben 7]

0 1
0
Ay = e )Ma(r) + Aa(r); c():;; M= @ 0 A;
4R2 ()
(18)
Ao(r) =
0 h i h i 1
RLeoaRT 3RY o) 287 380 () RTL()
=% 2RB2 3R () RZ, 3R% () ?%(')5%
$2rz(l) %22(') 0
(19)

1 Megoldasukat elleoriztiik és néhany kisebb sajtohibat kijavitottunk.
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a primer feszlltségmewel kapcsolatos

1 1 .
. = 5 + oy (‘)= 5 X yy €OS(2)+ L sin(2); (20)
1 .
r' (. ): é XX vy Sln(2 )+ Xy COS(2 ); (21)
z(')= xC0s + y,sin’ 2 ()= xz Sin' + y; cos, (22)
segédjelblésekkel, és
i Eiph L) ngery Lngeny o yaghs ngph
1 c() 1
= Zen T SO+ A (23)

ahol felhasznaltuk azt az észrevételt is, hdg§’= ~5": Ertelemszeruen a hengerpalast
menti peremfeltétel itt is a primer mezr -komponensének ellentettjével valo egyenl
Ség.

Az Uregnyitast is az eko esethez hasonldan egft) szorzéval modellezzik, és ek-

kor ez a szorzo kerll ra a fenti fesziltség- és deformacigetd@sra, ugyanugy, ahogy
az ebbb (11)-lwl (15)-re jutottunk:

n 0
ratT)= () )N+ () (24)
") =y S Inder o yea g (25)

A reolégiai eset megoldasat ismét a Hooke-rugalmassagiandok helyére helyet-
tesitett isflggvényekkel reméljik megtalalni: jelen esetben a fikszgbeli -tis helyet-
tesitjuk, egy

Edev(t)
t)i= ———= 26
ismeretlen fliggvénnyel, a deformaciobelit pedig egy masik
E dev(t)
(1) = 27

kombin&cidval, és természetesen maga a deformaciébaapszEFrP" helyére isESP(t)-

t irunk. Mivel a feszultséde “®V(t)-nek ésEP(t)-nek csak a hanyadosatdl fiigg, e két
fuggvény egyike szabadon megvalaszthat6é vagy éppen hégziezért élhetlink a leg-
egyszerubbE P(t) := ESPhvalasztassal.

Harom szabad, keresett fliggvénylnk van tehat. Ezekre a@giai 6sszefliggé-
sek épp harom egyenletet ronak ki. Ugyanis a deformaciéheominlinearisan fliggetlen
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tenzormen szuperponalodika2e(r), ~9%Y(r) és~P(r). Igy mindegyik figgetlen mex

idoflggove valt egyitthatojara egy-egy egyenlet fog szarmaznelszketioére a devia-
torikus, a harmadikéra a gémbi reolégiai 6sszefliggeslassuk is ezeket az egyenleteket
konkrétan:

of ) .
Sle( N=E (28)
1
d — [d .
S = B (29)
Ssph C( )+ 1 = ESPh E"sph C( ..) +1 : (30)

Ez az egyenletrendszer egy kissé zurdsen néz ki, de valoj@tenbsen leegyszeru-
sitheb. Bevezetve ugyanis a

- : - 1. — o )
1:=¢c( ) = @—", 1:= E"Sph—" (31)
segédfuggvenyeket, tovabbéa észrevéve, hogy
o )+1= 11 2o ) ; (32)

a kovetkep letisztult, linearis differencialegyenlet-rendszeapjuk e harom ismeretlen
segédfiiggvényre (pedig ugyebar elirt):

Sdev 1= Edev 1 (33)
Sdev — Edev; (34)
SP( 1+ )= EP( 2 y): (35)

Kezdeti feltételként a kiegésmimek nullardl indulnak, ez mindharom segédfuggvény-
re azonosan nulla eéletet jelent. Ekkor e differencidlegyenlet-rendszegoigasa egy-
értelmu. A segédfiiggvényekbpedig az eredeti keresdi?Y, E%, ESPM fliggvények
egyértelmuen hatarozhatok meg.

4. AZ ANIZOTROP ESET MEGOLDASAKELVIN—HOOKE-REOLOGIA
ESETEN

Altalanos vizsgalatok helyett most a legegyszerubb mgialda deviatorikusan Kel-
vin-, térfogatilag Hooke-modell esetére mutatjuk meg aolddst, amikor is (4) konkré-
tan a kovetkea egyenletpart jelenti:

dev — E deve é dev_@n dev. sph — E sphm sph: (36)

@t
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Az Uregnyitas menetét jellernz fliggvény menetét a kovetkezek valasztottuk:

1 t1+1ts
— H 2 .
()= L+sin  ——2 (37)
2 1
2
!
! ‘\‘
15 g Vo g .
1 E sph k “\ " E s
: Egel -
1t B
r
!
0,5+ b
I T It r R e = i e
: 6
O: | | |
0 25 5 75 10
2' T
1 Ve
i =
15 E® 8
E Esph. 1)
i
1
i
0,5 b
: 6 E'gé‘v-‘.‘.‘. e T T R T E LT T . ——— . —— i ——— . ——
i Eson
!
O | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7
2: II,
1,5 ‘x" 7
S
SN
A
B L]
b —5 6
8 Egev
osl N T B
. --E-d.ev. T D LT D BT S R B mma e o e . e
sph =<
gwm BT
L L L L
% 1 2 3 4 5

1. ABRA. Lassu, kdzepes és gyors Uregnyitas

Bér egy linearis egyenletrendszer ilyen specialis inhomagégal analitikusan is
megoldhatd, szemléltetés céljabdl elegeedy numerikus, egyszeruatéptetéses meg-
oldas is.

A feladatban két idskala van, a reolégidt 9=E%" és az tiregnyitas sebességét jel-
lemzo t, t;. Az idolépéskozt a kisebbik abkala pl. 1/100-adrészének valaszthatjuk.
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Kivancsiak voltunk lassu, a kdzepes és a gyors UregnyitéSressgyarant (ez alatt a két
idoskala viszonya érte). Egy kbzepes Poisson-téngeertéket valasztottunk:

=0;25 ) =0;4: (38)

A harom keresett fliggvényE 9-t, E9eV-t ésESPMt a rogzitettE SP' = ESPLvel leosztva a
harom hanyados egyértelmuen hatarozédik meg a megold&dedet abrdzoltuk harom
nyitasi sebesség esetére: amikor a reolégiaskdla joval kisebb a nyitasadkalajanal,
amikor 6sszemérhegk, és amikor a nyitas ideje a sokkal rovidebb.

Foleg a gyors nyitads esetén szembesgdtogy mindharom keresett fliggvény még
joval a nyitas utan is iofiggoen viselkedik. Ez latszik tehdE %Y (t)=EsP" = (t) -n,
igy a megfelad (t) :=[1 M]HF2+ (t)] .idofugg effektiv Poisson-tényen”
is. Ezt latva leszurhetjik, hogy megoldasunk eltér a [@fltalalhatd, a Volterra-elvet
alkalmazni prébalé megoldastol, amelyben a nyitas utdh) allandod, értéke a Hooke-
rugalmas értékkel egyezik.

5. ToOVABBI TENNIVALOK ES LEHETOSEGEK

Vizsgalatainkban egyete idaig jutottunk. Egy kovetkezfeladat az anizotrop esetre
mas modon kiszamolt reoldgiai megoldassal [7] valé réeghkdtb 6sszevetés.

Egy masik tovabblépési lefetég mas analitikusan ismert Hooke-rugalmassagtani
megoldasok reoldgiai kiterjesztése, a mddszer tovabbieiése. Bonyolultabb, tébb
helyfliggp tenzormeabhol szuperponalédé megoldasok esetén a legfeljebb négwadzab
idofliggvény kevés lehet a sok flggetlembeli egyenlet megoldasahoz. Meg lehet vi-
szont prébalni tobb ilyen megoldasoiiigg egyitthatds szuperpoziciojaként keresni a
megoldast.

Logikusan ezutan kovetkezik az a cél, hogy a médszert histidaa tegyik nume-
rikusan — példaul végeselemes médon — meghatarozott Hogledmassagtani megolda-
sokbol épitkezésre. Ennek gyakorlati haszna jelelgnne. Megjegyezzik mindamellett,
hogy mar az analitikusan targyalhato feladatok megoldagaékes, mert tesztelni lehet
velik mas analitikus vagy numerikus megoldasok josagat is.

KOSZONETMONDAS

Kbszonettel tartozunk Marta Dole alovanak, aki csopajéaz itt targyaltaknal sok-
kal bonyolultabb, 6sszetettebb problémakat oldott megkémagyarazataival sokat segi-
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tett, hogy atlathassuk a talaj- ésdetmechanikai szamitasi feladatokbarorkjhivasokat.
Munkéassaga komoly motivacio és inspiral® eolt.

Kdszdnjuk Asszonyi Csabanak, hogy ilyeroeen ambicionalta, hogy a Montavid
Termodinamikai Kutatocsoport foglalkozzon az itt vizedaladatkorrel. Intuicioja, kér-
deésfelvetései sokat segitettek kutatasunkban. Béda Ggdlg p Volterra-elv megvilagi-
tasaban volt nagy segitségunkre.

Munkankat az OTKA K81161 palyazata tamogatta.
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HOVEZETES EGYENLETEINEK ELMELETE NUMERIKUS
VIZSGALATA ES KISERLETI ELLENORZESE

Kovacs Roébert
BUDAPESTIMUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANY! EGYETEM, MSC 2. EVF.
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT BUDAPEST

A hovezetés, mint jelenség és mechanizmus tobbféle megkozelitését vizsgaltam és hasonlitot-
tam 6ssze. Ezek koziil a fo modellcsalad a Fourier-egyenlet termodinamikai alapd gyengén nem-
lokalis &ltalanositasai.

A vizsgalt egyenletekben Iévo paraméterek szerepét a diszperziés relacié szarmaztatasaval
elemeztem. A megoldasokhoz véges differencia sémat dolgoztam ki, melyet a |ézerimpulzus kisér-
letnek megfelelo kezdeti- és peremfeltételekre oldottam meg. Bizonyitottam a séma konvergenci-
ajat és becslést adtam a séma pontossagara tetszoleges frekvencia tartomanyra vonatkozélag. A
vizsgalt modelleket kvalitativ médon hasonlitottam dssze egymassal a hoterjedés anyagi mecha-
nizmusaira koncentralva. A l1ézerimpulzus kisérletre vonatkozé megoldasok segitenek a valésag-
ban is azonositani a vizsgalt jelenségeket. Ennek megfeleloen az eredményeket 6sszevetettem az
irodalomban fellelheto és az Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszéken végzett kisérletek ered-
ményeivel. A dolgozat az egyes modellek alkalmazhatdsagi lehetoségeinek elemzésével zarul.

1. BEVEZETES

A technika fejbdésének kdszonhmn elkezddott a mikroszkopikus Iéptéknél is ki-
sebb ,vildg” alakitdsa, ahol a folyamatok karakterisztikus ideje kicsi. Az attoszekundum
karakterisztikus ideju l1ézerek [1] kifejlesztése és alkalmazasa (ELI-ALPS nagyberende-
zés; példaul az atomi szintu kémiai reakcidk kovetésére hasznalhato); a nanotechnolégia
fejlodése nanomérnokoket kdvetel. Ismert, hogy az a leird elmélet, ami makroszkopikus
léptéku jelenséget megfet@n ir le, nem feltétlen -ad szinte biztosan - nem mukddik
molekularis Iéptéku jelenség esetén. Ennek oka, hogy ilyen kis anyagi I1éptéku vizsgalat

1A BME 2014. november 11-i Tudoméanyos Diakkori Konferenciajara késziilt dolgozat. Konzulens:
Van Péter.
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esetén nagyon ritkan tételezhetiink fel izotrop tulajdonsagokat, a karakterisztikus hosszak
nagyon kicsik. A kilénboéa transzport folyamatok leirasa mas megkdzelitést igényel.

Ebben a dolgozatban specialisarotanjedésol, mint transzport mechanizmusrol lesz
sz6. Nem targya viszont a kilénkbhoatadasi médozatok ¢lsugarzas, tatadas) rész-
letezése és az ezekre vald alkalmazésa a kul@nhovezetési modelleknek. Jollehet,
mar tobb, mint 60 éve kimutattak a masodik hang létezését szuperfolyékélnymban
[2, 3], ezt a hullamjelenséget ezidaig nem sikerult hétkbznapi kérnyezetben, hétkdznapi
anyagok esetén kimutatni. De ami még fontosabb, azéta sincs egy egységes, mindenki
altal elfogadott olyan kontinuumelmélet, ami megfet irnd le a kivant jelenségeket.

A fononok kinetikus elméletéd szarmaztatott momentum sorfejtés egyenletei — bar a
legjobb kontinuum modellt adjak a ballisztikusterjedés leirasara — tobb szempontbadl

sem megfelalek. A legfontosabb hidanyossaguk, hogy a kisérletileg meg gyelt terjedé-
si sebességet csak 30 db névekenzori rendu csatolt egyenlet megoldasaval képesek
reprodukalni (tehat a legmagasabb rendu egyenlet 30-ad rendu tenzorokra vonatkozik).

A Fourier-egyenlet egyik legbb probléméja az egyenlet parabolikus volta, mely
paradoxonként végtelen sebességu jelterjedéshez vezet [4]. Enmekné@iositasa a
Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet (MCV) volt [5]pelye az egyenlet hiperbolikussa-
ga’, azaz véges jelterjedési sebessége. Barletta, Zanchini, Dedeurwaerdere és munkatar-
sai felhivjdk ra a gyelmet, hogy az irreverzibilis termodinamika keretein belll a lokalis
egyensulyi leirAsban nem kompatibilis, az egyensulyhoz kdzeledve csokken az entropia
[6, 7, 8], azonban ezt a problémat a kiterjesztett irreverzibilis termodinamika altalano-
sitott entropia alkalmazéasaval kiktiszoboli [9, 10]. A masodik hang terjedését bar képes
modellezni, de még mindig hianyzik a longitudinalis és a transzverzalis ballisztikus jel-
terjedés leirdsa. Guyer €s Krumhansl| a Boltzmann-egyenlet linearizaladsaval szamaztattak
a fononok hidrodinamikai leirasara alkalmas egyenletet [11], amellyel megjésolhatéva
valt a masodik hang megjelenégirhérséklet tartomanya, ez az ugynevezett ablakfelté-
tel. Tzou az egyszeres faziskésésu modellt javasolta [12], de ez csa&ta#achanyra
vonatkozott, mint egyfajta memoria hatas, és a ballisztikus terjedéshez sziikséges térbe-
li nemlokalitas leirasahoz ez még nem elegerdhen a tranziens Boltzmann-egyenlet
kozelitésével szarmaztatta a ballisztikus-diffiziv modellt; tovabba részletesen vizsgalta
a Fourier-, a MCV- és a Boltzmann-egyenlet viselkedését kultmlkimidsen-szamok
esetén [13]. Ezzel megmutatta, hogy a MCV-egyenlet mesterséges oszcillaciotadéz el
a hoaramban, igy az nem alkalmas nanostruktarak modellezésére. Cimmellinek €s mun-
katarsainak munkasséaga a nanorendszerekben jelleemegyensulyi nemlokalis fonon
transzportra koncentralodik [14, 15, 16]. Wang és Guo®@imeg elmélet alapjan szar-

2 A jelenség rendkiviil alacsonpmérsékleten (1-3 K) jelentkezik, ilyenkor elvben viszkozitas men-
tes lesz a folyadék. Leirdasara a kvantummechanikat hasznaljak.
3 A hiperbolicitas vizsgalatarol ésalyeinl kébb ovebben sz6 lesz.
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maztattdk a sajat nem-Fourier-egyenletiiket [17, 18, 19]. Munkajukat Tolman &ltalanos
relativitaselméleti megfontolasa inspiralta, mely szerint lIétezik atbmeg dualitas és a
hoterjedés szintén rendelkezik tehetetlenséggel [20]. E szamos modell sem képes egyér-
telmuen, tisztan leirni a ballisztikus jelterjedést, mivel ez 6sszességében tekintve rendki-
vl 6sszetett, ennek egyik oka:

— Ahoterjedést 3 modus (a terjedés ,sajatiranyai”) irja le, 1 longitudinalis és 2 transz-
verzalis, kilonboa jelterjedési sebességekkel. Bbkifolydlag a ballisztikus ter-
jedés anizotrop, azaz irdnyfiggYanbao Ma itt felhivja a gyelmet arra, hogy sok
modellben nem tesznek kilénbséget ezen modusok kozott [21].

Landau komplex viszkozitasi elmélete [22] alapjan Rogers egy olyan fonongaz mo-
dellt szarmaztatott [23], amely megtudja magyarazni aa étsa masodik hang kdzotti
természetes atmenetet az alacsamyérsékletu Iézerimpulzus kisérletek kapcsan. Hatra-
nya, hogy nem tesz kulénbséget a longitudinalis és a transzverzalis médusok kozott. Ma
egy hibrid modellt alkalmaz, mely felhasznélja a komplex viszkozitast, de mellé egy (;
fenomenoldgiai leirast is kidolgozott a longitudinalis fonon terjedésre [21, 24]. Az irrever-
zibilis termodinamikailag konzisztens elméletek eddig a MCV-egyenletet tudtak szarmaz-
tatni [25, 10], illetve a Guyer-Krumhansl-egyenletet disszipativ kiterjesztéssel [26, 27]. A
ballisztikus jelterjedésnek nincs (eddig nem volt) irreverzibilis termodinamikai elmélete.

A célunk egy egységes modellcsalad bevezetése, melyre csak a termodinamika ma-
sodik fotétele jelent megszoritast, az entrépiaprodukcié pozitivitasa. Aal elzdrmaz-
tathatd, a mar eddig ismert modellek 6sszehasonlitasa alapjan kivalasztjuk aat, amir
agy gondoljuk, hogy az igazolni kivant jelenségkort &k@pp é€s hiteles médon leirja.

A megoldasok soran olyan jellegzetes, karakterisztikus, Fourier-jellegu megoldastol valo
eltéréseket keresuink, amelyeket kisérleti szempontbdl makroszkopikus 1éptékben is meg
lehet talalni és ki lehet mutatni, azaz tAmpontként szolgal arra nézve, hogy mit és hol ke-
resstink. Az egyenleteket a Iézerimpulzus kisérletnek megfpkaiemfeltételek mellett
fogjuk tesztelni. Ez a munka a tavalyi TDK dolgozatomban [28] keltidt, ez annak egy
jelenbs tovabbfejlesztése.

A dolgozat két nagyobb részre tagolhat6. Azoelészben bemutatjuk a leir6é keret-
elméleteket, a modellek szarmaztatasat. A dolgozatban kizarolag parcialis differencial-
egyenletek megoldasardl lesz sz0, igy az elméleti 6sszefoglalasban réviden a kéilonboz
tipusokrol is sz6t ejtiink a numerikus problémakra valo tekintettel. A matematikai jellegu
vizsgalatok sziikségesek a gyakorlati problémak megoldasdhoz, a modellek tulajdonsa-
gainak részletes feltérképezésehez, ezért részletesen targyaljuk a rendszerre jebemz
terjedési sebességeket a hiperbolicitas és a diszperziés relaciok fejezetekben. A dolgozat
masodik nagy részében a megoldasokat fogjuk targyalni, illetve elemezni. Ehhez feltétlen
be kell mutatni a kidolgozott numerikus modszert és kulcsfontossagu lesz az algoritmus
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stabilitasi kérdése. Emellett bizonyitjuk a séma konzisztenciajat, mely a konvergencia és a
hibabecslés szempontjabdl Iényeges. Ezutan kisérleteket elemziink, részletesen targyaljuk
a NaF kisérleteket és az Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszéken végzett méréseket
is.

Végezetll a tovabbi kutatasi lelostgek 6sszegzésével és az eddigi eredmények
0sszefoglalasaval zarjuk a dolgozatot.

2. AHOVEZETESI EGYENLETEK ALTALANOSITASA

Az altalanositas célja magasabb rendu mennyiségek bevezetése a konstitutiv egyen-
letekbe. Hogyan is kell ezt érteni? A konstitutiv egyenletek az anyagra vonatkozd, annak
viselkedését leird egyenletek, szigortan anyagi paramétereket és objektiv mennyiségeket
felhasznalva. A zikai érzéklnk is azt sugja, hogy a kézeg egy pontjanak tulajdonsagai
fuggnek a pont kdrnyezewtvalamilyen modon, de ezt még nem ismerjuk. Tovabba jog-
gal feltételezhetjik azt is, hogy a kbze@élete is szerepet jatszhat. Aoleb felsorolt
tulajdonsagokat nevezziik térbeli ésleli nemlokalitAsnak. Nézzik ezt kicsit részlete-
sebben.

2.1. MEMORIA ES NEMLOKALIS HATASOK

A val6sagban egy valamilyen modon — legyen mostriam-impulzus — ger-
jesztett kozegben a zavaras, azazomérséklet valtozasa nem vegtelen sebességgel
terjed. Ezt j6l szemlélteti a Fourier-egyenlet példaja. A rendsparabolikus volta
(matematikailag kissé pongyolan fogalmazva, eggditivalt hianya) eredményezi
a végtelen jelterjedési sebességet. Makroszkopikus skalan, a meérnoki problémak
jelenbs hanyadaban viszont j6l alkalmazhaté elmélet, a rendszer egyszeru, ala-
posan kidolgozott megoldasi moédszerek allnak rendelkezésre a megoldasdhoz, és
ami a legfontosabb, ilyen Iépték esetén kontinuumokra helyes eredményt szolgaltat,
mivel a konstitutiv egyenletekben megjebermagasabb rendu (@ és térderival-
tak) tagok egyaltalan nem dominélnak ésavéretés diffaziv jellege lesz a mérvado.

Masik fontos szempont a térbeli nemlokalitas. Ahogy mar emlitettem, az elgondo-
las hasonld, de itt nem aben, hanem térben terjesztjik ki a modellt, azaz a szomszédos
pontok allapotait is gyelembe vesszik. Erre tdbbféle modszer is létezik, a harom legfon-
tosabb elmélet:

1. Bel® valtozék elmélete: 0 valtozok bevezetésén alapul.

4Rendszer alatt mindig a belenergia mérlegegyenletét és a konstitutiv egyenlet(ek)et értem.
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2. Erosen nemlokalis elImélet: memdriafunkcionalokon és térintegralokon alapul. Ke-
véshé elterjedt, mivel nem kénnyu hasznalni.

3. Gyengén nemlokalis elmélet: a klasszikusnal magasabb rendu téydesiicltak
bevezetésén alapul.

Ezek kozul mi az els és a harmadik elmélet egyesitését fogjuk alkalmazni. A kovetkez
fejezetet a [9, 25, 29, 30, 31, 27] alapjan foglalom dssze.

2.2. AHOVEZETESI ELMELET ALTALANOSITASA, A HIERARCHIKUS RENDSZER

Az egyszeruség kedvéért tételezziik fel, hogy az anyag merev és izotrop. A levezetés
soran az indexes jelélésmddot alkalmazom az Einstein-féle 6sszegzési konvenciéval. A
bel energia mérlegegyenle@bndulunk ki:

e+ @ =0; (1)
ahol az anyag surusége,jeldli a fajlagos bels energiat, konstans fajltesetére= cT,
aholc ésT az izokor fajlo és a lomérséklet. A@ a térderivaltat jelenti, & pedig a
belo energia aramsuruségének a konduktiv része, azaamam. A pont jeldli a szubsz-
tancialis idbderivaltat. A kiindulasi feltétellink — miszerint merev kdzeget vizsgalunk —

eredményezi, hogy a szubsztancialisddrivalt megegyezik a parcialisaderivalttal, va-
lamint az aramsuruségnek nincs konvektiv része.

A klasszikus elmélet kiterjesztéséhez felhasznaltunk egyb&lioz6t, méghozza
vektorként. De miért pont vektorként? A belsaltozok elméletében erre vonatkozolag
nincs konkrét kiktés, viszont gondoljuk el, mit is szeretnénk elérni. Kiakarjuk egésziteni
a mar ismert Fourier-egyenletet. Az egyenlet minden tagja vektorialieaeah vektor
mennyiség, a tmérséklet gradiense szintén vektorialis. Célszeruvé valik a kiterjesztést
vektorialis rendben feltételezni. A belsaltozé tovabbi szerepe, hogy egyensulyban el-
tunik, vagyis az egyensulytol valo eltérést mutatja, ezért nevezik még dinamikai szabad-
sagfoknak is [32]. A kiterjesztésnek egy masik médja keriil most bemutatasra.

Az entropia fuggveényét masképp de nialjuk, mint[27, 33, 28] irodalmakban; az alab-
bi megfontolas [34] altal egyszerubb médon érhetjiik el a kompatibilitast a kinetikus elmé-
lettel és a kiterjesztett termodinamikaval [4, 9]. Ebben az esetben nem hasznalunk vektori
bels valtozét, helyébe adaramot helyettesitettiik és kvadratikus az (j tagban, azaz a
hoaram, mint alapvaltozo és nem, mint lmel&ltozé jelenik meg a modellben

. " mi: . - m L
sediQ) =5 Sdd QQ: @

Legyen az entrOpia aramsurusége

Ji — Bqul + Cijk ij . (3)
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Az el tag mar ismert, a masodik tag most az érdeke®! aa hoaramnal magasabb
tenzorialis rendu mennyiség, mint belgaltozé vezetjik be a modellbe. Figyeljik meg,
hogy az egyensulytdl valo eltérés minimalis, de termodinamikailag kompatibilis [35]. To-
vabba azt is vegyuk észre, hogy mindig egy tenzorialis renddel magasabb mennyiséggel
szorozzuk ezeket az aramokatC# szerepe is hasonlé B! -hez, szintén konstitutiv
fuggvény. Ez a fajta kiterjesztés vezet avhzetési egyenletek hierarchikus szerkezeté-
hez. Helyettesitsiink be az entrépia mérlegegyenletébe

s+@'= O (4)
igy megkapjuk az entropiaprodukcié egyattenségét, azaz
@ 8 ' + Bl(@)+d @' md
+ QF @c’™ mQi +c(@*) o )

Klasszikus| Kiterjesztett| Belso valtozos || Belso valtozos
Aramok| ¢ @B | BI 1 Qk @ci Cik
Erok q @ QF @ oK @~

1. TABLAZAT . A hierarchikus rendszerre jellemzermodinamikai esk és aramok.

Ekkor mar de nialhatjuk a termodinamikai @k és aramok kozo6tti kapcsolatokat, az
egyenbségek bal oldalan az aramok, a jobb oldalan ak gannak:

mig- @' = I (6)
myQlk  @C’™ = kQ* + kp@d; (7)
B 10 = knQl 4+ k@ (®)
Clk = n@Q*k: 9)
A masodik btétel egyerdtlenségének teljestilése megkoveteli az
l1; ke kosn O (10)
K = kika kpksy O (11)

egyenbtlenségek teljesilését. Egyszerubb alakot kapunk, ha eliminalpik a&s C'k
konstitutiv fliiggvényeket, valamint@! tenzoridlis bels valtozot. Ezzel az alabbi egyen-
lethez jutunk (egy térdimenzioban):

1 1 1
mz@t? n@?+ kl@? =
mim,@q+ (Mol + mik;) @ (mzky + Nm1) @ g+ (12)
+nko@q (K +nl))@q + kiliq:
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Az alabbi feltevésekkel a teljes rendszer az alabbi konstitutiv egyenletekre redukal-
hato.

— Fourier-egyenlet: A legegyszerubb és a mérnoki alkalmazasokban leginkabb elter-
jedt model;n = my = m, = k, =0 ésky, =0, ezzel kapjuk:

1
l,q= @f: (13)
A jobb oldalon Iéw reciprok ftomérséklet derivalasat elvégezvd £sl osztva:
- L@ (14)
= ¥

ahol a Fourier-féle tvezetési egyitthatéra a= -3, paraméter megfeleltetés el-
végezhat és a tovabbiakban is alkalmazhato.

— Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet A modell validitdsa nagyon alacsonp-h
mérsékleten — nagysagrendileg 10 K — toadwovezetés esetén helytallo, mivel
képes visszaadni a masodik hang jelensegét, azaxezbtés hullamtermeészetét.
Az erre vonatkozo javaslatot Gyarmati irta meg [9]. & k, = m, = ki =0,
akkor adddik, hogy

m,@q+ l1q= @%: (15)

Ujabb paraméterként airamhoz tartozé relaxacioigelenik meg, azaz, = T

— Guyer-Krumhansl-egyenlet Erdekessége, hogy képes visszaadni a Fourier-
egyenlet és a MCV-egyenlet megoldasait is (és az ezekre hasonlitd, de alulcsillapi-
tott esetet), valamint van a megoldasoknak egy tovabbi tartomanya — tulcsillapitott
eset — ahol a megoldas jellegzetes;a m, = 0 paraméterekkel szarmaztathato:

1
K@xq+ miki@+ kil10= kl@fi (16)

A K egyitthatéra az eddig megismert anyagi paraméterek bevezetése atén az
= k*f—ll megfeleltétést hasznaljuk és disszipacios egyitthatonak fogjuk nevezni.

— Jeffreys-tipusu termodinamikai egyenlet(vagy dualis faziskésésu modelk:=
=My = k2 = k12 =0, ekkor

1 1
mol.@q+ l1kiq= kl@f + Mm@ ?1 (17)

Fontos kiemelni, hogy eltérjelentéssel bir az itt megjelemelaxaciés id, mint

az ebzo egyenletek esetén, ugyanis & ”k“—f megfeleltetés végezleeel, ami nem
azonos 4-val. A jelentésere a kinetikus elméleti leirast bemutaté fejezetben te-
riink ra és a ballisztikus-diffuziv modellben lesz jetes#ge. Mi ezzel a konstitutiv

egyenlettel nem foglalkozunk.
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— Green-Naghdi-egyenlet Két féle valtozata is létezik, az altaldnos és az egyszeru
GN-egyenlet. Ami mindkettre jellemo, hogy sziikség van a Casimir-féle recip-
rocitasi relaciora. A dolgozatban az egyszeru tipust targyaljuk, a szarmaztatasahoz
n=m,= 1, =0 szikséges,

K@ a+ mik@= k@1 (18

Az eddig bevezetett anyagi paraméterek itt is bevezekhdiovabbi érdekesség,
hogy reverzibilis esetben — azaz amikor nulla az entrépiaprodukcié — eredményez-
het tovezetést a klasszikus = %' entropiaaram forma mellett.

— Cahn-Hilliard-egyenlet: n = m; = m, = 0 esetén adddik, hogy
1
kihg K@xq= k@ (19)
Ezzel az egyenlettel sem foglalkozunk a tovabbiakban.

— Altalanositott egyenlet han = my = 0, akkor visszakapjuk [27] szerinti ltalanos

egyenletet:
1 1
mal; @ Maka@eq K@xq+ l1kiq= kl@f+ m, @ T (20)
— Ballisztikus-diffaziv egyenlet: n = k, = 0 felhasznalasaval kapjuk. igy az egyen-

letrendszer

mg @' = Id; (21)

myQk = ki Q¥ + k@0 ; (22)

B _IJ: = kuQ; (23)

valamint a konstitutiv egyenlet

1 1
mz@[f + kl@f =
mim.@q + (mali+ miki))@g K@xq+ kil1q: (24)

Ekkor az entropiaprodukcié ndvekedése megkivanja, Hogy kioko;  Ois
teljesuljon, ami csak ugy lehetségeskhaésk,; elojele ellentétes. A tovabbiakban
ezért bevezetjikldg, = ki, > Ojel6lést. Ennek a modellnek kézponti szerepe lesz
a dolgozatban.

Ezzel megmutattuk, hogy a [27] irodalomban bevezetett altalanositast teljesen maga-
ba foglald keretelméletet allitottunk fel, de ennél tobbet is kaptunk. A (6)-(9) rendszer
képes a ballisztikusdterjedési mechanizmus leirasara is.

Erdekesség még, hogy a Fourier-egyenletet 6sszesen 3 modon tartalmazza a rendszer
[36, 37]:
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— Az egyszeri aldhuzés jeldli az eredeti Fourier-egyenletet.
— A kétszeres alahuzas jeloli a Fourier-egyenletligrivaltjat.

— Afelllvonas jeldli a Fourier-egyenlet kétszeri térderivaltjat.

1 1 1
mZ@f n@f + kl@f =
m:M,@q+ (mMoly + M1k;) @Y (mzks + Nmy) @ g+ (25)
+nk2@q (K +nl)@qg + kiliq:

Fontos megjegyezniink, hogy a megoldasai soran mindigk, = 0 paraméterek-
kel fogunk dolgozni a lehetlegkisebb csillapitas végett. Ez teljesen kizar egy Fourier-
jellegu megoldast (kék szinut). Figyeljik meg, hogg Bodram masodik idderivaltjanak
nincs ,parja’, azaz nem szerepel ahérsékletek oldalan hozz tartozo tag. Ez azt jelen-
ti, hogy nem tudjuk tisztan a Fourier-egyenletet reprodukalni, csak kozeliteni azzal, ha
valamely paraméterek ,kicsik” és ezaltal elhanyagolhatdo mértéku lesz a szamitasokban.
Erre a megoldasok fejezetben latunk példat. A kovaikejezet roviden dsszefoglalja a
ballisztikus energiatranszport kinetikus elméleti leirasmddjat, valamint 6sszehasonlitjuk
a két modellt.

2.3. AHOVEZETES KINETIKUS ELMELETE

Természetesen mas modszerek is |éteznelvadetési jelenség leirasara, ilyenek pél-
daul a fononok kozétti kdlcsdnhatason alapulé modellek [4, 38]. Ez a fajta leirasmdd nem
koveti a kontinuum szemléletet, a statisztikus zikara alapozva irja le a jelenségeket, mint
kvazirészecskékolcsonhatasa. Advezetés leirasaracsizor egy rugdkbol és tomegpon-
tokbal allé rezgrendszer modellt dolgoztak ki, azonban ennek egzakt megoldasa [40, 22]
nem disszipativ és végtelen jelterjedési sebességet ad. Landau [41] Debye és Born mun-
kai alapjan felhivja ra a gyelmet, hogy egy kristaly racsbeli atomjainak anharmonikus
rezgéseinek a jellegét is gyelembe kell venni a kristabybzebd képességének vizsgala-
takor. Ez viszont mar nemlineéris rendszer, és végll a szolitonok felfedezéséhez vezetett
a hovezetés leirasa helyett. Ashcroft és Mermin szerint a szigortan harmonikus kristaly
végtelen lovezetési tényewel kellene rendelkezzen és az anharmonikus rezgések azok,
melyekbl az energiatranszport véges sebességu marad [42].

Fononok kozott alapveen kétfélé kolcsonhat6 folyamatot kilonboztethetiink meg

([4, 43] alapjan dsszefoglalva).
5 A kvézirészecske nem igazi részecske. A fonon, mint ilyen részecske, fontos szerepet javszik a h
vezetéshen és az elektromos veképesség jelenségének leirasiaban [39].

6 étezik egy harmadik tipus is, az Ugynevezett Umklapp-folyamatok, ekkor sem az energia, sem
pedig a momentum nem marad meg [43].
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— Normal (N) jellegu kélcsonhatas: ilyenkor a fononok momentuma megmaradoé
mennyiség.

— Rezisztiv (R) jellegu kélcsonhatas: az N-folyamat ellenéte, ilyenkor a momentum
nem konzervativ mennyiség.

Mindkét folyamatban kdzo6s, hogy az energia is megmaradd mennyiségvezéteési
tényeo az R-folyamatokhoz kapcsolédik, illetve azékarekvenciéjéhoz, azaz

= C;Cv R (26)

ahol c a fononok Debye sebessége, az allandd térfogaton mért fagh r pedig az
R-folyamatok karakterisztikus ideje. Ebben a leirasmédban a Fourierdeézatési tor-

vény akkor alkalmazhat6é, ha lényegesen tobb R-folyamat van jelen a rendszerben, azaz
a diffuzivitds domindl. Ezzel ellentétben — ahogy @ntérsékletet csokkentjuk — egyre
inkdbb az N-tipusu folyamatok kezdenek dominalni é®eelzetés hullamszeruve valik
(méasodik hang jelensége). Ennek modositasa a MCV-egyenlet [4]:

@2, 22T o (27)
Viszont még mindig lefedetlen egy harmadik mechanizmus, a ballisztikus fononok éltali
energiatranszport. Ezeb fellemaje, hogy a fononok mindenféle interakcié nélkul jut-
nak keresztll a kristalyon. Ezzel kapcsolatos legismertebb kisérletek Jackson, Walker és

McNelly [44, 45] nevéhez kothek (1. 4bra).

Az emlitett kisérletekben nagyon alacsony, 10-15 K kdrtli NaF-ot hasznaltak, ilyen-
kor mar a disszipaciok nagyon kis mértékben vannak jelen, bemutathatéva valiéra h
jedés hullamtermészete.

Az 1. abran T betu jel6li a transzverzalis ballisztikus fononok észlelésének idejét. Ezt
a jelenséget a kinetikus elmélet a fonongaz modellezésével irja le az alabbi médon. Kulén
kell de nialni az R- és az N-folyamatokra is a fazissuruségétrezisztiv folyamatoK g
eloszlashoz, mig a normal folyamathbk eloszlashoz tartanak:

foo= Y (28)
exp Lk
y
fy = n o : 29
" e 1 om 1 .

Tovabba a modell feltételezi, hogy a fononok energiasuruségét artéstmeérseklete

meghatarozza:

45 Kk
- T4. - B .
e=alh 8= Fipg

’ A transzverzalis és a longitudinlis hangsebességek kozépértéke [4].
8 A Callaway-modell kombinalja a két eloszlast a relaxaci@kia| stlyozott modon.

(30)
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1. ABRA. NaF-ban mért fonon terjedés. Bal oldali abra: tiszta NaF esete [44]. Jobb ol-
dali &bra: nagyon tiszta NaF esete [45]. Ballisztikus jelterjedés; L a longitudnalis és T a
transzverzalis jel.

aholh a Planck-allanddkg a Boltzmann-allandd pedig a hullamszam. Az eloszlas-

fliggvények momentumait véve vezetiink be Gjabb mennyiségaketdabbi moédon
z

Unigipigi = KNpigsigifdke (31)

Az elsb momentum az energiasuruség, a masodik az impulzussuruség, a harmadik az
energia aram, a negyedik pedig a nyomas deviatorikus része, azaz

e= hcu; P = hUi; Qi = hCZUi; NHji = hCUh'ji: (32)

A momentumok képzésével mindig egyutt jar a lezaras problémaja [46]. Ez azt jelenti,
hogy minden momentumképzésnél egy Uj mennyiséget kapunk, mely nem csak, hogy bo-
nyolultabba teszi a rendszer leird8atle csak a kovetkezmomentum egyenlet hatarozna

meg az értékét, de abban Ujra kapunk egy meghatarozatlan mennyiséget. Erre a problé-
mara szamos lezarasi eljaras létezik, a legegyszerubb a csonkolasos eljaras, amelyben a
legmagasabb rendul{, + 1”-k) momentumot nullanak vesszik. Ezt alkalmazva jutunk

az alabbi egyenletrendszerhez:

@ Wi N n2 C@Hw 1i +C@H1+1i

@t 4nZ2 1 @x @x

n=0
= Upyi n=1 (33)
2 n

9Nem minden momentumhoz kapcsolodik valds zikai hattér. Példaul a numerikus aramlastanban
elterjecbben 16w modszer, a Racs-Boltzmann modszer is kinetikus megkozelitést alkalmaz. Abban
a leirédsban csak az el8 momemntumnak van értelme.

10 gyakorlatban nem szoktak 3 momentumnal tébbet alkalmazni.
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Ez arendszer csdk = 30 egyenlet esetén adja vissza a ballisztikus fononok helyes
terjedési sebességét. Természetesen egy ekkora rendszer a gyakorlat szamara jéforman
kezelhetetlen, dBl = 3 mar elegend a megfelad kozelitéshez észben tartva, hogy a ter-
jedési sebesség nem megfeleElonye viszont, hogy két paraméterrel karakterizalhato
a rendszer, ez kevesebb, mint amit a ballisztikus-diffaziv egyenlet tartalmaz. Ezzel meg-
kaptuk a kinetikus szemléletioliezetési egyenletrendszert az alabbi formaban:

@e Cz@p —

@t @x
@p 1@e @N _

@t 3@x @> (34)

@x
@N 4cz@p
@t 15 @x

Ha a mi kontinuum megkdozelitéstinkelhagyjuk a disszipativ tagokat, azaz k, =0

R N

(! Dballisztikus-diffaziv modell), akkor strukturalisan ezzel egyeendszerhez jutunk,
az aladbbi megfeleltetésekkel:
1 1 1
q:CZIO;Q=N;*= 7R+7N ' 9= Ry Q= ; (35)
3 4
= 2 e 2= " Kika= — ¢ o 36
qb' 12K21 15qQ1 (36)
ahol mostt jeloli a fajhot, megkilonboztetve a hangsebesséyt Ezzel a mi rendsze-
rink:
@T @q_ .
C@t ax 0;
@q @T @Q_
—% k ; 37
@ %XQ 21~ %X q (37)
~ @q _
K1, :

Az egyltthatdk és a valtozok megfeleltetése utan a @helkozorél elmondhatjuk, hogy

a hoaram aramat reprezentalja. Az itt bemutatott kinetikus elmélet és a kontinuum elmélet
altal adott rendszerek hiperbolikusak, egzakt terjedési sebesség eliémk, az ehhez
kapcsolddd szamitasokrol ladsh lesz szo.

2.4. AZ EGYENLETEK SKALAFUGGETLENSEGE

Ez alatt azt értjuk, hogy az egyenletrendszernek Iétezik olyan alakja, mely invarians a
mértékegységekre, azaz egy dimenziotlan, skalafiggetlen alak. De nialjuk hat az alabbi
dimenzidtlan paramétereket [47, 34]:

=
Tend
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Zy

1 e .
Tena= To+ oL pop(t)dt; egyensulyi omérséklet,
0
q 1 %o o ,
4= %; = O p(t)dt; hoaram és atlagosoaram,
p 0
(38)
Fo= ?; = —C; Fourier-szam (id), hodiffuzivitasi tényep,
X .
= E; hely koordinata,
— q. - Q. L as -
. j =1z "o = Iz relaxacios ik,
tp. k12 Lo , , L
= (2 Q= E%Q’ impulzus hossz és alaram arama,
q
~_  Kika

keresztcsatolasi tényez

Ezeket behelyettesitve az egyenletekbe kapjuk azok dimenziotlan alakjat. Eangd, el

hogy atlathatébb és konnyebben kezedreetendszer a kevesebb anyagi paraméter miatt,
konnyebb illeszteni kisérleti eredményekhez. Természetesen adott dimenziétlan paramé-
terektol visszanyerhet minden adat. Az eddig bemutatott egyenleteket fogjuk atirni di-
menziétlan forméba, viszont a jeldlések konnyebb értelmeslge miatt maradunk an-

nél, ahogy bevezettik ezeket az egyenleteket, vagyioaiziedl és nent o-val fogjuk je-

I6Ini, hasonldan a tér koordinataknal, ott isxaet preferaljuk. A relaxacios ak eseténél
elhagyjuk a kalapot a folul. Szem ebtt kell tartanunk, hogy inneat kizarélag dimen-

ziétlan formakkal foglalkozunk. Aldbbiakban 6sszegzem a ballisztikus-diffuziv modell
dimenziétlan formajat, valamint a lwdé szarmaztathat6 tovabbi konstitutiv egyenleteket.

— Ballisztikus-diffuziv modell :

@q, @T  @Q _

T @t q+ @X+ @x 0; (39)
@Q @q _ .
Q@t+ Q+ @X = 0:
— Fourier-egyenlet ha = =0,
@T_ ..
g+ ax 0: (40)
— Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenletha =0,
@q @T_,.
Q@t+ q+ @X_O' (41)
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— Guyer-Krumhansl-egyenlet ha o =0 és felhasznaljuk, hogy? = a disszipacios
paraméter,

@q @T ,@q

—+ — a— =0: 42

— Green-Naghdi - egyenlet specidlis eset, nem kovetelhetjik meg, hogy O le-
gyen, mert akkor minden tag kiesik,

g+

@q @T ,@q_.,,.
@t @x ‘e *+3)
Ezen egyenletek mindegyikéhez csatolni kell a belsergia mérlegegyenletét is:
@T @q
—+ — =0: 44
et @x (44)

A megoldasok fejezetben bemutatasra kertl, hogy bizonyos paraméterek egyuttallasa ese-
tén is reprodukalhatéak tovabbi, 6nhasonlé megoldasok.

3. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

A leiré elméletekben gyakorlatilag mindenhol megjelennek a parcidlis differencial-
egyenletek. Ismeretiik nélkil6zhetetlen a modern zikai €és mérnoki tudomanyok meg-
értéséhez. A kozonséges differencialegyenletekkel szemben itt nem egyvaltozds fliggvé-
nyekiol van szé és ennek ténye bizonyos esetekben nagyon meg tudja neheziteni a megol-
dasukat, st még a megoldasok létezésének a bizonyitasa is lényegesen korilményesebb.
Szukségesnek érezzik, hogy a numerikus megoldasok szempontjabdl réviden szot ejt-
stink erol. Ismeretes, hogy a linearis parcidlis differencidlegyenletek osztalyozhatdak az
alabbiak szerint:

— Elliptikus egyenletek: a megoldas fliggvény analitikuperemérték problémakra
jellemzo tipus, allandésult megoldast ad eredményiil. A megoldasfliggvény ,globa-
lis”, azaz a teljes tartomanytol fligg a megoldas. Tipikus példa a Laplace, Helmholtz
és a Poisson-egyenletek. Numerikus szempontbol a megoldasuk nem okoz kilénds
gondot. Ebben a dolgozatban nem foglalkozunk elliptikus egyenletekkel.

— Hiperbolikus egyenletek: kilénlegességik, hogy olyan megoldasokat is megen-
gednek, melyek nem folytonosak; numerikus szempontbdl ez komoly probléméat
jelenthet. Tovabbi sajatossaguk, hogy relativisztikus megfoglamazas nélkil is a
rendszerre jellenz jelterjedési sebesség vétreRendszerint a disszipaciomen-

tes hullamegyenletek tartoznak ebbe a csoportba, ilyen példaul a Sommerfeld-féle
11 A végtelenszer differencialhaté fiiggvényeket nevezik igy, azaz ha a Taylor-sora barmely tartoma-
nyon eballitja magat a fliggvényt.

12 A sokat emlegetett Fourier-egyenlet végtelen jelterjedési sebessége relativisztikus atirassal meg-
szintethed.
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hullamegyenlet és a readhlr egyenlete, vagy egy tavolabbi zikai problémakdort
tekintve a relativisztikus kvantummechanikabdl ismert Klein-Gordon egyenlet is.
Ebben a dolgozatban is tobb olyan egyenletet fogunk vizsgalni, melyek hiperbo-
likusak — ezeket bizonyitani is fogjuk — ilyen a disszipacid6 mentes GN-egyenlet,
a MCV- és a ballisztikus-diffuziv egyenlet is. Matematikai és zikai hattealiler

[48], a numerikus megoldasaikrél pedig a [49] irodalmak szolgaltatnak részletes
leirast.

— Parabolikus egyenletek: altalaban, hasonléan az elliptikus egyenletekhez, a meg-
oldasflggvény szintén sima, szakadasmentes. Azonban a rendszerreg@hiéenz
jedési sebesség végtelen, ez zikailag ellentmondasos. Diffaziv és disszipativ rend-
szerekre jellemz, ilyen példaul a Fourier-féledvezetési egyenlet, vagy a disszi-
pativ GN- és GK-egyenlet.

3.1. HPERBOLICITAS

Ebben a fejezetben a bemutatott rendszerekre jeblesredési sebességeket hason-
litjuk 6ssze, illetve megallapitjuk, hogy mely rendszerek hiperbolikusak, vagy épp para-
bolikusak. Ehhez de nicié szerint [50] egy adott forméara kell hoznunk a rendszert és az
Al egyutthatd matrix sajatértékeit kell vizsgalni. Legyen a rendszeriink az alabbi forma-
ban:

@'+A@u+Bu =F: (45)
Amennyiben a rendszer n méretuA’ egyiitthaté matrixa diagonizalhat6 és a sajat-
ertékei valésak, ugy a rendszer hiperbolikus. Ha az 6sszes sajatérték kiapakikar a
rendszer szigorGan hiperbolikus; haA¥ matrix szimmetrikus is, akkor szimmetrikus
hiperbolikus rendszent beszéliink. Itu' a valtozok vektoraF pedig tetseleges szaka-
szonként folytonos fliggvény. Ennek megfekah rendre minden rendszeriink ilyen alak-
ra kell hozni ahhoz, hogy vizsgalhat6 legyen. A lbedémergia mérlegegyenletével nincs
gond, viszont egyes konstitutiv egyenletek hianyosak. Ekkor Uj valtozot fogunk bevezetni
es ennek megfeleén fogjuk a rendszert kezelni.

— Fourier-egyenlet: ekkor a valtozoink azi; = T ésu, = g, azonban az egyenlet
hianyos, igy a baram icderivaltjat egy' paraméterrel egyutt vezetjik be,

@+ @q = O;
"@q+q+ @T = 0: (46)

!
1

-— 0

a1 . ) .
tékei p—. llyenkor, mivel" csak egy mesterséges paraméter volt, tartassuk nul-

Ezzel egyitt irjuk fel az egyltthaté matrixci:= , melynek sajatér-
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lahoz. Ezzel a sajatértékek tartanak a végtelenhez, ami azt jelenti, hogy a rendszer
parabolikus.

— Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet ezzel kbnnyu dolgunk van, mivel azazb
konstitutiv egyenlet megegyezik a MCV-egyenlettel;'la ; azaz a sajatértékek
végesek és kulonboek, a rendszer hiperbolikus.

— Guyer-Krumhansl-egyenlet. ebben az egyenletben egy disszipativ taggal van
toébb, mely egy masodrendu térderivalt,

@I+ @q = O0;
@+ g+ @T a@q = O: (47)

Ahhoz, hogy a megfelelalakra hozzuk, be kell vezetni egy Ujabb valtoz6t, azaz
u; = T;u; = ;= @Qq. Ezzel a rendszeriink:

1
@+ —@Qu; = 0;
1 a
@+ —Uu+ —@u; —@u3 = O0;
q q q
"@Quz+ U3 @Qup = O:
0 1
o L o0
fgy az egyiitthaté matrix a kovetkeformat olti:A = % - 0 % § sajatér-
o ! o

Pi—
. +a . , ) o .
tékei a0; —p-—, ahol szintéri -t nullahoz tartva végtelen terjedési sebessegeket

q
kapunk, azaz a rendszer parabolikus.

— Green-Naghdi-egyenlet az Uj valtozé bevezetése a GK eset példajabdl itt is ado-
dik. Ha az4a disszipacios anyagi paraméter zérus, akkor a rendszer hiperbolikus
lesz, a MCV-egyenletre jellerozerjedési sebességgel, ellenkezsetben pedig pa-
rabolikus.

— Ballisztikus-diffiziv modell: a rendszer mar eleve nagyon kényelmes formaban
van, a valtozok kézenfelkenu; = T; u, = @; Uz = Q. A konstitutiv egyenletek:

@r+@q = 0;
@+ q+ @T+ @Q = 0; (48)
@+ Q+ @q = 0:
0 1
o L o
A vizsgalt egyutthatd matrix teha = % r 0 o § melynek sajatértekei a
0 0

Q

q
2+
Oesa jaiQ. Lathatoan a keresztcsatolasi paramétereknek koszigrhkét
aQ



terjedési sebesség van a modellben, amennyiben ezt a csatolast megszintetjuk, ugy
a MCV-egyenletre redukalédik a rendszer.

Tovabbi megjegyzés, hogy ha a (45) egyenletben sazeBblegyiitthatd matrix nul-
la, akkor a rendszer homogén. A rendszer linearis marad®ia lineéarisan fiiggy' val-
tozoktol [50].

3.2. DISZPERZIOS RELACIO

A zika szamos terlletén ebukkané fogalom, hasznaljak minden olyan tertleten,
ahol hullamokrdl, illetve azok viselkedéséran szé; bbb terlletek az optika, kvantum-
mechanik&, elektrodinamika. A diszperzios relaétdeirja a hullam frekvenciaja és a
hullamszama kdzétti kapcsolatot.

Tételezzik fel egy egyenlet megoldasat sikhullam forméjaban, azaz
— Aei(kx !(k)t); (49)

ahol A a hullam amplitadéjak 2 a hullamszam és (k) a hullam frekvencigja, ami
figg a hullamszamtol. A hullam fazissebességef & I? a csoportsebességet pedig a
Vg = (chlk relaciok fejezik ki. Ez a két fogalom nem téveszteribsze. A fazissebesség a
hullam azonos fazisu pontjainak haladasi sebességére vonatkozik. A csoportsebesség tobb
hullam szuperpoziciojara érvényes fogalom; az egyes hullamok kuléridédissebes-

séggel rendelkeznek, ezéaltal maga a hullamcsomag is mozog a térben, ennek sebessége a
csoportsebesseég [52]. A két sebesség nemlined@kisfliggveny esetén nem azonos, azaz

ha a terjedési sebesség is figg a hulldamszamtol. Tovabbi fontos megjegyzés, hogy a rend-
szerek stabilitAsanak vizsgalatahoz is hatékony eszkdzt nydjt. Az exponencidlis fliggvény

akkor konvergal egy véges szamhoz, ha a kifgwek valos része negativ.

Energiaszempontl megkdzelités esetén elmondhatd, hogy amennyiben a rendszer
konzervativ, Ugy a csoportsebesség megegyezik az energiatranszport sebességével, azaz
Vg= Ve = E aholF az atlagos energia aramEsaz atlagos mechanikai energia. Viszont
ha a vizsgalt kbzeg elnyeltulajdonsagu, Ugy a csoportsebesség €s az energiatranszport
sebessége nem egyezik meg és a csoportsebesség komplex értéku lesz; altalaban véve a
hulldamcsoport centralis hulldamszama sem allando és az energia szempontu megkdzelités
nem ad egyértelmu valaszt a kérdésre [53].

3 A diszperzios relacio fontos szerepet jatszott a fény részecske- és hullamtermészetének a vizsgala-
taban, illetve az 1924-ben de Broglie altal felalitott hipotézisben is, hogy minden anyagi részecske
rendelkezik ezzel a dualitassal.

4 Matematikai értelemben vett diszperzios relacionak nevezziik azokat a komplex fiiggvényeket, me-
lyek képzetes és valds részei kozott létezik egy integral kapcsolat, az igynevezett Kramers-Kronig

relacid. A fény esetében a refrakciés index diszerperziv (valds) és az abszorptiv (képzetes) részei
kozott teremt kapcesolatot [51].
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Ebben a fejezetben a bemutatativezetési modellekre jelleraaliszperziés relacio-
kat vizsgaljuk, azzal a céllal, hogy a paraméterek szeoép@pbet megtudjunk. Fontos
megemliteni, hogy a dimenziétlan paraméterek miatt a frekvencia és a hullamszam, vala-
mint az ebbl ered fazissebesség és csoportsebesség esetén nincs értelme dimenzidkrol
beszélni.

3.2.1. FOURIER-EGYENLET:

Az egyenletrendszer az alabbi alakot 6lti:
@ +@q = 0; (50)
g+ @T = O (51)
Helyettesitstik be a (49) egyenletet mindkét orezvonatkozolag, ezzel egy algebrai

egyenletrendszert kapunk. Ennek az egyenletrendszernék egyutthatd matrixat kell
vizsgalnunk.

detM =0! Kk*= ! (52)

Ebbol az kdvetkezik, hogy a fazissebesség tisztan képzetes, de ennek valds zikai jelen-
tése nincs, igy ezzel nem foglalkozunk tovabb.

3.2.2. QUYER-KRUMHANSL-EGYENLET:

Adott az alabbi egyenletrendszer

@ +@q = 0; (53)
@+ g+ @T a@q (54)

Jarjunk el hasonloképp, helyettesités utan szintén egy algebrai rendszerhez jutunk, ennek
az egyutthato matrixa:

! k
M=k 1 i g+
S
it2 g +!
detM =0! k= ﬁ (55)

Viszont a komplex értékek miatt ebben a formaban nagyon nehézkes elvégezni a gyokvo-
nast, igy tegytik meg az alabbi atalakitast
1

2 -
K= w1

12(4 &)+i(t3a+!) (56)
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Legyen a&k? egyz = x + iy komplex szammal egyeml ahol

12(q &) 1% 4+t

1282 +1 Y= 1282 +1 ° (57)

X =
Ekkor az komplex szamot irhatjuk a = re' alakban is, ahot = P xZ+yZés =
= arctan (y=x). A gyokvonas muvelete igy kdbnnyen erégeZ)“)eugyanisIO z= P re'z,
azaz elég az argumentumot kettl osztani, igy megkaptuklgw) figgvényt, melynek
valos része az exponencialis tag felbontasa utan

11
142+ 12 1 128 4+1

Refk(! )g= ‘—%  cos Zarctan : (58)
1282+ 1 2 '(q a)

Komplex diszperzios relacio esetén a csoportsebességetkaAiiggvény valosreé-
szének a derivaltja hatarozza meg, azaz

dRef! g
Vg = K : (59)
De az! (k) fuggvény ismeretlen; ezzel ellentétbek(@v) figgvényt mar ismerjik, igy
I | 1, . L1z s
ennek a derivaltja is megfeteh e (99 = dReIK()e -~ yggzefiiggés felnasznalasaval.

A csoportsebesség igy

' (1+ 212(2+%% 2))cos( arctan(z ; )

V=15

2(1+ a2t 2)2(' 2 E)
N ((a+ l2( 1+4a |2)Is|n+(2;'azrctan(1“a - ))X ©0)

2(1+ a2| 2)2( 1+ /aZl 2 )4

A formula meglehaisen bonyolult, de nézzik mit tudunk kiolvasniddel

— Fourier eset. ha&= =0, akkor a diszperzios relaciora a Fourier esetet kapjuk
vissza, ez nem kozvetit zikai informéaciét szamunkra.

— MCV eset: haa =0, akkor a MCV-egyenletre redukalddik a rendszer, mellyel a
diszperzios relaciora
k2=12 4+l (61)

adodik. Ekkor &(! ) fiUggvény valds része az (58) egyestget felhasznalva
"

q_——F 1 1
Refk(!)g= *!4 2+ 12cos Earc:tan — (62)
©q

Nézzink most kétféle kozelitést.
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1. Legyen a4 paramétere kicsi, azag << 1. Ekkor mondhatjuk, hogyZ 0
és azarctan fuggveny tart a;-h6z, mely altal acosos tag tart azsl—é-ht')z. A
frekvencia szigortan pozitiv, igy a gyok alatti kifejezés?2 ! P I médon
egyszerusodik. Ezt felhasznalva

r

Ref k(! )g = Z (63)

Egyszeru szamolas megmutatja, hogy amjig 0:001, addig 100 Hz-es ger-
jeszb frekvenciaig a hiba 5 % alatt marad. Ezzel az egyszerubb relécioval a
fazissebesseg, = 2k, a csoportsebesség pedig= 4k, azaz j6 kozelitéssel

a hulldamszam valos részével egyenesen aranyosak.

2. Legyen most a4 nagy paraméter, azag >> 1és!> 1, mellyel! 4>>1 2,
Az elozo esethez hasonldan eljarvk@ ) fliggvény az alabbira egyszeruso-
dik:

Refk(!)g= 1P (64)

A hullamszam és a frekvencia k6zotti kapcsolat linearis, igy a fazissebesség
és a csoportsebesség megegyezik, agaz vy = p% mely azonos a hiper-
bolicitas vizsgalatanal is levezetett eredménnyel. Ez azt jelenti, hogy a cso-
portsebesseg forditottan aranyosygparameterrel, azaz nagyobb paraméter
mellett lassabb jelterjedés tapasztalhaté.

— GK eset: ilyenkor egyik paramétert sem tekintjik nullanak, tovabba a fazissebes-
Ség és a csoportsebesség 0sszefliggései sem linearisak, csak specialis kdzelitések
sorozataval mondhatnank rola tébbet. Erdekesebb megnéarésa , paraméte-
rek egyuttallasat. Ekkor a diszperziés relacio a Fourier-egyenlethez tartozé relaciora
egyszerusddik, amitl a csoportsebességre kapjuk, hagy 8.

Fontos észrevenni, hogy a GK-egyenlet esetén a csoportsebesség nem tud komplex értéket
felvenni, mivel a konstansok pozitiv de nitek a masodikédtel teljestilése miatt. Figyel-

juk meg, hogy a csoportsebességéagaraméter ndvelésével szintén novekszik, azaz a
jelatvitel sebességeor(3. abra), erre példat a megoldasoknal fogunk még latni.

A 2. abran lathatdé a csoportsebesseg frekvencia tartomanyon valo abrazolasa. Kis
frekvencidk esetén meg gyelhetn nemlinearis jelleg, valamint a fliggvény spéiték-
kel rendelkezik. A nemlinearitds a magasabb frekvenciak irdnyaban teljesen elhal és egy
konstans értékhez konvergal a csoportsebesség.
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2. ABRA. A GK-egyenletre jellema csoportsebesseg kulonlmdz, paraméterek melletti
abrazolasa a frekvencia fliggvényéb&n, 0:001disszipacios paraméter allando.

3.2.3. RREEN-NAGHDI-EGYENLET:

A szituacié hasonl6 a GK esethez, de abbdl ezt nem tudjuk egyszeru paraméter he-
lyettesitéssel visszakapni a konstitutiv egyerdetianyzé todram miatt:

@r+@q = 0; (65)
@+ @T a@&q = O: (66)
A mar bevett eljarassal szamoljunk tovabb.
|
_ ! k

M=k i g
detM =0! k2= L 67
S At (67)

— Disszipacié mentes eseekkora = 0 igy a lomérsékletre nézve egy masodrendu
hulldamegyenletet eredményez, melyre a MCV-egyenletre is jebeézz fazisse-
besség és csoportsebesség adodik.

— GN eset ak(! ) fuggvény valds része
S

. | 4 2 1
Refk(! )g= ﬁcos éarctan(’ét!) . (68)

Figyeljuk meg, hogy a GK esettel 6sszhangban itt is csbkken a hullam amplitaddja
aza paraméter ndvelésével. A csoportsebesség pedig

Vg= F—— 2(1 +"% %) . (69)

¢ i ((2+72 ?)coslarctan(al )) &l sin(tarctan(al )))
[232+1 ' 2 ' ' 2 '
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3. ABRA. A GK-egyenletre jellema csoportsebesseg kulonlmdz, paraméterek melletti
abrazolasa aa dimenzidtlan disszipacids egyutthato fliggvényében, allando frekvencia
mellett.

A GK esethez hasonldan a disszipacids egyitthaté névekedése szintén noveli a cso-
portsebességet. A megoldasok fejezetben arra is mutatunk példat, hogy a Fourier-
egyenlet megoldasa ezzel az egyenlettel is kozetifmeéghozza nagy, €sé pa-
raméterekkel ugy, hogy, = ‘ais teljesuljon. A csoportsebesség 0sszefuggeseben is
elvégezve ezeket a kozelitéseket kapjuk, hagy = 8!, ami pontosan a Fourier-
egyenletre jellema csoportsebesség.

4. ABRA. A GN-egyenletre jellemz csoportsebesség kulonlmdz, paraméterek melletti
abrazolasa a frekvencia fliggvényéb&r, 0:001disszipacios paraméter allando.

Figyeljuk meg, hogy a csoportsebesség allandé értéket fesz fel a frekvencia tartoma-

nyon a relaxacios tol fliggoen (4. abra). A disszipacios egyitthatdo ndvekedésével me-
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5. ABRA. A GN-egyenletre jellemz csoportsebesseg kulonlmdz, paraméterek melletti
abrazolasa aa dimenzidtlan disszipacids egyutthato fliggvényében, allando frekvencia
mellett.

redeken ndvekszik a csoportsebesség, tovabba a GK-egyenlettel azonosan flgg a disszi-
paciés egyutthat6tol (5. abra).

3.2.4. BALLISZTIKUS-DIFFUZIV MODELL :

Elosz6r nézziik a mar bemutatott hierarchikus egyenletrendszert:

@r+@q = 0; (70)
«@+q+ @T+ @Q = 0; (71)
@+ Q+ @qg = O: (72)

A sikhullam megoldas behelyettesitésével kapjuk az alabbi egyutthaté matrixot és disz-
perzios relaciot.

0 1
! k 0
M=8 k L, i k%
0 k g i
12 4+
detM =0! k2= - a° (73)
1+ o+
A valos és képzetes részeket elkulonitve kapjuk, hogy
1 .
k2:!2(Q+ 2241 PG a+ @a D+ !1%(q DHIN3( G+ o 2+ ¢+ !]:
(74)

Vegyik sorra az egyes aleseteket.
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— MCV eset: a legszembeturbb eset, ha megsziintetjiik a konstitliciés egyenletek

kozoOtti csatolast, akkor azonnal a MCV-egyenletre redukalédik a rendszer a disz-
perzios relacioval egytt.

— Fourier eset: az ebzo gondolatot folytatva, ha, zérus, akkor tovabb redukaljuk a

rendszerlnk és a Fourier-egyenlethez jutunk. Masik tefégf, hogy ha egyik para-
méter sem zérus, akkor aés a 4 legyenek ,kis” paraméterek, ekkor a Fourier-hez
nagyon hasonlé megoldast fogunk kapni.

— GK eset: legyen ?2="aés o =0, Ugy a GK-egyenletre jellenazdiszperzios rela-

ciot kapjuk vissza, ami az egyenletrendszoéib jol lathato.

— Ballisztikus-diffuziv eset: ak(! ) figgvény valos része

i
g2+ 2121+ 212

1+12%( o+ ?)?

1 1+12( 2+ 2( 4+
cos = arctan (o* "(a* o))

2 (g D*+!3g0(ot ?)
A fenti alak csak a csoportsebesség meghatarozasara lesz hasznunkra. Ha még
azonnal a determinans képzésekor elhagyjuk a képzetes tagokat, akkor abbdl a fa-
zissebességre visszakapjuk a hiperbolicitas vizsgalatanak soran meghatarozott jel-
terjedési sebességet, azaz

Refk(!)g = (75)

2+ q.,

<

Vp = (76)

qQ
Vegyuk eszre, hogy amig, és o kicsi paraméterek,> 1, valamint igaz meg,
hogy 4 = qo! =1, akkor az egésRefk(! )g Gsszefuiggés kozelithet -val,
a fazissebesség pedig -val. A csoportsebességre kapott 6sszefliggés tul hosszu,
kozléséol eltekintiink. Ebben az esetben sem lehet komplex értéku a csoportsebes-
ség. A paraméterett val6 fliggést szemléletesen a csoportsebesség fliggvényének
képével mutathatjuk be (6. és 7. abrak).

Fontos észrevenniink a 6. abran, hogy(4 ) fliggvenynek szetgrtéke van, mely a

mar emlitett ablakfeltételre utalhat. Azonban ennek jelentése tovabbi vizsgalatokat
igényel. A csoportsebesség minden esetben a GN-egyenlet altali értékekhez kon-
vergal és szintén konstans marad a frekvencia tartoméanyban. Erdekes tulajdonsaga,
hogy a paraméter névelésével ndvekszik a csoportsebesség (7. abra), de masképp,
mint a GK- és GN-egyenleteknél.

A ballisztikus tartomanybdf szemléltetett paraméterek esetén az alabbiak szerint
alakul a csoportsebesség frekvencia fliggése. Figyeljik meg, hogy ebben az esetben
két maximum hellyel is rendelkezik a fliggvény.

15Megoldasok fejezet, 33. abra



6. ABRA. A ballisztikus-diffiziv egyenletre jellenozcsoportsebesseég kiilonoz és o
paraméterek melletti Abrazolasa a frekvencia fliggvényében,.00 1 paraméter allandé.
A GK-egyenlettel megegyezkarakterisztikat lathatunk.

Ezzel a fejezettel pontosabb képet kaphattunk arrdl, hogy milyen médon maédositjak
az egyes paraméterek a kapott megoldasokat a terjedési sebességekre fokuszalva. Lat-
hattuk, hogy a legtébb diszperzios relaciéban jelen vannak a frekvencia magasabb rendu
hatvanyai is, ami disszipaciora és diszperziora utal. A numerikus megoldasok pontossaga-
ban ennek a két jelenségnek nagy szerepe van. A disszipacié a hullam ellapulaséat okozza,
mig a diszperzio egy allando érték koruli oszcillacioként jelentkezik. Egy numerikus séma
stabilitasanak vizsgalata soran olyan feltételeket hatarozunk meg, melyek nem engedik,
hogy ezek a mesterséges oszcillaciok abeh ebrehaladva névekedjenek. A |ézerim-
pulzus kisérlet bemutatdsa utan részletesen targyaljuk a konvergencia bizonyitasat, mely
szoros kapcsolatban all a stabilitassal.

4. A LEZERIMPULZUS KISERLET

A bemutatott lovezetési modelleket a széles kdrben elterjedt [ézerimpulzus kisérle-
ten ,teszteljik”. Ezt a modszert az anyagak zikai paramétereinek (bfokvezetési és
hovezetési tényey) méerésere hasznaljak. Tébb oka van annak, hogy ezt a kisérletet va-
lasztottuk :

— A modszert tobb, mint 50 éve hasznaljak, jol kidolgozott, a technikaidégének
hala folyamatos fejlesztés alatt van.

— A mérndki gyakorlat szamara jol ismert, a mérés egyszeru €s kdnnyen reprodukal-
hato, széles korben alkalmazott mérési eljaras az anyamakzhtesi tényegenek
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7. ABRA. A ballisztikus-diffuziv egyenletre jellenozcsoportsebesség kiloninoz, es
o paraméterek melletti abrazolasa alimenziotlan paraméter fliggvényében, allandd
frekvencia mellett.

mérésére.

— Ami a szamunkra legfontosabb, a Fourier-fétvézetésen tuli jelenségek kimu-
tatasara a legalkalmasabb mddszer lehet a kis karakterisztikus ioiejuptizus
miatt.

A mérés soran a minta hatfalan mérik annérséklet idbeli valtozasat és abbdl vissza
szamolhatdak a kivanotzikai paraméterek, igydként mi is ezt a fajta karakterisztikat
fogjuk gyelemmel kisérni. A mérés vazlata a 9. abran lathato.

4.1. KEZDETI ES PEREMFELTETELEK

A kezdeti feltételek megadasakor homogén aket tételeziink fel a dimenzidtlan
egyenletekben, egyformén zérus kiindulasi értékkel. A peremfeltételek nem ilyen egy-
szeruek. A legtobb modell esetén arhérséklet és adaram meavel dolgozunk, a
ballisztikus-diffuziv modell esetén viszont egy harmadik mennyiség is fellépasam
arama. Induljunk ki abbol, hogy a lézerimpulzus egaram, ennek megfel®tn a lo-
aram mepre adunk meg peremfeltételt. Nem foglalkozunk a minta lehulésével, igy a
hoaram impulzus utan a minta mindkét oldalan allandé nwkramot de nialunk.

Ha az egyenletrendszereinket csakomiérsekletet tartalmazo formara hoznank, az-
az kiklszobolnénk adaramot (és esetleg aéram aramat), akkor gy gondolhatjuk,
hogy az egyenlet térbeli rendj@begyértelmuen meghatarozhato6 a szikséges peremfelté-
telek szama. Ez altalaban véve igaz is, viszont magat a peremfeltételt megadni kdzel sem
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8. ABRA. A ballisztikus-diffuziv egyenletre jellenazcsoportsebesség kilontmdz
¢=1:9, o9 =0:07és =0:2paraméterek melletti abrazolasa a frekvencia flggvénye-
ben.

9. ABRA. A lézerimpulzus mérési modszer sematikus vazlata.

egyszeru. Mivel ilyenkor nem szerepel explicit médona@tam az egyenleteinkben, igy
elkertlhetetlen a konstitutiv egyenletek alkalmazasa. A térben nemlokalis egyenleteknél
(példaul a GK- és GN-egyenletek) mindenképp sziikség varaeaim meare, egészen
pontosan annak ,féloldalas” derivaltjara. A [28] dolgozatban lathattuk, hogy ennek hi-
anya a megoldasok egy bizonyos paraméter tartomanyan ,, zikatlan” eredményre vezet,
negativ lomérséklet alakul ki.

A ballisztikus-diffuziv modell esetén a helyzet még bonyolultabb, mivelradrsék-
let harmadik derivaltjat is ismerniink kéne a peremeken. Igy Iényegesen egyszerubb - és
a lézerimpulzus kisérletben kézenfekb is - a lnaramot megadni a peremen. A rend-
szereink ilyen szempontl megoldasa vezetett minket egy olyan diszkretizalasi eljarashoz,
ahol a peremfeltételeket kilonleges modon kezelhetjuk] e¢szletesen a kdvetkefe-
jezetben lesz szd, most csak@ham meare vonatkozé peremfeltételek targyaljuk.

A lézerimpulzust de nialjuk az aldbbi modon [47]:
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( t
Qoo = 1 co9q2 E) haO<t t,
0 hat>t,

Ennek abrazolasa lathaté a 10. abran.

10. ABRA. Lézerimpulzus peremfeltétel.

Fontos észrevenni, hogy a fliggvény ,siman” indul, azaz a derivaltja a kezdeti id
pontban nulla, valamint a hulldm kifutasa is ilyen. Ez numerikus szempontbdl fontos. A
nem nulla derivalt mesterséges numerikus perturbaciot idézel jol érzékeltethetaz
egyseégugras fuggveny peldajan. A kiindulasipdntban léw hirtelen ugras (a derivalt itt
végtelen) lehetetlenné teszi a véges differenciaval tériéima” megoldast, barmilyen
nom is a diszkretizacio, teljesen nem fognak eltunni a kéretlen numerikus hibak.

Természetesen a valosagban a kisérletek soran nem ilyen jelalak jelenik meg. Mi a
jelalaktél valo figgést nem vizsgaljuk, az egyenletek kvalitativ viselkedésének tanulma-
nyozasahoz ez is elegemaviszont az impulzus hossza a kisérlattmtamahoz képest
Kicsi, ezért varhatdéan a pontos jelalak nem jatszik Iényeges szerepet.

5. NUMERIKUS MODSZER

Az egyenletek megoldasahoz a véges differencia modszert hasznaltuk. Ennek vannak
elonyei és hatranyai is:

— Konnyu a diszkretizalas, jol kdvetlee séma pontossaga, peremfeltétdligget-
lendl hasznalhato, egyszeru leprogramozni.

— Mesterséges numerikus jelenségek, oszcillaciok és fazishibaséiget A hirtelen
valtoz6 megoldasokat korilmeényes kezelni.
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11.ABRA. Diszkretizalasi eljaras.

Célunk volt egy kénnyen kezelletexplicit séméat irni, mely hasonlé szerkezetu
egyenletrendszerekre kdnnyen kiterjesath#tivel a vizsgalt lovezetési modellek rend-
re hasonlo strukturaval birnak, igy ez egy fontos szempont, viszont a stabilitas vizsgalata
elengedhetetlen. A séma konzisztencigjanak a vizsgéalatara is sziikség van, melynek igazo-
lasaval a Lax-Richtmyer tétéI[54] alapjan a séma konvergencidja biztositotta valik.
A konzisztencia vizsgalattal egyutt a séma hibajara is becslést tudunk majd adni.

5.1. DISZKRETIZALAS

A sémank sajatossaga, hogy egymashoz képest eltobbketalkalmaz, melyet az
alabbi 11. 4bra is szemléltet.

Az egyik meod a minta teljes tértartomanyat lefedi (a fenti szélesebb), addig a masik
— -vel el van tolva. Kepzeljik el magunkaat, hogy a mintat kis darabokra bontjuk, kon-
tinuumok kdlcsdnhatdsat szamoljuk. Ezzel a fajta diszkretizaldssal megkulonbéztetiink
felllet jellegu és térfogat jellegu mennyiségeket, azaz ami a teljes tartomanyt lefedi, ott a
cellak hataraira irjuk fel az egyenleteket, az eltolt megetén pedig a cellak kdzéppont-
jara, mint egyfajta atlagkéent kezelve az adott cellara vonatkozélag. Tovabbi tualjdonsaga,
hogy igy a térfogati mennyiségekre nem sziikséges peremfeltételeket de nialnunk. Ez-
zel a megfontolassal tehat elegeridsz szamunkra aolaram, mint peremfeltétel, a tobbi
mennyiséget eltoltnak tekintjuk. Ez a valasztas viszont 6nkényesrharsékletet szeret-
nénk de nialni a peremen, akkor a tdbbi mennyiséget fogjuk eltolni. Vegyes peremfeltétel
esetén viszont megfontolandé a valasztas.

16Masnéven Lax ekvivalencia tétele.

Liu [55] is felhivjia rd a gyelmet, hogy a kilonbazdiszkretizaciés eljarasoknak etéa pon-
tossaga, konvergenciajanak sebessége és a rendszerreqelfaiszebessége, melynek vizsgalata
kevéssé terjedt el.
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A bel energia mérlegegyenlete minden modellhez szilkséges és egységes, ennek
diszkretizalt formaja admérsékletre rendezve:

t
X

Tjn+1 =T (e 9): (77)

Nézzuk most modellenként a konstitutiv egyenleteket:

— Fourier-egyenlet:

qn+1 = 7X(Tjn Tjn 1): (78)

— Guyer-Krumhansl-egyenlet:

n+l — A4n n t

@ =g g (T T o A q ) (79)
q q q

Eblol az Maxwell-Cattaneo-Vernotte modell visszakaphatéaaz 0 paraméter
mellett.

— Green-Naghdi-egyenlet

+ t at
qn 1 - qn : X(Tjn Tjn 1)+ : Xz(qn+1 an + qn 1): (80)
— Ballisztikus-difflziv egyenlet:
n+l — n 7t n t TN TN t n n . 81
G =q qq ] X( j j 1) ] X(QJ QJ 1)7 (81)
n+l — Qn JQn t ( n n). (82)
T N e 4

A ballisztikus-diffaziv modellben nem csak amérseklet, de adaram arama is eltolt
mennyiség a diszkretizacié szempontjabdl. A séma roppant egyszengndorelém,
térben pedig visszalépEz persze csak a séma szempontjabdl igaz, zikailag a diszkre-
tizacio miatt centralis. A sémank fhatranya a pontossaga, mivel a kdzelités mindenhol
elsorendu; de ednye a roppant egyszeru felépitése és kis szamitasigeénye.

5.2. KONZISZTENCIA

Egy numerikus séma konzisztens, hg; t tart a nulldhoz, agy a numerikus megol-
das is tart a pontos megoldashoz. Ennek bizonyitdsahoz nem kell mast tenni, mint a séma
egyes elemeit Taylor-sorba fejteni, majd visszahelyettesiteni a sémaba. Ezzel megkapjuk
az egyes b zikai mennyiségekre haté numerikus (,diszkrét”) operatort. Ezt kivonva az
eredeti egyenlet folytonos értékkészletu operatorabdl nullat kell kapjunk.
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Nézzik ebszor a bels energia mérlegegyenletét; irjuk fel az eredeti egyenletet és a
sémat az alabbi formakban:

@+ @q=0; (83)
@ @
Pi= = Py=—;
1 @t 2 @X
aholP, ésP, a homérséklet és adaram operatorai.
n+l n n n
t X
Fejtstk sorba Ej”” ésq’,; tagokat az alabbi modon:
t2
Tjn+1 = Tjn + t@T + 7(@T +0O( t3); (85)
X2
fu = '+ x@a+ —-@a+ O( x%); (86)

€s (84) egyenletbe helyettesitve:

@r + ; t@T+O( t) + @q+ ; x@q+O( x?) =Py, ,T+P;, ,q;
(87)
aholP, ., ésP, .  diszkrét operatorok. Ezutan tartassuk nullahoz a differencia tago-
kat, majd vonjuk ki az eredeti egyenlett az eredmény nulla. A séma a léptékek csok-
kentésével a valés megoldashoz tart. A séma konzisztencia rendje 1, igy a konvergencia
rendje is 1.

Az 6sszes modell kdzll csak a GK esetre fejtjik ki a levezetést, mivel egyrészt a
szerkezete megegyezik az 6sszes tobbivel, illetve egyértelmuen leblet fEhrmaztatni
is a Fourier és MCV modelleket, valamint a GN egyenlettel is nagy hasonlésagot mu-
tat. Masrészt a ballisztikus modell esetén a diszkretizalas szerkezete teljesen megegyez
ugyanolyan konzisztencia és konvergencia rend jelteazzosszes sémara.

Ebben az esetben az alabbi tagok sorfejtésére van szikség:

T, = T x@T+; x?@T O( x3); (88)
2 3 4

¢, = ¢ x@+—-@d —@Ga+, @q O X  (89)
2 3 4

fu = ¢+ x@a+ —-@a+ —-@a+ , @a+ O( x);  (90)

qn+1 = qn+ t@q+; tZ@q+ O( t3)i (91)

A hodram két tagjat magasabb rendig kellett sorbafejteni a sémaban szesegadrendu
derivalt miatt. Visszahelyettesitve (79) egyenletbe:

o @+, t@+O( ) + i+ @ - x@T Of x) +

2 @a+ 55 aro( x) 1 (92)
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Ebhol lathatd, hogy a mésodrendu centrdlis derivalt masodrendben pontos, de a séma
legalacsonyabb rendje szamit, igy ennek is a konzisztencia rendje 1.

Néhany fontos megjegyzes a konzisztenciaval kapcsolatban:

— Az elobbiekben bemutatott levezetés a sémank gyenge (,w-consistent”) konzisz-
tenciat bizonyitja. Konvencionalis értelemben ezt szoktak egy séma konzisztenci-
aja alatt érteni. Viszont ez azzal jar, hogy a differenciaegyenleteink nem biztos,
hogy 6rokélnek minden tulajdonsagot ami a differencidlegyenletekre vonatkozik
[56]. Az eros konzisztencia (,s-consistent”) bizonyitasa lényegesen kérilménye-
sebb. Szamunkra jelenleg a gyenge konzisztencia is elegend

— A mar emlitett Lax-Richtmyer ekvivalencia elv pontosabb megfogalmazéasa: egy
kezdetiérték problémara vonatkozo linearis parcialis differencialegyenlet vele kon-
zisztens véges differencidkkal valo kdzelitése konvergens, ha a séma stabil. A kez-
detiérték probléma korrekt kituzéttségu kell legyen, azaz

1. létezik megoldas,
2. ez amegoldas egyértelmu,
3. a megoldas folytonosan fliggjon a kezdeti és peremfeltétdlekt

ahol az els két pont, a megoldas Iétezése és unicitdsa magaban foglalja a perem-
feltételek ellerzését is.

Azaz a konvergencia biztositdsahoz a sémank stabilitasat még bizonyitani kell. Szimmet-
rikus hiperbolikus rendszerekre kénnyen tudunk korrekt kituzottségu problémat megadni
[43]. Ennek tovabbi vizsgalatat, a szikséges tételek bizonyitasat és pontosabb matemati-
kai megfogalmazasat [57] részletezi.

5.3. SIABILITASVIZSGALAT

A numerikus séma akkor marad stabil, ha a kozelités hibaja véges marad. Ennek
ellerorzésére a Neumann- és Jury-mddszereket alkalmazadedinézzik a Neumann-
féle eljarast kdzelebbt. Tételezzik fel az egyenleteink megoldasat az alabbi formaban:
jn — neikj x; (93)
aholi a képzetes egysél,a hullamszamj x a ,j"-edik térlépés,n pedig az idlépés
indexe. A séma stabil, ha anévekményi faktorra igaz, hogy; 1. Haj j=1, ak-
kor a sémat konzervativnak nevezzik. Helyettesitsiink vissza a sémakba, kezdjidk a bels
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energia merlegegyenletével:

. t
Tjn 1 + -I-jn X(anr:L qn)

t
X

0; (94)

( Do+ X 1

0: (95)

Mivel két mennyiséggel, admérséklettel és addrammal dolgozunk, ezért egy lineéaris
algebrai egyenletrendszerre fogunk jutni. A legegyszerubbel, a Fourier-egyenlettel kezd-
juk,

o+ — 1 e* X Ty=0: (96)

igy a rendszer az alabbi format olti

0 . " 1 |
1 —L gk x 1 To _ A,
@—1 g k x ' A o' =0

X
A rendszernek akkor van trivialistol kilénb@megoldasa, amikor az egyutthatdé matrix
determinansa zérus. Ezaltal a rendgzér) karakterisztikus polinomja a kdvetkez

F()= 2 ):Z(Zcosk X) 2)=0: (97)

Fontos észrevétel, hogy a polinomot ugy kell rendezni, hogy a legmagasabb foku tag
egyutthatoja pozitiv legyen. Advezetési modellek vizsgalatakor amig a rendszer masod-
rendu marad, nem okoz gondot. Egyedul a ballisztikus modell harmadrendu, ott ezt fel-
tétlen gyelembe kell venni, mivel a Jury-kritériumok alkalmazéasakor relaciét valtoztat.
Tovabba megjegyzewnd hogy a Jury-kritériumok diszkrét rendszerek vizsgalatara alkal-
masak, mig a kdézismertebb Routh-Hurwitz kritériumok folytonos rendszerekre, illetve
biliniearis transzformacioval diszkrét rendszerre is alkalmazhat6 [58]. A stabilitasi kri-
tériumok szerepe, hogy a karakterisztikus polinom egyutthatoibdl kévetkeztethetiink a
gyokeire. Amig a gyokok a komplex szamsikon elhelyepkeglységkoron belll vannak,
addig a differenciaegyenlet egyensulya aszimptotikusan stabil. Altalanos szabaly, hogy
,n"-ed rendu polinomhoz n+1 szamu feltétel tartozik.

Most nézziik az altalanos Jury feltételeket:
1.F( =1) O
2.F( = 1) OhanparoséB( = 1) Ohan pératlan

3. jagj a,, azaz ha a legmagasabb foku tag egyutthatoja 1, ugy a trividlis megoldas
esetén is biztositja, hogy a konstans nulladrendu tag ne legyen nagyobb egynél.
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Ha ezek a feltételek teljesulnek, akkor a séma stabil és a ndvekményi faktorra igaz lesz,
hogyj j 1. A tovabbiakban csak a karakterisztikus polinomot irjuk fel és a kritérium
szamara utalunk.

— Fourier-egyenlet: a polinomot mar levezettik, nézzik a kritériumokat:

1. 3 > 0; ez minden esetben teljesil.
2.1+ Z—XE > 0; szintén minden paraméter kielégiti.

3. t< sz; a harmadik Jury-kritérium feltételt szab aniépésre nézve.

— Guyer-Krumhansl-egyenlet: tekintsiik a polinomot aa, >+ a; + ap =0 alak-

ban, ahol
a = 1;
t at
a = — 2 5(2cosk x) 2);
q q X
t  at t?
a =1 —+ 5 (2cosk x) 2) 5 (2cosk x) 2):
q g X q X

A cosk x)= 1érték jelenti a szétgrtéket, minden esetben ezt vesszik alapul.
Ezt gyelembe véve a kritériumokra kapjuk, hogy:

1. 4t >0

q X2

x2 24 _t .
2. X 21 1 4+ lsa

3. Az abszol(t érték miatt két feltételt kapunkt 2 < &
A masik kritérium pedigTX2 2—‘3 1 + t> 4 mely gyengébb, mint a 2.

pontban leirt, mivel' < t.
A MCV-egyenletre vonatkoz¢ feltétedt= 0 mellett kapjuk meg.

— Green-Naghdi-egyenlet a konstitutiv egyenletid a GK esethez képest hianyzik
a hoaram nulladrendu derivaltja, igy nem megbefmogy a—qt paraméter fog hia-
nyozni a polinom egytitthat6ibdl, azaz:

a = 1;
a = 2 a )t(z (2cosk x) 2);
at t?
a = 1+ (2cosk x) 2) (2cosk x) 2):

G X2

igy a stabilitas feltételei:

1 4 Y > 0; vagyis ez egyezik a GK esettel.

X2
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3. Az abszolut érték miatt most is két feltételt kapunk;< a feltétel kizarja az
a4 =0 esetet, ami 6sszhangban all a termodinamikai feltételekkel is.
A masik kritérium peding—f2 + t> &; mostis ez a gyengébb, mivelt >
> St
— Ballisztikus-diffuziv egyenlet. a rendszer 3 egyenlaiball, igy a polinom is har-
madfoku, egyutthatoi a kdvetkek.

a3 = 1
t t
a = —+ — 3
q Q |
t2 2t 2t 2 2 t2
a = —+3 x2+ 2 (2cosk x) 2)
qQ q Q qQ q
t t t2 2 2 t2 t "
a = —+ — — 1+ 5 > — 1 (2cosk x) 2)
q Q Q q gQ X q X Q

Az eddig szokasos kovetelményeken kivil sziikség van még egy negyedik kovetel-
ményre is, mégpedig:

L 4 .
jboj > jbyj, aholly = 22 5 ggp,= 0 &

ap ag a

Jol lathatéan nagyon gyorsan elbonyolédnak a kritériumok, ennél az esetnél a nu-
merikus kiértékelés javallott. Az es3 kritériumot meég le lehet vezetni analitiku-
san, de a formuldk nem olyan atlathatéak ahogy eddig, nem szolgéltatnak tébblet
informaciot, ezért ezek kozléséeltekintiink.

Ezzel a stabilitAsvizsgalat végére értiink, a sémak konvergencidja biztositott.

6. MEGOLDASOK ES OSSZEHASONLITASOK

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy az egyenletekben sagra@méterek milyen
hatast gyakorolnak a megoldasokra. A rendszerek fontos tulajdonséaga, hogy a paraméte-
rek bizonyos egyuttallasakor vagy akar a koztukoléagysagrendi kilonbség hatasara
visszakapjuk a Fourier-egyenlet megoldasat. Olyan kvalitativ analizist folytatunk, melyre
kisérletet lehet tervezni, vagyis olyan kilonbségeket kerestuink, mely kisérletileg is meg-
foghatd. A megoldasok elemzését a Fourier-egyenlettel kezdjlk, ez egy standard karakte-
risztikat fog jelenteni, az ait val6 eltéréseket fogjuk keresni.
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6.1. A FOURIER-EGYENLET MEGOLDASAI

Ha a dimenzidtlan, tmérsékletre rendezett (98) Fourier-egyenletet vizsgaljuk, ak-
kor lathatéan az egyenlet nem tartalmaz paramétert. Kizarolag a peremfeltételben jelenik
meg a rendszer egyetlerojdaramétere anat a megoldas fligg: a impulzushossz. Az
egyenlet:

@T = @ T: (98)

Felhivjuk ra a gyelmet, hogy ezzel a dimenziétlanitassal magaartalmazza a szuik-
séges anyagi paramétereket, amhimindent vissza lehet szamolni egy esetleges illesztés
sorén. A legtdbb megoldas esetén a= 0:04 értékkel fogunk dolgozni Czél és mun-
katarsai [47] alapjan, ez aldl csak a ballisztikus modell lesz kivétel. Itt emeljik ki, hogy
egyetlen lomérsékletre rendezett egyenlet sem tartalmazza ilyen formabaparamé-

tert. A megoldasokat a 12. és 13. abrak mutatjak.

12.ABRA. A homérsékletmeaz 3D reprezentacioja a Fourier-egyenlet megoldasanal.

13. ABRA. Fourier-egyenlet megoldasa = 0:04 paraméterrel. A tobbi egyenlet megol-
dasét ezzel hasonlitjuk 6ssze.
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6.2. A MAXWELL -CATTANEO-VERNOTTEEGYENLET MEGOLDASAI

A Fourier-egyenlet kiegészul egydderivalttal, ennek megfeleén a lovezetést csil-
lapitott hullamterjedés formajaban irja le:

¢@T + @T = @T: (99)
A 4 hatart a nullahoz, akkor tartunk a Fourier-egyenlet megoldasahoz. Ha viszont egyre
nagyobb a, paraméter, annal inkabbamtdik a megoldas hullamjellege (14., 15., 16. ab-

rak) és egy masodrendu hullamegyenlet megoldasahoz (disszipacié mentes GN-egyenlet)
tart. Meg gyelheb még, hogy a4 paraméter novelésevel a jelterjedesi sebesség csokken.

14. ABRA. MCV-egyenlet megoldasa =0:04es 4= 0:02paraméterekkel. A jobbol-
dali abran mar jol meg gyelheta hullamszeru terjedés, valamint helyesen visszakaptuk
arendszer karakterisztiklw% jelterjedési sebességeét.

15. ABRA. MCV-egyenlet megoldasa = 0:04és = 0:06 paraméterekkel.
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16. ABRA. MCV-egyenlet megoldasa szintvonalas abrazolasban 0:04és = 0:06
paraméterekkel. Adimpulzus visszavedik, majd kisimul.

6.3. A GUYER-KRUMHANSL-EGYENLET MEGOLDASAI

Ahogy eddig is lattuk& = 0 paraméter visszaadja a MCV-egyenletet, igy ezzel itt mar
nem foglalkozunk. Ahogy ezt a paramétert ndveljuk, Ugy egyre disszipativabb a rendszer,
no a csillapitas (17. abra). Az alabbi, (10@rhérsékletre rendezett egyenletben érdemes
észrevenniink, hogy nem csak az eredeti Fourier-egyenlet, hanem annekexiviltja
IS benne van:

@T+ @I = @T+a@xT: (100)

Ebbol kovetkeoen, ha 4 = ‘a, akkor olyan egyenlethez jutunk, mely pontosan a Fourier-
egyenlet megoldasat adja vissza (18. abra).

17.ABRA. GK-egyenlet alulcsillapitott (MCV-jellegu) megoldasa = 0:04;
q = 0:02;& = 0:001paraméterekkel. A jobboldali abran a hullamszeru terjedés még ki-
veheb.

Ha tovabb ndveljik a disszipacids paramétert, akkor a rendszer tulcsillapitotta valik,
melynek érdekessége, hogy megnjelterjedési sebesség (19. abra). Figyeljik meg, hogy
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18. ABRA. GK-egyenlet Fourier-jellegu megoldasa = 0:04; 4 =‘a=0:02paraméte-
rekkel. Ekkor pontosan a 13. abran lathatd megoldast kapjuk vissza.

ez a tapasztalatunk 6sszhangban all a diszperzids relaciobél szamolt csoportsebességgel.

19. ABRA. GK-egyenlet tulcsillapitott megoldasa = 0:04; 4 =0:02; &= 0:04 para-
méterekkel. A bmérséklet hamarabb kezd emelkedni, mint a Fourier-egyenlet esetében
(13. és 18. abrék).

6.4. A GREEN-NAGHDI-EGYENLET MEGOLDASAI

Béar a konstitutiv egyenleth nem latszik, a bmérsékletre rendezett (101) formébdl
lathat6an csillapitott hullamegyenlettel van dolgunk. Amennyiber0, Ugy a rendszer
disszipaciomentes, azonban ezt az esetet a termodinamikai feltételek kizarjaét: h
sékletre rendezett GN-egyenlet:

@T = @ T +2a@xT: (101)

A 20. abra egy gyengén csillapitott megoldast mutat.ofnérsékletcstcsok a hul-
lam visszaverdését szemléltetik, melyet a szintvonalas (21. 4bra) reprezentacioval job-
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ban meg lehet érteni.

20.ABRA. GN-egyenlet megoldasa = 0:04; ,=0:02; #=10 “ paraméterekkel. JOl
kiveheb a hullam visszavedése és gyengulése.

21.ABRA. GN-egyenlet megoldasa szintvonalas abrazolasban0:04;
q=0:02; 8=10 * paraméterekkel.

Lathatoan a hullam kezd kiszélesedni, vagyis a hullam energidja eloszlik a térben
az ido mulaséaval. Kis mértéku csillapitas esetén az eddigi megoldasok karakterisztikus
idejéhe2® mérten elég sokaig tart.

A 22. és 23. abrak egy olyan megoldast mutatnak, ahol a csillapitas mértéke az el
zonél joval nagyobb, a hullam gyorsan disszipalodik a térben.

Ha parhuzamosan noéveljik g ésé paramétereket, melyeknek ugyanolyan ertéket
adunk, akkor kezdjuk kozeliteni a Fourier-egyenlet megoldasat, ezek eredményét a 24. és
25. dbrak szemléltetik.

18 Az eddig tapasztalt megoldasoknal aagiitervallum 0-t6l 1-ig tartott, ekkorra mar a rendszer majd-
nem minden esetben elérte a stacionarius allapotat. Ebben az esetben pedig egy nagysagrenddel tébb
idore van sziikség.
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22.ABRA. GN-egyenlet megoldasa =0:04; 4= 0:02; &= 0:02parameterekkel.

23.ABRA. A homérsékletmez 3D reprezentécidja a GN-egyenlet=0:04;
q = 0:02; &= 0:02 paraméterekkel valo6 megoldasanal.

Ha a 4 paramétert valtozatlanul hagyjuk es csakbgraramétert noveljuk, agy egy
tulcsillapitott hullamot kapunk, mely gyorsan eléri az &llanddsult allapotat és gyorsan
terjed (26. abra).

6.5. ABALLISZTIKUS-DIFFUZIV EGYENLET MEGOLDASAI

Fontos felhivni ra a gyelmet, hogy a hierarchikus rendszer tovabbiakban részlete-
zett vizsgalatakor nem vettiink szamitasba minden paramétert, azaz leegyszerusitettik a
rendszert. Az itt bemutatott ballisztikus-diffiziv modetimérsékletre rendezett alakja a
kovetken:

0 q@T+( o+ J@QT+@T=@T+( o+ H@«T: (102)

Mint lathatd, tartalmazza a Fourier-egyenletet, de felfoghat6 a GK-egyenlet egy memoria
kiterjesztésekeént is. Aq ido paraméter nem csak a harmadrendodierivalt egyuttha-
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24.ABRA. GN-egyenlet megoldasa = 0:04; = 0:8; &= 0:8 paraméterekkel.

25.ABRA. GN-egyenlet Fourier-jellegu megoldasa = 0:04; 4= 10; 4= 10 parame-
terekkel.

tojaként jelenik meg, hanem masik két tagnal is szerepel. Tovabba érdemes észrevenni,
hogy a csatolasi paramétereké@paraméterhez hasonldéan a disszipaciésiik. Eblol
lathatéan reprodukalni lehet az eddig targyalt modellek megoldasait, viszont nem csak
egyszeru parameéter bedllitasok mellett, nem elég egyszeruen eggaahni két paramé-

terta o miatt.

6.5.1. FOURIER-TIPUSU MEGOLDASOK

— ,Kicsinek” valasztva aq; o parametereket, példaként legyen= 4= =
= 0:001, ugy az egyenletiink az eredeti Fourier-egyenlethez tart (27. abra).

— Az elozo esettl eltéoen legyen most ag lényegesen nagyobb. Ekkor a GK-

megoldas altal is reprodukalt, az eredeti Fourier-egyentetadvaltjanak a megol-
dasa is szerepet jatszik és szintén Fourier-tipusu lefutast tapasztalhatunk (28. abra).
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26.ABRA. GN-egyenlet megoldasa =0:04; = 0:02; &= 0:06 parameterekkel.

27.ABRA. A ballisztikus egyenlet Fourier-jellegu megoldaga= o= = 0:001para-
méterekkel.

— A ballisztikus-diffiziv modell bevezetésekdrtargyalt okok miatt a harmadik
Fourier-féle megoldas nem reprodukalhato.

6.5.2. MCV-TiPUSU MEGOLDASOK

Ha az egyenlet rendszerben megszintetjik a csatolasirarh és adaram arama
kozott, vagyis = 0, akkor a két mennyiség teljesen flggetlen lesz egymastal, a jelter-
jedés igy fuggetlen lesz & paraméted!® is, és tisztin MCV megoldasokat tudunk
reprodukalni (29. abra).

19 4sd: A lovezetési elmélet altalanositasa, a hierarchikus rendszer cimu fejezetet.
20|_asd a hiperbolicitas fejezetet.
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28. ABRA. A ballisztikus egyenlet Fourier-jellegu megoldasp=1; = =0:001pa-
raméterekkel.

29.ABRA. A ballisztikus egyenlet MCV-jellegu megoldasg= 0:02; =0:001parame-
terekkel.

6.5.3. GKIIPUSU MEGOLDASOK

Legyen g << 4, ekkor a harmadrendu adierivalt egyutthatdja is kicsi marad, a
vegyes derivalt tag egyutthat6inal pedig legyen 0:25, igy igaz lesz, hogy? >> .
Mivel a keresztcsatolasi paraméterek szerepe hasonl6 a GK-egyenletbehdégettipa-
cios paraméterhez, igy ezzel kdzelitjik ezt a fajta karakterisztikat. Ebben az esetben egy
tulcsillapitott esetet szemléltetiink a 30. abran.

Hasonl6 elgondolassal egyéb GK-tipusi megoldasokat is reprodukalni lehet.

6.5.4. GNTIPUSU MEGOLDAS
Hasonl6 jellegu hullamterjedés is reprodukalhaté ahhoz, amit a GN-egyenlet megol-

dasainal is lattunk a; = 0:7; o =15;
=09; = 0:04 paramétereket mellett, melyeket a 31. és 32. abrak szemléltetnek.
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30.ABRA. A ballisztikus egyenlet GK-jellegu megoldasa= 0:02; o =0:001;
= 0:25paraméterekkel.

31.ABRA. A ballisztikus egyenlet GN-jellegu megoldasg= 0:7; o =15;
=9; = 0:04 paraméterekkel.

6.5.5. BALLISZTIKUS MEGOLDASOK
Ezalatt az 1. abran lathato karakterisztikat értjuk, azaz tipikusan olyan megoldasokat
keresunk, ahol a kédmérseékletcsucs jelen van. Itt fontos szerepet jatszik a lézerimpulzus

hossza, mivel jelensen befolydsolja a ballisztikus jel meglétét, erre példat a kovetkez
két abra, a 33. és a 34. mutatnak.

7. KISERLETEK

7.1. BALLISZTIKUS MODELLEK OSSZEHASONLITASA A KISERLETEKKEL

Ebben az alfejezetben a NaF kisérletet vetjuk dssze 3 elmélettel:
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32.ABRA. A homérsékletmaz 3D reprezentacidja a ballisztikus egyenlet
¢=0:7, 9=15; =9; = 0:04 paraméterekkel valé6 GN-jellegu megoldasanal.

33.ABRA. A ballisztikus egyenlet ballisztikus-diffiziv megoldases 1:9;
0 =0:07; =0:28;, =0:065parameterekkel.

1. Dreyer és Struchtrup kinetikus elméleti modellje [4],
2. Yanbao Ma altal hasznalt komplex viszkozitds modell [21, 24],

3. Kontinuum termodinamikai Uton szarmagztatott ballisztikus-diffuziv modell [34].

A fenti modellekben kdz6s, hogy mind a NaF kisérletek alapjan mérik a modell ,joséa-
gat”, azonban kulonbdzrészletekre helyezik a hangsulyt. Amig Dreyer és Struchtrup a
kvalitativ reprezentaciora helyezi a hangsulyt, addig Ma mar kvantitativ egyezést kap. A
dimenzidtlanitast a NaF 13 Komeérsékleten jellenzanyagi paramétereire [59] végez-
zuk el, melyek az alabbiak:

kg J w

—;Cc=2"7714——; =2 —_—; 1

pct c kgK 0500 K (103)
ahol asuruségc a fajlo és a hovezetési tényex Dreyer és Struchtrup mas lézerim-

pulzus szélesség t;) és minta szélessdg() paramétereket hasznal, mint Mat; és

= 2866
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34.ABRA. A ballisztikus egyenlet ballisztikus-diffiziv megoldaga= 1:9;
0=0:07; =0:2; =0:12paraméterekkel.

L,) a Jackson - Walker kisérletek reprodukalasara, pontdmbedmlitett eltérés miatt, de
nagysagrendileg megegyeznek.

t;=10 ’s; L;=6:26mm; t,=2:4 10 ’s; L, =7:9mm (104)

Ezek alapjan a teljes dimenziotlanitas elvégezh&tikkekben adottak a relaxacioki

a paramétert pedig a megfebejelterjedési sebességhez kell allitAnEloszor nézzik

a Dreyer - Struchtrup kinetikus modelljével valé 6sszevetést. A karakterisztika aminek a
reprodukalasa a célunk, a 35. 4bran lathato.

35. ABRA. Dreyer és Struchtrup altal megoldott kinetikus modelya= 10:4 t;
=2:1 tdimenziés paraméterekkel, ahot az impulzus szélessége [4].

A 36. abra mutatja a mi eredménytnket. A kinetikus elmélettel val6 dsszevetés meg-
mutatja, hogy a kdzegre jellembhangsebességet az alabbi 6sszefliggés adja meg dimen-

21Ebhol a szempontbdl a hiperbolicitas vizsgalata alapyelenbségu.
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36.ABRA. A mi modellink megoldasa g = 0:068; o =0:0137; =0:102;
= 0:0065dimenzidtlan paraméterekkel.

zios és dimenzidtlan formaban: .

c= 3—; t=

q

ahol c a dimenziésg a dimenzidtlan hangsebességa hodiffuzivitas, mely az anyagi
paraméterek alapjan szintén adogtpedig a lmaramhoz tartozo relaxaciosoidezt fel-
hasznalva a hangsebesség érteke724:37 . Ezaltal a paramétert be lehet allitani oly
maodon, hogy visszakapjuk a hangsebességet. Fontos Gjra megemliteni, hogy a kinetikus
elmélet csalN = 30 egyenlet mellett adja vissza helyesen a terjedési sebességet, nekiink
is ehhez kell igazodni ha Dreyer és Struchtrup eredményét szeretnénk reprodukalni. A
paramétert az alapjan allitottuk be, hogy a megéetidnenziétlan idpontban érzékeljuk

a ballisztikus jelet, ebben az esetberFer= 0:196 Osszegezve a paramétereinket:

; (105)

o> W

q=0:068; o =0:0137; =0:102; =0:0065 (106)
A modelliink reprodukélja Dreyer és Struchtrup jelterjedési sebességeit [4].

Nézzik most Yanbao Ma adatait [24]. Megadja a relaxaciosahtokat, valamint a
hangsebességet is amivel szamol:

m
r =0:937s; y =0:338s;! 5=0:248s;c= 3187§: (207)
A 37. 4bra Ma eredményeit mutatja, melyek kozil a 13 K-hez tartoz6 gorbét kell
tampontnak vennink. A ballisztikus-diffuziv modellel torvéfiesztés eredményét a 38.

abra mutatja. A gorbe karakterisztikija egyezik a mért adatokkal, ellenben a terjedési
sebességet nem helyesen adta vissza. A dimenziés paramétereink:

=0:937s; o =0:168s ;c= 18492: (108)
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37.ABRA. Yanbao Ma illesztése; baloldali képen a mért eredmények, a jobboldali képen
pedig az illesztett gorbéi lathatéak [24]. Ezek kozil szamunkra a 13 K-hez tartozé gérbe
arelevans.

Sem a Dreyer-Struchtrup modellben, sem Ma modelljében nem egyértelmu a hatolda-
li peremfeltétel. Az altalunk hasznalt adiabatikus peremfeltétel helyett nem vilagos, hogy
a kisérleti feltételeknek mi felelne meg jobban.

7.2. TOVABBI ALKALMAZASOK

— A ballisztikus-diffaziv modellek alkalmazasa nem korlatozodik az alacsoméin-
sékletu lovezetési jelenségek leirdsara. Fontos alkalmazasi teriiletet képviselnek a
nanométer méretu elektromos eszkdzok is.oklektromos hatas egydtt jar ave-
zetési tényea valtozasaval is, ami nagyban befolyasolhatja az eszkdz hatasfokat,
mukodoképességét [60].

— A kinetikus modellel valé 6sszevetés megmutatta, hogy a kézegre jellbarmy-
sebesség advezetési tényewel is kapcsolatban all. Mechanikai alakvaltozasok
gyelembevételével a helyzet tovabb bonyolédik, a viszkozitas is szerepet fog jat-
szani [61].

— Figyelmet érdemel a Knudsen-szam ftidgvezetési egyitthatoval valé leirAsmad.
Amikor a minta karakterisztikus hossza egy nagysagrendbe esik a kozepes szabad
uthossz&f, akkor a ballisztikus terjedés jatszik szerepet. Alvarez és Jou megmu-
tattak [62], hogy a Knudsen-szam\rezetési egyltthatoban toreergyelembevé-
tele a MCV-egyenletben jobb kbzelitést eredményez, mint a szokasos megoldasai

22Eqgy részecske altal két Uitkozés kozott atlagosan megtett it. A Knudsen-szam a kdzepes szabad
Uthossz és a minta karakterisztikus hoszzanak az aranya.
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38. ABRA. A ballisztikus-diffaziv modell illesztése g = 0:039 o = 0:007,
=0:01, =0:04 paraméterekkel. A gorbe karakterisztikaja helyes, de a ballisztikus
terjedési sebesség nem egyefik,= 0:12-nél kellene kezddjon a felfutas.

a MCV-egyenletnek. Ekkor Chen [13] cikkében emlitetéhramoszcillacié meg-
szintethat, tovadbba a Fourier-egyenlet helyett a ballisztikus-diffaziv modellhez
fog konvergalni a bdram nagy idintervallumot tekintve.

7.3. Az EGRKISERLET KIERTEKELESE

Elozetes mérések alapjan 2014. junius 3-an az Energetikai Gépek és Rendszerek Tan-
széken Both Soma (méres), Grof Gyula (kalibracio) és Van Péter (miokaslités és
méres) végeztek kisérleteket makroszkopikus nem-Founierdetés eszlelése céljabol.

Fourier-jellegu loterjedéstl varhatéan nem csak akkor tapasztalhatunk eltérést, ha
alacsony, néhany Kdmeérsékleten vizsgaljuk az anyag tulajdonséagait, hanem inhomogén
Osszetételu anyagok esetén is [63, 64, 65]. A modelljeink effektivek, vagyis az egyenletek-
ben szerem anyagi paramétereink dsszességében jellemzik az anyag inhomogenitasat is.
A kisérletekhez etssorban réteges szerkezetu mintadk késziltek, mivel ezeket kdnnyebb
legyartani és a komponensek is ismertek. Tobb kisérlet készult, ezek koézul most csak
egyet nézink meg részletesebben.

Ez a minta 16 rétegh all, 6sszesen 8 réteg, 180 g-o0s papir és 8 réteg aluminium félia
koveti egymast felvaltva, a minta teljes vastagsaga 3,35 mm. A kisérlet felépitése megfe-
lel az eddig targyalt numerikus szimulacioknak. Az alabbi, 39. abran lathato az impulzus
alakja, mely bar eltér a szimulaciékban alkalmazottdl, a peremfeltételek targyalasanal
emlitett okok miatt alkalmazhat6. A 40. abran a méntniérséklet lathat6é az adfiggve-
nyében. Mivel ez a gorbe a trigger @lindul, igy a szimulaciéval valé 6sszevetéshez az
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origéba kell tolni. Kdvetkea 1épésként az egyensulyptmérseékletre kell normalni, azaz
agy kell leosztani a goérbe minden pontjat, hogy az egyensolyidrséklet egynél legyen.

39. ABRA. A kisérletben hasznalt jelalak.

40.ABRA. A minta hatfalan mérttimérséklet értékek.

Ez a mérési eredmény azért érdekes, mert egyrészt nagyon gymreesiéklet felfu-
tas, masrészt azonnal az elején mintha lathato lenne egy kiugré ,pap”. A gyors, azonnali
homérséklet emelkedés tobb mas mintanal is meg gyellvelt. Az illesztést edszor a
Fourier-egyenlettel kezdjuk adiffazivitds megallapitasara, mivel ebben az esetben ez az
egyetlen illesztenal paraméter. A tobbi modell ennek értékét 6rokolni fogja. Az illesztést
masik két modellel is elvégzem, az egyik a GK-egyenlet lesz a masik pedig a ballisztikus-
diffuziv rendszer. Ezzel a két modellel befolyasolhat6 a jelterjedés sebessége, ugyanez a
Fourier-egyenletrl nem mondhat6 el. A MCV- és a GN-egyenletekkel itt nem foglalko-
zunk. Az illesztések jésagat az abszolut hibaval szemléltetjik és a négyzetes eltéréssel

127



jellemezzik: S
o
= X?; (109)
i
ahol jeloli a négyzetes eltérést,x a szamitott és a mért értékek kozotti eltérést, az
index pedig a mérési pontokra vonatkozik. Az 6sszegzés az 0sszes merési pontra vonat-

kozik.

7.3.1. FOURIER-EGYENLET ILLESZTESE

A hodiffazivitas paraméterét allitva a$z6r dimenzidtlanitottuk a mért értékeket,
majd szamoltuk atmérsékleteloszlast. Ebben az esetben

2
7

=1:59 10 (110)

bizonyult a legjobb értéknek, ezt a tdbbi modell is 6rokdlni fogja.

41. ABRA. A minta hatfalan a mért és szamotirhérsékleteloszlas dimenziétlan forma-
ban. A sima gorbe mutatja a szamitott értékeket.

A 41. abra mutatja az illesztés eredményét, a piros gorbe a szamitott értékeket. Lénye-
ges eltérés a mérés elején mért értékekhez képest tapasztalhato, a Fourier-egyenlet szerint
a jelfelfutas késbb indulhat meg, mint ahogy azt a mérés mutatja. Ez jol latszik a 42.
abran is.

7.3.2. QUYER-KRUMHANSL-EGYENLET ILLESZTESE

Ebben az esetben befolyasolni tudjuk a jelterjedés sebességét a disszipacids para-
méterrel. Ekkor olyan megoldas idllithatd, melyben a hatoldalomérseklet felfutas
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42.ABRA. Az abszolut hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az atlagos abszolut
hibat jeldli (E = 0:054). A négyzetes eltérés pedig= 2:254

szinte azonnal megindul (43. abra). A felhasznélt paraméterek:

2
=1:59 10 7”8‘; o =0:141s; a=2:244 10 'm? (111)

43. ABRA. A minta hatfalan a mért és szamotihérséklet eloszlas dimenziétlan forma-
ban. A sima gorbe mutatja a szamitott értékeket.

Figyeljuk meg, hogy ilyen paraméterbedllitds mellett a megoldasban nem jelentkezik
a GK-tartomany egy masik jellegzetessége, a ,sarkosodas”, azamarsekletfelfutas
nem meredeken indul [34]. A gyors jelterjedésnek koszdrdrea mérés elején lévirte-
len homérséklet emelkedéshez jobban illeszkedik (44. braplebbden jobb illesztés
erheb el a GK-egyenlettel, mint a Fourier-egyenlettel.
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44.ABRA. Az abszolut hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az atlagos abszolut
hibat jeldli (E = 0:0442. A négyzetes eltérés pedig=1:75.

7.3.3. BALLISZTIKUS-DIFFUZiIV MODELL

A célunk a mérés elején lathat6é ,pap” reprodukalasa volt, erre a masik két modell
nem képes. A paraméterek:

2
=1:59 10 7%; ¢=0:21s; o=0:285; =0:155 (112)

45. ABRA. A minta hatfalan a mért és szamotirhérséklet eloszlas dimenziétlan forma-
ban. A sima gorbe mutatja a szamitott ertékeket.

A 45, abran lathaté megoldasban bar sikerilt a mérés elején tapasztalhat6 ,puapot”
reprodukélni, a keskeny impulzus szélesség numerikus hibat okozott, ezért tapasztalhat6
az oszcillacio. Ebbl kifolyolag a hibaeloszlas (46. abra) ebben a tartomanyban nem fedi
a modell valés illesztheségét. Ennek ellenére kdzel azonos az atlagos hiba mértéke,
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46.ABRA. Az abszolut hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az atlagos abszolut
hibat jeldli (E = 0:0459. A négyzetes eltérés pedig= 2:035

mint a GK-egyenlet esetében. Az utdbbi két modell kedbbzkarakterisztikat tudott
reprodukalni, amik dsszességében jobb illesztést eredményeztek.

8. OSSZEFOGLALAS

A dolgozat els felében részletesen ismertettik a hierarchikus rendszer szarmazta-
tasat és kapcsolatat a kinetikus elmélettel. Eteatik az egyes rendszerek hiperbolici-
tasat, a jelterjedési sebességeket is megallapitottuk. Tovabbi vizsgalatokat végeztiink a
diszperzios relaciokon keresztil az egyes paraméterek szerepének feltérképezésére, szin-
tén a jelterjedési sebességre fokuszalva. A megallapitott tulajdonsagokat is felhasznaltuk
a megoldasok elemzésében. Lattuk, hogy a ballisztikus-diffaziv modell képes reprodukal-
ni a Fourier-, a MCV-, a GK- és a GN-egyenletek megoldasait. Ezen felll tartalmazza a
ballisztikus lovezetési jelenséget is, melynek kilénleges jelsége van nanorendszerek
eseten.

Részletesen elemeztik a modellek megoldasara alkalmazott numerikus eljarast, bi-
zonyitottuk a stabilitdsat és a konvergenciajat. Tovabbi tedéet a séma fejlesztése, a
mesterséges numerikus diszperzio csokkentése lehet. Ezzel cs6kkenne a szikséges térlé-
pések szama, azaz csokkenne a séma szamitasigénye. Ezzel szorosan dsszefiigg a séma
pontossaga, illetve a pontos megoldashoz val6 konvergencia sebessége.

Az alkalmazasi tertleteken belll részletesen elemeztiik a NaF-on alacsugydek-
leten végzett mérési eredményeket. Dreyer és Struchtrup altal szamolt eredményt ponto-
san visszakaptuk, azonban lattuk, hogy Yanbao Ma paramétereit felhasznalva a terjedési
sebességet nem ugyanugy adja meg. Ez tovabbi vizsgalatokat igényel, ugyanis Ma mas
modellt hasznal, nem feltétlentl lehet egyenesen megfeleltetni egymasnak az anyagi pa-
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ramétereket.

Az EGR-kisérlet kiértékelése alapjan elmondhatd, hogy a GK-egyenlet reélis modell
lehet inhomogén anyagok modellezésére. A jelterjedési sebesség j0l kez=hetli-
sabb eredményt kaptunk, mint a Fourier-egyenlet megoldaséaval. A ballisztikus-diffaziv
egyenlettel a meg gyelt (de nem tulsdgosan kiugro) ,pupot” is modellezni tudjuk. Ez a
jelenség a makroszkopikus ballisztikus terjedés efeg gyelése lehet. Oka nem lehet
a masodik hang. Természetesen tovabbi kisérleti és elméleti vizsgalatokra van sziikség
ebben az irAnyban. A mesterséges oszcillaciok miatt az illesztés josagara nem mondha-
tunk biztosat, pontosabb sémaval az éles ugrasoknal jelentiibakat ebbb meg kell
szintetni.

A ballisztikus-diffuziv modellnek d alkalmazasi teriilete azonban a nanoeszkdzok
megfeleb modellezése. A delektromos hatas, a mechanikai deformacio, mind hatassal
vannak a bvezetésre, a ballisztikus jelterjedésre. Tovabbi kutatasidebgta mecha-
nikai modellekkel valo kapcsolatanak részletes feltérképezése, példaul a deformaciokkal
val6 csatolt modell Iétrehozasa, melyben az akusztikai és relaxacios, reoldgiai jelenségek
foszerepet kapnanak. Ezzel parhuzamosan valtozoéea#iltségek leirasanak modja is
[66, 36, 67].
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GALILEI -RELATIVISZTIKUS FOLYADEKMECHANIKA
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MTA WIGNER FIZIKAI KUTATOKOZPONT RESZECSKE ES MAGFIZIKAI INTEZET, BUDAPEST,
BME ENERGETIKAI GEPEK ESRENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST,
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT BUDAPEST

Megadjuk a nemrelativisztikus, mas néven Galilei-relativisztikus disszipativ folyadékok alap-
mennyiségeit, mérlegeit, termodinamikai 6sszefliggéseit és kiszamoljuk az entrépiaprodukciét a
vonatkoztatasi rendszertol fliggetlendil.

A szokasos alapmennyiségek, témeg, impulzus, energia, hoaram, nyomas és diffuziés aram-
suruség, a harmadrendu energia-lendilet-témegsuruség tenzor tér- és idoszeru komponenseiként
adodnak. Levezetjik az alapmennyiségek és mérlegek transzformécids szabalyait és bebizonyitjuk,
hogy a nemegyensulyi termodinamikai keretelmélet, azaz a Gibbs-relacié, az extenzivitasi feltétel
és az entrOpiaprodukci6 is abszollt, azaz figgetlen a vonatkoztatasi rendszertol. Végil értelmez-
zUk és felirjuk a szokasos relativ kontinuitasi-Fourier-Navier-Stokes-féle egyenleteket.

Az elmélet egyik kdvetkezménye, hogy a belso energia, kinetikus energia és a teljes energia
kozti kapcsolat a Galilei-kovarians energia transzformaciés szabalya.

1. BEVEZETES

A kis sebességu zikai folyamatokra vonatkozé tapasztalataink leirasara kialakult
az abszolut, mozgastdl fuggetlendl mul@ifbgalma. A tér azonban ekkor is rela-
tiv, kulonbozik az egyes meg gyek szamara. A nemrelativisztikus téoidGalilei-
relativisztikus. A nagy sebességu mozgasok és a zika arkméletei alapjan ismert
(specialis) relativisztikus téral fogalmai segitségével a négydimenzids, abszoldt id
és relativ teret tartalmazo, klasszikus téridk is adhatunk pontos matematikai modellt
[1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8]. Mivel mindennapi tapasztalataink kdorében magabiztosabban moz-
gunk, ezért egy ilyen modell haszna prediktiv zikai elméletkénbgidlantasra nem
nagyon vilagos. Ne feledjik azonban, hogy a klasszikus térfogaloodése folyaman
a matematikai eszkézoknek a valddi zikai tartalomhoz tootégazitdsa mennyire fon-
tos volt. Példaul a koordinatazas kikiuszobdlése és az absztraktabb, valos szamharmasok
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helyett vektorterekre alapozott modell és jel6lésmod Iényegesen megkonnyitette az el-
vi kérdések megfogalmazasat és atlatasat. Ma mar a koordinatamentes jellés és az erre
alapozott szamitasi médszerek altalanosan elterjedtek a mérndki gyakorlatban is.

Ebben a munkaban az egykomponensu folyadékok példajan amellett érvellink, hogy
az idot is érdemes bevonnunk egy hasonlo leirdsba, ilyen médon a koordinatazashoz ha-
sonléan kikiiszébolve a vonatkoztatasi rendszert a folyadékok leirasabdl. igy a legmeg-
szokottabb dsszefliggéseink atlathatébbak, vilagosabbak, szebbeko&sppgin altala-
nosithatébbak, ezéaltal végsoron alkalmazhatdbbak lesznek.

A Galilei-relativisztikus térid legfontosabb sajatossaga, hogy az abszollt, az-
az fuggetlendl telik a kilonféleképpen mozgd meg gyekzamara. Aabszolutelzot
a tovabbiakban pontosan ilyen értelemben, a vonatkoztatasi rerudszdé fliggetlen-
ség jelzésére fogjuk hasznalni, élesen megkilénboztetve a hasonlo jelentésu, de tébbféle
értelemben hasznalt objektiv vagy kovariansgktal.

Régota ismeretes, hogy tér és aa itbm vektortér, hanem valojaban af n tér, hiszen
nincs kitlintetett kozéppontja [1, 3, 4]. A mi targyaldsunkban ez most nem fontos, ezért
barmily egyszeru is a megfeteldltalanositas, ebben a munkaban lényegében csak vek-
torterek fordulnak e, a Galilei-relativisztikus tériol egy egyszerusitett modelljét hasz-
naljuk. Az A. Fuggelékben adjuk meg pontosabban, hogy milyen értelemben. Hasonl6-
an nem foglalkozunk a mértékegységek megtelabtematikai reprezentaciojaval, bar-
mennyire is érdekes ez gyakorlati €s elvi szempontbdl is [9, 10].

A kbzéppontmentesseég, illetve a meértékegysegek elégtelen matematikai reprezenta-
cioja mellett megszokott téradképlinkben van egy masik probléma, amely giglan-
tasra az albbiekol is egyszerubbnek és kevéshé fontosnak tunbetabszolut ido nem
részhalmaza a négydimenzids Galilei-relativisztikus téridoltelnek és térnek nincs be-
zart szoge, ezért aR*-ként, vagy mas modon euklidészi terek Descartes-szorzataként
nagyon lényeges koévetkezményei vannak. Egyik legfontosabb, hogy nemrelativisztikus
zikai elméletekben térid vektorok és kovektorok kdzott nincs kitliintetett megfeleltetés.
Ebben a tekintetben a Galilei-relativisztikus téridem hataresete a bonyolultabb mate-
matikju specialis vagy altalanos relativitdselméletnek, az objektiv zikai mennyiségek
kezelése kulonbozik a relativisztikus szamitdsokban megszokottél, a relativisztikus sza-
mitasokban jaratosak szamara is oda gyelést igényel. Példaul masodrendu tenzornak és
kotenzornak nincs nyoma (spurja). Ezért tékidvektornak nincs abszollt divergencia-
ja és téridvektornak nincs abszolut rotacioja. Ugyancsak ennek a kovetkezménye, hogy
vektorok és kovektorok nem ugyanugy transzformalddnak, vagyis egyik me@ ggkl-
tiv mennyiségeit atszamolva a masik meg gyehennyiségeire mas a szabaly. A harma-
dik Iényeges dolog, ahol a Galilei-relativisztikus térikiilonbdzik a specidlis relativisz-
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tikustol, az, hogy nemcsak a téoishennyiségek abszolutak, hanem tipustol figggazok
bizonyos részei is. Vektor aszeru komponense, kovektor térszeru komponense abszolut.

Szamos olyan probléma jelentkezik a nemrelativisztikus zikaban, amely aotérid
pontatlan modellje miatt 1ép fel.

1. Egyik legfontosabb és nagyon sokrétuen vitatott az Ugy nevezett anyagi objektivi-
tas elve. Az elv zikailag magatol értetlo allitast fogalmaz meg, azt mondja ki,
hogy az anyag fiiggetlen a meg gydbl és ezért az anyagot leiré zikai mennyisé-
gek, vonatkozé mozgésegyenletek és anyagtorvények is azok kell legyenek. Nem-
relativisztikusan, az abszolUtadmiatt, altalaban csak a harmasvektorként repre-
zentalhaté mennyiségekre vonatkozo transzformaciés invarianciaként adjak meg az
elv matematikai megfogalmazasait. Kénnyen lathatd, hogy kontinuumok esetén a
szokasos inerciarendszerekre alapozott Galilei-transzformaciéra invarians formak
megkovetelésénél tobb kell, ezért az elv legelfogadottabb, Nolltél szarmaz6é meg-
fogalmazasa a forgasinvarianciat is megkdveteli [11, 12, 13, 14, 15]. Mind a meg-
fogalmazéas, mind maga az elv nagyon kiterjedt vitat gerjeszt maig is a kontinuum-
zika alapjai irant érdekbdok kérében. A legfontosabbnak mmunkak a teljesség
igénye nélkdl: [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41].

A Galilei-relativisztikus térid-modell segitségével megmutathatd, hogy egyrészt
a formalis invariancia (forgdb meg gyelszégsebesséegétvalo fliggetlenség) nem
megfeleb kovetelmény, gt a vonatkoztatasi rendszelrvalo fuggetlenség megko-
vetelheti, hogy a transzformécids szabalyok tartalmazzak a relativ mozgas jellem-
zoit [42]. Ez a Galilei-transzformacio esetén elég nyilvanvald, mint latni is fogjuk.
Masrészt pedig téram szempontbdl a Noll-féle anyagi objektivitas de nicié 6nel-
lentmondasos [43].

2. A kontinuummechanikai alapmennyiséggkszintén elvarhaté a vonatkoztatasi
rendszenl figgetlenség. Példaul a véges rugalmas deformacio végtelen sok Noll-
ertelemben objektiv mértéke helyett a térabdell egyértelmuen kitlintet egyetlen
természetes deformaciéfogalmat [44, 45, 46], amely mas szempontokbdl is megkui-
lonboztetett [47, 48, 49, 50, 51].

3. Egy masik problémakdr a folyadékok leirasanak alapmennyiségére, a folyadék se-
bességére vonatkozik. Brenner szerint a kontinuitasi egyenletben és a lendiletmér-
legben ebfordul6 sebességek nem nyilvanval6an ugyanazok [52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 59, 60, 61]. Ez a kérdés analdg a relativisztikus elméletekben fe -
lasvalasztas kérdésével [62]. Végsoron az a kérdés, hogy mi tulajdonképpen a
folyadék sebessége? Mi mozog a folyadékban, a tomege, lendilete vagy energia-
ja? Van véalasztasunk ennek kijelélésében? Mivel az 6sszes egyenletiinkben relativ
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sebességek fordulnakeeglezért ennek a kérdésnek megvalaszolasédhoz avérid
szonyok pontos atgondolasa is sziikséges.

4. Egy masik, természetesen febed szempont a relativisztikus disszipativ folyadé-
kok elméletével valo konzisztencia. Ennek kapcséan talan a legszermbbtefté-
rés, hogy relativisztikusan az energia-impulzus tenzor kovarians és ennek termé-
Szetes része az energia, transzformacios tulajdonsagai pedigkétbtkeznek. Mi
lehet az ennek megfetelzikai mennyiség Galilei-relativisztikusan? A kinetikus
energia a relativ sebességgel kifejezve nyilvanvaléan nem objektiv mennyiség. De
tulajdonképpen hogyan transzformalodik az energia?

5. Természetesen a statisztikus leirdsokkal, pontosabban a kinetikus gazelmélettel va-
|6 konzisztencia is Iényeges. Hiszen onnan kiindulva a ¢ébieagyazottsag meg-
hatarozhato, legaldbbis bizonyos transzforméaciés szabdlyokra kdvetkeztethetlink
[63, 64]. Masrészt pedig a kontinuum-alaprokaek és az ezekre vonatkozé moz-
gasegyenleteknek a szarmaztatasi médja (Chapman—Enskog- vagy momentum-
sorfejtéssel) a termodinamikai mennyiségekre vonatkozoan is informativ, példaul
az energia a nyomassal szoros kapcsolatban hatarozédik meg. Ugyanakkor érde-
kes modon maganak a kinetikus elméletnek az objektivitasa is kérdésessé valt az
elégtelen térid modell hasznalata miatt [64].

6. Kérdés még a kontinuumok esetén lokalis egyensulyként értelmezett termodinami-
kai hattér relativ vagy abszolut volta is. Relativisztikusan a mozgo testek termodina-
mikai leirasatol, beleértve @sorban a Gibbs-relaciot, alapgen elvarjuk a kova-
rianciat, és ez egy lényeges kérdés mar specidlis relativitdselmélet kezdetei 6ta (lasd
pl. [65]). Erdekes m6don nemrelativisztikusan ez csak ritkan merdil fel [66], pedig a
lokélis egyensuly csak lokalis homogenitast jelent. A termodinamikai mennyiségek
Galilei-invarianciaja egyaltalan nem nyilvanvald, gondoljunk csak azoepont-
ban emlegetett energiara. Ezért az egész Gibbs-relacié Galilei-invarianciaja sem az.
Ugyanide tartozik a disszipacio, illetve a termdd ho objektivitasa is. Fligghet ez
attol, hogy milyen vonatkoztatasi rendszelrhézem?

A tovabbiakban a legegyszerubb, Galilei-relativisztikus folyadékok abszolat alapme-
zoit, a rdjuk vonatkozo mérlegeket, termodinamikai 6sszefliggéseket s veégul az entropia-
produkciot szamoljuk ki. Ezzel parhuzamosan a relativ, szokasos targyalast is beillesztjik
a gondolatmenetbe, parhuzamosan megadva a megfielabzformacios szabalyokat és a
pontos feltételeket is, amelyekkel az abszolut egyenlelekbelativ kontinuitas-Navier—
Stokes—Fourier-egyenletrendszer megkaphato.

Ebben az irdsban egy sajatos indexes formalizmust hasznalunk, amely retaglhet
elégé attekinthet és rugalmas ahhoz, hogy a folyadékmechanika relativ térvektorainak
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egyszeruen megértsiik a vonatkoztatasi rendsizéiggetlen értelmét, illetve az abszolut
térido tenzorokkal szamitasokat végezzink. Haromféle indexet vezetink be. A Galilei-
relativisztikus térig tenzorainak kontravarians komponenseitdelsb; c; ::; a kovarians
komponenseket alsa; b; c; :::indexekkel jeldljik. Tovabbra is az abc elggvalasztva,

de felilvonassal a térszeru négyesvektori és négyeskovektori indexeket jedihii,: -

vel. A megszokott relativ hAromdimenzids vektorok és tenzorok indexeit megkulonboz-
tetetteni; j; k; 1;:: jeldli. A téridomodellt, az alkalmazott szamitasi modot és jelélésrend-
szert részletesen a Fuggelékek tartalmazzak. A targyalas kaZdgtta alapoz a Galilei-
relativisztikus téridmodell alapjait ismertet(A) és a legfontosabb transzformacios sza-
balyokat levezet (B) Flggelékek részletes ismeretére.

2. MERLEGEK ES TRANSZFORMACIOS SZABALYAIK

A kontinuum zika alapveb mérlegei az egyes zikai mennyiségek extenzivitasat ki-
fejezo térido-suruségvektorok négyesdivergenciai. Egy adott tididomanyban a zikai
mennyiség megvaltozasa a térfogatban tartékalis valtozasbol és annak hataran tor-
téro kiaramlasbol adodik dssze. Ezt szokasosan megfsidthasitott mennyiségekkel
fejezzik ki. Tehat egA? vektormep esetén annak? = Au? + A? u-formdajat hasznal-
va:

@A? = ( J(dy UuP@)(Au®+ A?) = d,A+ A@QUP+ 1 ;A% =0; (1)

ahol a téridoindex, a térszeru indexA = ,A? ésA? = 3AP az A2 vektor ido- ésu-
térszeru részei, illetve, = V3@ ésr , = LY@ a téricb derivalas id- és térszeru része,
azaz a relatiw-idoderivalt és az abszolut téerderivalt (lasd A. Fuggelék). (1) az abszolut
mérleg mérlegi-relativ mennyiségekkel, a2 térido vektor és a@ derivalasu-idoszeru
ésu-térszeru részeivel kifejezett formaja.

A relativ mérlegeket tébbféle modon is meg szokas adni, aszerint, hogy a mérleg
egyes részei milyen sebesség szerint vannak széthasitvasdérszeru részekre. Ha a
derivalast, a négyes suruséget ésudzsebességmer is u? szerint széthasitott relativ
formaban adjuk meg, akkor:

A

u
@Aa dU r i A|

= dyA+r ;A'=0;: (2)
Amennyibenu?-t a k6zeg lokalis sebessegenek tekintjik, akkor ez a kbzeghez rogzitett
anyagi(szilard testek esetén anyagi sokasagon értelmezett) formaja az abszolut mérleg-
nek. A mérlegszubsztancialiformajat akkor kapjuk, ha egy masik "labor" vonatkoztatasi
rendszeu® sebességével széthasitot-as térszeru mennyiségeket fejezzik kiudz
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komponensekkel:

Lo A A

At Ay = GWA+Ar VT AT=0; (3)

aholv' = u® u® a kiilo, labormeg gyebnek a kbzeghez képesti relativ sebességét je-
I6li. A mérleglokalis formajat akkor kapjuk, ha a szubsztancialis mérlegbaunffazzerint
széthasitott derivaltnak megtartjuR szerinti komponenseit:

Lo A A

= O i iy Ay =deA+r1 (Al+ AV)=0: (4)

A kulso, labormeg gyeb szerintid,o idoderivalt a szokasos parcialisoderivalt, az ab-
szolut térderivalas pedig a° lokalis aramsuruségre hat, amit & szubsztancialis u-
aramsuruséggel fejeztiink ki.

Tehat a mérlegek harom alapeetiakja, azaz az anyagi, a szubsztancialis és a lokalis
forma a kozeai® és a meg gyeb u® sebességmeje szerinti széthasitott négyesderivalt
és széthasitott négyesvektormmémmbinacioitdl fligg. Mindegyik alak a vektormeab-
szolut, vonatkoztatasi rendszarfiiggetlen négyesdivergencidja két teteges négyes-
sebességmezsegitségével kifejezve. A Galilei-transzformaciés szabalyok segitségével
kozvetlenl is belathaté a mérlegek vonatkoztatasi renddZéggetlen volta [40].

Az alapveb zikai mennyiségek azonban nemcsak négyesvektorok, hanem magasabb
vagy alacsonyabb rendu tenzorok is lehetnek. A specialis relativitaselmélet alapjan pél-
daul egy energia- vagy témegimpulzus tenzor bevezetése latszik kézemégkKerdes,
hogy Galilei-relativisztikusan mi lehet az egykomponensu folyadekokat jebemikai
mennyiség?

2.1. HANYAD RENDU TENZOR VAGY KOTENZOR?

A Galilei-relativisztikus térid szigorubb feltételeket jelent, mint a specialis relati-
visztikus, mert a téridvektorok és kovektorok kozoétt csak a linearis szerkezet jelent
Osszekottetést. Témadkovektormennek, -kotenzormeamek nem képezhetdivergenci-
aja és igy mérlege sem lehet alajpyelletve vegyes tenzoroknak nem tudjuk sem a szim-
metrikus, sem az antiszimmetrikus részét képezni.

Masrészt az ismert zikai mennyiségeknek ismert transzformaciés tulajdonsagai van-
nak. A vonatkoztatasi rendszerflggetlen, téridre alapozott targyalas esetén a tér- és
idoszeru komponensek transzformacios szabalyai kdvetkeznek artédnialt mennyi-
ségek tulajdonsagaibdl. Ezt az elméleti keretet kell 6sszehangolni a tapasztalattal. Példa-
ul az energiasuruség transzformaciés szabalya elvileg ismert. Legalabbis tudjuk, hogy a
harmasvektorok a helyzethez hasonléan Galilei-traszformalddnak. Azonban van néhany
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mas, kézenfekyen transzformacios szabalynak tekinthetegszokott 6sszefliggéstink is.
Példaul, a teljes energia a belés a kinetikus energia 6sszege, ami azt jelentik, hogy az
anyaghoz rogzitett vonatkoztatasi rendseeri®zve az energia maga az leebnergia,
ahhoz képest adott sebességgel mozogva pedig kiegikztkinetikus energiaval. Ezek
szerint, az energiasuruség transzformacioés szabalya a tapasztalat szerint:

= +_2:
Er=6& 2V

A fo kérdés, hogy ez alapjan miféle zikai mennyiséblehet sz6? A B. Flggelékben
megadtuk, hogy egy transzformacids szabaly két kiléolmieg gyelo, azaz vektorme-

zo, altal idb- és térszeru részekre bontott négyestenzorok komponenseinek viszonyat adja
meg a relativ sebességek segitségével. Kiszamoltuk tovabbaavékitbrok, kovekto-

rok és a masodrendu tenzorok transzformaciés tulajdonsagait. Ez alapjan latjuk, hogy egy
legalabb masodrendu tenzor valamelyik komponewidéhet sz6. Masodrendu kotenzor
ido-idoszeru komponense, masodrendu tenzornak pedig a tér-térszeru komponense, ame-
lyik sebességgel négyzetesen transzformalodik.

Mivel masodrendu kotenzornak Galilei-relativisztikusan nem képezhetjik a divergen-
cigjat, ezert az energia lehet példaul dgyrmadrendu kontra-kokovarians tenzigo-
idoszeru komponense. A fenti transzformacios szabaly egyértelmuen ilyen tenzort ered-
ményez, feltételezve, hogy az energia skalar mennyiség, tovabba, hogy masodrendu ko-
tenzornak nem létezik a négyes divergencidja, és igy nem irhato fel a abszolat mérlege.

Egy masik lehaiség, hogy gyelembe vesszik a kinetikus elmélettel valé kompa-
tibilitas kovetelményét is. Ekkor észrevesszik, hogy energia egy masodrendu tenzornak
a nyoma, pontosabban az egyrészecske-valdszinuségsuruség fliggveny sebességgel képe-
zett masodik momentumanak nyomaként adodik [64, 67]. A kinetikus elméletben ezzel
0sszefliggésben, az idealis gaz nyomasra vonatkozé allapotegyenletével 6sszekdtve kap-
juk az energiat. Tério-szempontbd6l azonban masodrendu tenzor nem elegédszen
az energiamérleghez az energia arama, azaz a kéeethementum, mint harmadren-
du harmastenzor is kell. Ezt kivalban mutatja a masodrendu tenzoron alapulé Galilei-
relativisztikus abszolit elmélet, ahol az energiamérleg fliggetlenil |éphet csak fel [68].

A kinetikus elmélet harmadik momentumara tekintettel pedig megsejthetjik, hogy a fe-
nomenologikus elméletben harmadrendu kontravarians tenzor az alapmennyiség. Ennek
divergenciaja egyszerre kell megadja a Galilei-relativisztikus kontinuumelmélet alapmer-
legeit a tbmegre, a lendiletre és az energiara vonatkozéan. A kowueijezetekben
megmutatjuk, hogy ennek az alapmennyiségnek a segitségével valoban kdvetkezetes el-
méletet épithetiink fel.

Meglep médon elég hasonld eredményt kapunk akkor is, ha feltesszik, hogy egy
harmadrendu kontra-kokovarians tenzor az alapmennyiség. Mindkét esetben ugyanazok
a transzformacios szabalyok és ugyanaz az entropiaprodukcio. (A transzformacios sza-
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bélyokat illeben lasd a C. Flggeléket.) A kinetikus elmélettel val6 teljes kompatibilitas
azonban egyértelmuen a harmadrendu kontravarians tenzor valasztasat tinteti ki, ezért
a tovabbiakban ezt tekintjik a Galilei-relativisztikus kontinuumok objektiv zikai alap-
mennyisegeének.

3. ATOMEG-LENDULET-ENERGIA TENZOR ES TRANSZFORMACIOS
SZABALYAI

Ezek utan tekintsiink egg?:M ! M M _ M tenzorment, az egykomponen-
su egyszeru anyagpmeg-lendilet-energia tenzoranakvezink. Feltételezzik, hogy a
tenzormen masodik és harmadik rendjében szimmetrikus, ezt jelzsaimbdlum az ér-
tékkészlet jeldlésében. A tovabbiakban ezt a szimmetriat nem jeldljik kilén, csak utalunk
ra a fontos esetekben. Ez a tenzor egy t#&gesen adott? 2 V(1) négyessebességgel
képzett komponenseivel a kévetkedltalanosu-formaba irhato:

Zabc: Zbcua+ Zabc

= u buc+ pbuc+ ubpc+ ebc ua+ jaubuc+ Pabuc+ Pacub+ qabc ; (5)
ahol
bc — bc.
7 C — aza c’
abc — a-—dbc.
z%%¢= Z°% (6)

Ez a két komponens a suruségek és az aramok tenzorai, az&ztémeg-lendiilet-
energiasuruség tenzor, illetve® a difflizio-nyomas-energiadramsuruség tenzgraz
idokiértékelés, § pedig a négyesvektoraktérszeru részét képez-projekcio. A tovab-
bi jeldlések pedig:

— = 2= L b Z%Catomeg-lendillet-energia tenzooiito-idoszer része, a
suruség

—p°= B z¥= , B .Z3°atomeg-lendilet-energia tenzooiito-térszer része,
alenduletsuruségA tenzor szimmetridja miatt ez megegyezig’a= , ¢z ido-
tér-idoszeru résszel.

— e = Dboczde= b czake a7 energiasuruség-tenzora Z2° tenzor ic-tér-
térszeru része.

—ja= 3 Z%cadiffizids Aramsuruségn Z 3° tenzor tér-id-idoszeru része.

— pab= 3 b 7dec g nyomasazZa® tenzor tér-id-térszeru része. A tenzor szim-
metridja miatt ez egyealP® = 2 , czde_ygl,
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— = 3 b czdel 37 energiadramsuruség-tenzoa Z 2 tenzor tér-tér-térszeru

Ezenkivil, a megfeleltenzorok rendjét kettel redukalva bevezetjik az energiasu-
ruséget és adaramsuruséget, a kinetikus elmélet de niciéinak megfedel:

-1 i A
— e= 1€ azenergiasuruség

— 0P = 3 ahodramsuruség

3.1. AZIDO- ES TERSZER RESZEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az u® sebességgel képzetbidés térszeru komponenseketuszsebességgel képzett
komponensekkel kifejezve nevezziik az adott objektiv zikai mennyiség transzformacios
szabalyanak. A B. Fuggelékben megadtuk am éls masodrendu tenzorok transzforma-
cios szabalyait, amelyet Ggy kapunk, hogy a tenzardkrmajat azu® sebesség szerint
hasitjuk szét. A tdmeg-lendilet-energia tenzor esetén is ugyanigy jarunk el.

Az u%energiat aZ 2*°tenzoru-komponenseivel és\& = u*  u® relativ sebességgel
fejezzik ki. Ha az elbbiekhez hasonléar?-t a folyadék u® pedig a meg gyeb sebessé-
gének tekintjik, akkov? a folyadék sebessége a meg ggbbz képest. Ekkor az alabbi
transzforméciés szabalyok a meg ggedzéthasitott mennyiségeit adjak meg a folyadék
megfeleb széthasitott zikai mennyiségeivel kifejezve.

A suruség Galilei-invarians:

0_— ab CZabC: : (7)

A lenduletsuruség ugy transzformalodik, mintha suruséggel négyesvektort alkotna-
nak:
b= Gez®= Go(utuHpllrulpt e = (G u® g)(u p?)
= pP+ v ®

Az (6n)diffuziés aramsuruség a lendiletsuruséghez hasonléan a suruséggel vett né-
gyesvektor térszeru komponenseként transzformalodik:

jo=jee v ©)

Az energiasuruség viszont nem Galilei-skalar:
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eO: % O?j (I:ezde= ?k:( % uOJ d)( % u(b e) u due+ pdue+ udpe+ ede
= %C VAV PV VDT € = et PVt Svav® (10)
A nyomastenzor transzformacidja:
P(}ab: O&(\j 0; CZdec:( f:\j uQa d)( % qu e) udue+ pdue+ ldee_i_ Pde
= P2+ v+ javP+ vayh: (11)

Végul a legbonyolultabb addramsuruség transzformacios szabalya:

_;bcmbc:;bceatbctzdef

2q 5 d e f
— bcy a ¢:] b ® c @ e f e f ef ef d
_?(d Ud)(e ue)(f Uf) UU+pU+up+e u-+

jdueuf + Pdeuf + Pdf ue+ qdef

Py
o +(e+ prb"' szVb)Va"' Pabe"‘ Ja7b5

A hagyomanyos 3-as indexes jeldlésekkel dsszefoglalva a transzformaciés szabalyo-

(12)

kat:
ol (13)
P=p+ v s
&= erpv+ ov (16)
PY =PI+ vivi+pvi+jV; (17)
2

Az abszolut targyalasban két Ujszeru zikai mennyiség bukkant fel. A tomegnek altalaban
van nem konvektiv aramsurusége, ez yoltilletve van lendiiletsuruség mindenféle rela-
tiv sebességt fliggetlendil, amelyep'-vel jeloltiink. Szerepiik részletesebb elemzéséhez
fel kell irnunk a folyadék abszolat és széthasitott mérlegeit.
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4. AZ EGYKOMPONENSJ FOLYADEKOK ALAPMERLEGE ES
KOMPONENSEI

A tdmeg-lendiilet-energia tenzor divergenciajabél vezethetjik le a hagyomanyosan
harom kulon egyenletként jelentkealapmérlegek rendszerét. Az abszolut forma:

@Z* = @ 2P+ 7% = 2+ 2CQuE + @z
=(WH w0+ PUT+ P U+ e
uPul+ pPut+ uPpt+ & @uP + uPue@j® + jRut@u® + j AuP@uc+
P®@u° + u“@P® + P>°@Qu°+ uP@P** + @™ = 0" (19)

Itt bevezettlik a pontot az-idoderivalt jelolésére)?@ = d, =_. (19) idoszeru része
a tdmeg-lendilet mérleg:

(@Z°= uP+ W+ P (U P)@UT+ @+ @+ @PP =0 (20)

A tdbmeg-lendilet mérleg mbzeru része pedig a totmegmérleg:
b @Z%°=_+ @u+ @ *=0; (21)

illetve térszeru része a lendiletmeérleg:

bd C@Zadc — Lib+ _Qb+ pb@ua+ ja@ub+ @Pab: Ob: (22)

Az energia mérlege a tdomeg-lendilet-energia mérleg tér-térszeru része, illetve annak
nyoma:
?bc bd ce@zade — ?bc gbc_l_ ebt:@ua_l_ pblic+ pclib+ Pab@uc+ PaC@ub
+@q"™*
= e+ e@u+ pluy+ PL@U°+ @ = 0: (23)

Egyszeru tovabbi szdmitassal, az abszolut (19) méffeggerinti széthasitasaval kap-
juk a szubsztancidlis, relativ mérlegeket. 82 meg gyelo a hozza képest® = u?
u® sebességgel mozgo folyadékra vonatkozé sajat lokalis mérlegegyenleteit a folyadék
mennyiségekkel kifejezve:

_+@v+@'=0 (24)
p+p@v + v+j'@v+ @;P' =0 (25)
e+ e@/‘+@q‘+pi_\£+ PI @y =0: (26)
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Ezek a tdmeg, az lendllet és az energia mérlegei. Az energia mérlege latszadag bels
energia mérlegére vonatkozik, 6sszhangban azzal, hogy a meg gyémara’ a teljes
energia é® a bel®. A szokasosan felirt mérlegekiaz Gjonnan fellépj' (6n)diffGzids
aramot és @' sajatlendiletet tartalmazo tagokban kiilonbozik. Ez a két zikai mennyiség
aP nyomastenzorra és@ hoaramsuruségre vonatkozo6 tovabbi feltételek megadasat
teszi szlkségessé az egyenletek lezarasahoz. A mérlegek lezarasahoz a termodinamikai
feltételeket kell megvizsgalnunk.

5. AMOZGAS TERMOSZTATIKAJA, AVAGY TERMOSZTATODINAMIKA

A szakasz cime onellentmondodnak latszik, ugyanakkor jol megmutatja a mozgast is
tartalmazo ‘termosztatika' paradigmatikus dilemmajat. A termodinamika irodalmaban a
sebesség nem lehet allapothatarozé. Galilei-relativisztikusan ez a kérdés megvizsgélhato.

5.1. ABSZOLUT RELACIOK

A klasszikus ,,egyensulyi” termodinamika, azaz a termosztatika valojaban nemegyen-
sulyi és iobfliggp. T Mas részol érdemes gyelembe venni a relativisztikus kinetikus el-
méletben levezetett/beépitett termodinamikai hatteret, esetleglegybokasos kereteket
meghalad6é modon [71, 72].

Termodinamikai alapfeltevésiink teljesen megszokott, csalosz@npontbdl kifejt-
ve. Adott az entrépia-négyesvektormeamely adott meg gyealre nézve suruség és aram
is: S% = su? + s2. Ennek surusége az extenzivek suruségidiigg azaz egy szimmetrikus
masodrendu tériostenzor fliggvényes = s(z). Ez az dsszefiiggés meg gyéligget-
len, mert mind az entropiasuruség, mind a tomeg-lendilet-energiasuruség tenzor abszolut.
Ennek a fuggvénynek a derivaltja a termodinamikai intenziv mennyiségek szimmetrikus
masodrendu kotenzora, amit a tovabbiakk@miaipotencial-termosebesség-homérséklet
kotenzornakevezink ésy.-vel jelolink. Tehétd—‘;?g = o Ezt aderivalast termodinami-
kai szokas szerint Gibbs-relacionak hivjuk és jeldljuk:

ds= pdz™ (27)
Részletes felirasahoz elnevezziik az intenziv mennyiségek abszollut kotenzoranak

komponenseit. E kotenzor egy tettzgesu?® sebességmezsegitségével a kovetkez
képpen hasithato tér- ésoszeru komponensekre (lasd (75) az A. Fuggelékben):

bc= bet e o =( bt g bd) ct( ent e bd) R (28)

1 Akit az ezzel kapcsolatos a szokasos félreértések és tsszemosasok zavarnak, mindenképpen olvassa
el Matolcsi Tamas nagyszeru kdnyvét angolul, vagy kénnyedebb verziéjat magyarul [69, 70].
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Itt az egyes zikai mennyiségek a kovethamek :

— Az energia tenzorhoz konjugalt intenziv g kotenzor tér-térszeru része, ennek
nyomabol képezzik a reciprok homérsékletet

2
===z c b dezébb: (29)

Mivel most az energia tenzorialis formajat nem vizsgaljuk, ezért specialisan felté-
telezziik, hogy a reciprokdmérséklet kotenzor az egységtenzorral aranyos:

bc — E bC: (30)

— A kémiai potencidh kémiaipotencial-termosebessémérséklet kotenzor @
idoszeru részétl képezhat:

= TUU oo (31)

— A sajatlendllethez tartoady, intenziv mennyiségeiermosebességndégjuk ne-
vezni, és a kdvetkeképpen adjuk meg:

wy= 2Tu® ¢ g (32)

Ezek utan a Gibbs-relacid-széthasitott formaja ezek utan a kévetdezppen sza-
molhato:

ds= ,dz°°=
bt E(Wd et We Fb) T e
uPutd + uSduP+ uPduc+ usdp’+ pPdu’+ uPdp® + p°du® + de®
= d + w,du’+ wdp® pdu® de : (33)

Tehat az abszolut Gibbs-relaaiészéthasitott mennyiségekkel felirva végul az alabbi
format olti:

de= Tds+ d + w,dp*+( W, pa)du®: (34)

Ezenkivil képezhetjik a négyes entropia Legendre-transzformaltjat, bevez&te az
konjugalt entrépiat:

St pZ°= S% (35)
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Ez semmiféle feltételt nem jelent mindaddig, amig a jobboldali négyesvektor altalanos.
Bontsuk felS2-t célszeruen egy tetsfegesen adoti? négyessebességgel parhuzamos és
térszeru komponensekre a tdbbi mennyiséghez hasonloan:

ST= p(u+r?); (36)

aholr,u? = 0. Ekkor a (35) vektoregyenlet abszolUbgreru részét, aaxtenzivitasi rela-

ciot, a kifejezés ,-val tortéro szorzasaval kapjuk:
S wyp’ e = p; (37)

illetve azu-térszeru rész, az entropiaaram kifejezésay-aa meoleges 3-vel projekci-
Oval adodik:

s j? pPw+ gq%= pr¥ (38)

5.2. TERMODINAMIKAlI OSSZEFUGGESEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az entropia derivaltjaként bevezetett intenziv mennyiségek kotenzor komponensei,
ezért a B. Fuiggelék (97) egyenlete alapjan e§ysebesség szerintiad és térszeru kom-
ponenseket egy masik? sebesség altal széthasitott komponensekkeM@s-au®  u®
relativ sebességgel kifejezve kapjuk a transzformacios szabalyokat:

0= (39)

wl=w o+ Vi (40)
2

0= w; V! > (41)

A négyesvektorokra vonatkozo (78) transzformacios szabaly8R €36) felbontasa
alapjan adodik, hogy
P=p és rP=rl+ v (42)

Ezeknek és a, p?, e extenzivekre vonatkoz6 (13), (14) és (16) transzformaciés szaba-
lyok alapjan ellenrizhetjik, hogy a (37) abszolut extenzivitasi relacié Galilei-invarians:

+p Ts ° whl=e+p Ts w;p' =0: (43)

Az entrépiaaram-suruség transzformaciés szabalya szerint pedig térvektor, ahogy el-
varhato:

= (90 POwPrp)= (@ j Plw+pr)+sv=s sy (44)
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ahol felhasznaltuk , ¢, ,j', PV, wi, p ésr' elozoekben levezetett transzformacios
szabalyait.

Fontos még a relativ formaban megadott Gibbs-relacio,
de= Tds+ d + w,dp (45)

transzformacios értése is. Ez alapjan, ha valamely megaygdenti Gibbs-relaciot alla-
pitja meg, akkor a hozza képestsebességgel mozgo folyadék zikai mennyiségeivel ez
az o6sszefiiggés ugy fejezbddi, hogy

de® Tds Y wipP=de Tds d wdp (w; p)dv: (46)

Tehat a Gibbs-relacié abszolut, de nem Galilei-invarians, kilémbdeg gyelok altala-
ban a relativ sebesség valtozasatél fimgaz energia megvaltozasat mérhetik. Kivéve,
ha az utolsé tag nulla, azaz

_ P,

w 47

Ez az 6sszeflggés egy allapotegyentapulzusfeltételnekevezzik a tovabbiakban. Az
intenziv termosebesség specidlis fliggését adja a sajatimpulzustol és a slnbze |-
jesul, akkor a Gibbs-relacié Galilei-invarians.

5.3. ABSZOLUT ENTROPIA RELATIV ALLAPOTEGYENLETEK

Az entrépiasuruség potencialja az intenzivek tenzoranak, azok derivaltkéntadrtén
de nicidja szerint, (27) alapjan. Az abszolut (27) 6sszefliggés szerint az entrépiasuruség
egyvaltozos fliggveény, valtozdja a tomeg-lendilet-energiasuruség tenzor. Az entropiasu-
ruség abszolut, a valtozoja is, de ezt a valtozot széthasitott formajaval is kifejezhetjik.
Azaz ha azt nézzuk, hogy egy adaff meg gyelo entropiasuruség-fiiggvénye hogyan
fligg a meg gyelt folyadék sajat suruségét sajat lendiletsuruségdtés sajat energiasu-
ruségeénl, akkor a meg gyeb és a folyadék relativ sebessémés fliggeni fog.

(46) jobb oldali Gibbs-relaciéja a meg gyelu>mennyiségeinek a folyadék-
mennyiségeivel kifejezett termodinamikai viszonya. A Gibbs-relacié ebben a forma-
ban hasonlit a meg gyeket keveo szubsztancialis mérlegekre. A?-széthasitast-
mennyisegekkel reprezentéljuk, ennek megéedala Gibbs-relacio — szubsztancialis for-
maja — mozg6 kontinuumokra a kdvetkez

de= Tds+ d +wdp +( w; p)dv': (48)

Ezt a kifejezést lehet a szubsztancialis mérlegekkel egyutt az entrépiaprodukcio kisza-
mitasara hasznalni, ez a Gibbs-relacié6 hagyomanyos relativ értelmezése. (48) analdg
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a relativisztikus esetben a kinetikus kompatibilitds gyelembe vételével kapott alakkal
[71, 72, 73], azzal a kildnbséggel, hogy itt az utolsé tagban a suruség szerepel, relativisz-
tikusan pedig az entalpia.

A (48) Gibbs-relaciéban a sebesség nem fliggetlen valtozd. Vizsgaljuk az impulzusra
és arelativ sebességre vonatkozo intenziv mennyiségek kdzott fennallé6 Maxwell-relaciét,
azaz a vegyes parcidlis derivaltak egyedigére vonatkozo feltételt. Ezt célszeru izoterm
folyamatokra vizsgalni:

@ _@w_Qw; p)_ @e
@wap @v @p @@y

Mivel W/ (;p';e;V) allapotfiiggvényen kivil a tobbi mennyiség valtozo, ezért (49) te-
kintheb a termosebesség meghatarozasara vonatkozé parcialis differencialegyenletnek:

(49)

@w_ @w
== = p: 50
@v  @p " )
Ennek altalanos megoldasa
i P iy o4 P i
w(phev)= =—+A" v+ =+ (51)

ahol Al ésw tetsoleges ;e fliggvények. A tovabbiakban nem vizsgaljuk ezeknek a
fuggvényeknek a zikai jelentését, és azt tételezzik fel, hogy nullak. Vegyuk észre, hogy
ekkor, mas gondolatmenettel, de ismét a (47) allapotegyenletet kaptuk.

Ez a szokott lendilet-tdmeg-sebesség viszony termodinamikai altalanositasa, nem ko-
todik a mechanikai levezetésekben feltételezett specialis alaku Lagrange-figgvény léte-
zésehez, amelynek formaja a Newton-egyenlet kbvetkezménye, és Noether-tétel sem kell
hozza.

6. ABSZOLUT ENTROPIAMERLEG

Az abszolut termodinamikai feltételetibkdvetken (34) Gibbs-relacio és (38) entro-
piaaram megadjak, hogy adott entropiasuruség-eéstropiaaram hogyan fligg a megfe-
lelo termodinamikai intenziv allapotjedktol. igy ki tudjuk fejezni az abszolut entropia-
produkciot aai-hasitott mennyiségekkel:

@S? = s+ s@u®+ @s* =
€ _ WP+ (pa W)ut+ s@ui+

@ a* j° Pw+ pr: (52)
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Behelyettesitve a (21), (22) és (23) tomeg, lendiilet és energiamérlegeket, felhasznal-
va a (37) extenzivitasi relaciot, illetve annak és a (34) Gibbs-relacio kbvetkezményeként
adodo alabbi Gibbs-Duhem relaciot,

dp= hd + d( )+p'd(wa (wa pa)du?; (53)
azt kapjuk, hogy

@S*=(s e+ +wyph@ur+q@ j'@ )
P L@U+ wp)+ Waj°@ut P™w,@ + p@r+ri@(p)=
(re i @ ) wyauw +
¢ hrt (P® r*pw,+ prt @

P2 rp, P @+ W)+ p@(T W)=
W2

(r* 9@ +? +

2
¢ et (PP rPw, (r* (9% @

PeL j%w, ri(p, wp) pd @uP+w)+ p@(r* w?) O
(54)

A fenti egyenbtlenség a Galilei-relativisztikus folyadékok abszolut entropiaprodukcidja.

Az elvart modon kvadratikus kifejezés eltagja az anyagaramlasra vonatkozik? alif-

fuziés aramsuruség a konstitutiv mennyiség benne. A szorzat masik felében pedig a meg-
felelo termodinamikai e, a kémiai potencial gradiensét gyelhetjik meg. A masodik

tag a termikus eredetu entropiaprodukcio, ahqt hdoaramsuruség a konstitutiv mennyi-

Ség és a reciprokdmérséklet gradiens€ a termodinamikai er. Végil a harmadik

tag a mechanikai eredetu disszipacioval azonosithato, beRAgrgyomastenzorral, mint
konstitutiv mennyiséggel és a sebesség gradiensével mint termodinaroikeli &onto-

sabban a viszkozitas szempontjabol relevans sebességadgésen valasztott? és a

w2 termikus sebesség 6sszege. Figyeljik meg, hidgg folyadék sebességnmge exp-

liciten csak itt, a mechanikai disszipaciét leird részben, a sebességgradiensben szerepel.
A negyedik tag Uj, benne a2 nyomassebesség tekintbédonstitutiv mennyiségnek. Ez

atag nulla, ha a nyomassebesség azonos a termikus sebességgel.

Az abszolut entropiaprodukci6 egyetiensége tehat megoldhatd, a kvadratikus for-
ma minden tagjaban vannak konstitutiv mennyiségek. Emiatt bevezekitetmodinami-
kai elok és aramok, és kozottiik a szokott linearis kapcsolat feltételezve kapjuk az egyen-
lotlenség megoldasat, az egyltthatd@jelei megfeleben valasztva. A konstitutiv elmélet
analég a hagyomanyossal, és le is zarja az alapmérlegek differencialegyenlet-rendszerét,
mert az ott szereplszokasos alapvaltozok, asuruség,u?® sebesség €6 homérséklet
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mellett a konstitutiv mennyiségeket az entropia egyemhségnek megfeleén rogzit-
hetjiuk. Aw? termikus sebesség pedig az entrépia parcialis derivaltja, termodinamikai
értelemben intenziv mennyiség, allapotegyenlet rogziti, amit raadasul j6l meg is tudtunk
hatarozni (47)-ben és (51)-ben. De vajon mit jelent és hogyan egyszerasithebk és
aramok termikus sebessséget tartalmazé bonyolult formaja? Ezt vizsgéljuk a kovetkez
szakaszban.

7. MI A FOLYADEK SEBESSEGE?

Az entrépiaprodukcio negyedik tagjanak szerepét nem vizsgaljuk a tovabbiakban, hi-
szen amennyiben a relativisztikus kinetikus elmélettel 6sszhangban a konjugalt entrépia-
vektor térszeru részét parhuzamosnak valasztjueraérsékletvektorral, akkor kdnnyen
értelmezhai egyszeru formuldkat kaphatunk. Tegyuk fel tehat, hogy

ré = w (55)

Ekkor a fenti entropiaprodukcié a kovetkealakira egyszerusodik:

. w2
@'=(w* ih@ o+
W2
¢ wie pw) (we T P, @
P% %W, Wi(p, Wy P& QU+ w?) O (56)

Erdemes felirnunk az abszolGt entrépiaprodukcionak egykiismeg gyelo szem-
szOgébl megjelem relativ formajat. Legyen szokas szerint a relativ sebasséqu® =
= v&. Azt kapjuk, hogy

W2
— o+
2

S 1

a— i -
@s’= w' j' @ T "
- - w2, w2 , 1
d wi(e pw+ "‘7)"‘]'7) P w @.F

1 P+ wiwk wpt j'w p* @wv+w) O (57)

Megjegyzés: ugyanezt kapjuk, ha a relativ, szubsztancialis mérlegek (24), (25) és (26)
segitségével, illetve a (48) relativ Gibbs-relacio és a megf@@bbs—Duhem-relacid és
entropiaramsuruség ((38) relativ formaja) segitségével szamoljuk ki az entropiaproduk-
ciot. Természetesen ezeket az dsszefligéseket (éslighat zikai mennyiségek transz-
formacios szabalyait is) valahonnan meg kell tudnunk. Téniddell nélkil ez nehezen
elképzelhet.
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Hogyan zérjuk le az egyszeru folyadékok mozgasegyenleteit, azaz hogyam aehet
egyenletek szama az ismeretlenek szamaval egyéfl Vagyis mi a konstitutiv elmé-
let? Vegyuk észre, hogy a fenti entropiaprodukcio szokasos linearis megoldasabol ka-
pott harom dsszefliggés nem elég az egyenletrendszer lezarasahoz, hiszen az alapvaltozo-
ink megszokott rendszere, azaz a suruség,detwrgia és a folyadék sebessége mellett
két tovabbi meat kellene megadnunk: a folyad@k sajatimpulzusat és a termosebessé-
get,w'-t. Viszont két tovabbi leheségiink is van, hogy lezarjuk a konstitutiv elméletet.
Egyrésziv'-re termodinamikai allapotegyenlet vonatkozik. Masrészt pedig vegyiik észre,
hogy tulajdonképpen eddig nem rdgzitettiik, hogy mit is értlink folyadéksebesség alatt,
hiszen a fenti egyenletrendszerben a relativ sebességetsoleges lehet, barmely két
meg gyelo kozo6tt. Egyiket valamilyen zikai modon célszeru a folyadékhoz rogziteni. A

yoava

folyadék sebességének rogzitéa@mlasvalasztasnakevezzik.

Elvileg a sebességet rogzithetjik a folyadék wmgges extenziv tulajdonsagahoz,
példaul a tomeghez (= 0), energiahozd = 0) vagy lendillethezg( = 0), de bonyo-
lultabb modon is. Ezek utan a relativ sebesség mar a folyadék tomegének, energiajanak,
illetve lendlletének aramlasat jellemzi a kiileeg gyelohdz képest. Bonyolultabb aram-
lasokra példa tiszta anyagi (témeg) és energiaaram keveréke [73]. Van szabadsagunk az
aramlas rogzitésére, amit az abszolut egyenletekber? aebesség tetsleges valasz-
tasa jelent. Az egyes valasztasok azonban gyakorlati szempontbd6l nem egyenértékuek.
Az entrépiaprodukcioé fenti formaja azt sugallja, hogy az aramlasvalasztasok kozul ki-
l6ndsen egyszeru konstitutiv flggvényeket kapunk, ha az aramlast a termosebességhez
kotjiik, azaaw' = 0 modon valasztjuk a folyadék sebességét. Ezt a valasztast nevezhetjiik
termoaramlasnakEkkor az entrépiaprodukcio:

. .1 1 N .
a— il I - ] 1) . -
@s*= j'@:+de: <P p' @ o (58)

Ez a valasztas természetes is abban az értelemben, hogy visszapillantva a diffGziés aram-
suruség, lmaramsuruség, impulzussuruség €s nyomas (15), (18), (14) és (17), illetve a
kémiai potencial, a tmérséklet és a termikus sebesség (41), (39) és (40) transzforma-
cios szabalyaira, felismerhetjik egy olyahmeg gyelo zikai mennyiségeit, amelynek

relativ sebessége a folyadélsebességére vonatkoztatva pontogan w'. Ezért tehat

az entropiaprodukcio (58) formaja azonos minden, a termoaramlassal de nialt kbzeghez
képest' sebességgel mozgd meg ggetzamara.

Ahogy az ebzo fejezet mozgasi termosztatika elemzése mutatta, a sebesség és az
impulzus viszonyara az entropia létezése egy kitlintetett allapotegyenletet eredményez a
termodinamikai sebesség és a sajatimpulzus kozott, gzazw '. Ez azt jelenti, hogy
a termoéramléas vélasztasa ezzel az allapotegyenlettel egyben lenduletaramlast is jelent.
Vagy, forditva, ha a folyadék lendilete az, ami aramlik, akkor az allapotegyenlet miatt az
aramlas egyduttal a termosebességgel térténik.
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Diffziés Termikus Mechanikai

Ero @ @r @
Aram ji! q -2(PT pl)

1. TABLAZAT . Termodinamikai esk és aramok
Ebben az esetben, tehaiva= 0 termoaramlassal de nialt, §8 = v' termosebes-

ség allapotegyenlettel megadott kdzegre a (24), (25) és (26) relativ tdmeg-, lendilet- és
energiamérlegek szubsztancialis formaja:

_+@v+@'=o0 (59)
v +jl@v+ @P' =0, (60)
e+e@'+ @ +P'@y =0: (61)

Az abszolut (34) és (37) Gibbs-relacio és extenzivitasi relaciok megfedédtiv for-
maban a kdvetkeképpen irhatok:

de= Tds+ d +vd(v');! dg=Tds+ .d;: (62)
e+ p=Ts+ + V2! e+p=Ts+ p; (63)

ahole,= e Y abelso energiaés = + Y% abelso kémiai potencialEzekkel a
mennyiségekkel a termodinamikai alapdsszefliggések a szokott formaban irhatéak. Az
extenzivitasi relacioban a mozgasi energiat a nyomashoz szoktak sorolni a kémiai po-
tencial helyett. A Bernoulli-egyenletként jelenik meg az extenzivitasi relacio és benne a
dinamikus nyomas (a torlonyomas és statikus nyomas kulénbsége).

Az entrépia (38) aramsuruségének vonatkozo relativ formaja:

s==d j' Ply+pv: (64)

=~

Az (59)—(64) termodinamikai 6sszefliggések és a mérlegek alapjan az entropiapro-
dukcié kdzvetlentl szamolhato, és pontosan (58) lesz. Ennek megfelat 1. tablazat-
ban megadott termodinamikaiaket és aramokat azonosithatjuk.

Linearis 6sszefliggést feltételezve, izotrop folyadékra azt kapjuk, hogy

ji= @z + 1@%; (65)
i — 1
g = 2@_?+ @?, (66)
Pl=pl @ @vrev @k (67)
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Itt az (6n)diffazids egyutthato,; és , a Soret—Dufour-egyitthatdk,a termodinami-
kai hovezetési egyutthaté (merg = T2 a Fourier-féle bvezetési egyiitthatd), és a
térfogati €s nyir6 viszkozitas.

Az alapmérlegek (59)—(61) rendszere, egytt a (65), (66) és (67) konstitutiv 6sszeflig-
gésekkel zart és az (6n)diffuziés &ramsuruség kivételével azonos a szokédsos kontinuitas-
Fourier—Navier—Stokes-egyenletrendszerrel. Az ondiffiziés aramsuruség nem kiszobol-
heb ki aramlasvalasztassal, elhagyasa zikai feltételt jelent.

8. OSSZEFOGLALAS

Ebben a munkdban megmutattuk, hogy a nemrelativisztikus, azaz Galilei-relativiszti-
kus, egykomponensu disszipativ folyadékok hogyan targyalhatéak a vonatkoztatasi rend-
szerbl fuggetlendl, és milyen feltételekkel kaphatjuk meg a leirasukra altaldban hasz-
nélt vonatkoztatasi rendszertfliggo, relativ Fourier—Navier—Stokes-egyenletrendszert.

A vonatkoztatasirendszer-figgetlenséget a Matolcsi-féle Galilei-relativisztikusréwid

dell keretei k6zott targyaljuk [5, 6], ahol a Galilei-relativisztikus térialz eredeti Weyl-

féle, af n terekre alapozott koncepcié kibontott matematikai megfogalmazasa. Targyala-
sunk vektortereket hasznal, és indexes formalizmusra alapozott egyszeru szamitasi méd-
szert vezet be.

A zikai alapmennyiség a tdmeg-lendilet-energia tenzor, egy két indexében szim-
metrikus harmadrendu négyestenzor. Ez kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-
sorfejtésével, példaul az energia bevezetésévdlet Ennek négyesdivergencidja a fo-
lyadék tomeg-energia-lendiletének megmaradasat adja, amelyetdgéesen adott né-
gyessebesség a tomegmérlegre, lendiletmérlegre és energiamérlegre bont. A harmadren-
du négyestenzor négyesdivergenciaja egy masodrendu négyestenzor-egyenlet. A tdmeg-
mérleg ennek id-idoszeru, az impulzusmeérleg azidérszeru része (illetve a szimmetria
miatt tér-idbszeru is), az energiamérleg pedig a tér-térszeru résznek, amely egy masod-
rendu harmastenzor egyenlet, a nyoma.

Az abszollt targyalasbol levezettik a relativ zikai mennyiségek és a mérlegek
transzformaciés szabdlyait. Az elmélet egyik kdvetkezménye, hogy a betrgia, ki-
netikus energia €s a teljes energia kozti szokasos kapcsolat egy transzformacios szabaly.
A kinetikus energia tartalmazza a folyadék sajatlendiletét, amely altaldban nenokothet
valamely relativ sebességhez. Nincs abszollt energia, de van kovarians energia, azaz az
energia egy abszolut mennyiség meghatarozott része.

A termodinamika is vonatkoztatasi rendspéffiiiggetlentl adddik, pusztan annyit
feltételezve, hogy az entropia négyesvektasizeru része, az entropiasuruség a tomeg-
lendilet-energia suruségitfligg. Ez vonatkoztatasi rendszartiiggetlen, abszolut allitas.
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Az entrépiasuruség derivéltja adja az intenziv mennyiségek masodrendu négyestenzo-
rat, a ftomérséklet-termosebesség-kémiai potencial tenzort, abszolit médon. A mozgasi
mennyiségeket is tartalmazé Gibbs-relacié szubsztancialis formaja tartalmazza az impul-
zushoz konjugalt intenziv mennyiséget, a termosebességet és a relativ sebességet is, de a
teljes formula vonatkoztatasi rendszeftiggetlen. Ekkor viszont a mozgasi intenzivekre
vonatkozé allapotegyenletek nem fliggetlenek. A vegyes parcialis derivaltak egggel

a megfeled Maxwell-relacié az impulzussuruséget a termosebesség és a suruség szorza-
taként adja, lényegében egyértelmuen.

Mivel az entrépiaaram formaja is kdvetkezmény és levezetartlapfeltevésekih
az entropia négyesvektor divergenciajat, az entrépiaprodukciot ezek utan abszolit médon
szamolhatjuk. A folyadék aramlasa tedkzgesen rogzithetjiuk, akar a tomeghez (Eckart-
aramlas), akar az energiahoz (Landau—Lifsic-aramlas), illetve mas maédokon is.

Az entropiaprodukcidé konkrét formaja megmutatja, hogy a folyadék mozgasat érde-
mes a termosebességhez kotni. Ekkor az impulzusfeltétel allapotegyenlete miatt a min-
denkori meg gyebhdz viszonyitott relativ sebességgel adhaté meg a relativ impulzussu-
ruség és a vonatkoztatasi rendsakfitiggetlen entropiaprodukcio lényegében a megszo-
kott forméat 6lti. Az eltérés az ondiffuzids tag jelenléte. Ezt nem lehet megfékalmlas-
valasztassal kiklisz6bolni ugy, hogy a tobbi tag szokott formajabneiik. Ha nullanak
tekintjuk, akkor az az anyagra vonatkoz6 zikai feltételként interpretalhatd, vagy megsérti
az entropiaprodukcié elvart fuggetlenségét a vonatkoztatasi remalszert

Megjegyzések:

— Ha a Galilei-relativisztikus alapmennyiség harmadrendu kontra-kokotenzor, ugyan-
olyan mérlegegyenleteket kapunk, azonos transzformacios szabalyokkal. Ekkor az
energia és bmérséklet helyett a tomegsuruség és a kémiai potencial reprezentalo-
dik masodrendu harmastenzorként. Ez az alapmennyiség a kovarians komponensei
miatt azonban nem kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-sorfejtésével kapott
egyenletrendszerrel. A transzformaciés szabalyokat a C. Fliggelékben kiszamoltuk.

— Az egyszeru anyagok semleges kortlmények kozotti stabilitasa ategregész -
zikaban. E nélkul nincs objektiv meg gyelés, a nem reprodukéalhatéak a jelenségek.
Ennek az elvnek zikai-matematikai modellje a termodinamika maga. Az entropia
|étezése és nOvekedése, az egész termodinamikai keretrendszer ezt eredményezi és
ezt jelenti. A termodinamika ilyen felfogasa egyuttal 6neatlerési lehetség is. El-
varhatd, hogy az egyszeru folyadék homogén egyensulya elszigetelt rendszerben
pusztan a termodinamikai feltételek miatt stabil legyen. A most levezetett folya-
dékmodell ehhez teljesit egy fontos sziikséges feltételt.

Belathatd, hogy a kapott (59)—(61), (65)—(67) egyenletrendszer generikusan stabil,
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azaz a homogén egyensulya linearisan stabil, ha a termodinamikai stabilitas teljesdl
(az entrépia konkav) és a transzportegyutthatok nemnegativak, illetve
@ @1 @
== —=+( 1t )=z
@T @a Q@
Itt az el két tag és a harmadik tag egyttthatoja termodinamikai feltételek miatt

nemnegativ, egyedil az utolsé tagban szerpptcialis derivalt vezethet az egyen-
lotlenség sértiléséhez.

0 (68)

— Ennek a munkanak afnotivaciojat a relativisztikus folyadékok hasonlé problémai
jelentették [74, 75, 76, 62, 77, 65, 71, 72, 78, 79, 73].

A. FUGGELEK. GALILEI-RELATIVISZTIKUS TERIDO

Itt roviden ismertetésre kerll a Galilei-relativisztikus ténabdell.

A Galilei-relativisztikus téridmodellben van:

1. AzM térido azx 2 M eseményefagyvillanatok négydimenzids iranyitott af n
tere azx? 2 M téridotartamoknégydimenzios vektortere felett.

2. Azl ido egy dimenzids iranyitott af n tér 82 | idotartamok egydimenzios iranyi-
tott vektortere felett.

3. A :M ! | idokiértékelésgy af n szirjekcid a,: M ! | linearis leképezés, az
idotartamkiértékeléselett.

4. D atavolsagmértékegyenese, amely egydimenziés iranyitott vektortér.

5 A ,,;E E! D Deuklidészi szerkezet egy szimmetrikus bilinearis leképezés,
aholE := Ker( ) M atérvektorokhdromdimenzios linearis altere.

M dudlisat, azaz ak ! R lineéris leképezések vektortemdt -al jeldljuk. M =
= Lin (M; R) elemeit kovektoroknak nevezziik és alsé indexszel jelodljuk. Hasonloképpen
E dualisak . Ezek az indexek absztraktok abban az értelemben, hogy nem vonatkoznak
semmilyen koordinata- vagy vonatkoztatési rendszerre, egyszeruen a kulonféle rendu és
tipusu tenzorialis mennyiségek egyértelmu jel6lését jelentik. Afieldex kontravarians,
az also index kovarians, kovektor komponenseket jel6l.

Az x;y 2 M események kdzottlotartamot (x) (y) = ax® médon szamoljuk,
aholx? = x y. Két eseményggyidejy ha a kozottik eltelt iotartam nulla. Két egyide-
ju esemeény kilénbségeérszeruvektor. Ezeket fellilhtzott indexszel, megkuldnboztetett
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1. ABRA. A Galilei-relativisztikus térid, idopontok és vilagvonalak.

- . , P—
maodon jeldljik:x? 2 E, illetve x, 2 E . EQyx® térszeru vektohosszakxk = = x2 ,xP,
ahol ;= IdEg.

A modell legfontosabb elemeit az 1. abran mutatjuk be. Lathatjuk, hogyoazsiadz
idokiértékelés egy foliazast vezet be a téndaz egyideju események térszeru altereinek
egymasutanja huen modellezi klasszikus tér- é@sagalmunkat.

Hax, egy kovektor, azaz egy, : M ! R linearis leképezés, akkor anngkre tor-
téno megszoritasak, 2 E -t az eredetix, kovektor abszolut térszeru részének nevez-
zuk. A megszoritas projekcidjangklolesere bevezetjik g 2 Lin (M ;E ) jeldlést.
Tehat Px, = x,. Fontos megjegyezni, hogy az euklidészi szerkezet ¢aidetesziE és
E azonositasat, de ezt nem tehetjik ivegel ésM -al, mert nincs rajta sem euklidészi,
sem pszeudoeuklidészi szerkezet: a wadamok vektorterén nincsenek t@iohsszak.
Absztrakt indexes jeldlésiinkbenb; c; d; e; f; gindexeket hasznalunk a négydimenziés
térido abszollut zikai mennyiségeirg;b;c;d;e;f; g indexeket a hAromdimenzios tér -
zikai mennyiségeire a témdbe agyazva értenek. Tovabba; j; k;1; m -el jeldljik a szo-
kdsos haromdimenzids relativ mennyiségek indexeit, ha a relativ sebesség is megjelenik a
formuldkban. Ez fog e@fordulni a kilonféle transzformaciods szabalyokndl, illetve amikor
a szokasosan szereffiormulakat értelmezzik. Az ilyen indexek két abszolut sebesség-
me jelenlétét jelzik.

A vektorok és kovektorok fenti jel6lésrendszere azt a tényt formalizalja, hogyaz id
nincs beagyazva a téobe.
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A.1l. SZETHASITASOK

A téridoben tortéo létezést vilagvonalak segitségévelphdl téridobe Iéképea
r:1 ! M vilagvonalfiggvenyekkéfjuk le. A vilagvonalfiggvényeknek a téondszer-
kezetébl kdvetkep trividlis tulajdonsaga, hogy(r(t)) = t. Ennek megfela@en barmi-
lyen idopontban képezettatlerivaltjaik, a Galilei-relativisztikuségyessebességalkan
specialis négyesvektorok, amelyelokiertékelése, ,u? = 1. Egy négyesvektorzikai
mennyiségérszeru részéegy adottu? négyessebesseg iranyu vetuletével képezzik. Az
u® iranyu vetio fuggvény, aal-projekcio §= 3 u* ,:M ! Elesz, ahol § az iden-
tithsM-en.

A 4 idokiértékelés és az @bbi u-projekcié mellett még két fontos fuggvénylink
van, amely aM téridotartamokat az idotartamokkal és aE térvektorokkal kapcsolja
Gssze. A negyes kovektorokat terszerure megszoraidbel * 2 Lin (M ;E ) figgvény
dualisaval a § 2 Lin (E; M) fuggvennyel agyazhatunk be harmasvektorokat adéged
idotartamhoz egy négyessebességgel hozzarendelhetiink egyatdaichot, hiszemn? :

I M. Anégy alapvei leképezést még egyszer felsoroljuk:

- a:ll M,
—ut:M I,
- 2E! M,
- M I E

Itt felhasznaltuk, hogy egydimenzids vektorterek kanonikusan azonosithatéak duali-
sukkal (ich = koido), a transzponaltakat pedig az indexek eltolasaval jel6ltik. A ferglekb
a kovetkep azonossagok vezetoek le:

aW=1; 5 §=0, Sut=( 5 Wwur=0"> §R= % (69)

161



Két abraba 0sszefoglalva megjegyenibiek a viszonyok :

A fenti diagramok fele sordnak leképezései egy t@nektor és kovektor io- és
térszeru részre tortérszéthasitasat adjak meg.

A.2. VEKTOR U-FORMAJA

A vektorok maguk adallithatéak egy? sebességgel széthasitott részeikld to-
vabbiakban az ilyen ehllitast a vektou-formajanaknevezzik. Legyen példad? egy
téridovektor. Ekkor ia- ésu-térszeru részeinek és a széthasithégyessebesség segit-
ségével aallithato:

A% = Au?+ A% (70)

ahol A = ,A? a vektor idbszeru részeA? = 2AP pedig azu-térszeru része. Vektor
idoszeru része nem fliggrtol, ezért abszolut, a térszeru része viszont fligg. Specialisan
egy u® sebességvektor adzeru részd, egy masiku® sebesség szerinti térszeru része

pedig

BuP=( 23 u®pyuP=u* u

u? relativ sebessége®-hoz képest.

Galilei-relativisztikus téridn az extenziv mennyiségek természetes modon négyes-
vektorok, amelyek idszeru része a suruségstérszeru része az aramsuruség. Az exten-
ziv mennyiségek surusége flggetlen a széthasitd sebekdégtzeru része nem. Latni
fogjuk, hogy azau-figgetlenség Galilei-invarianciat is jelent.

A.3. KOVEKTOR U-FORMAJA

Hasonlé médon kovektorok is altalanosan felirhatékio és térszeru komponenseik
€s a széthasitashoz hasznalt négyessebesseég segitségéigl kbggktor:

Ba=B .+ [ By (71)

aholB = u?B, ésB, = [B,.

Figyeljuk meg, hogB , térszeru ési-idoszeru részei valobaB, ésB, de ellentétben
a vektor (70) eballitasaval itt ez kdzvetlenll nem latszik. Tovabba fenti felbontasban -
gyelnunk kell, hogy > nem szedhetszét két részre, pontosabh#iB, 56nmagaban nem

162



képezhet, hiszenB, 2 E ésE nem részhalmazil -nak. Tehat a fenti formul8, =

=B .+ B, aU’B,=(B UuPB,) ,+ B,, kényelmesnek tum csoportositasa végs
soron helytelen. Azonban a térszenosderu felbontas szemléletessége, és az abszollt
térszeru rész 6nallé megjelenése miatt a szamolasok attekiséggibl szarmazo @-

nyok nagyobbak, mint a hibazas lebs¢ge, ezért a tovabbiakban mégis hasznalni fogjuk,
ugyelve arra, hogy ” két része pontosan szerepeljen a formulakban.

Specialisan a térml derivalasa@, mint kovektor, a kovetkeképpen irhato fel egy
u? négyessebesség szerint széthasitottéd térszeru komponenseivel:

@= a(dy U°r )+ g (72)

ahold, = u@ azu-idoderivalt,r , pedig a térderivalt. Az idderivaltu-fiiggo, a térde-
rivalt nem az.

Megadjuk a masodrendu tenzorokszéthasitott részekbdsszetett formajat is.

A.4. TENZORU-FORMAJA
EgyT2 2 M M kontra-kontravarians tenzarforméaja a kovetkea:
T2 = tuu® + uPtP+ t2u® + t2; (73)
ahol

—t= , pT?®aT? tenzorido-idoszeru rése. Lathatdan em-fiiggetlen, abszoldt.

—t8= aTbc  aTa tenzortér-idoszeru részeilletve t® = T P azido-térszer
resz

— ta= aTcd baTabtenzortér-térszem része

A.5. VEGYES TENZORU-FORMAJA

EgyQ32 M M kontra-kovarians tenzar-formaja a kdvetkea:

Qb= bt pAR=0gU p+ O b+ U* S+ O] |, =
(U*(g Uug)+ o qeu®) bt Ut + o, (74)

ahol

- ? = uPQ3, aQ?d vegyes tenzoko-idoszeru része
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- o = Q% aQf vegyes tenzou-fuggetlenko-térszeru része
- g= u’ ,Q3, aQ? vegyes tenzoido-idoszeru része
- @ = uP 2Q5, aQ?d vegyes tenzotér-idoszeru része

- G, = a Q% aQf vegyes tenzoido-térszeru részekz a résai-figgetlen, abszo-
lat.

- = 2 9Q%, aQj vegyes tenzotér-térszen része

A.6. KOTENZORU-FORMAJA

EgyRax2 M M ko-kovarians tenzon-formaja a kévetkez:

— - d—
Rab—ra bt lNac bc—(r at ¢ ac) bt Ica bc+rcd bca_
ro2rus+ regulu? 4 pt+ rp U at ra rggud o rg (75)

ahol

— I, = UPR,y,, azRy, kotenzorko-idoszeru része

— I'ap = ,Rac, aZRap kotenzoru-fuggetlenko-térszeru része

— r = UdUuPR,,, azR,;, kotenzorido-idoszeru része

—ra = fSuPRg, az Ry, kotenzortér-idoszeru részeilletve ry, = s URac, azido-
térszeru része

—rap= £ 9Req, azRap kotenzortér-térszeru részeEz azu-fliggetlen rész.

B. FUGGELEK. MEGFIGYELOK ES GALILEI-TRANSZFORMACIO

A téridomodell pontosan tukrozi azt a mindennapi tapasztalatunkat, hogy da-id
link fuggetlendl telik, de a tér, a kdrnyezetiinkberolé@rgyak altal kirajzolt kornyezet
szubjektiv, meg gyebfliggn. Az ido abszolut, a tér relativ. A relativ szempontokat a meg-
gyel ok segitségével értelmezzik. Egy meg gydlitalaban a térioh megadott globalis
sima sebességmeZlasd [6]), amit a tovabbiakban egyetlen sebességgel, Iényegében lo-
kalisan reprezentalunk. A lokalisan egyetlen sebességet gondolatban az egése térid
kiterjesztve, azaz globalis homogén sebességhiewezetve kapjuk az inercialis meg -
gyeloket. A meg gyeb alatt altaldban adott tartomanyon sima sebességnéetink [6],
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nem kell, hogy mindendtt értelmezett, azaz globdlis legyen. Minden esetben elegend
hogy adott téridpontban négyessebességer@és térre bontja a téntl és az abszo-

lat zikai mennyiségeket id- és térszeru részekre hasitja fel a téndinden pontjaban.
Eppen ezért a transzformacios formuléak és egyenletek nemcsak a szokasos inercialis meg-
gyel okre vonatkozé Galilei-transzformaciok, hanem —amennyiben a széthasité sebesség
alland6séaga nincs kihasznalva — minden meg gyelvonatkoznak. Az abszolut jelAl-
talanosan meg gyeifiiggetlenséget jelent.

Lathattuk, hogy egy Galilei-relativisztikus tédthodellben egy sebességroesegit-
ségével egyértelmuen meg tudjuk adni a zikai mennyiségek &b térszeru részeit. Egy
masik sebességmepedig masképpen bontjaddés térszeru részre ugyanazt az abszo-
lat zikai mennyiséget. Azt is ki tudjuk szamolni, hogy egyik meg gyebltal észlelt
komponensekdl hogyan képadnek egy masik meg gyel altal észlelt io- és térszeru
komponensek. Ezeketteanszformaciés szabalyokagy téridmodellben egyértelmuen
kiszamolhatjuk, nem szikséges intuitivan bevezetni.

B.1. VEKTOROK

Lattuk, hogy egyA? vektort azu® meg gyelo A = ,A? idoszeru ésA? = 2AP
u-térszeru részekre bontja. A nemrelativisztikus zikai elméletek wrdatlanul ezeket
a mennyiségeket 6nalléan hasznaljak, levalasztva aotétidkét kilonboo u? ésu®
négyessebesség altalaban kiulombidlp- és térszeru komponenseket eredményezhet:
u A u A0

Aa Ai ' Aa AO ;

aholi = 1;2;3 harmasvektor indexeit jeI()IiL,J pedig azu? szerinti széthasitast. A meg -
gyelok kozotti valtast megadd transzformacios szabalyok megmondijak, hoésA?
hogyan fuiggA-tol ésA'-tol. Téridomodelliinkben ezt egyszeruen tgy szamolhatjuk ki,

hogy au?-val széthasitott komponensekkel kifejezett zikai mennyiséget, jelen esetben
ezA? = Au? + A2-t, széthasitjuki® szerint. Tehat egy vektor aszeru komponense:

A%= LA%= (AuP+ A% = A (76)
nem valtozik, nem transzformalodik, azaz Galilei-invaridns. Ez nem meghegrt a szét-
hasit6 fUggvény nem fligg a sebességeldgy A? vektor térszeru komponense:
A%= GAP= 3w, AUPHA® = AU+ AT Au®= AT+ ALY U
(77)
Az ud-nak u®-ra vonatkoztatott relativ sebességére bevezetjfkau® u® jelo-
lést és attériink harmasindexekre. Ekkor a négyesvektor térszeru komponensének transz-

formacios szabalya
A= AT+ AV
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pontosan a szokasos Galilei-transzformacioi; Ak harmasindexek megjelenése altala-

ban azt jelzi, hogy az adott formulaban egyszerre két sebességsrijeien van a relativ

sebesség miatt. A teljes transzformacios szabaly:
A A

AO - Ai + Avi (78)

Specialisan a sebességek transzformacios szabalgh lgivetlentl is szarmaztathato.
Egy négyessebesség 6nmaga szerinti széthasitdsa

llletve a térszeru komponensének transzformacios szabalya egyszeruen a relativ sebessé-
get adja,

BP=( 3 u®HuP=ud u®=7 (79)
ahogy ezt vartuk is. A teljes szabdaly furcsan hat:

1 _ 1
de egyszeruen azt jelenti, hogy az 6nmagahoz képest 'allonak’ tekirtetteg gyelo

allasa masiku® meg gyelo szaméara/' sebességgel tértérmozgasnak latszik. Fontos
megérteniink, hogy az dsszes tobbi transzformacios szabdly jelentése mutatis mutandis

ugyanezt jelenti.

Altalaban csak a Galilei-invarians zikai mennyiségeket tartjak vonatkoztatasi rend-
szerbl fuggetlennek, holott nemcsak azok, hanem transzformal6édé mennyiségek meg-
felelo kombin&cidja is abszolut lehet, amennyiben egy abszolUtoi@cinyiségyl van
sz0. Egy négyesvektorral megadott abszollat zikai mennyiség (pl. egy extenasaddi
komponense (a surusége) Galilei-invarians és ezért abszolut, a térszeru komponense (azaz
az dramsurusége) transzformalodik, ezért nem abszolat, de ez nem valtoztat semmit azon,
hogy az egész extenziv vektorsuruség abszolat. Ugyanez érvényes a sebességre, ahol a
négyessebesség abszollt, annak ellenére, hogy latszélag csak a térszeru komponens hor-
doz zikai informacioét. Téridbmodellben megfogalmazva egy zikai elméletet pontosan
elddnthed, hogy fligg-e a vonatkoztatasi rendsakrtagy nem.

B.2. KOVEKTOROK

Lattuk, hogy egyB, kovektort azu® sebessé® = U?B, idoszem ésB, = "B,
térszeru részekre bont. A kovektorok széthasitott komponenseit alsé indexszel és sorvek-
torokkal reprezentaljuk:

Ba ) (B;Bi):
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Az elobbiek alapjan az mkszeru komponens transzformécids szabalya:
B°= u®B,= u®B o+ By)=B VB, (81)
ahol felhasznaltuk (79)-t, illetve a (69) azonossagokat. A térszeru komponens transzfor-
macios szabdlya:
B= Bp= (B v+ Bc)= By (82)
A teljes szabaly:

(B%BY=(B V'B;;B'): (83)

Ezt példaul a@ téridoderivalasra alkalmazva kapjuk, hogy:
(duo;r D =(dy  V'ri;r): (84)

Specialisan, ha az? sebesség valamely kozeg sebességirea® pedig egy meg gye-
loé, akkord, a szubsztancialis @lerivalt,v' a meg gyebnek a kbzeghez viszonyitott
sebessége @go= d, V'r ; ady = @ parcidlis icderivalt és al, szubsztancialis o
derivalt kozotti 6sszefiigge®@= d;  V'r ;.

B.3. TENZOROK

Egy T2 masodrendu kontravarians tenzort &2 meggyelo t = , ,T? ido-
idoszeru,t® = 2 T ido-térszeru é$2° = 2 B Tcd tér-térszeru komponensekre hasit

szet. Azaz _

t ot

gt

A megfeleb transzformécios szabélyok a kovet@emodon szamolhatéak. Az od
idoszeru komponens invarians:

Tab u

t'= 4 pT®=t: (85)
Az ido-térszeru komponens transzformacios szabalya olyan, mint egy harmasvektoré:
t®@= @ TPh=( 23 y® Htu+1t)=tu?® tw®+t*=t2+ tv¥ (86)
A tér-térszeru komponensé bonyolultabb:
= @ Ored= @ Bycyd+ toud+ ut?+ t%) =
tvavP + t3vP + B2 + 3P (87)
Itt ismét felhasznaltuk (79)-t, illetve azt, hogy térszeru vektorok tdegres sebesség-
irdnyban vett vetllete maga a térszeru vekt®t® = ( 2 u? ,)tP = t2
A teljes transzformacios szabaly:
0 0 t th+ tv'

0t T t+tvl th VitV ViV (88)
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B.4. VEGYES MASODRENDJ TENZOROK

Egy Q3 méasodrendu kontra-kovarians tenzort @z meg gyelo q = ,u’Q3 ido-

idoszeru, o = 2uPQS, tér-idoszeru,q, = o 2Q% ido-térszeru éxf, = 3 4QF tér-

térszeru komponensekre hasit szét. Azaz

u

ST

q
9 g
A megfeleb transzforméaciés szabdalyok a kovetkemddon szamolhatéak. Az od
idoszeru komponensre:
= u®Q3=uMqu+ yx)=q Vg (89)
A harmasvektornak kinézido-térszeru komponens nem transzformalodik :
€= ayQi= JAct Jo)= & (90)
Itt felhasznaltuk, hogy,” . =0, és [ &= 2. Atér-idoszeru komponens transzforma-
cios szabalya:
= Q%= %af+d uvly V)= g+ gf vAg oV (91)
A tér-térszeru komponens transzformaciés szabélya:
dh= % Q%= %@+ )= g+ Vi (92)
Itt ismét felhasznaltuk az eddigi azonossagokat. A teljes transzformacios szabaly:

¢ ¢ _ q Vg q _
P o T d+vi(g vkq) dvF d +qv (93)

B.5. MASODRENDU KOTENZOROK

Egy Ra, masodrendu ko-kovarians tenzort a? meg gyelo r = u?u®Rg,, ido-
idoszeru,r, = SuPRy, tér-idoszeru ég,, = ° bdRcd tér-térszeru komponensekre hasit

szét. Azaz
u rr

Rab
rj rij

A megfeleb transzformacios szabalyok a kovetg@emodon szamolhatoak. Az od
idoszeru komponensre:

0— &, ,®d — a0 c c c d _
r—uuRab—uu rab+rcab+rcab+rcdba_

(¢}

UB rat+re & TeaVy FegVb & =1 2rVo+ rgvev®: (94)
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Az ido-térszeru komponens transzformacios szabélya:

0= SUPReyp= L re+rg & rgov® rgeV® 3 =ra rgvt (95)
A tér-térszeru komponens invarians:
0 — d — .
M= a nRcd= Mgy (96)

Itt ismét felhasznaltuk az eddigi azonossagokat. A teljes transzformacios szabaly:

O rd _ r M+ Vvivirg o Vi

97
I'J-O rj? rj thjk rij ( )

C. FUGGELEK: HARMADRENDU VEGYES KONTRA-KOKOTENZOR
TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

A fentiek alapjan tekintsink egflZ.- M ! M M M tenzormemt, amelyet
az egykomponensu egyszeru anyatergia-impulzus-témeg tenzorarfagunk tekinteni.
Feltételezzik, hogy a tenzornmekovarians indexeiben szimmetrikus. Egy adstt2
2 V(1) négyessebességgel képzett komponenseivel a kdeefilestanos formaba irha-

7

to:

M l?c = mbcuamgc =
1 1 1

€poec Epd%c Epe%b+§de%% ua+
1 1 1
qa bc Epz bd c Epz ce bt Emade bd ce , (98)
ahol
Mpe= aME; és mi.= AM.: (99)

Ezek a suruségek és aramok tenzoraj, az energia-impulzus-témegsuruség kotenzor,
illetve m% . az energiaramsuruség-nyomas-diffizios aramsuruseg tenzor. A tovabbi részek
pedig:

— e= uPUmp.=  LUPUM ¢ az energia-lendulet-ttmeg tenzooidlo-idoszeru része,
azenergiasuruség

—Pa= 2° dmg. = 2,u® M3 az energia-lendilet-témeg tenzoroiito-
térszeru részéhez kido, a lendiletsuruség illetve p, = 2uP Imyy =

2 ,u° dM 2, az ido-tér-idoszeru részhez tartozik.
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- =2 bd TMee =2 4 bd M 4, a tdmegsuruség-kotenzor, &3 . tenzorido-tér-

térszeru részéhddtodik.

— @ = uuPmd, = ucu® 3M Y az energiadramsuruségaz M 2. tenzor tér-ido-
idoszeru részéhez

- P2= 2u® fmi = 2u° & 3MJ anyomasazM 3 tenzortér-ido-térszeru ré-
széhetartozik és a tenzor szimmetridja miatt ez egge?f =  2uP ema3 -vel.

-Mi=2 72 ¢ amd. adiffiziés aramsuruségazM 2_tenzortér-tér-térszeru része-

nekkétszerese.

A valtozo ebjelek és kettes faktorok oka, hogy a hagyomanyos mennyiségeket a mér-
legekben és a transzformacios szabalyokat addbgpontosabban szeretnénk visszakap-
ni.

C.1. ATER- ES IDOSZERJ RESZEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az adott objektiv zikai mennyiség transzformacios szabalyanak azt nevezzik, ami-
kor u® sebességgel képzettoidés térszeru komponenseket @z sebességgel képzett
komponensek és a relativ sebesség figgvenyében adjuk meg. A B. Flggelékben meg-
adtuk, a kulonféle ets és masodrendu tenzorok transzformaciés szabalyait. A szamitas
soran a tenzoroll-forméajat azai’sebesség szerint hasitjuk szét. A tomeg-energia-lendiilet
tenzor esetén is hasonloan jarunk el:

Az u%energia aM ¢ tenzoru-komponenseivel és\& = u?  u® relativ sebességgel
kifejezve:

1 1 1
ezumU&aMbczumum €bc 5Pg be _peecb"'_deotlaec
2 2 2
= e+ pVvP+ %bvavb: (100)
Az u®lendiletsuruség pedig:
pgz ZumbdaM?jc:UQ;bd 2ebc+pd%c+pe$:b de(i)ec
= Pt VS (101)
A 4 suruség abszolut, nem transzformalodik:
=2 ¢ p aME= (102)
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Az energiadramsuruség transzformacios szabalya:

1 1 1
q* = u®u® GME = u®u® ey épd e épeecb"'édedb% Vit
1 1 1
+utu® ® d o QP? b o Epg ¢ bt ém?e o
1
= (f+(e+ pVP+ ?"vav")va+2P";‘)vb+ SMEVVe (103)

A nyomas transzformacioja:

& — a d — |,@ ey,,a
Pb_ 2u ec ™ u (pbc be c)V+

+
c

1
v
oo

PV + VOV + mi Ve (104)
Végul pedig a diffaziés aramsuruség a kovetiképpen transzformalodik:

mE=2 ¢ MY == mi+ (105)

A hagyomanyos jelélésekkel 6sszefoglalva irhatjuk, hogy:

= et pv + ZVV; (106)
=Pt v (107)
0=, (108)
=d+Vie+pv+ %vj V) + Piv + m—gkvkvj; (109)
P'=Pi+pVv+ %v‘vk + m—;kvk; (110)
mfe = mi + V" (111)

Egy fontos specialis eset, amikor a tomeg- és a diffzids aramsuruség tenzorok iden-
tithsok a kovarians komponenseikben, azaz=  j« ésmj, = j' . Ekkor

= e+ pv'+ oV (112)

p=pi+ Vi (113)

0= . (114)

o =d+Vvie+pV+ §v2)+ PV +J'iV§2? (115)
P =Pi+pVv+ vy +j'y; (116)
j0=ji+ vis (117)
(118)
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Ezek a transzformécios tulajdonsdgok pontosan megegyeznek a harmadrendu, min-
den indexében kontravarians tomeg-lendilet-energia tenzor megtelabponenseire vo-
natkozé (13)-(18) transzformacids tulajdonsagokkal. A megiaetedrlegek szintén azo-
nosak, €s az entropiaprodukcié formaja szintén ugyanolyan. A két reprezentacié kozott
az intenziv mennyiségek transzforméacids szabalyai, illetve a relativisztikus és a kinetikus
elmélettel tortén kompatibilitas kdvetelményével lehet kilénbséget tenni.

KOSZONETMONDAS

Fulop Tamasnak, aki mindig mondta, hogy van abszollt energia. Ugyan végil nem
kotenzornak tunik, de még az sincs kizarva.

A munkat az OTKA K81161 és K104260 palyazatai tamogattak.
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