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ELOSZO

A 2015-6s Mérnokgeologia—Kdzetmechanika Konferenciara ismét 6nallo kotettel jelentke-
zik a Montavid Termodinamikai Kutatdcsoport. Az itt kozolt irdsok annak a kozos altaldnos
gondolkodasmodnak mutatjak be kiilonb6z6 ujabb eredményeit, amely szerint a mechanikai és
kapcsolodo jelenségeket egy egységes, irreverzibilis termodinamikai modszertan keretében
szemléljiik. Ez rugalmas, univerzalis és konzisztens lehetdséget nyujt az érintett valtozatos as-
pektusok targyalasara. Reologia, képlékenyedés, hovezetés: mind ugyanannak az altaldnos kon-
tinuum-termodinamikai modellnek kiilonb6z6 specialis megnyilvanulasaiként lattathatd. Ebbe a
felfogasba 6tvozzik bele a kinematikai, objektivitasi, téridovel kapcsolatos hozzavalokat, me-
lyek a konzisztencianak elengedhetetlen részét adjak, és kdvetkezményeik szerteagazoak.

Mindez jol kideriil az egyes fejezetek révén, melyek attekintése utan kirajzolodik az 6ssz-
kép. Az itt bemutatott konkrét elméleti és kisérleti vizsgalatok erre a lancra flizddnek fol. Az
eddig elért eredmények megnyugtatoéak-biztatdak, hogy jo uton haladunk, és egyben azt is lattat-
jak, hogy sok a tovabbi tennivalo, €s hogy ,,béven van Uj a nap alatt”.

Legutobbi kotetiinkkel a 80 éves Béda Gyulat koszonthettiik. Akkor harom fejezetben is
szerzoként vett részt Marta Dolezalova. Tiszteltiik, becsiltiik, szerettilk Martat, és nagy szomo-
rusaggal t6lt el benniinket, hogy tobbé nem dolgozhatunk vele egyiitt — mostani kiadvanyunkat
az 6 emlékének szenteljiik.

A szerkesztd koszonetet mond Asszonyi Csabanak és Van Péternek a kotet megjelenésében
nyujtott segitségéért. Bizva abban, hogy a Kedves Olvaso kellemes és hasznos olvasmanynak
talalja munkankat, iidvozlettel ezt kivanja:

Budapest, 2015. januar 19.
Fiilop Tamas

szerkeszto
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KITUNTETETT SZILARDTEST-REOLOGIAI MODELLEK EGY
BELSO VALTOZOS TERMODINAMIKAI ELMELET
KERETEBEN

Asszonyi Csaba
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST
Fiilop Tamads

BME ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST,

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Vidn Péter
MTA WIGNER F1ZIKATI KUTATOKOZPONT RESZECSKE- ES MAGFIZIKAI INTEZET, BUDAPEST,

BME ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST,

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A reologia egy belsd viltozds termodinamikai elméletét mutatjuk be és elemezziik. A kapott
modell univerzdlis, minden olyan esetre érvényes, amikor a mezoszkopikus és/vagy mikroszkopikus
hdttérfolyamatok kielégitik az alkalmazott termodinamikai elveket: a mdsodik fotételt, a mérleg-
egyenleteket és egyetlen tovdbbi — tenzori — dllapotvdltozo jelenlétének feltételezését. Az igy kapott
modell, melyet Kluitenberg—Verhds-testnek javaslunk hivni, a Poynting—Thomson—Zener-test egy
tovdbbi, inercidlis elemmel kiegészitve, vagy mdsképp fogalmazva, a Jeffreys-modell szildrd testek-
re torténd kiterjesztése. Amellett érveliink, hogy a reoldgia természetes termodinamikai épitékove
a Kluitenberg—Verhds-test. A bemutatott modszertannak fontos jellegzetessége, hogy nemtrividlis,
egyenldtlenség-tipusii megszoritdasok adodnak a modell négy paraméterére. Ezeket a feltételeket
és a tovdbbi jellemzoket dsszehasonlitiuk a probléma tobbi ismert termodinamikai megkozelité-

sének, igy az un. kiterjesztett irreverzibilis termodinamikdnak és Kluitenberg eredeti elméletének

tulajdonsdgaival.!

1. BEVEZETES

A bels6 véltozok mddszertana a klasszikus, makroszkopikus elméletek egy univer-

'A Continuum Mechanics and Thermodynamics folyéiratban megjelenés alatt 4116, az tjsidg webolda-
lan 2014.11.20-4n megjelent (http://dx.doi.org/10.1007/s00161-014-0392-3) , Distingu-
ished rheological models for solids in the framework of a thermodynamical internal variable theory”
cikk forditasa.
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zalis modellezési eszkozének tekinthetd. Univerzdlis, abban az értelemben, hogy mini-
madlis szint{ feltevéseket tesz a modellezendd jelenségek fizikai mechanizmusardl. A ki-
indul6pont egy extra mezd, egy extra valtozé feltételezése. A megvélaszoland6 kulcs-
kérdések e véltozo viszonya €s csatolodédsa az eddig ismert fizikai mennyiségekhez, és a
valtoz6 fejlédési egyenlete. E szempontbdl az irreverzibilis termodinamika egy kiilonle-
ges modszert javasol [1, 2]. Az 4ltaldnos oOtlet az, hogy a fejlédési egyenlet formdja és
a tobbi folyamathoz csatolddds lehetséges modja meghatdrozhatd pusztidn altaldnos el-
vek, els6sorban a mdsodik f6tétel alapjan [3, 4, 5]. Eme 4ltaldnos alaknak eleget tevd
egyenletek kell adédjanak az extra véaltozé barmely konkrét szerkezeti, mezoszkopikus
vagy mikroszkopikus realizdldsa esetén, hacsak eleget tesz a sz6banforgé éltaldnos el-
veknek. Az elsd, aki termodinamikai elképzeléseket alkalmazott kontinuumokra, Eckart
volt, aki az idedlis rugalmassagtdl valo eltérésekkel — nemrugalmas, anelasztikus viselke-
déssel — is foglalkozott [6, 7]. A nemrugalmassag belsd valtozés termodinamikai targya-
l4sat Biot vezette be [8] és Kluitenberg fejlesztette tovdbb, dllapotvaltozds elméletként
[9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. Szilard testek esetén sok kevésbé szisztematikus alkal-

mazas ismeretes, néha barmi termodinamikai hattér nélkiil [18].

A bels6 véltozok fogalma hosszu torténetre tekint vissza [19, 20], és szdmos kiilon-
bozd véltozata és elnevezése ismeretes. A belsd szabadsdgi fok név a konfigurdcids tér
egy kiterjesztéséhez lett bevezetve a termodinamikaban, és eredetileg a determinisztikus
mez0 statisztikai és valdszintiségi jellemzdkkel vald kiterjesztését jelentette [21, 22]. Ez
az un. mezoszkopikus elméletek [23, 24, 25] alapja. Ez a jelentés szigorian megkiilon-
boztetendd attdl a szintén belsd szabadsdgi fok terminoldgiatdl, melyet Maugin hasznalt
Lagrange-i dinamik4jd mezdelméletekre [26, 1]. Ezektdl is eltérnek a belsd dllapotvdlto-
z0k, melyek id6fejlédése relaxacios jellegili és termodinamikai eredet( [3, 1]. Ama finom
részletek ellenére, amikben ezek a fogalmak eltérnek az egyes szerz6knél (kontrollalhat6-
sdg, peremfeltételek, gyenge nemlokélissag stb.), 1étezik egy elegendben 4ltaldnos keret,
ahol ezek a felfogdsok egybeesnek €s a modern kontinuumfizika egy hathatés modellezési
eszkozeként jelentkeznek [27, 28]. Az aldbbiakban nem elemezziik ezeket a szemponto-
kat, ellenben bemutatjuk egy litsz6lag megszoritott érvényl elméleti keret konstruktiv

modellez{ erejét.

A belsd valtozos felfogds egy specidlis valtozata a dinamikai szabadsdgi fok [29, 30],
mely véltoz6 lokélis termodinamikai egyensilyban nullava valik, igy egy folyamat men-
tén mennyiségileg jellemzi az egyensilytdl valé pillanatnyi eltérést, igymond a jelenlevé
irreverzibilitds fokat. Ez az egyszert, természetes €s dltalanos feltevés, melyet jelen mun-
kaban mi is alkalmazni fogunk, dontd fontossagi. Mds megkozelitések kiillonbdzé tovab-
bi feltételezéseket vezetnek be, az dllapotvéiltozok kozvetlen interpretdldsidnak megfele-
16en, igy eltérd osztdlyozdsokra és a konstitutiv egyiitthatok kiilonb6z6 megszoritasaira
jutnak. fgy példdul a kiterjesztett termodinamikdban (Extended Irreversible Thermodyna-
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mics [31, 32]) a disszipativ fesziiltség az extra allapotvaltozd, mig az eredeti Kluitenberg-
elméletben egy nemrugalmas deformacié, mely additivan médositja a reoldgiai folyamat

rugalmas deformécidjat.

A belsd valtozo tenzori rendje dltaldban kikovetkeztethet a modellezett jelenség tu-
lajdonsagaibdl. Példaul a szilard testek kdrosoddsanak egyszer leirdsdhoz elegendd lehet
egy skaldris valtozo, mely a tonkremenetel fokat jellemzi. A Fourier-elméleten tdli hve-
zetési jelenségek leirdsahoz héaramhoz tartozé korrekciét varunk, ebbdl kifolydlag egy
vektori bels6é valtozé kindlja magat [33, 34, 35]. A reoldgiai jelenségek leirasahoz, fi-
gyelembe véve, hogy a fesziiltség €s a deformdcié egyarant szimmetrikus tenzori rendd
mennyiség, természetes — €s aldbb igazolt — varakozds az, hogy a belsd véltozo6 egy szim-
metrikus mdsodrendd tenzor.

Mint azt meg fogjuk mutatni, linedris onsageri egyenletek esetén ez a belsé allapot-
valtozo kikiiszobolhetd, €s egy linedris Osszefiiggés adddik a fesziiltség, a deformacio és
ezek idéderivaltjai kozott: a fesziiltség nulladik és az elsd derivéltja, valamint a megnyu-
1as nulladik, els6 és masodik derivaltjai kozott. Ezt a (0,1 < 0, 1,2) médon fogjuk jeldlni.
Kovetkezésképp ez az Osszefiiggés specidlis esetként szamos klasszikus reoldgiai mo-
dellt lefed: a Kelvin—Voigt-modellt, mely a (0 < 0,1) eset, a (0, 1 < 1) Maxwell-modellt,
a (0,1 x0,1) Poynting—-Thomson—Zener-modellt és a (0,1 < 1,2) Jeffreys-modellt. En-
nélfogva a bels6 valtozos megkozelités egy univerzalis keretet biztosit € modellek k6zos
alapon torténd targyaldsara, mindenekel6tt e modellek termodinamikai tulajdonsdgainak

vizsgélatéra.

Kozelebbrdl, egy (0,1 < 0,1, 2) modellt taldlunk a fesziiltség és deformécid (és deri-
valtjaik) deviatorikus részei kozott, €s egy masik, fiiggetlen (0,1 =< 0, 1, 2) relaci6é adodik
e tenzorok gombi részei kozott. Ez négy anyagi egyiitthatét jelent a deviatorikus rész-
ben, és négy tovdbbi egyiitthatét a gombi részben. Figyelemre mélté6 moédon pontosan
ez a 4 + 4 = 8 -paraméteres modell az, mely sziikségesnek és elégségesnek bizonyult az
Anelastic Strain Recovery mddszer szamara [36, 37, 38], mely egy kisérleti eljaras fel-
szin alatti hdromdimenzios in situ fesziiltség meghatdrozasara firomagmintak reoldgiai
relaxdcidja alapjan. Ugyanez a modell alkalmazhaté miianyagmintak egytengelyl terhe-
1éskisérleteinek kiértékelésére is [39, 40]. Egytengely(i folyamatokban a deviatorikus és
a gombi rész keveredik, és a hizofesziiltség és hosszirdnyud nyulds kozotti kapcesolat egy
(0,1,2,3<0,1,2,3,4) modelnek bizonyul, amint azt a Fiiggelékben megmutatjuk.

Egy (0,1 =<0,1,2) modellben az anyagi egyiitthatok nem lehetnek tetszélegesek,
mert a termodinamika — kozelebbr6l a termodinamikai stabilitds és nemnegativ entrd-
piaprodukci6 — feltételeket szab ki rajuk. Egy nemtrividlis aldbbi eredmény, hogy még e
megengedett paramétertartomédnynak is csak az egyik fele reprezentalhat6 rugdk és olaj-

fékek kapcsoldsaként. A masik tartomanyfél sziikségessé teszi egy tovabbi reoldgiai elem,
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a Verhds [41, 29] 4ltal bevezetett (0 < 2) tehetetlenségi elem felhaszndlasat is.

A kikiiszobolési eljards egy tovabbi haszna, hogy a peremfeltételek problémdja itt
nem 1ép fel. Ennek oka valgjadban a konstitutiv egyenletek homogén (gradiensmentes)
volta. fgy a megoldds egyértelmiiségét ugyanazon peremfeltételek biztositjak, amelyek
a megfeleld rugalmassdgtani probléméaét, csak tobblet kezdeti feltételekre van sziikség
[42]. Ezenkiviil a peremfeltételek problémdja a Maugin-féle belsé szabadsagi fokokkal
egyesitett tirgyaldsban és nemlokadlis kiterjesztés megengedése esetén is kezelhetd, akér

s

variacios, akar direkt termodinamikai eldirasokkal [27, 28].

Itt bemutatott eljarasunk egy fontos szempontbdl eltér Kluitenbergétdl, a kiterjesztett
termodinamikaétol és Verhasétdl, sot, a klasszikus irreverzibilis termodinamikaétdl is.
Nevezetesen, amikor bevezetjiik az entropiaegyenlStlenség klasszikus kosntitutiv megol-
désat, linedris kapcsolatot feltételezve a termodinamikai erdk és dram kozott, az Onsager—
Casimir-féle szimmetriareldcidkat nem réjuk ki. Ennek elvi oka Occam borotvéja: mik-
roszkopikus interpretacid hidnydban Onsager feltételei [43, 44] nem feltétleniil érvénye-
sek. E feltételek Truesdelltdl szarmazo jogos kritikdja [45] tehat eljarasunkra nem vonat-
kozik. Ez az dltaldanosabb hozz4dllds mar a dudlis bels6 véltozok kapcsan is gyiimolcso-
zOnek bizonyult [27], mely egy hatékony egyesitési mddszerre vezetett szilard testekben

torténd hullamjelenségek esetében [46, 47, 48, 49, 50], és ugyszintén az altaldnositott

mechanika szarmaztatasanal [51, 28].

Az aldbbiakban kiépitjiik a reoldgia termodinamikai elméletét kisdeformacios koze-
litésben. Eloszor egy térdimenzid esetére mutatjuk be az egyes 1épéseket, a mechanikai
tulajdonsdgokbdl kiindulva €s a termodinamikai kovetelményeket bevezetve. Az eljards
lényegi mozzanatai és f6 kovetkezményei igy konnyen atlathat6ak. Ezutan kifejlesztjiik
a haromdimenzids teljes elméletet. Végiil elemezziik médszeriinket, és dsszehasonlitjuk
Kluitenberg, tovabbd a kiterjesztett termodinamika megkdozelitésével. Két fliggelékben
pedig egy-egy technikai vonatkozast mutatunk be: a deviatorikus és gémbi komponen-

sek kombindl6dé viselkedését egytengelyli folyamatokra, illetve a belsé allapotvéltozé

bevezetésének egy alternativ lehetdségét.

2. AZ ELJARAS EGY TERDIMENZIOBAN

2.1. A KIINDULO RENDSZER

A belsd éllapotvaltozok bevezetésének mddszertana szerint eldszor is van egy kiin-
dulési termodinamikai rendszeriink, ezutan feltételeziink egy extra belsd valtozét, ennek
egy konkav kifejezésével eltoljuk az entrépidt, és az entrépiaprodukcid pozitiv definitsé-

gét onsageri egyenletekkel biztositjuk. Jelen céljainkhoz a kiindulasi rendszer egy lineéri-
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san rugalmas szilard test lesz. Hogy a 1ényegi szempontokra dsszpontosithassunk, az egy

térdimenzids egyszerd esettel kezdiink.

Legyen tehdt egy szildrd testiink, € rugalmas deformdcidval (vagy deformaltsdggal

[52]), mely egy dimenzidban egy skalar véltozo, és
o(e) = Ee (1)

rugalmas fesziiltséggel, ahol — szintén az egyszerliség kedvéért — az ¥ Young-modulus
allandénak van tekintve. Kis deforméacidkat feltételezve, mely szilard testek esetén vald-
ban sokszor teljesiil, a sebességgradiens kozelitdleg £-tal, a deformdcié iddderivaltjaval

egyenld, és a o dltal végzett mechanikai teljesitmény a

d/FE d/F
0é = Feée = T (582) = QE (2—952) = 0¢q 2)

alakra egyszerlisodik, ahol

L,

:3555 (3)

6d(8)

a fajlagos rugalmas energia, p pedig a tomegs(iriség, mely a kisdeformécids tartomény-
ban éllandd. Ebben a tartomdnyban maradva a parcidlis, az egyiittmozgé €s a kiilonbozé
objektiv idéderivaltak (1d. [53]) kozott sem kell kiilonbséget tenniink.

A kiindul6 rendszer (fajlagos) belso energidjat, a 7' homérséklet €s az ¢ deformacio

fliggvényeként, a
e(T,e) = eq(T) + €q(e) @)

alakban tekintjiik, ahol ey (7) az dlland6 vagy homérsékletfiiggs fajhdvel kapcsolatos
[ew(T) = T a konstans esetben]. A (4)-beli szepardlodé véltozok jelzik, hogy most a

hotagulastdl is eltekintiink.

A termodinamikailag ehhez tartoz6 (fajlagos) entrdpia, szintén a hdmérséklet fligg-
vényeként irva, s = s(7T), mely ki kell elégitse

ds  1dey

dT T dT’

termodinamikai konzisztenciafeltételt, mely a (4)-bdl, (3)-bdl és (1)-bdl levezethetd

&)

ode = ¢T'ds 4+ ode, avagy atrendezve
ods = %de . %ds (6)

Gibbs-relaciobol kovetkezik. Példaul dllandé fajhd esetén

T
s(T):clnTOjLso, (7
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T, so segédkonstansokkal.

A teljesitmény (2) alakjat haszndlva, a bels6é energa mérlege — azaz a termodinamika
elso fotétele —

0e = —j, +0¢, ®)
ahol j. a h6aram, a vesszd pedig a térderivalast jeloli.
A j, entrépiadramra a standard [22] j, = j./T vélasztdssal éliink. Ekkor, a
08 = —j, +m, ©))

entropiamérlegben (5)-6t felhaszndlva, a 7, entropiaprodukciora (6) és (8) révén

. / v . / /
L . 0. e . e (1
”829”5’;:%6—?“(%) :_j?+<jf) :Je<f> 10

nyerhetd, melynek pozitiv definitségét a

1 /
je = (f) (1)
Fourier-hévezetési torvénnyel biztositjuk, ahol a A hévezetési egyiitthatd pozitiv.
Dolgozhatunk az e, € kanonikus termodinamikai valtozékban is. Ez ugy érhetd el, ha

kifejezziik T-t (4)-bdl mint e és ¢ fiiggvényét, és behelyettesitjikk az entrépidba, s(e,e)-t
nyerve ezaltal. Példaul az dllando fajhojii esetben azt kapjuk, hogy

e—(E/2)e*
=cln ——— . 12
s(e,e) = cln T, + So (12)
A kanonikus véaltozékban a hdmérséklet és a fesziiltség a
1 Os o Os

?(676) - & 57 Q_T(675) = _8_5 . (13)

modokon érhetd el [cf. (6)]. Beldthatd, hogy a kanonikus valtozokban az entrépia konkav
fiiggvény, ha T'> 0, E > 0 és dey,/dT > 0.

Megjegyezziik, hogy az e,e kanonikus véltozok helyett azért a T' e véltozdkkal
inditottunk, mert azokban tudjuk konnyen megfogalmazni a hétagulds elhanyagoldsat
[1d. (4)].

Az els6 1épés, a kiinduld rendszer jellemzése ezzel megtortént.
2.2. A BELSO VALTOZO BEVEZETESE

Most kovetkezik a médsodik 1€pés: az e, € valtozok mellett feltételezziik egy tovabbi &
valtoz6 jelenlétét feltételezziik, és az entropiat eltoljuk egy £-fliggd taggal. Ez a tag kon-
kav kell legyen, és el kell tlinnie & = 0 esetén (egyensulyban). Feltéve, hogy az entropia
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¢ szerinti masodik derivéltja nemnulla, a Morse-lemma alapjan az extra entropiatagot az
egyszerdi —3&? alakban irhatjuk:

S(e,6,8) = s(e,€) — 5% (14)

vagyis vdlaszthatjuk &-t annak a véltozonak, amelyben az extra tag ilyen alaki. Figyelem:
ezzel a valasztassal csak akkor €lhetiink, ha nincs kozvetlen fizikai tudasunk a feltétele-
zett belsé véltozd eredetérdl, ezért megvalasztdsdban szabadsdgunk van. Ha rendelkez-
tiink volna explicit informdacidval £-r6l — példaul egy mikroszkopikus értelmezéssel —,
akkor nem ragaszkodhattunk volna az extra tag ilyen specidlis alakjdhoz, hanem egy al-
talanosabb konkav kifejezést kellett volna megengedniink, mely esetleg e-tdl €s e-tdl is

fiigg [29, 30]. Jelen esetben nem rendelkeziink ilyen hattérinformacioval.

A kiterjesztett entrOpidra (6) fényében a
ods = :%de - %de — pede (15)

Gibbs-relacio irhato fel.

A reologiai effektusok els6sorban a mechanikai viselkedésben jelentkeznek, ezért egy
extra fesziiltségjarulékot is megengediink:

g=0+0, (16)

ahol & a reoldgiai (nemegyensilyi) eredetd tag, és o jeloli a teljes fesziiltséget. Ennek
kovetkezményeként a teljesitményben, igy a belsd energia mérlegében is megjelenik egy

extra o€ tag:
oe+j. =& =0é+ 6¢. 17

Ezt és (15)-0t felhaszndlva az entrépiaprodukcié kiszamolhato, feltételezve jz = j./T-t:

. !
p . . U. . e
™= g5+ ji = 7 —Ts—@§§+(§) (18)
__Je G, ci s [ (1 ’+&. i (19
A T) e \7) T 9

A jobb oldalon az els6 (h&vezetési) tagban tartsuk meg a kordbbi j, = )\(%)/ Fourier-
védlasztdst; valdjdban a haromdimenzids targyaldsban majd latni fogjuk, hogy izotrop
anyagokban a hdvezetés nem is csatolédhat a reoldgiai oldalhoz, mert el6bbi vektori,
utobbi pedig egy tenzori és egy skalar tag 0sszege. A maradék rész pozitiv definitségét,

azaz

G& — oTEE> 0 (20)
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fennallasat a

0 = l11€ + lia(—0T€), (21)
&= lnié + oo (—0T¢) (22)
onsageri egyenletekkel biztositsuk, melyben az [;; egyiitthatokra bizonyos feltételek kell
fennélljanak. Ezek az egyiitthatok fiigghetnek az allapotvaltozdoktdl és a termodinami-
kai er6ktdl is. Ennélfogva e konsitutiv egyenletek kvazilinedrisak, illetve a Gyarmati-féle

osztalyozds [54] szerint akar nemlinedrisak is lehetnek.

Az [;;-kre teljesiilendd feltételeket annak a kvadratikus kifejezésnek a pozitiv definit-
sége szabja meg, melyet tigy kapunk, hogy (21)-(22)-t (20)-ba helyettesitjiik :
€

l?z loo —0T’¢

S
1118° + (Lo + lo1)e(—0T€) + 522(—QT§)2 = (é —QTg) <l11 l12> ( > >0, (23)

ahol (3, = %(ln +1y1) az | métrix szimmetrikus részének offdiagonalis eleme. fgy azt
talaljuk, hogy a kovetelmény az [ matrix /5 szimmetrikus részének pozitiv definitsége.
Ez a Sylvester-kritérium alapjan azt irja el6, hogy

lll Z O, lgg Z O, det ls Z 0. (24)

(Ez a harom feltétel nem fiiggetlen: az elsd kettd barmelyike kovetkezik a masik kett6bdl.)

Vegyiik észre, hogy az antiszimmetrikus rész, [* nem jarul hozz4 az entrépiaproduk-

ci6hoz, csak az egyiitthatomatrix szimmetrikus része generdl irreverzibilitast.

2.3. A BELSO VALTOZO KIKUSZOBOLESE

Amint azt emlitettiik, az /;; egylitthatok nem kell, hogy dlland6k legyenek, jelen eset-
ben homérsékletfiiggdek lehetnek. Most tegyiik fol, hogy l11, 0T'l12, l21 és 0T'l5o allan-
dok, legaldbbis egy folyamat mentén, legaldbbis j6 kozelitéssel — mely egy igen gyakori
eset. Ilyenkor konnyt kikiiszobolni a £ belsd véltozot (21)—(22)-bol (noha a kikiiszobo-
1és menete az altaldnos esetben is értelemszer(i). Megjegyzendd, hogy a belsé valtozé
kikiiszobolését mar Meixner 1954-es cikke is alkalmazza [55].

Azzal kezdjiik, hogy 4tirjuk (22)-t egy olyan alakra, ahol egy differencidloperdtor hat
E-re:

d
— + 0Tl = ly€. 25
(dt+g 22>§ 21€ (25)
Ekkor, ha % + 0T'l55-t hattatjuk (21)-re, (25)-6t felhasznédlva

0T 16 + & = oT(det )& + 111 (26)
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nyerhets. Ezt ¢ = 6 — Ec alapjdn a

- 1 . det! E . lin .
o+ 0:E5+( + >€+ £ 27
0Ty loo 0Tl5 0Tl

végsd formdra hozhatjuk. Egy (0,1 =< 0, 1, 2) reolégiai modellt kaptunk tehat:

&+ 76 = Ege + E1é + Fof, (28)
ahol
det! Ey Ey 1
T = >0, Ehy=FE, E| = + > >0, Fy= >0, 29)
0Ty 0 ! lao 0Ty 0Ty 2 0Ty

melyek a sziikséges €s elégséges termodinamikai kovetelmények.

Némi kényelmetlenséget jelent, hogy a 7 = 0 és £ = 0 esetek ki vannak zdrva, igy a
(0 < 0) modell, ¢ = Eye nincs kozvetleniil lefedve, csak az [59 — oo hataresetként érhetd
el. Konnyen kezelhetjiik ezt a kellemetlenséget. Vegyiik észre, hogy loo > 0 esetén a (21)—
(22) egyenletpar atrendezhetd a

det ! 1o - ;
5= é‘i‘ﬁfzmné-i-mlz& (30)
loo loo
loy. 1. . :
—0T¢ = ——é+ —& = mo1€ +mas (31)
lao lag
alakba. Nos, a
& =mué +misé, (32)
—0T€ = my1& + Mmoo (33)

alakd egyenletek egyszertien egy masik megengedett onsageri lehet6ség (20) pozitiv de-
finitségének biztositasara. Ugyanis (32)—(33) felhasznalasaval (20) a

mi1€2 + (mig + mm)éé + 771225.?2 = (é f) (mél m§2) <€> (34)

miy Moz ) \&

alakra hozhat6, mely kvadratikus kifejezés pontosan akkor pozitiv definit, ha
mi1 Z 0, Moo 2 0, det ms 2 0. (35)

Itt is megfigyelhetjiik,, hogy csak m szimmetrikus része jarul hozza az entrépiaprodukci-
6hoz.

Ha (32)—(33)-bdl kikiiszoboljiik £-t — ezattal az mQQ% + oT' differencidloperatort
alakitva ki (33) idéderivaltjdban, és ezt az operatort hattatva (32)-re —, az eredmény

. det
"B = Be+ <m11 + @E)éJr L) (36)

G+
0 oT’ oT
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Az egyiitthatok tehét

det
;=250 B =FE  Ei=mn+4 2 2E >0, B=os0 37
oT oT o’

Lényegében ismét az el6z0 reoldgiai modellcsalddot kaptuk, eltérések csak a termodi-
namikailag megengedett paramétertartomany szélein vannak. Valdéban, e masodik valto-
zatban a (0 =< 0) Hooke-modell is lefedésre keriilt. Rdadasul a 7 =0, £y = 0, E; = 0,
E5 > 0 modell — mésszdval a (0 < 2) test, melyet a (2.4) szakaszban kozelebbrdl is meg-
vizsgalunk, — szintén meg van engedve mint termodinamikailag érvényes eset. Ezzel par-
huzamosan a paramétertartomany sz€lének van egy olyan része, mely itt hidnyzik, mig az
el6z6 véltozatban meg volt engedve : [oo = 0 megengedné az (1 < 1, 2) modelleket is. A &,
e és derivaltjaik kozotti ilyen kapcsolat azonban nem tartalmazza a (0 < 0) Hooke-esetet,
nem nyujt informdciot a szildrd testek statikus/lasst folyamatair6l, igy szilard testekre
nem elégségesek.

A tovabbiakban az m;; egyiitthatds valtozatot fogjuk haszndlni, de az [;; egyiitthatok-
ra analdg allitasok lesznek igazak.

2.4. SPECIALIS ESETEK ES ELEMZESUK

A kapott (0,1 x<0,1,2) reolégiai model [Id. (28)] szdmos jol ismert klasszikus
esetet lefed. Valdban, tartalmazza a (0 < 0) Hooke-modellt, a (0 < 0,1) Kelvin—Voigt-
modellt, a (0,1 < 1) Maxwell-modellt, a (0,1 < 0, 1) Poynting—Thomson—Zener-modellt
és a (0,1 =< 1,2) Jeffreys-modellt. E szempontbdl a jelen, belsd valtozés megkozelités
fontos hozzdjaruldsa az, hogy e modellek egyiitthatdira termodinamikai eredetli megszo-
ritasokat tar fel. (35), (37) és a

2
detm = detm® + (%) = detm® + (m?2)2 (38)

azonossag alapjan ezek a feltételek a kovetkezdek :
7>0, FEy>0, I =E —17E=m; >0, FE;>0, (39)

ahol bevezettiik az I, csillapitdsi indexet. Ez az [, kombindcid, a hasonldan definidlt

L . MagMmar (m‘i"z)2 - (m§2)2
_[2 = E2 - 7']1 = — QT - QT (40)

tehetetlenségi indexszel egyiitt, két fontos jellemzdje a (0,1 =< 0,1, 2) modelleknek. /; > 0
egy nemtrividlis kombinalt feltételt jelent a 7, Fy és F; egyiitthatokra, mely példaul kizar-
jaa(0,1x0)és (0,1 x0,2) modellek 1étét, termodinamikai alapon. Tovabba, /5 ugyan
lehet pozitiv és negativ egyardnt, de e két eset jelentdsen eltérs helyzeteket jelent. Amikor
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I, < 0, masszéval ha az m egyiitthatomatrix szimmetrikus része domindl az antiszimmet-
rikus rész folott, akkor fesziiltségvezérelt folyamatokra az adédé masodrend linedris dif-
ferencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének [Enomog (f) ~ €M = Eg+ E1\+ Ex)\? =
= (0] két negativ valos gyoke van, igy a megoldast két idGben exponencidlisan csokkend
tag jellemzi. Ha ellenben I, > 0, azaz amikor az antiszimmetrikus rész dominadl, a két
gyok nem valds. A valds részeik negativak, mely csillapitast biztosit, viszont a képzetes
részek oszcillalast jelentenek a megoldasban. Ez lehetdséget nyit arra, hogy alkalmas, a
reoldgiai anyag sajdtfrekvencidjdhoz kozeli periodikus gerjesztéssel rezonancidba hozzuk
az anyagot. Fontos észrevenni, hogy ez a rezonancia teljesen mds, mint a rugalmas rezo-
nancia, mely akkor 1€p fel, ha a test geometriai méretei, a rugalmas hullimok anyagbeli
sebessége €s a gerjesztd erd frekvencidja alkalmas dsszhangban van. A reoldgiai rezonan-
cia teljesen lokalis jelenség, fiiggetlen a test geometriai méreteitdl, a rugalmassagtani Fj
¢és areologiai F, Es egyiitthatok kozti viszony kdvetkezménye. A tehetetlenségi jellegii
E5 egyiitthaté nem a szokdsos mechanikai tehetetlenséggel kapcsolatos, hanem egy mas,
reoldgidval kapcsolatos tehetetlenség.

Az, hogy a tilcsillapitott (avagy alultehetetlen), vagyis I, < 0 modellek jelentdsen
kiilonboznek az alulcsillapitott/tilltehetetlen (1o > 0) esetektdl, egy masik moédon is szem-
Iéltethetd. Beldthat6 ugyanis — az A. fiiggelékben ldthatéhoz hasonl6 1épések segitségével
[56] —, hogy ha két reoldgiai kapcsoladst parhuzamosan kapcsolunk, a csillapitasi indexiik
Osszege megegyezik az eredd rendszerével, €s a tehetetlenségi indexre ugyanilyen addi-
tivitds teljesiil [hacsak az ered6 nem lép ki a (0,1 < 0,1, 2) keretb6l]. Soros kapcsolds
esetén pedig nemnegativ csillapitasi indexek nemnegativ eredd csillapitasi indexhez ve-
zetnek (€s pozitivak pozitivhoz), és nempozitiv tehetetlenségi indexek nempozitivhoz (és
negativok negativhoz). Ezeknek egy megnyugtat6 kovetkezménye, hogy rugok és olajfé-
kek soros és parhuzamos kapcsoldsai mindig pozitiv csillapitdsi indextiek, dsszhangban
a termodinamikai feltétellel. Egy nemtrividlis masik kdvetkezmény azonban az, hogy ru-
g6k és olajfékek — nulla tehetetlenségi indexd elemek — semmilyen soros—parhuzamos
kombinéciéja nem eredményezhet pozitiv tehetetlenségi indexd kapcsolast. Igy péld4ul
az éltalanositott Kelvin—Voigt- és altaldnositott Maxwell-Wiechert-modellek — melyek
Kelvin—Voigt- ill. Maxwell-modellek soros ill. parhuzamos kapcsolésai, és melyeket els-
szeretettel haszndlnak dltaldnos reoldgiai szitudcidk modelljeként — nem képesek repro-
dukalni az ilyen, termodinamikailag teljesen legitim modelleket.

Ez sziikségessé teszi egy uj reoldgiai elem bevezetését, a (0 < 2) modellhez kapcso-
16déan. Ismereteink szerint Verhds volt az elsé [41, 29], aki eme 4j elem sziikségességére
rdmutatott. A tovdbbiakban ezt tehetetlenségi elemnek fogjuk nevezni, €s Verhds abrajat
fogjuk rd haszndlni (I1d. 1. dbra).
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— Aoy

1. ABRA. A tehetetlenségi elem, mely a (0 < 2), 6 = Fyé elemi modellhez kapcsolédik.

3. AZ ELJARAS HAROM TERDIMENZIOBAN

Most a haromdimenzids esetet targyaljuk, teljes analogidban az egydimenzids valto-

zattal.
3.1. A KIINDULO RENDSZER

Harom dimenziéban az € deformacio €s a o fesziiltség szimmetrikus tenzorok. Ha
izotrop Hooke-rugalmassédgot feltételeziink, a fesziiltség linearisan fiigg a rugalmas de-
forméciotol, két skalar rugalmas egyiitthatd révén, melyek egyike a deviatorikus tenzori
komponenseket koti 0ssze, a masik a gombieket:

1
o(e) = B + B¢’ €= 3(tre)l, el=e—¢€', E'=2G, E*'=3K. (41)

A kisdeformécids tartomdnyban maradunk, ahol a p stiriség (kozelitdleg) konstans, és a

sebességgradiens tenzor &-tal egyenld. Igy o mechanikai teljesitménye gy irhato:

tr(o€) = tr(09¢?) + tr(0°€°) = pé,, (42)
ahol
Ed ES S S
e (€) = % tr(e‘e?) + % tr(e'e®). (43)

A teljes fajlagos energiat a
G(T, 6) = 6th(,-z—‘) + eel(‘f:) (44)
alakban vélasztjuk. A ode = ¢T'ds + tr(ode), dtrendezve
ds = 2de — L tr(ode) (45)
s = —de— —tr(o
=TT

Gibbs-reldcidnak eleget tesz a s = s(7T') fajlagos entrdpia, ha

ds 1 dey,
R — 46
dI" T dT (46)
A teljesitmény (42) alakjdval a belsd energia mérlege (az els6 f6tétel)
0t =—V -j. + tr(o€). 47)
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A js entrépiadram és a j. hddram kozott a standard js = j./T kapcsolatot vilasztjuk.
Ekkor a

05 ==V js+m, (48)

entropiamérlegben a 7, entrépaprodukcio (45) és (47) alapjan szamolva

1 je I . je . 1
WS:QS+VJSZ%€—ftr(U€)+V (%) :—ije‘{’v (Jf) :JeV(?),
49)

melynek pozitiv definitségét a

1
je:/\V<T>, A>0 (50)

Fourier-hgvezetéssel biztositjuk. A (7', €) dllapotvéltozokrdl a kanonikus (e, €) valtozok-
ra attéréshez T kifejezendG (44)-bél, és az entropidba helyettesitendd, igy kapva s(e, €)-t.
Megforditva, a kanonikus valtozokbdl indulds esetén a hOmérséklet

1 0s

_(€’€> = &

- &1y

€

révén kaphat6 meg. Az entrépia konkdv a kanonikus valtozékban [a természetes 1" > 0,
E >0, de,/dT > 0 feltételek teljesiilése esetén].

Ha rendelkezésiinkre all a kiinduld rendszer a kanonikus valtozokban, készen allunk

a kiterjesztésére.

3.2. A BELSO VALTOZO BEVEZETESE

A kiterjesztett dllapotteret a kovetkezd valtozok feszitik ki: az e belsod energia, az €
deforméci6 és egy & bels6 valtozd. Ez utébbit masodrendd szimmetrikus tenzornak va-
lasztjuk, a célbdl, hogy a kiindul6 rendszer mechanikai tulajdonsagait (,,anyagtorvényét”)
terjessziik ki, korrekcidkat nyerve a fesziiltség és a deforméaci6 — két szimmetrikus tenzor
— kozott.

Az entrépiat egy konkdav nemegyensulyi taggal toljuk el, mely csak &-t6l fiigg, kvad-
ratikusan. A Morse-lemma szerint ez az extra tag egyszer(i négyzetes alaktinak vélasztha-
to, igy a kiterjesztett entrépiafiiggvény

5(e,€,&) = s(e,€) — %tr({Q). (52)

A kiterjesztett entropidra a Gibbs-reldcié

ods = %de - %tr(ade) — otr(&d€). (53)
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Hogy a kiterjesztés a mechanikai aspektusokban is érvényesiiljon, a fesziiltséget is

kiterjesztjiikk egy reoldgiai (nemegyenstlyi) taggal:
Gg=0+0. (54)
Kovetkezésképp, a (42) mechanikai teljesitmény, és igy az energiamérleg a
oe+V-j.=tr(6€) =tr(o€) + tr(0€) (55)

modon viltozik. A j; = j./T valasztdssal élve, és felhasznalva (53)-at és (55)-0t, az

entropiaprodukcié:

T
. 1 . ]. ~ e 5 je
= —TV-Je—i—Ttr(ae) — otr (§§) +V- <T) (56)
. 1 1 ~d - 1 ~sos) dgd) S¢S
_JE.V<T>+Ttr(aed)+?tr(as) otr (£°€Y) — otr (£°€°).

A jobb oldalon vektorok szerepelnek az els6 tagban, skalarok a harmadik €s 6todik tagban,
és szimmetrikus, nyom nélkiili tenzorok a mdsodik és negyedik tagban. Izotrop anyagban
e hdromfajta mennyiség nem csatolédhat egymashoz a Curie-elv, azaz az izotrop fiiggvé-
nyek reprezentécios tétele [29] értelmében. Ennek megfeleléen a vektorokat tartalmazé
taghoz Fourier-hdvezetést valasztunk: j. = \V (%) . A tovabbi két tagparhoz a legéltal-
nosabb onsageri megoldas

o' = 1§, +1f,(—oT¢%), o' =1},&" + 1, (—0T€), (57)

€' = 15,6 + 13, (—oTE"), £ =15 + Iy (—eTE’), (58)
vagy ennek az m?, m® egyiitthatékat hasznalé valtozata, mely (30)—(31) altaldnositdsa.

Azt lathatjuk tehdt, hogy amit egy dimenzidban kaptunk, harom dimenziéban egysze-
rien megkett6z6dik, ahol a két komponens egymastdl fiiggetlen. A nyom nélkiili, szim-
metrikus tenzorokat tartalmazo két tag osszegének onalléan kell pozitiv definitnek lennie,
a skaldrokat tartalmazé két tag 6sszegének pedig szintén. Az egyiitthatokra ebbdl kovet-

kezé feltételek ugyanazok, mint az egydimenzids esetben.

Allandé hémérséklet esetén a belsS viltozé kikiiszobolése szintén két fiiggetlen
(0,1 =< 0,1,2) modellre vezet:

o'+ 196" = Eje' + E{¢' + E5g’,  o°+7°6° = By’ + EYée + E3E', (59)
termodinamikai eredetli egyenlGtlenség-feltételekkel az 0sszesen nyolc egyiitthatora.

Egytengely( folyamatok esetén mind a deviatorikus, mind gémbi reoldgia aktiv, és
egy meglehetdsen komplikalt ered6 egytengely( reoldgiai viselkedés alakul ki — a részle-
teket 1d. az A. fiiggelékben.
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Két megjegyzéssel zarjuk ezt a szakaszt. Az els6, hogy a bemutatott termodina-
mikai eljards egy potencidlon (az entrépidn, ill. kovetkezésképp a szabadenergidn) ala-
pul, ezért targyalasmodunk hiperelasztikus — a teljes dllapottér szemszogébol. A reduk-
ci6/kikiiszobolés soran nyert fesziiltség—deformacio-relacié azonban nem kaphaté meg

potencidlbdl.

A masik megjegyzés az, hogy az entrdpiaelv dltaldnosabb kihasznéldsdn [57] alapul6
modszerek ebben a klasszikus irreverzibilis termodinamikai esetben ugyanerre a szerke-

zetre vezetnek, mint a forrdstag itt alkalmazott egyszer( szeparacidja.

4. OSSZEHASONLITAS MAS ISMERT MEGKOZELITESEKKEL

Kluitenberg [12] egy hozzankéhoz hasonl6 eredményt, két (0,1 < 0, 1, 2) modellt ka-
pott, de a mienkétdl eltérd feltételezésekkel, és a (0,1 =< 0, 1) Poynting—Thomson—Zener-
test a kiterjesztett termodinamikdban is levezethetd [31]. A kovetkez6 szakaszban ezeket
a megkozelitéseket és feltételezéseiket vizsgaljuk meg.

4.1. KLUITENBERG ELMELETE

Mint lattuk, a bemutatott termodinamikai keret a tehetetlenség, relaxacio és kuszas
egy kitiintetett kombindcidjara, a (0,1 < 0,1,2) modellre mint reolégiai alaptestre ve-
zet. A belsé valtozés nemegyensilyi termodinamikat eldszor Kluitenberg alkalmazta
szisztematikusan a linearis viszkoelaszticitasra [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15], aki szintén

a(0,1x0,1,2) testet kapta a termodinamikai modellezés alapvetd épit6koveként.

A Kluitenberg-elmélet eltér a mi megkozelitésiinkt6l. A kiilonbségek a kovetkezdk :

1. A Kluitenberg-elméletben a belsd valtozénak rogzitett fizikai jelentése van: a de-
formdcidhoz hozzdadddo direkt — anelasztikusnak nevezett — jarulékként van értel-

mezve [9]:
€ =€, + €a- (60)

A mi fenti megkozelitésiink szerint ez az interpretdcié nem sziikséges, a deforméci-
Ot egy tetszdleges tenzori mennyiség befolydsolja, az entrépiaprodukcié disszipativ

tagjaiban torténd linedris relaciok révén.

2. Kluitenberg, a deformécids értelmezés kovetkezményeként, kapcsolatot tesz fel az
anelasztikus és a rugalmas fesziiltség kozott. Nevezetesen, ndla ez a két fesziiltség
egyenld {[11], (4.4)}. Részletesebben kiirva, felteszi, hogy

05 Js Js
= = - =0. 1
aeanel (6617 eanel) a (67 8anel> 88 (87 eanel) 0 (6 )

Sanel
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Itt <§(8e17 Eanel) = §<€ — Eanels 8ane1) - 5(87 Eanel) .

Amint azt mi fentebb taléltuk, ezek a feltételezések nem sziikségesek a termodina-
mikai konzisztencidhoz, és a reoldgiai egyiitthatdk egy eltérs elemzéséhez vezetnek. Igy
példdul a Kluitenberg-reprezentacioban nem addédik megszoritas F, a deformécidsebes-
ség egyiitthatéjanak elgjelére. Tovabb4, ha Kluitenberg rugalmas és anelasztikus defor-
macioi kvadratikusan szerepelnek az entrépidban, akkor a (0,1 =< 0, 1, 2) test helyett csak
a (0,1 =< 1,2) Jeffreys-modell vezethetd le {[11], (4.25)—(4.26)}. A Jeffreys-test azonban
nem egy szilard anyag reoldgidja (a Jeffreys-modell lassu folyamatok esetén egy viszko-
zus folyadékot ir le), igy szilard testek viszkoelasztikussagdhoz nem kielégitd. A valédi
elemi épit6kd a (0,1 < 0,1, 2) test.

Verhés folyadékok esetére vezetett be egy, a miénkkel analdg eljarast egyetlen bel-
sO valtozdval [41, 29]. Emellett 6 volt az, aki a tehetetlenségi elem fontossdgat termo-
dinamikai alapon hangsilyozta. Kluitenberg és Verhds, e két el6futar feltiintetésére a
(0,1 x<0,1,2) reolégiai modellt a tovdbbiakban Kluitenberg—Verhds-testnek nevezzik.

4.2. KITERJESZTETT TERMODINAMIKA

Az un. kiterjesztett termodinamikdban a disszipativ d&ramokat dllapotvaltozéknak te-
kintik [58]. Ezért a viszkdzus vagy anelasztikus fesziiltség, @ = o — o egy termodinami-
kai 4llapotvaltozo, nem pedig konstitutiv mennyiség (1d. pl. [31]). A mi megkozelitésiink-
ben [1; = 0 esetén a & bels6 véltozé ardnyos a o disszipativ fesziiltséggel [1d. (29)], igy
& egy atskalazasa a kiterjesztett termodinamika reprezentacidjat és reoldgiai egyenleteit
eredményezi. Az igy nyerhet6 reoldgiai test a (0,1 =< 0,1) Poynting—Thomson—Zener-
test, a (0,1 <0,1,2) teljes valddi lehetdségcsalddnak egy részcsalddja. Megjegyzendd,
hogy az ehhez nulldva tett anyagi paraméter, [;; a Kelvin-test viszkozitdsi egyiitthatdja
(21) értelmében, mely dltaldban a disszipaci6 f6 forrdsa. Ebben az értelemben a hely-
zet hasonlit a hdvezetéshez, ahol a Fourier-egyiitthat6 eltérden reprezentalddik a belsd
valtozos targyaldsban, mint ahogy a kiterjesztett termodinamikaiban [35]. Az elmélet ma-

gasabbrendii dramokkal torténd kiterjesztése eltér a belsd valtozos elmélet tovabbi belsd
valtozokkal torténd kiterjesztésétol.

5. OSSZEFOGLALAS

Ebben az irasban a szildrd anyagok reoldgiai tulajdonségait egy belsé véltozds termo-
dinamikai elméletként targyaltuk. Egy egyszerli nemlinedris viszkoelasztikus elméletet
kaptunk. Beazonositottuk az alapvetd termoreoldgiai testet, és vizsgaltuk tulajdonsagait.
Az egyetlen termodinamikai belsd valtozds reprezenticio a standard Poynting—Thomson—
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Zener-test egy tehetetlenségi elemmel torténd kiegészitését tiinteti ki a linedris viszkoe-
lasztikussag alapvetd épitdkoveként. Ennek az anyagi modellnek a Kluitenberg—Verh4s-
test elnevezést javasoltuk.

Egyrészrdl a legegyszer(ibb feltételezésekkel éltiink, ahol egyetlen, termodinamikai
feltételekkel megszoritott tenzori dinamikai szabadsagi fok jellemzi az egyenstlyi élla-
pottdl val6 eltérést. Masrészrdl viszont a lehetd legéltalanosabb linedris onsageri egyenle-
teket tekintettiik. Ennek eldnye az igy nyerhetd univerzalitds, abban az értelemben, hogy
hacsak a tenzori reprezentacié és a masodik f6tétel érvényes, barmely konkrét mikrosz-
kopikus vagy mezoszkopikus mechanizmus ugyanerre a reolgiai modellcsalddra kell ve-
zessen a linedris tartomdnyban.

A bels6 valtozo izotermikus esetben elvégzett kikiiszobolése utdn megfogalmazhat-
tuk és elemezhettiik a reoldgia jelenlétének mérhetd kovetkezményeit fesziiltségben és
deformacidban.

A mi megkozelitésiinkben a belsé véltozé nem sziikségképpen ,,anelasztikus defor-
macié”, mint a klasszikus Kluitenberg-elméletben, és nem sziikségképpen a disszipativ
fesziiltség, mint a kiterjesztett termodinamikdban. Az utébbi vélasztds egy specidlis eset-
nek, az altalunk kapott modellcsaldd egy részcsalddjanak bizonyult. A bels6 valtozo rugal-
mas deforméaciotdl vald eltéréseként torténd értelmezése egyébként egy mélyebb elemzést
igényelne a kinematikai kontinuum-mennyiségek szemszogébodl, ideértve a véges defor-
macio esetét, és az anyagi objektivitds szempontjabdl is. E szempontbdl érdemes felhiv-
ni a figyelmet, hogy vonatkoztatdsirendszer-fiiggetlen és objektiv megkozelitésiink [52],
mely Noll klasszikus targyaldsat fejleszti tovabb [59, 60], a deformécidsebesség rugalmas
és képlékenyedési (marado) tagokra torténd additiv szétvalasara vezet. Ennek fényében az
alapkérdés a deformdcié rugalmas, reoldgiai (helyredllithatd) és képlékeny (maradd) ré-
szeinek vildgos megkiilonboztetése kisérletekben.

Targyaldsunk egy mésik jellegzetessége volt, hogy nem tételeztiik fel a fenomenol6-
giai egyiitthatomatrixnak sem szimmetridjat, sem antiszimmetridjat. Mikroszkopikus in-

terpretacio hijan nincs ok feltételezni az Onsager—Casimir-reciprocitast.

Mi tobb, a 2.4. szakasz részletes elemzése azt taldlta, hogy a kiillonb6z6 rugds—
olajfékes jellegli ,,aramkori” kapcsoldsok kiilonb6zd, szimmetrikusrész-domindlta illet-
ve antiszimmetrikusrész-domindlta termodinamikai modelleknek felelnek meg. Mindkét
esetben a termodinamika nemnegativ rugd- €s olajfék-egyiitthatot kovetel meg, és az
alulcsillapitott-tiltehetetlen csalddban egy j, tehetetlenségi elemre is sziikség van.

Végiil hangsulyozzuk, hogy mind az dltalunk talalt feltételek, mind a Kluitenberg-féle
€s a kiterjesztett termodinamikai megkozelitésektdl valé eltérések kisérletileg tesztelhe-
ték. A Kluitenberg-modell egyiitthatéira adédott megszoritdsok hullaimterjedéses kisér-
letes tesztelése mar megkezdddott Ciancio és munkatarsai révén [61, 62, 63], kielégitd
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eredménnyel. Kiiszds és relaxacid kozvetlen mérése az izotrop, egy bels6 valtozds anyag
gondos kivéalasztasat igényli, és a gdmbi €s deviatorikus véltozdsok szepardldsa is fontos.
Kevert terhelési feltételek és effektiv modellek esetén a helyzet bonyolult lehet, kiilondsen
ha térfogati anelasztikussag is szerepet jatszik (I1d. A. fiiggelék). E szempontbdl figyelem-
reméltéak a Lin és munkatarsai [36, 37, 38] altal végzett firomagmintds kdzetkisérletek,
melyek mind deviatorikus, mind térfogati szempontbdl Kluitenberg—Verhds-test jelenlétét

azonositottak.

A. EGYTENGELYU REOLOGIA SZARMAZTATASA A DEVIATORIKUS ES
GOMBI KOMPONENSEKBOL

Szilard testek egytengely(i folyamatai esetén a fesziiltség- és a deforméacidtenzor al-
kalmas Descartes-koordinatarendszerben

| 1/ 1 /[ 2
=(° e 1=z el 62
7 ( 00)7 7 3( U)’ 7 3( S ©2)
J 1 [ et 1 2(el—et)
€= pul , == dyoel . gl== —(d—et)
et 3 €H+2aJ_ 3 _(EH_EJ_)

(63)
alakt matrixokkal irhatoé le, ahol minden nem-kiirt matrixelem nulla.
Teljesiiljenek szilard anyagunkra az
Slo? = &%, (64)
S'o*=E%¢’ (65)

linedris reoldgiai térvények, ahol az S9, S%, £9, £* differencidloperatorok a d/dt idSderi-

vél6 operdtor polinomjai, dllandé egyiitthatokkal. Igy példaul (59) esetén

si—14m08 £l = Ed+Edi+Edd—2 (66)
dt’ O Thar T TP
d d d?
S=1+7— E=E+F—+E—. 67
T 0T gy TR ©7
Ekkor egytengelyii folyamatok esetén (64) az
Sd I (c/’d (EH o EJ_) (68)
skaldregyenletre egyszertisodik, (65) pedig az
Sl =& (' +2et) (69)
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egyenletre. A célunk ¢+ kikiiszobolése ebbdl az egyenletparbdl. Hasson a 2E° operétor

(68)-ra, £9 pedig (69)-re, és tekintsiik az eredmények osszegét. Eszrevéve, hogy
eet =gl (70)

¢és hogy éltalanosabban is % barmely két polinomja felcserélhet6 egymassal, az eredmé-
nyek Osszege irhat6 a kovetkezd médon:

(S°E!+289€%) 0" = 3g'e%. (71)

A (66)—(67) példa esetén (71) a kovetkezs, o' egyiitthatéjanak 1-re norméaldsa utan:
. EY+2FE + TES + 279E
o+ o+
E3+2FE3
ES+2E5 + 8 E + 279E%
+ q " o +
TE+21'Ey ., 3EES | 3(EoEi 4 EGEY)
E§ +2E; E§ +2E; E§ +2E;
+M%@+ﬁﬂ+%@)
Ed+2E}
%ﬂ@+ﬁ@%u3@@“w
E§ +2E; E§+2E$
Az eredd egytengely( reoldgia tehét ldthatéan egy (0,1,2,3 < 0,1,2,3,4) modell.

g4 (72)

Egy egyszert, de fontos specidlis esetként, ha deviatorikusan egy (0 < 0,1) Kelvin—
Voigt-modelliink van, gombi oldalrél pedig egy (0 < 0) Hooke-modelliink, akkor az ered6
egytengely(i reoldgia egy Poynting—Thomson—Zener-modell lesz, mely kuiszast és relaxa-

ciot ir le. Eszerint deviatorikus kiiszdsra képes anyag egytengelyii relaxdciot is mutat.

Természetesen &' szintén kikiiszobolhetd, analog médon, és akkor o' és deriviltjai
és e és derivéltjai kozott kapunk osszefiiggést. Ha pedig o'-t kiiszoboljiik ki, €', et és
derivaltjaik kozott nyeriink 6sszefiiggést. E16bbi képlet fesziiltségvezérelt helyzetekben
lehet hasznos, hogy lathassuk a keresztiranyu deformaci6 alakulasét, utobbi pedig ahhoz,
hogy lathassuk, reoldgia esetén mennyivel bonyolultabb a kapcsolat e+ és €' kozott anndl,
amit az dlland6 Poisson-hdnyadost Hooke-varakozds javasolna.

Az egytengely( eredd reoldgia itt mutatott szdirmaztatdsa hasonlé ahhoz, ahogy reo-
16giai modellek soros és parhuzamos kapcsoldsainak egyenletei szarmaztathatéak [56].
Mi tobb, ez nemcsak egyszertien hasonlésag: a fenti 1€pések pontosan azok, amikkel a

(D~D~S)|[(D~D~8)|[(D~D~S) 73)

elrendezés eredd reoldgidja meghatarozhatd, ahol D jeloli a (62) deviatorikus modellt, S
a (65) gombit, és ~ jeloli a soros és || a parhuzamos kapcsoldst. Az egytengely( reoldgia
tehat a deviatorikus €s a gdmbi reoldgia egy bizonyos soros—parhuzamos kombindcidja.
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B. HA A BELSO ENERGIAT TOLJUK EL

A reoldgia bels6 valtozés szdrmaztatdsdnak egy olyan vdltozatat mutatjuk most be,
mely ugyanigy a (0,1 < 0, 1,2) modellre vezet az dllandé hdmérsékletii esetben végzett

kikiiszobolés utdn. Az egyszerliség kedvéért csak az egydimenzids esetet tekintjiik.

Ebben a véltozatban az entrdpia helyett a belsé energiat toljuk el egy ¢ belsd valtozo
egy kvadratikus kifejezésével (1d. a [11, 12, 15] munkdkat is), mely kifejezés meg6rzi a
konvexitast:

1
e=c+5C (74)

mely a kanonikus véltozok nyelvén a belso energia valtozo eltolésat jelenti barmely kons-

titutiv fiiggvényben, igy az entropidban is:

s .1,

8(6’67C)ZS €_§<a€ : (75)
Mint el6bb [1d. (54)], a fesziiltségben is egy Uj jarulék felbukkandsat tételezziik fel. Véve
ezen s mennyiség idoderivéltjat, az entropiaprodukcid ezittal a

(68— o) (76)

kifejezéssel egésziil ki. Kovetkezésképp egy 1" szorzo6tdl eltekintve az onsageri megoldas
az eddigiekhez hasonl6an torténik. Az dllandé 7'-jli esetben ¢ kikiiszobolése szintén a

linearis (0,1 =< 0, 1, 2) reologiara vezet, ugyanazon feltételekkel az egyiitthatokra.

Ami jelent6sen mds a két 1t esetén, az a belsd energia mérlege, mert ezittal jelen
van egy extra, potencidlszer( %C 2 bels6energia-tag, igy a mechanikai teljesitmény (és a
bejové hdaram) egy része most ezt az extra tagot vdltoztatja, és csak a maradék rész
véltoztatja a fajhdvel kapcsolatos e, eredeti belséenergia-részt €s a e, rugalmasenergia-
részt. Ennélfogva a hdmérséklet mashogy véltozik, mint az entrépiaeltolasos esetben. Ez
kisérleti lehet6séget ad a két eset megkiillonboztetésére.

Végiil az is lehetséges, hogy kombindljuk a két utat: mind az entrépidt, mint a belsd
energiat eltolhatjuk egy-egy kvadratikus taggal. Ekkor egy extra egyiitthatét kell megen-
gedni legaldbb az egyik kvadratikus kifejezésben: ez az dltalanos eset az

Pmet ot HEeg)=s(e-aeh) 4 g w

modon irhatd. Az entrépiaprodukcié tovébbra is egy —&€-vel ardnyos taggal egésziil ki,
melynek egyiitthatjdban most a és b is szerepel. Az onsageri megoldds ismét olyan alakd,
mint az eddigi esetekben, és a kikiiszobolés is anal6g médon zajlik. Az a, b egyiitthatkat
a belsGenergia-mérlegben jatszott szerepiik, igy a hdmérséklet fejlédési egyenlete alapjan
lehet megkiilonboztetni. Ez lehet kisérleti meghatdrozasuk alapja.
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Szilard anyagok rugalmas, hotaguldsi, képlékeny és reologiai jelenségeinek egy termodina-
mika-alapu elméletét mutatiuk be. Megkozelitesiink egyrészrdl az érintett kinematikai mennyise-
kajanak a relaxalt metrikajatol valo eltérését fejezi ki,a hotagulas a relaxalt metrika egy ho-
mérsékletfiiggo valtozasa, mig a képlékenyedés egy tartos valtozdsa. Targyalasmodunk masik
pillére a nemegyensulyi termodinamika. A konstitutiv egyenleteket ugy vdlasztiuk meg, hogy
tiszteljek a termodinamikai konzisztenciat, és a masodik fotételt konstruktiv, kvantitativ moédon
hasznaljuk ki. A képlékenyedés szokdasosan elvart tulajdonsagai természetes modon illeszkednek
az elméletbe. A reologiat az irreverzibilis termodinamika belsé valtozos modszertanaval vezet-
Jiik be. A kiilonboza jellegzetes viselkedéseket kiserleti eredményeken illusztraljuk, mely kiserle-
tekben megnyujtott miianyag mintak rugalmas, hotagulasi, képlékeny és reologiai valtozasokon
mennek keresztiil. A mert adatokbol meghatdrozzuk a reologiai egyiitthatokat. A mechanikai
mennyiségek mellett a homérséklet valtozasait is nyomon kévetjiik, és az elmélettel is szamot
adunk réluk.

BEVEZETES

Az elmult években kutatdsunk egyik f6 célja az volt, hogy 6tvozziik az anyagi ob-
jektivitds problémajara adott, Matolcsi munkassagan [1][2][3][4] alapuld6 megoldasun-

' Az "Elastic, thermal expansion, plastic and rheological processes — theory and experiment", folyéirathoz
kozlésre benyujtott cikk forditasa.
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kat [5][6][7][8] azzal az irreverzibilis termodinamikai mddszertannal, mely a termodi-
namikai stabilitasra és a masodik fotétel konstruktiv, kvantitativ kiaknazasara fokuszal
[9][10][11][12]. Jelen irasban e program eredményét mutatjuk be szilard anyagok kon-
tinuum-termodinamikajara.

Az elmélet altal jelenleg lefedett jelenségek:

e a (prompt) rugalmassag, mely egy mechanikai terhelésre adott azonnali valasz,
¢s melynek soran a mechanikai energia megmarad (I1d. pl. Hooke torvényét);

e a reoldgia, mely az elézdvel ellentétben egy késleltetett valasz, a mechanikai
energia részbeni disszipaciojaval jar, és példaul viszkozus csillapitasbol eredhet;

e aképlékenyedés, mely egy tartds alakvaltozas, a terheletlen alak megvaltozasa;
e a hdtagulas, és az altala generalt hofesziiltség;
e ahdvezetés.

Az éltalanos szint — nagydeformacios targyalas, altalanos konstitutiv egyenletek —
ellenére célunk a hasznos gyakorlati példakon val6 alkalmazas (és ezek soran az elmélet
folyamatos tesztelése, fejlesztése is). Ennek érdekében kisérleteket végziink, és az itt
bemutatott mérési adatokkal is az elmélet kvalitativ és kvantitativ illusztralasa és elle-
nérzése volt a célunk. Ezen az egyszerli, de jo bepillantast ado6 kisérleten — poliamid-6
milanyag minta egytengelyli nyujtasa soran mért mechanikai és homérsékleti valtozasok
— a kiilonb6z6 termomechanikai effektusok jol megfigyelhetdek és mennyiségileg is jol
magyarazhatonak bizonyulnak.

A kisérlettel valo konnyebb Osszevethetoség érdekében formalizmusunk minden
részletében a legegyszeriibb plauzibilis feltételezésekkel éliink: kis deforméciok, Hoo-
ke-rugalmassag allanddé rugalmassdgtani egylitthatokkal, allandé fajhd, hdétagulasi
egylitthatd és hdvezetési egyiitthatd, €s allando képlékenyedési rata és képlékeny kii-
szobfesziiltség. E feltételezéseket a meérési adatok a kisérleti pontossag keretén beliil
megnyugtatdan igazoljak, amint azt latni fogjuk.

Beszamolonkban eldszor az imént emlitett, objektivitas-tiszteld kinematikai meny-
nyiségeket ismertetjiik. Ezutan koréjiik épitjiik a rugalmassag, hotagulas és képlékenye-
dés kontinuum-termodinamikai targyaldsat. Szemléltetjiik, hogyan mutatkoznak meg a
josolt viselkedésformak kisérleti adatokon. Ezt kdvetden a reologiat illesztjiik az elmé-
letbe, és ravilagitunk, hogyan jelentkeznek a reoldgiai hatasok a mérési eredményeken
mind a mechanikai, mind a hdmérsékleti oldalrol. A példaként hasznalt kisérleti minta
reologiai egyiitthatoit meghatarozzuk, €és ismertetjiik az ennek soran fellépé numerikus
nehézségeket €s az athidalasukra kidolgozott megoldasunkat. Végiil 6sszegezziik a leg-
fontosabb eredményeket €s tanulsagokat, és vazoljuk a jovobeli feladatokat és lehetdsé-
geket. A Fiiggelékben a kisérleti koriilményeket mutatjuk be kézelebbrol.
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1. A KINEMATIKAI MENNYISEGEK

crer

Kezdjik tehat az objektivitasbarat kinematikai mennyiségek definiciojanak
[S1[6][7][8] tomdr ismertetésével. Szilard, folyékony €s gaz halmazallapoti kozegekre
egyarant igaz, hogy a kdzeg mozgésa soran barmely két anyagi pont kozott egy pilla-
natnyi tavolsag hatarozodik meg. Ez egy h pillanatnyi metrikét értelmez az anyagi so-
kasagon. Itt és a tovabbiakban feliilhullam jelzi az anyagi sokasagon értelmezett tenzo-
rokat, melyek az anyagi érintétérhez kotddnek. Szildrd kozegek esetén az ujszert és
fontos fogalom a g relaxdlt avagy sajatmetrika, mely a fesziiltségmentes, relaxalt alla-
potban adja meg az anyagi pontok tavolsagait. Egy ilyen allapotban tehat h = g. A
relaxalt metrika a szildrd test relaxalt alakjat jellemzi.

A rugalmas éllapotjelz6 céljara alkalmas kinematikai mennyiség a szimmetrikus

A=g"h (1)

rugalmas alaktenzorbol — a jobb-Cauchy-Green tenzor objektiv altalanositasabol — defi-
nialhato:

1
D=-hA (2)

Ez a D rugalmas deformaltsagtenzor az, melytél a rugalmas fesziiltség, & fiigg majd,
linearisan (Hooke-tdrvény) vagy nemlinearisan (pl. neo-Hooke-modell). Ez a logaritmi-
kus — objektiven altalanositott Hencky-deformacié — tipust (2) definicid kitiintetett,
mind geometriailag (D gémbi része jellemzi a térfogati és a deviatorikus rész az allando
térfogatu valtozasokat, még nagy deformaciok esetében is [5][13][14]), mind kisérleti-
leg (igy példaul kemény gumi €s hasonl6d anyagok esetén a nagydeformacios fesziiltség
ebben a logaritmikus tenzorban a leginkabb linearis [15][16], a nemlineéris rugalmassag
Otparaméteres Murnaghan-modellje szintén ebben a logaritmikus véaltozoban miikodtet-
hetd a legjobban [17], és egy€b érvek is felsorakoztathatoak [18]).

A deformaciogradiens (objektiv altalanositasa) révén az anyagi érintdvektorok a lo-
kalis/laborrendszerbeli/tériddbeli térvektorokba szallithatok 4t. Ennek révén anyagi
tenzoraink (h, A stb.) térszerti megfeleldikbe (h, A stb.) vihetdk at. A h tenzor idSbeli
valtozasa, és igy A iddderivaltja az L=v &Q v sebességgradiens (és transzponaltja,
LT = V ® v) segitségével fejezhet6 ki: az A egyiittmozgé idéderivaltra

A=LA+ALT 3)

adodik, ha csakis rugalmas valtozasokra szoritkozunk (g = const.).
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A hétagulas az a jelenség, amikor a fesziiltségmentes ¢és relaxalt méretek, igy a szi-
lard anyag relaxalt metrikaja homérsékletfiiggd: g = g(T), ahol T az abszolut hémér-
sékletet jeloli. Ha az anyag izotrop, amit a tovabbiakban feltételezlink, akkor ez a ho-
mérsékletfliggés egy egyszerl skalaris atskalazodas:

AT, T+ AT) — 1
AT ’

ahol utobbi definidlja az o linearis hdotagulasi egyiitthatot. Kovetkezésképp, amikor a

g(TZ) = A(TliTZ)Zg(Tl)i a(T) = Al’}"rilo (4)

hoémérséklet idoben valtozik egy anyagi pontban,
N d \. .
§=(8)T = 20N 5)
irhato a relaxalt metrika egylittmozgd iddderivaltjara, (3) pedig a
A =LA+ ALT —2aTA (6)

képletre boviil.

A képlékenyedés (1d. pl. a [19] monografiat) a mi nyelviinkon szintén egy olyan je-
lenség, mely g valtozasahoz kotddik: elegendden erds mechanikai fesziiltség hatasara a
relaxalt alak és metrika tartos valtozast szenved. Ezt a valtozast a

~ 1 .

Z= Eg 1gplastic ™)
képlékenyedési sebesség tenzorral jellemezhetjiik, mellyel a teljes kinematikai fejlédési
egyenlet

A =LA + ALT — 2aTA — 2ZA. (8)

A tovéabbiakban a, ||D|| <1 = A =e?? ~ 1+ 2D kisdeformaciés tartomanyra
szoritkozunk, ahol (8) D vezeté rendjében a 2D = L + LT — 2aT1 — 2Z kifejezésre
egyszertisodik, mely az

LY™ =D+ alTl1+Z 9)

sym

alakra rendezhetd at (X a szimmetrikus részt jeldli). Ezenfeliil tovabbi céljainkhoz a

hétagulasi egyiitthato allandonak tételezhetd fel.

A megnyulasok, deformaciok referenciaidd-fiiggd fogalmak, ezért nem objektiv
mennyiségek. Ezek (9) egyes tagjainak iddintegraljaiként értelmezddnek referencia-
1d6tdl pillanatnyi 1d6ig: a teljes megnyulas a bal oldal iddintegrélja, a rugalmas defor-
macid a jobb oldal elsé tagjaé, a hétagulas a masodik tagé, a képlékeny deformacio6 pe-
dig a harmadiké.
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2. A TERMODINAMIKAI KERET A REOLOGIA NELKUL

Valasztott rugalmas konstitutiv egyenletiink a Hooke-torvény:
c = Ededeev + EsphDsph’ (10)

ahol a gombi €s deviatorikus komponensek ¢€s a rugalmassagtani egyiitthatok:
1
DsPh = §(trl))1, Ddev = p — psph, Esph = 3k, Edev = 2(. (11)

Szamunkra most E9¢V és ESPP 4llandénak tételezhetSek fel. (10)-bSl konnyti megmutat-
ni [6], hogy a termorugalmassag klasszikus Duhamel-Neumann-képlete [20] specialis
esetként adodik (a rugalmas deformaltsag valtozorol a teljes megnyulésra attérve és fel-
tételezve, hogy a referencia-idépontban nulla a rugalmas deformaltsdg, tovabba hogy
képlékenyedés sem zajlik).

A kontinuum-termodinamika elsd fOtétele, azaz a belsd energia mérlege
oé = —V-j, + tr(eLsY™), (12)

ahol e(D, T) a fajlagos belsé energia és j, az arama, mindkettd konstitutive megadando
(és o a tomegsiirliség, mely allandé a kisdeformécids tartomanyban). Hasonléan, a
s(D, T) fajlagos entropia mérlege

0s ==V -js+ o (13)

melyhez a legegyszerlibb és legszokdsosabb js; =j./T feltételezéssel élink a j;
entropiadramra, s termodinamikailag konzistens kell legyen e-vel (vagyis a Gibbs-
relacid fenn kell alljon koztiik), és az entropiaprodukcid pozitiv definit kell legyen:
o = 0. Konkretizélva, a

1
jo = AV (14)

Fourier-h6vezetést valasztjuk pozitiv A hévezetési allandoval, és

dev Esph

ZQ tr [(Ddev)z] n ESph

h)?2 h
% tr [(DSp ) ]} +TTatrDSp (15)

e=cT+{

a belso energia kifejezése, ahol az els6 tag tartalmazza a ¢ allando fajhét, a kozépso rész
a tisztan rugalmas energia €és a harmadik tag magyarazza a hétagulas jelenségét. Az eh-
hez tartoz6 entropiafiiggvény egy additiv konstans erejéig a kovetkezo:
T Esph
s=cln—+
T,

*

atrDsPh, (16)
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egy tetszoleges T, segédkonstanssal. Az ezekbdl levezethetd

. 1 1 ] 1 Edev 4 Esph N
Os = Je VT + Ttr(GZ) =Je- VT + 7 tr(D4eVZ) + Ttr(DSP z) (7

entropiaprodukcioban az elsé tag nemnegativ (14) miatt, a tovabbiak pozitiv definit-

ségét pedig a
Z=rD%, T =yH (tr[(D9)] -2p2,) - H (wr(DeDe))  (18)
képlékeny konstitutiv 6sszefliggéssel biztositjuk, ahol y és D pozitiv allandok, H pe-
dig a Heaviside-fliggvény.
A (18) valasztas egy standard képlékenyedéselméletet fogalmaz meg:
o aképlékenyedési sebesség ardnyos a deviatorikus rugalmas sebességgel,

e a folyasi feltétel a von Mises-féle (vegyiik észre, hogy most a fesziiltség Hooke-
féle kapcsolatban van a rugalmas deformaltsaggal, tehat D helyett szabadon helyettesit-
hetjiik be o-t, igy D ekvivalens egy von Mises-féle o..; hatarfesziiltséggel),

e a képlékeny valtozas ledll tehermentesités sordn, a masodik Heaviside-szorzo
révén, mellyel a o5 > 0 termodinamikai kdvetelményt biztositjuk.

Megjegyezziik, hogy hémérsékletfiiggd ESPR, Edev

, 0, ¢ egylitthatok esetén, altala-
nosabb rugalmasenergia-kifejezés esetén, nagy deformaciok esetén ill. anizotrop koze-
gek esetén hasonlo, csak némileg bonyolultabb képletek vezethetdk le ugyanezzel a

modszertannal.

A homérseklet valtozasat meghatdrozd egyenlet (15)-bdl vezethetd le (12), (10) és
(9) behelyettesitésével:

ocT = =V j, — ESPPaTtrDsP! + EdeVtr(D4eVZ). (19)

Itt a jobb oldal elsd tagja a héhatasrol ad szamot. A masodik tag a szilard anyagok Jou-
le-Thomson-jelenségét okozza: hiilést nyujtas és melegedést dsszenyomas esetén. Ez
egy reverzibilis valtozasfajta, a hotagulas egy kevésbé nyilvanvalo, de elkeriilhetetlen
megnyilvanulasi formdja. A harmadik tag ellenben, nemnegativ 1évén, egy irreverzibilis
jelenség — az entropiaprodukcioé nemnegativ voltanak egy kovetkezménye —, igy mindig
melegedést okoz, amikor csak képlékeny valtozas is zajlik.

A fenti mérleg- €s konstitutiv egyenletekhez hozzavéve a
ov=V-0o (20)
mechanikai mozgéasegyenletet, vagy ennek (a tovabbiakban alkalmazott)

V-o=0 1)
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erbegyensulyi kozelitését, egy zart dinamikai egyenletrendszerhez jutunk. Igy tehat
minden konkrét folyamatot ki tudunk szdmolni, ha rendelkezésre all a sziikséges meny-
nyiségii kezdeti és peremfeltétel.

3. EGYTENGELYU FOLYAMATOK — KEPLETEK ES KISERLETI SZEMLELTETESUK

Az eldallt elméleti keret alkalmazhatdsagat egytengelyli folyamatokon mutatjuk be. Az
ilyen esetek két okbol nevezetesek: konnyl veliik szdmolni, és szdmos kisérlet eredmé-
nyeit képesek leirni. Ilyen specidlis geometridju testekre, és adiabatikussagot €s szim-
metriadrzé peremfeltételeket feltételezve, minden mennyiség eloszlasa homogén. Mas
szoval, a mennyiségek idofliggek, de helyfliggetlenek. Alkalmas koordinatarendszert
valasztva, a tenzoroknak csak longitudinalis (||) és transzverzalis (L) komponenseik
lehetnek:

al 0 0 pll 0o 0 el 0 0
c=(0 0 0|, D=0 Dt 0] €=({0 & 0] sth. (22)
0 0 0 o0 0 Dt 0 0 &t

Kovetkezésképp, a deviatorikus és gdmbi részek — a D tenzor péld4jan mutatva:

2(p!l-p*) 0 0
d 1 1
Ddev = 3 0 —(p''-D*) 0 ) (23)
0 0 —(p'-p*)
1 /D!+2D+ 0 0
DR =2( 0 Dll+2pt 0 : (24)
0 0 Dll+2p*t

Tekintsiink mechanikai egyensulyi kezdeti feltételt: D(t,) = 0 a t, kezdeti id6ben —
amikor, természetesen, képlékeny valtozas sincs: Z(ty) = 0, és a tisztan rugalmas fe-
sziiltség nulla —, és jelolje Ty a kezdeti hdmérsékletet. Az € teljes megnytlas — melyet
kisérletekben mérni tudunk —, mint korabban emlitettiik, L™ t,-t6l vett iddintegralja,
tehat kezdetben szintén nulla. Véges differencids numerikus szemszogbdl tekintve a
megoldas a kdvetkezOképpen hatarozhatdé meg. Tekintslink erdvezérelt folyamatot, ahol
a!l(t) van eldirva (figyelembe véve, hogy a kisdeformécids tartomanyban a keresztmet-
szet valtozasa elhanyagolhatd). [Nyulasvezérelt folyamat esetén egy hasonld, de némi-
leg rafinaltabb sémara van sziikség.] Fontos konstatalni, hogy az itt vazolt véges-
differencia-séma egyszertisége ellenére is alkalmas demonstralni, hogy az egyenletrend-
szer egyértelmiien megoldhat6. Emellett szamos szilardtestmechanikai alkalmazéasban
elegendo az altala nyujtott pontossag kdzepesen kis id6lépésekre is.

Ha t ideig minden mennyiséget ismeriink, az eldirt o!l(t + At)-bdl, mely tulajdon-
képpen o(t + At) ismeretét jelenti, (10)-b6l meghatarozzuk D(t + At)-t. Ezutan,
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[D(t + At) — D(t)]/At-t D egy kozelitéseként hasznalva a [t,t + At] intervallumon,
(18) alkalmazasaval Z kiadodik erre az intervallumra. Ezt kovetden (19) T-re ad josla-
tot, amely T (t 4+ At)-t nyujtja, tovabba lehetévé teszi, hogy meghatarozzuk LSY™ = & -t
(9)-bél, igy végiil eldall €(t + At) (mely adat kisérleti adatokkal vald Gsszevetéshez

hasznos).

Ha egy minta a tekintett kezdeti feltételekbdl, azaz relaxalt és egyensulyi allapotbol
indul, majd névekvo erdvel nyujtjak, az elmélet a kovetkezo kvalitativ viselkedést josol-
ja (1d. az 1a. &brat). A képlékenyedési kiiszob alatt a Joule—Thomson-jelenség jol meg-
figyelhetd, és a csokkend hémérséklet némi negativ hotagulast eredményez, mely rész-
ben csokkenti a rugalmas megnyulast. Amikor a képlékenyedés belép, hozzajarul a tel-
jes megnyulashoz, tovabba a vele jard disszipacid a hdmérsékletet is ndvelni kezdi.

| x
0.2
- Ty area
Spotl — =" failure

= g

&9 3 mm E

0.1 =

4 .
I — .
// Spot2 — 1 " x-y strain gauges
// @10 mm
P
0 <
el 10
= I, —— - v
a b

1. dbra. (a) Az egyes megnyuldsfajtak és a homérséklet az ido fiiggvényében,
novekvo erovel tortéend egytengelyii nyujtdas esetén (jelleggorbék az elmélet
alapjan). A homerséklet (pont-szaggatott vonal) eleinte csékken — egy adiaba-
tikusan tagulo gazhoz hasonloan — majd novekedni kezd — a képlékeny disszi-
pdcio miatt —, a rugalmas megnyulas (pontozott vonal) a névekva fesziiltséget
kovetve novekszik, a képlékeny megnyulds (szaggatott vonal) csak a kritikus
fesziiltség felett jelenik meg, ezzel hozzdjarulva a teljes megnyulds (folytonos
vonal) névekedéséhez. (b) A kisérleti mintak vazlata. A kézépso szakasz kikes-
kenyitett, és ezt a tartomanyt egy termokamera filmezi. Két kiszemelt pont ho-
mersékletét és a figyelt tartomdany maximalis homérsékletét numerikusan is ki-

Jjelzi.
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Ezek a fazisok szépen bemutathatoak kisérletileg, ha a folyamat sordn a hdmérsékle-
tet is figyeljiik. Ot pillanatfelvételt mutatunk be, melyeket egy termokamera rogzitett
egy poliamid-6 miianyag mintan elvégzett hlizokisérlet (1d. 1b. dbra) sordn, e felvételek
az egyes fontos staciokat abrazoljak (1d. 2. abra). Az utolsé fazist, a tonkremenetelt az
itt bemutatott elmélet még nem tudja leirni, de eddigi tanulmanyok alapjan [9][10]
szintén beilleszthetdnek tlinik majd a termodinamikai targyalasmodba. A tonkremene-
telt ugyanis egy termodinamikai stabilitdsvesztés magyardzhatja.

2. abra. Hokamera pillanatfelvételei. Az elsé mutatja a kiindulasi allapotot (a),

ezutan a kvazi-adiabatikus hiilés figyelheté meg (b), majd hédisszipacio lép fel a
keéplékenyedés megindulasa miatt (c), késobb a képlékeny valtozas a teljes ki-
keskenyitett tartomanyra kiterjed (d), végiil a minta elszakad (e).

Ugyanezek a jellegzetességek figyelheték meg a 3a. dbran, ahol egy ugyanilyen
mintan mért fesziiltség- és hdmérsékletértékek vannak abrazolva az i1d6 fiiggvényében.
Ez alkalommal két felterhelési-leterhelési ciklust alkalmaztunk, a masodikat magasabb
fesziiltségértékig vittlik el, de még garantaltan a folyashatar alatt maradva. A harmadik
felterhelést tonkremenetelig vittiik el, atkelve kozben a képlékeny szakaszon. Ennek
megfelelden az elsd két ciklus soran a hémérséklet esik egy kicsit, majd visszaemelke-
dik. A harmadik ciklus szintén hiiléssel kezdddik, majd a képlékenyedés beindulasakor
(1d. a kis tranzienst a fesziiltséggdrbén) a disszipacié megindul és dominalni kezd, ho-
mérsékletemelkedést eredményezve. A (18)—(19) egyenleteknek megfelelden [ill. lasd
hamarosan a (25) egyenletet is] a hlilési szakaszok a terhelés fliggvényében lineérisak, a
melegedési szakasz pedig kvadratikus/parabolikus.

A 3b. abréan az elso fel- és leterhelési szakaszon felnagyitva lathatdo a mért hdmér-
sékletfutas €s a ra adott elméleti joslat, utobbit a

ocT = —aTs! (26)
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képlet alapjan szamolva, mely (19)-bdl kdvetkezik, ha nincs képlékeny valtozas és ho-
forgalom. A szdmitashoz a ¢ = 1150 kg/m3, ¢ = 1700]/(kgK), a = 0,8-107° 1/K
irodalmi értékeket hasznaltuk. A méréssel valo jo egyezés jelzi, hogy az elmélet jol tel-
jesit, és az alkalmazott kozelitések jogosak.

244

24 L 1
23 A
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3. dbra. (a) A mért fesziiltség (fekete vonal) és hémérséklet (sziirke vonal) az
ido fiiggvenyében, két — rugalmas tartomdanyban marado — nyujtds-vissza-
engedés, majd egy képlékenyedésig és szakadasig elvitt felterhelés soran. (b)
Mert (sziirke) és josolt (fekete) homérséklet az elsé terhelési ciklus alatt.

Alaposabb szemrevételezéssel megfigyelhetjiik, hogy egy fel-leterhelési ciklus vé-
gén a homérséklet nem pontosan a kezdd értekre tér vissza, hanem egy kicsit megemel-
kedik. Ez a megemelkedés a masodik, magasabb terhelési ciklus sordn nagyobb. A
képlékenyedést kizarhatjuk e disszipacio okaként. Zajlik azonban egy masik viselkedés-
fajta, a reoldgia is a szildrd anyagokban. A kovetkezd szakaszban bemutatjuk, hogy a
kisérleti eredmények hogyan teszik sziikségessé a reologia hozzdadasat az elmélethez,
ez hogyan tehetd meg irreverzibilis termodinamikia modszertanunkkal, hogyan hata-
rozhatok meg a reologiai egyiitthatok a kisérleti adatokbol, és hogy a reoldgia nemcsak
a mechanikai viselkedést modositja, hanem a homérséklet alakulasdhoz is egy tovabbi
disszipacioforrasként jelentkezik.
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4. A REOLOGIA TERMODINAMIKAI BEVEZETESE

A reoldgia termodinamikai megfogalmazasa belsé valtozok (konkrétabban: dinami-
kai szabadsagi fokok [21]) segitségével tehetd meg. A hdtagulés és képlékenyedés nél-
kiili egyszeriibb esetre a mddszertant a [12] munka ismertette. Mi itt ezt fogjuk kiter-
jeszteni, hotagulast és képlékenyedést is megengedve. A [12]-belihez hasonlo részlete-
ket csak tomoren ismételjiik meg, a kiilonbségekre fogunk fokuszalni.

A modszertan szerint egy tovabbi mennyiség 1étét tételezziik fel, melyet szimmetri-
kus tenzorként keresiink, annak megfeleléen, hogy a reoldgia elsésorban a mechanikai
viselkedésben jelentkezik, egy tovabbi fesziiltségforrasként — gondoljunk példaul egy
belsé csillapitod erére. A fesziiltség altalanositasan tal azt is feltételezziik, hogy a fajla-
gos entropia, mely eddig megadhato volt D és e fliggvényeként, most ettdl a & (1j meny-
nyiségtol is fligg, egy kvadratikus additiv tag formajaban, mely biztositja, hogy termi-
kus egyensulyban az entropia tovabbra is maximalis, a masodik fotételnek megfelelden.
Azaz

s(D,e,&) = Seqdigi(D, €) — %tr{z. (27)

Ennek az egyiittmozg6 idoderivaltjat képezve azt talaljuk, hogy (17)-en tilmenden az
entropiaprodukcid két extra tagot kap:

%tr(&Lsym) _ ot (), (28)

ahol @ jeloli a reologiai eredeti fesziiltségjarulékot. E tdbblet-entropiaprodukcio
nemnegativsaganak Onsager-féle biztositasaként a kovetkezd Osszefiiggéseket tételez-
ziik fel:

~ ~ h h
o.dev — lilvasym + lgzev(_QTEdev), o.sph — lil; LSym 4 lig (_QTESph);

(29)
Edev — lgvasym + ZSSV(—QTEdeV), Zsph — l;};thym + l;gh(—QTESph)
a pozitiv definit
h h
dvougny (L b (30)
121ev l(zigv lsph lsph

21 22

egyiitthatomatrixokkal. Megjegyzendd, hogy megengedhetnénk onsageri csatolodast
(17) tenzori, képlékenyedéssel kapcsolatos részéhez is. Mindazonaltal jelenlegi céljaink-
ra az éltaldnossag eme szintje elegendd lesz. Azt fogjuk ugyanis taldlni, hogy az itt mu-
tatott kisérleti adatok reoldgiai vonatkozasait ez az egyszeriibb keret is mar sikeresen
magyarazza.
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A tovabbiakban a képlékeny kiiszob alatti folyamatokat tekintiink. Ezenkiviil elha-
nyagoljuk (9)-ben a kis hotagulasi részt, amely a 3. abran latottakhoz hasonl6 kis ho-
mérsékletvaltozasokhoz tartozik. Ekkor a

D=LYm=¢ (31)

kozelitésbe jutunk. Ezzel parhuzamosan, a lényegében allandd abszolit homérséklet
mellett az [ egylitthatok konstansnak tekinthetok, és ekkor & kikiiszobolhetd a (29)
egyenletrendszerbdl. Az eredmény

gdev 4 pdevgdev — E(()iedeev + E{lev]')dev + Ezdev]")dev’

Sph S[)h - S[)h j— sp Sl)h Sphy S[)h SPhR S[)h

a teljes fesziiltségre, ahol az 0j szorzok a korabbi [ egylitthatok egyszerli kombindcioi.
Amit kaptunk, az két fiiggetlen linedris reologiai modell, mely o, &, D, D, D tagokat
tartalmaz. Eszerint a klasszikus Kelvin—Voigt-, Maxwell- és Jeffrey-modell mind speci-
alis esete az ilyen un. Kluitenberg—Verhas-modelleknek (az elnevezés eredetét és to-
vabbi analizist 1d. [12]-ben). E reoldgiai modellek termodinamikai szarmaztatdsanak
egyik fontos haszna, hogy a masodik fétételb6l megszoritd feltételek deriilnek ki a (32)-
beli egyiitthatokra (mely feltételek nem masok, mint a (30) matrixok pozitiv definitsége,
leforditva ezekre az 0j egyiitthatokra — az egyszeri levezetést 1d. [12]-ben). E feltételek
némelyike nemtrivialis és figyelemre mélto:

Tdev > 0, E(()iev = Edev >0, E{iev > TdeVEgeV, Eéiev > 0,
h h h h (33)
Ph >0,  EPT=EPh >0,  EPT>cPhEP, ESPT >0

5. AREOLOGIAI EGYUTTHATOK MEGHATAROZASA KiSERLETI ADATOKBOL

Kisérletileg mért fesziiltség- és megnyulasadat okbdl a 7, E; konstansok meghata-
rozhatoak. Ehhez az els6 1épés a D és € kozti kiilonbség kezelése. Egy kisérletben D
nem feltétleniil indul nullarél — altalaban sziikség van valamennyi eléfeszitésre a megfe-
leléen egytengelyli kezdeti allapot biztositdsdhoz —, és a nyulasmérd bélyegek (vagy
mas nyualasmérd eszkozok) adatai is sokszor egy nemnulla értékrdl indulnak a kisérlet
kezd6 pillanataban. E koriilmények legegyszeriibb (és sokszor megkeriilhetetlen) keze-
lése az, ha nem kézi nulldzasokat hajtunk végre, hanem elfogadjuk, hogy D és € kezdeti
érteke kozott egy 8 eltolodas van:

o.dev + Tdevd.dev — Sdev + E(()ievsdev + Eiiev(-_:dev + Eéievi_idev,

(34)
oSPh 4 ¢sphgsph — gsph Egphssph + Elsphésph + EZSphésph_
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A konkrét 8 értékek tehat nem hordoznak semmi elvi informaciot, nem anyagi vagy
mas fontos mennyiségek, hanem egyszertien a kisérleti koriilmények egy technikai jel-
lemzdje.

A kovetkezd 1épés annak felismerése, hogy egytengelyi kisérletekben az et kereszt-
iranyu nyulas értékek mérése nagyfontossagu. Igaz ugyan, hogy egytengelyti folyama-
tokra lehetséges [12] (34)-bol egy Osszefiiggést allitani fel o!l és el kozott. A kapott
Osszefliggés azonban derivaltakat is tartalmaz, o!l harmadik és e!l negyedik derivaltja
rendjéig, ¢és helyet kap benne mind a nyolc 7, E; konstans. Mind a konstansok nagy
szama ¢s az ilyen magas derivaltak diszkrét kisérleti adatsorokbol torténd eldallitasa
olyan magas hibaval jar, mely komoly gyakorlati nehézségeket jelent. Rdadasul még ha
sikeriilne is a o!l és el kozti 6sszefiiggés egyiitthatéit nagy pontossaggal elallitani, a 7,
E; konstansokra val6 invertalas is problematikus, tekintve koztiik fennalld nemlineéris
osszefiiggéseket. Kulcsfontossagu tehat, hogy megbizhatd et értékek is rendelkezé-
siinkre alljanak, melyek segitségével kiszamolhatjuk a deviatorikus és gdmbi részeket és
igy két fliggetlen illesztési problémara redukaltuk a feladatot, ahol mindkettében csak 4
egylitthatot kell meghatarozni.

A (34) egyenletek linearisak az ismeretlen paraméterekben, tehat egy legkisebb
négyzetes illesztés kivitelezhetonek tiinik, ahol az adatpontok diszkrét sok pillanatban
allnak rendelkezésre, és a derivaltakat is ezekbOl az adatokbol szarmaztatnank. A har-
madik elébiink all6 nehézség az, hogy egy ilyen adatsorbol mar az elsé és masodik deri-
valtak szarmaztatdsa is problémas, mar akkor is, ha maguk a mért adatok hib4ja kicsi:
ezek a hibak nagymértékben feler6sdodnek differencidk képzésekor, és az illesztett
egyiitthatok nagymértékben megbizhatatlannak bizonyulnak. Az eljards, melyet a 3a.
abran latottakhoz hasonlé adatsorok esetére kidolgoztunk, a kovetkezd.

Valamilyen simitdst szeretnénk végrehajtani. Ezért, ahelyett, hogy egy (34) tipust
egyenletet kozvetleniil hasznalnank fel, tekintsiik egy iddintegraljat. Kozelebbrdl, az t
id6pontra felirt egyenletet megszorozzuk egy t kozepli ablakfiiggvénnyel, és a szorzatot
integraljuk. Az ujdonsag az, hogy olyan w(t) ablakfiiggvényt valasztunk, mely csak egy
[t1,t;] intervallumban nemnulla, és a két végpontban olyan siman tart nulldhoz, hogy
még elsé és masodik derivaltja is nulldhoz tart. Ennek az az elénye, hogy a derivaltakat
tartalmazo6 tagokon tigy hajthatunk végre parcidlis integralast, hogy a feliileti tagok nul-
lak lesznek, pl.

t2 t2

dl®w()dt = —f dl®Ow()dt. (35)

t1

ftza'“(t)w(t)dt = [Ull(t)w(t)]z _f

1 21
Ezzel az eljaréssal a derivaltak integraljait az eredeti fiiggvények integraljaira vezethet-
jik vissza (ahol az ablakfiiggvény els6 vagy masodik derivaltjaval vannak 0sszeinteg-
ralva, melyek még szintén szép siman viselkednek). Ezt a triikkSt a disztribicidelmélet
un. tesztfliggvényei motivaltdk. Gyors és kényelmes szdmitasok céljabol w-t polinom-
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ként kerestiik, és némi kisérletezés utan a [—1, 1] intervallum szélein elegendden gyor-
san eltling (1d. 4. abra), a teszteken jol teljesitd

pW) =@+ 1D*w-1D°W +1) (36)

polinomot valasztottuk. Ezutan tetszdleges [tq, t,] intervallumokhoz atskalaztuk a val-
tozojat. Legalabb 6t kiilonb6z6 intervallumot valasztunk, és az integralt értékekre vég-
ziink el legkisebb négyzetes illesztést.

4. abra. (a) Az ablakfiiggvény (fekete vonal) és elsé (szaggatott vonal) és
masodik (pontozott vonal) derivaltja. Lathatéoan mindhdarom fiiggvény ele-
gendében egyenletesen vesz mintdt az intervallumbol (az intervallum semelyik
rész sincs kiilonosebben elonyben részesitve mas részekhez képest).

Az adatsorok integraljai numerikusan lettek kiszdmolva, de itt is javitani akartuk a
szamitas josagat. Ennek oka az, hogy a gyakorlatban sokszor csak par tucat adatpont all
rendelkezésiinkre. Legalabb 6t kiilonbozd intervallumra van sziikség az ot ismeretlen
konstans meghatarozasahoz, de ha hibat is szeretnénk az illesztett értékekhez rendelni
(mégpedig valami informativ, hiteles szinten), legalabb hét intervallum ajanlatos. Ekkor
a numerikus integraloknak meglehetésen megbizhatoaknak kell lenniilik, mert értékeik
nem fognak nagyon eltérni egymastol, igy fennall a numerikus megbizhatatlansag ve-
szélye.

E célbdl modositottuk a numerikus integralas klasszikus trapézszabalyat. A trapéz-
szabaly ugyanis az integrandust (szakaszonként) linearis fliggvénnyel kozeliti. A mi
esetlinkben azonban egy szorzatot kell integralni, és ablakfiiggvényiink masodik deri-
valtja mar elkeriilhetetleniil elég gyorsan valtozik. Ez mar 6nmagaban jelentdsen ér-
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vényteleniti a (szakaszonkénti) linearis kozelitést. Ezért az 6tlet az, hogy csak magat az
adatsort kozelitsiik lineéris szakaszokkal, az ablakfiiggvényt (ill. megfeleld derivaltjat)
viszont egzaktul vessziik figyelembe. Igy példaul

oll(ty) — oll(t,)

tp tp
f all(®w(t)dt zf [a”(ta) + (t—ty)|w®dt, (37
t ta tp — lg

a

melynek kiszamitasa w(t) és tw(t) integraljara vezethetd vissza, amiket egzaktul hata-
rozhatunk meg.

Mindezen eldkésziiletek utdn a 3a. abrahoz hasonld adatsorok feldolgozhatonak bi-
zonyulnak. Reologiai konstansok céljara a folyamatok olyan szakaszai a leginformati-
vabbak, ahol gyors valtozas torténik, igy a méasodik derivaltakra is megbizhato informé-
ciot kapunk. Demonstracios célbol most a 3a. abra elsd fel-leterhelésének egy kis részé-
re illesztiink: a felterhelés végére €s a leterhelés elejére. A terhelésbdl visszaterhelésbe
torténd meredek valtast kockézatosnak tlinhet felhaszndlni, de igazabol az ilyen erdsen
valtozd szakaszok nyljtanak a legtobb informéciot a derivaltas tagokrdl, az integralos
simitds pedig intelligensen kezeli a vadul valtozé szakaszokat.

A legkisebb négyzetes illesztés modszere hibaszamitast is biztosit, és az illeszkedés
josagat jellemzd R? érték is szamolhatd, de mindemellett az a legjobb, ha az illesztés
josaga vizualizalhato is.. E célbol, az egyszerli

sph sph
O’ —
O_sph + gsph R n-1_ ssph 4 Egphezph
At
sph _ _sph sph _ sph sph (38)
+ Esph En En—1 + ESph €n+1 2En +E&
1 At 2 At?

ph sph sph

numerikus sémat megoldva o,," -re, josolt PP értékeket szamitottunk a kisérleti &

adatok és egy kezdeti oSPP

értek segitségével (és a deviatorikus résznél ugyanigy jar-
tunk el). Ennek az eldrelépd sémanak elénye, hogy akkor is megbizhatéan alkalmazha-

t0, ha az illesztett egylitthatok némelyike kicsi, vagy a priori nulla.

Ahogy mar emlitettiik, a teljes folyamatnak csak egy kicsi szakaszat analizaljuk itt,
hogy ¢éles helyzetben lassuk és lattassuk numerikus eljarasunk teljesitoképességét. Har-
minc adatpontot hasznalunk, és hét intervallumra integralunk. Ennélfogva mindegyik
intervallum hat pontbdl all. (A szomszédos intervallumok kozott két pontnyi atfedés
van.) Nyilvanval6, hogy hat pont egy intervallumnak elég durva diszkretizaciojat jelen-
ti, tehat a helyzet valoban elég éles. Az illesztéssel kapott egyiitthatokat és az altaluk
josolt folyamatszakaszt az alabbi tablazatban és abran lathatjuk.

49



anyagi illesztett | standard anyagi illesztett | standard
paraméter értek hiba paraméter értek hiba
79eV [5] 0,3600 | +0,0659 75Ph [g] 0,2329 | +0,0904
ES® [Gpa] 0,8612 | +0,0556 ESP" [Gpa] 45708 | +1,0392
EJeV [Gpa's] | 0,4724 | +0,0686 ESPP [Gpas] | 1.8566 | +0,4401
E$®Y [Gpas’] | 0,0029 | 0,0010 ESP [Gpas?] | 0,0013 | =0,0220

deviatorikus rész gombi rész

5. abra. Tablazat:az illesztéssel nyert reologiai egyiitthatok és hibdik. Gor-
bék: az egyiitthatok alapjan szamolt elméleti joslat (folytonos vonal) illesz-
kedése a mért értékekre (pontok). Tdjékoztatasképpen abrazolasra keriilt a
relativ nyulas mert adatsora is, alkalmas dtskalazasban (iires korok).

A kapott reologiai egyiitthatokra szamos tovabbi ellendrzés végezhet6 el. El0szor is
megnyugtatdan azt talaljuk, hogy a (33) termodinamikai feltételek valdban teljesiilnek.

v, Egph rugalmassagtani egyiitthatok lehetdvé teszik a Poisson-ténye-

Masodszor, a E§
z0 és a Young-modulus meghatarozasat (1d. [12], Fiiggelék). Elobbire az igy adodé 0,37
értek szépen egyezik a 0,38 irodalmi adattal. A Young-modulus (1,2 GPa) a tipikus iro-
dalmi értéktartomany (1,9 GPa ~ 3,3 GPa) ala esik, de errdl az egyiitthatordl tudhato,
hogy erdsen fligg a paratartaomtdl (ezért olyan széles az irodalmi értéktartomany).
Emellett azt sem szabad elfelejteni, hogy a Young-modulus szokasos mérése véges fel-
terhelési sebesség mellett torténik, €és a longitudinalis fesziiltség—nyulds-gorbét a reolo-

gia alaposan befolyasolja. Igy példaul mér a legegyszeriibb reolédgiai szitucidban, egy

50



deviatorikus Kelvin—Voigt-modell és gombi Hooke-modell esetén az ered6 egytengelyti
egyenletben nemcsak ol és !l, hanem elsd derivaltjaik is szerepelnek ([12], Fiiggelék).
E derivaltak hanyadosa, 6!!/¢!l dominalja a longitudinalis fesziiltség-nyulas-gorbét a
terhelés kezdeti szakaszan és, nem tul lassi terhelések esetén, a tovabbi részt is.
Masszdval, e derivaltak egylitthatoinak hanyadosa (szisztematikus jeloléssel, El' /ril)
egy dinamikai Young-modulus szerepét jatssza. Namarmost, a fent kapott reoldgiai
egyiitthatokkal ez a dinamikai Young-modulus 1,47 GPa-nak bizonyul, mely 24%-kal
magasabb a sztatikusnal. Megjegyezziik, hogy (33) kovetkezményeképp a dinamikai
Young-modulus mindig nagyobb a statikusnal [12]. Bonyolultabb reolégidk — mint az itt
bemutatott miianyagé — esetén magasabbrendli dinamikai Young-modulusok (magasabb
derivaltak egyiitthatéinak hanyadosai) is jelen vannak. A masodrendii Young-modulus
példaul az itt bemutatott esetben mar 1,84 GPa.

A szilardtest-reologia egy altalanos figyelmeztetése, hogy a Young-modulus szoka-
sos, a fesziltség—nyulas-gorbébdl szarmaztatdsa hibasan magas értékekre vezethet, ha
reologiat elhanyagoljuk. Felhivjuk a figyelmet, hogy reologidval nemcsak miianyagok
[22] és hasonl6 anyagok esetén talalkozhatunk: igy példaul a kézetek mechanikai leirasa
szintén a teljes (34) reoldgiai modellpart igényli (1d. [23][24][25]).

6. DISZKUSSZIO

Az itt felallitott elmélet elég gazdag hozza, hogy megragadja a szilard anyagok rugal-
mas, hétagulasi, reoldgiai és képlékeny aspektusait. Mindazonaltal ezek mindegyikét a
lehet6 legegyszeriibb konkrét kinematikai €s konstitutiv valasztasok esetén mutattuk be,
hogy megkonnyitsiik a kisérleti adatokkal valo osszevetést. Ezek a valasztasok jol vizs-
gaztak az itt bemutatott mérési adatokkal vald 0sszehasonlitas soran. Ennek ellenére az
elmélet sokkal altalanosabb folyamatokat és anyagi viselkedéseket is le tud irni, mint a
nagydeformacios folyamatok, anyagi anizotropia, nemlineéris rugalmassag, kifinomul-
tabb képlékenyedési viselkedések, €s mindezek nemkonstans rugalmassagtani, hota-
gulési, reologiai és mas egylitthatokkal.

Az elmélet jovOben kivitelezhetd altalanositasait illetden eldszor is a képlékeny és
reoldgia onsageri csatolasa emlitendé meg. Mésodszor, a nem-Fourier-hdvezetés szintén
beilleszthetd, egyesitve a merev hdvezetdkre alkalmazott belsd valtozds eljarast [11] az
itt bemutatott termomechanikai oldallal. A tonkremenetel ugyanilyen termodinamikai
modszertannal torténd bevezetése — a [9][10] eléfutar munkakra tamaszkodva — egy
tavolabbi, de szintén ésszerl jelolt.
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A kisérleti oldalon, célunk itt az volt, hogy példakat mutassunk az egyes szoba kerti-
16 jelenségekre. Ezek az aspektusok, mint példaul a Joule-Thomson-jelenség és a Klui-
tenberg—Verhas-reologia j6 mennyiségi egyezést mutattak az elméleti varakozasokkal.
A jovoOben, hasonld, de nagyobb pontossaggal és megbizhatosdggal megvalositott kisér-
letekkel egy teljes kvantitativ egyezés is elérhetd lehet. Igy példaul mar a jelenlegi ada-
tok lehetové teszik, hogy a képlékeny folyashatart beazonositsuk 100 MPa koriilre (a
fesziiltségszintre, ahol a 3a. abran a tranziens megfigyelhetd, a hdmérséklet pedig emel-
kedni kezd a képlékeny disszipacid meginduldsa miatt), és a képlékenyedés utani €s
elotti meredekségek hanyadosabol a képlékeny sebességi egyiitthatd értékére adhatunk
kozelitd becslést [y = 0,17, 1d. (18)], de ezekbdl a szempontokbol nagyobb pontossagra
van sziikség. Ha a kisérleti elrendezés képes elegendden gyors fel- és leterhelést biztosi-
tani (melyre a reoldgia tanulményozasa miatt van sziikség), mikdzben minden nyulési,
eré- és hdmérsékletadat megbizhatdan és nagy pontossaggal rendelkezésre all, akkor az
Osszes anyagi egylitthatd leillesztése utan az 5. szakaszban latott numerikus séma az
egész idobeli folyamatot reprodukalni tudhatja.

Az 1dofliggések joslasara mutatott numerikus séma mellett mdodszert mutattunk a
reologiai egylitthatok leillesztésére, mely kevés adat esetén is jol vizsgazott. Hangsu-
lyoztuk annak fontossagat, hogy a keresztiranyu megnyulas is mindig mérve legyen,
mert ez Oriadsi mértékben megkdnnyiti az illesztés feladatat, mert felosztja a problémat
két kisebb és kozvetlenebbiil elvégezhetd részre (deviatorikus és gombi), mig a nyolc
paramétert nemlinedrisan tartalmazo egytengelyll eredd szituacid gyakorlatilag kezelhe-
tetlen lehet.

A mechanikai mennyiségek nyomon kovetésén feliil értékes tovabbi informaciot
szolgaltat a hdmérséklet mérése. A rugalmas, reoldgiai és képlékeny viselkedésformak
ugyanis a hdmérséklet id6beli alakuldsan is jol lathaté6 nyomot hagynak. A termikus és
mechanikai aspektusok Osszefliggése miatt valgjaban csak ugy nyerhetiink zart, meg-
oldhat6 egyenletrendszert, ha a hdmérséklet is teljes jogu tagként van kezelve. A termo-
dinamika-alapu megkozelités ravilagit a hdmérséklet jelentéségére olyan folyamatok
esetén is, melyek hagyomanyosan pusztdn mechanikainak voltak tekintve.

A kisérleti adatok elemzése egyértelmiien lattatta a reologia jelentdségét a vizsgalt
milanyag minta esetén, de hasonld tapasztalatok ismertek joval ,,szilardabb’’ anyagok,
igy kdzetek esetén is [23][24][25]. Ami elsd ranézésre nemlineéris rugalmassagnak tii-
nik egy fesziiltség—megnyulas-gorbén, az idébeliség elemzése utdn kdnnyen bizonyul-
hat reoldgianak. Fontos viszont arra is odafigyelni, hogy a kisérleti elrendezésben (a
terhelés kivitelezésében €s kontrollalasaban, a mérdeszkozok viselkedésében stb.) fellé-
po6 késleltetéseket ne keverhessiik 6ssze a mintan beliili reologiai késleltetésekkel. Nagy
kisérleti gondossagra van sziikség — a megfeleld elméleti értelmezés mellett — a szilard
anyagokban zajlo reoldgia megbizhat6 kimutatdsahoz. A megbizhat6 reologiai informa-
ciok alkalmazasi kovetkezményei messzenytloak (alagutak hosszutavi viselkedése,
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szerkezeti anyagok biztonsagi kérdései stb.). A termikus, rugalmas ¢€s reoldgiai jelensé-
gek kozti Osszjaték szintén jelentds. A szilard testek termodinamika-alapu targyaldsa
mindezen jelenségek leirasara megbizhatd elméleti keretet biztosit.

KOSZONETMONDAS

Jelen munkat a Bolyai Janos Kutatasi 6sztondij, valamint az OTKA K81161 palya-
zata tamogatta.

FUGGELEK: A MERESEK KIVITELEZESEROL

A mérések a godolloi Mezogazdasagi Gépesitési Intézetben torténtek, egy Instron

5581 univerzalis anyagvizsgalo berendezésen. Az elrendezést a 6. abra mutatja be.

6. abra. A merési osszedllitas.

A mintak (1d. 1b. abra) hossz- €s keresztiranyu méretvaltozasait HBM 3/350 XY'11 tipu-
su nyulasmérd bélyegek mérték (7. dbra). A bélyegek ellenalldsa R=350 Q, a bélyegté-
nyezd értéke k=1,98 (£1%, a gyarto szolgaltatta technikai paraméterek szerint).
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7. dbra. A felbélyegzett minta.

A probatestre felbélyegzett nyuldsmérd bélyegek félhidban keriiltek bekotésre, oly
modon, hogy az aktiv bélyeg a probatestre felragasztott bélyeg volt, a hidag masik fele
pedig egy tehermentesitett fémlemezre keriilt felbélyegzésre. A mérések soran a félhid a
Spider-8 mérderdsitd SR-55 vivéfrekvencids moduljanak bemenetére csatlakozott.

A mérésekhez egy ThermaCAM PM69S5 tipusu valdsidejii termokamerat hasznal-
tunk (Id. 1b. abraalairés). Emellett egy infravords homérsékletérzékeldvel (forgalmazo:
Optrics GmbH, OPTCTLT10FCB3 tipus) is gylijtottiink adatokat.

Szabvany mintdkat hasznaltunk, méretezésiiket az 1b. dbra mutatja. A megmunkalas
utan a mintakat tehermentesités céljabol pihentettiik, majd a bélyegek felragasztasa utdn
kalibraltuk.
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[ZOTROP KONTINUUMOK TERMODINAMIKAJA
MERNOKI KOZELITESBEN

Asszonyi Csaba — Szarka Zoltan
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Ez a tanulmdany a MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT munkatdrsainak az elmult 9 évben
sziiletett [1-7], az irreverzibilis termodinamika alapelveire épiilo, az anyagtorvényre vonatkozo ered-
ményei egy részét foglalja ossze, a legfrissebb felismerések altal kiegészitve. Ennek a cikknek két célja
van: Egyrészt, hogy egyetlen helyen megtaldalhato legyen minden olyan, a konstitucios egyenletekre
vonatkozo dsszefiiggés, amelyekre a mérnoki alkalmazdasoknal épiteni érdemes. Masrészt, mivel az
eddigiekben vizsgalatainkat (a [9] kivételével) mindig izotermikus esetre vonatkoztattuk, most eloszor
lépiink ezen tul. Jelen cikkben az eddigi gondolatmenetet kovetjiik, kiegészitve a homérsékletfiiggéssel.
Emiatt szamos magyarazatot nem ismételiink, visszautalunk a [7]-re.

A termodinamika masodik fotétele az anyag stabilitisanak elve, s ez fejezodik ki az anyagtorvény-
ben. Igy a jelen tanulmdany a mdsodik f6tételbél levezetve irja le az izotrop kontinuumok rugalmas—
keéplékeny anyagtorvenyét mechanikai és termikus kolcsonhatas esetén, a miiszaki gyakorlatban meg-
engedhetd egyszeriisitésekkel.

BEVEZETES

Jelen tanulmédnyban azon eredményeket foglaljuk 6ssze, amelyek termodinamikara épiilo
kontinuummechanikai konstitutiv egyenletekre vonatkoznak, mechanikai és termikus kolcson-
hatas esetére. A korabbiakban tisztdn mechanikai hatdsokat vettiink figyelembe, vagyis izo-
termikus [T = Ty = constans] estre vonatkoztak az eredmények annak ellenére, hogy az anya-
gok mechanikai igénybevétele mindig egyiitt jar az anyag hdmérsékletének valtozasaval.
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A legutdbbi idoben CSATAR ATTILA kisérletei dobbentettek ra benniinket arra, hogy a ho-
mérséklet valtozasa a képlékeny allapotban igen jelentds lehet, s ekkor mar az izotermikus
feltételezés nem engedhetd meg.

03 - képlé- E A [9]-ben [FULOP — VAN — CSATAR, 2013] illusztraci-
rugal- ' keny E oként bemutatott — egyenletes terhelésnovekedéssel
mas 29" végzett — egytengelyli huzokisérletnél a probatest kiin-

dulasi hdmérséklete 24,6 °C volt, amely a képlékenységi

hatarig 24,0 °C-ra csokkent, majd a képlékenyedés so-

ran intenziven ndvekedett, és a probatest elszakadasakor
mar 68,0 °C lett. (Az eredeti kisérlet néhany h6kameras
pillanatfelvételét a [15] 2. abrdja mutatja.)

OC

24,6 24
—

0 2 4 6 8 10 12 14 16s  venni azt is, hogy a mérés a probatest feliiletén tortént,

A 24 °C — 68 °C kozotti hdmérsékletndvekedés min-
térés

| dossze 7 masodperc alatt jatszodott le. (Figyelembe kell

tehat nem tiikr6zi a test belsejének hdémérséklet-
1. abra. Egytengelyii huzokisérlet

(F — huzoerd, € — dsszes deformdcio,

&l — rugalmas deformacio, & — ma- Ez a hatalmas hémérsékletvaltozas nem engedi meg,
rado deformacio, T — homérséklet)

eloszlasat).

hogy eltekinthessiink ettdl a hatastol, még akkor sem, ha
az anyag csak mechanikai igénybevételnek van kitéve, vagyis nincs sem hékozlés, sem hoel-
vonas.

MEGENGEDHETONEK VELT KOZELITESEK

Az elmult években igyekeztiink a targyalasnal a sziikitd és korlatozo feltételeket kihagyni,
illetve ezekre az 4ltalanos levezetés utan ramutatni.

Ezen Osszefoglaloban az altalanossagot mar kezdetben sziikitjiik azon kozelitések elfoga-
dasaval, amelyeket a mérnoki gyakorlat — egyszeriisitésre vonatkoz6 — igénye megengedhetd-
nek tekint. Ezek a korlatozo feltevések az elfogadhatonak vélt linearizalasbol kovetkeznek.

1. KOZELITES: KIS DEFORMACIOK FELTETELEZESE. Az [1-7] tanulmanyokban bemutattuk,
hogy ez a feltevés a mérnoki gyakorlatban altalaban megengedhet6. Ebbdl a deformacio-
sebességek Osszeadhatosaga kovetkezik, azaz

S . .
(voV) = D + YZ + ol . (1)
— — — (S —

, rugalmas képlékeny termikus
a sebesség

gradiense deformacio  deformdcio  deformdacio

sebessége
Tehat a kinetikusenergia-mérlegben, ill. a belsdéenergia-mérlegben szereplé P (térfogategy-
ségre jutd) deformécids teljesitmény
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mechanikai termikus

PEG:(VOV)S= 6:D +6:¥YZ+06:all 2
rugalmas képlékeny termikus

a deformdcio—

teljesitmény deformacio  deformacio — deformdcio

teljesitménye

formaban irhato fel,' ahol ¥ a mar megismert kettés HEAVISIDE-féle egységugras-fiiggvény,
amely a képlékenységi hatart jeloli ki [rugalmas tartomanyban: W = 0, tehat nincs marado
deformécio, mig a képlékeny tartomanyban ¥ = 1, vagyis a rugalmas mellett megjelenik a

maradd deformacid is]. Ha a képlékenységi hatar a torzulasi deformécidos munka W;’ érteke-

hez kotheto [2], akkor

0, ha Wd<WJf’, vagy we <o,

. 3
L, ha wi=w{ ¢ w0 ®)

w =l )= w, (4w ), ):{

Az (1) jeldléseibél latszik, hogy mig D, a rugalmas deformaltsdg, és aT , a hétagulas —
allapotjellemzok (teljes differencialok), addig nincs olyan fiiggvény, amelybdl idé szerinti
derivalassal a képlékeny sebesség eldallithatd lenne, tehat a képlékeny deformalodas dltala-
ban folyamatfiiggd — vagyis vdltozasjelzé. (Kivételt képez az az eset, amikor 1étezik képlé-
keny potencidl, tehat a képlékenyedés is teljes differencial, s ekkor ez is dllapotjellemzé.)

A DEFORMACIOK ERTELMEZESE. Egy mechanikai (és/vagy termikus) folyamat esetén le-
gyen t = 0 a folyamat kezdd idOpontja, amikor az anyag homérséklete egy tetszéleges pont-
ban Ty . Legyen ¢, >0 az az iddpillanat, amikor az anyag tetszOleges pontja eléri a képlé-
kenységi hatart, vagyis megjelenik a marado alakvaltozas. Az (1)-bdl 1d6 szerinti integralassal
kapjuk a deformalodas mértekét:

t
— arugalmas deformacio: .[Ddt =D(t)=¢,,
=0
t
— atermikus deformacio: IaT Ldt = a(T(t)-T) =g,
=0
t tr t t t s
— aképlékeny deformdcio: |WYZdt= | YZdt + ) YZdt = [Zdt = sp,‘ ,
t=0 t=0 0 t=ty 1 t=ty y
t
. s S oot gt
— az osszes deformdcio. J‘(V oV) dt = £2|t:0 = 8|t:0 ,
1=0
. i, o .
vagyis £|§O =D+g, + spl‘t , llletve roviden &=g, +¢g, +€,.
A

" A tomegegységre jutd tn. fajlagos deformécios teljesitmény: p=Plp.
? figgetlen az alakvaltozasi uttol, csak a kezd6- és végpont fiiggvénye.
} fligg az alakvaltozasi utvonaltol.
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A kovetkezOkben mindharom Gsszetevot vegyiik sorban vizsgalat ala.
A termikus viselkedés:

2. KOZELITES: A TERMIKUS VALTOZAS IZOTROPIAJA ES LINEARITASA. Mivel ekkor a hota-
gulas csupan a térfogatvaltozas fliggvénye, ezért az

all 4

mennyiség a gépé-

Torési hatar

Képlékenységi hatar ~ Torési hatar Képlékenységi hatar . 1 rrer
v v szeti- és mélyépité-

r si gyakorlatban leg-

S inkdbb  szokasos
.............................. >« 4 > : 400C—2000C kdzott
: ' ' : nagyon jo kozeli-

téssel  allandonak

tekinthet6, ahol o a

Laboratériumi hizokisérlet Laboratériumi nyomdkisérlet térfogati hétagulasi
2. dbra tenyezo.

Az 1. dbra leg-
also homérsékleti diagramja, amelyet a 2. abra részletez, két részbdl tevddik dssze:

(a) — a térfogatvaltozasbol adodo lehiilésbodl, v. melegedésbdl,

(b) — a képlékeny valtozas okozta hdmérséklet-ndvekedésbdl (minden esetben melegedés-
b6l, akar hiizasrol akar nyomasrdl van sz6). Lathato, hogy az a-bol adédo hétagulas (a 107
...10° 1/K nagysagrendje miatt) a rugalmas tartoméanyban éltaldban elhanyagolhato. Ezért
figyelembe vételére csak a képlékeny zéndban van sziikség, ahol jelentds a homérséklet-
novekedés.

A homérséklet-ndvekedés képlékeny allapotban olyan markéns, hogy felhasznéalhato a
maradd valtozdsok megjelenésének (a képlékenységi hatar) meghatarozdsahoz. Ezidaig a
folyashatar meghatarozasa mindig a deformacido mérése alapjan tortént laboratoriumi kisérle-
tekbOl. Mivel mérni csak az 0sszes valtozast tudjuk, ezért az eddigi kisérletek soran mindig
sziikség volt tehermentesitésre, hogy megallapithassuk, hogy az 6sszdeformaciobol mennyi a
maradd. Most mar a hdmérsékletmérésbdl is meghatarozhatjuk a folyashatar értékét akkor is,
ha a kisérlet soran nincs tehermentesités, vagyis ha a vizsgalatot a tonkremenetelig végezziik.

A rugalmas viselkedés:

3. KOZELITES: A RUGALMAS VISELKEDES IZOTROPIAJA ES LINEARITASA. Ismert és altalano-
san (CAYLEY-HAMILTON-tétel) bizonyitott, hogy a fesziiltségtenzor ¢és a rugalmas deformaltsag
tenzora kozott a kapcsolat kvadratikus. Ehelyett megenged;jiik a linearis forméat, amely a gya-
korlatban maximalisan 0,5-1 szazalékos hibat okoz. Ez a linearis Osszefliggés (Hooke-
torvény):

6/ =2GDY ¢s 6° =3KD°, azaz 6 =2GD" +3KD° =2GD+(3K-2G)D°,  (5)
ahol a G és K anyagallandok csak a 7" hémérséklet fliggvényei, és
G>0, K>0.
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Ekkor a @, (a térfogategységre jutd) rugalmas energia — potencialos

®, =16:£=1(2GD% D! +3kD°: D° )= GD’: D? +3 KD*: D° = GD*: D + 3 K(D°)2,
el 2 2 - 2 ,
G g

1
2

amely potencialos. Ebbdl kovetkezden

oD oD : oo
¢’ = e, 6° =—4 (illetvec® = —<).
oD oD° oD°
(Ugyanigy a (tomegegységre jutd) e,; fajlagos rugalmas energia esetén:
ol =L Geeé , c° _ 10 , (azaz o° _ 10 :
P oD P D° p oD°

4. KOZELITES: AZ ANYAGALLANDOK LINEARITASA A HOMERSEKLET FUGGVENYEBEN. A gé-
pészeti, banyaszati és mélyépitési gyakorlatban feltételezhetjiik, hogy G és K a homérséklet
figgvényében linedris:

G=G, +2—;;(T—TO) és K=K, +Z—I;(T—TO).
Ekkor irhato, hogy
2G=2Gy—ag(T-Ty) ¢és 3K =3Ky—ax(T-T,), (6)
ahol a ( index ismert hémérsékleten mért értékeket jeldl, ag és ax pedig az illetd kozegtol
fliggd allandok. [A cikk végén latni fogjuk, hogy a tobbi (un. reoldgiai) anyagallandonal is
feltételezziik a linearitast. |

A képlékeny viselkedés:

5. KOZELITES: A KEPLEKENYSEG DEVIATORIKUS VOLTA. A maradé (képlékeny) deformacio
sebessége nem fligg a térfogatvaltozastol [1-7], csak a torzulasi allapot fiiggvénye, vagyis

Z=7" és Z1°=0. (7)

A targyalas soran a képlékenységet csak a deviatorikus (torzulasi) allapotra korlatozzuk,
ezaltal a talajmechanikai alkalmazas kiesik, nem a vizsgalat, hanem a részletes targyalas ko-
rébdl. Ezt nem elvi szempont indokolja, csupan a targyalds roviditése, ui. [7] kotet tobb cik-
kében megtalalhatok a térfogati képlékenységre vonatkozo Osszefliggések is, igy elégséges
utalni ra.

6. KOZELITES: A KEPLEKENYSEGI SEBESSEG HOMOGENITASA ES LINEARITASA. Legegysze-
rlibb és legkézenfekvobb feltételezés, hogy

Z=YyD, azaz 2 =¥YyD", (8)
ahol a y allando, és ez a hdmérsékleten kiviil csak a csusztatd rugalmassagi modulus és kép-
1ékenységi modulus fliggvénye lehet.

Mar CouLomB is feltételezte, hogy ,,minden szilard anyagnak van egy jellemz6 molekula-
elrendezése, amelyet a kis rugalmas alakvaltozas nem befolyasol. Nagyobb alakvaltozasnal
van egy képlékenységi hatar, amely felett a molekulak kozott elcsuszas jon 1étre, viszont ez a
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rugalmassagi tulajdonsagot nem befolydsolja.” Vagyis 6 érezte a természeti torvény 1ényegét,
s azt is gondolta, hogy a folyashatar atlépése utan pl. a rugalmassagi modulus nem valtozik,
ezért tovabbra is vannak rugalmas alakvaltozasok ugyanazzal az aranyossagi tényezovel. FU-
LOP szerint: ,, ...durvan fogalmazva, a bruttd (devidtoros) alakvaltozas egy része a nyugalmi
szerkezet csuszamldsa (maradd valtozas), a maradék része a rugalmas alakvaltozas”. A (8)
1d6szerinti integralasaval és az (5) figyelembe vételével:

d d _ d _nd

t t to, 2G-2G
&, = [YZdt = [Zdt = jFD”’dt:T”lDd [tth], (8a)

fo b I pl
ahol a képlékenységi hatar elérésének idejét #,-fel jeloljik, s rogzitjiik a hozza tartozo fesziilt-
ség [ 6] és deformacio [ €9 =D ] értékét.
A képlékenyedés teljesitménye 6:7Z, amelybdl integralassal allitjuk eld a képlékenységi
t iy t t t
munkat: [6:VZdt= [ 6:YZdt+ | 6:YZdt= [06:Zdt= jc:dsp,dt:[c:ep,]’
t=0 t=0 0 l:l‘f 1 t=l‘f l‘=tf tf

Ennek a kozelitésnek az a kovetkezmenye, hogy az €, is teljes differencial, vagyis a kép-

1ékenységi munka: energia, n. képlékenységi energia (befagyott — vissza nem nyerheto, a
maradé valtozassal az anyagszerkezetben lekotott — rugalmas energia).

ANYAGTORVENY EGYENSULYI ALLAPOTBAN

Az (5) ¢és (8) osszefliggés felhasznalasaval a rugalmas—képlékeny tartomanyon a mecha-
nikai viselkedéstorvény

¢! =268 ~9(26-2G,, e -&* ) o
6o, =3K[D° +a(T-T))1],
aholg% = DY, illetve
6, =2Gg’ — (26 - ZGPI)(S”Z —ajé)+ (3K —2G)D° +3Ka(T-T,)I  (10)

alaku lesz. (Egyensulyban a hémérséklet allando.)
ANYAGTORVENY NEMEGYENSULYI ALLAPOTBAN

A [14] tanulmanyban ismertetett belsé valtozos [ = %d +&° ] modszer szerint az entropia-

produktum a [6 = G, 0 ey = Oyt 6 | nemegyensulyi fesziiltségtenzorra a

6?8 - pred (€7 >0, G° £ — pIE® :E° >0

Osszefiiggéseket eredményezi, amelybdl az onsageri relaciok
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= 1f&! 1 pTe?, G6° =I}E° I pTe’,

& = 158" ~13,pTE", & =18 ~15,pTE".
Ezek az egyenletek a ¢s © indexek elhagyasaval, hogy ne kelljen kétszeresen leirni:
6=1[.&-1,pTE,
&=1,£-1,pT¢

alaku onsageri egyenletek, amelyekbdl

gzi(ll_lg_La} &21213_122(11_1‘(‘;—L6]=[121 Clnly }'H_lz_za’
pT 112 112 112 112 112 112
| Ly 1g (LJ hig gl L[y 1g)

Pr\ 1L, 1 PT )\ Ly 1 PT\lLy 1,

) _ 17 ) _ .. -
T I__LLI_L] g 1)
Iy Iy p T\, [, pT I Iy

Ezeket felhasznalva, a 6 nemegyensulyi fesziiltségtenzor a belsd valtozok kikiiszobolésével a
kovetkezd alakot 6lti:

= T _{IIIPTZ _ bilppT? ]g+ W' (11

vagyis a fesziiltségek ¢s deformaciok egyiitthatoi, az un. anyagallandok mar nem allanddk, ha-
nem a 7 hdmérsékletnek ¢és a7 iddderivaltnak a fliggvénye. Ennek a tenzornak a deviatoros €s
gombi része:

~d T ~d _ LT I\ pT? I o d T
G + 7 Y 2 - 5 & 7 ;=&
I pT ™ +T pT*+T Lh,pT*+T lzsz I pT ™ +T

_ T - IopT* 1515 pT? ). T . 12
ot 13, pT* +T'Go [pT T IGpTA 4T 1% pT> ]80 " 19, pT? +T80
illetve egyszeriibb jelolésekkel
6! +76¢ =2u(T, 1) +O(T, )&, 03

6° +1.6° =2u (T,1)E° +0 (T.1)&".

Mérndki feladatokndl megengedhetdnek tartjuk ebben az esetben is a 4. KOZELITES-t, vagyis
azt, hogy T allando. Ekkor jo kozelitéssel

849

A Végeredmény az egyensulyi
6 +16% =268 ~w(2G-2G ! —&% )+ pGr - w2626, )],
oo, +7 60, =3K[€° +a(T —T) 1]+ 3K7[&° +aT 1],

¢s a (13) nemegyensulyi Osszefliggések Osszeadasaval irhato fel:
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o'+ 167 =268 ~w(2G-2G, ! &4 )+ oy -w(2G-2G,, )k + 087 ”
6°+7 6° =3K[e° +a(T - Ty )1]+ 3K, £° +3Kral 1+ 0 E°,

ahol 27 =2G7t+2u és 3K, =3K7+24,.

Tisztan rugalmas (képlékenységi hatar alatti) esetben:
6'+769 =2Ge? + 2 &9 + 087,
Y =0: .
6°+7 6° =3K[e° +a(T T, )1]+ 3K, £° +3Kral 1+ 6_E°.

mig képlékeny (képlékenységi hatar f616tti) esetben:

g, |olrre’=26E ~(26-26,, )&’ —&4 )+ [r 20~ (- 26, )k + 087,

6°+7 6° =3K[e° + (T — Ty )11+ 3Kt +2u ) &° +3Kral 1+ 6 E°.

MEGJEGYZESEK

A mérndki létesitmények tervezésénél sziikségiink van az anyag p tomegstirliségén kiviil a
a rugalmas ¢és képlékeny anyagéllandok, valamint a képlékenységi és torési hatar ismeretére,
amelyeket legtobbszor torésig végzett egytengelyti laborkisérletbdl hatarozunk meg:

(a) rugalmassagi anyagallandok:

G — a csusztato rugalmassagi modulus, K — a térfogati rugalmassagi modulus,

7 — arelaxacios id6 (deviatorikus), T, — atérfogati relaxaciods ido,
n — a viszkozitasi tényezo, K, —atérfogati viszkozitasi tényezo,
6 — a tehetetlenségi tényez6, 0, — atérfogati tehetetlenségi tényezd,

(b) a képlékenységi hatar:

W}{ — képlékeny deformaciok megjelenéséhez kapcsolhato torzulasi deformaciés munka,
(c) a képlékenységi csusztato modulus:

G, — a képlékenységi modulus, Ny = n+2Gyt képlékeny viszkozitasi tényezo,
(d) a tonkremeneteli hatar:

L? — a toréshez kapcsolhato torzulasi deformécios munka.

1. A kisérletnél kozvetleniil a Al// hossziranyu ill. Ad/d, keresztiranya nyulast, az F terhe-
1ést €s a probatest palastjanak 7 homérsékletét mérjiik az 1d6 fliggvényében.

2. Ezen adatok ismeretében szamitassal eldallitjuk az gl hossziranyu 1ill. et keresztiranyu

deformaltsagot és a ol hossziranyu fesziiltséget az 1d6 fiiggvényében.

3. Az g”,gl és ol ismeretében meghatarozzuk a deviatorikus és gombi komponenseket az
1d¢6 fiiggvényében.

4. Erre illesztve pl. a legkisebb négyzetek modszerével szamoljuk ki az anyagéallandok értékét.

5. A képlékenységi hatart a hdmérséklet jelentdsebb megndvekedéséhez kapcsoljuk (ahol ug-
ras jelentkezik a d7/dt értékében). Ezt a hdmérsékletet T, —fel, az id6t pedig #,-fel jeloljik,
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s rogzitjiik a hozza tartoz6 fesziiltség [a;l-] ¢s deformacio [5;{-] értékét. Ezéltal kiszamit-

hatjuk a folyashatarhoz tartoz6 torzuldsi deformécids munka értékét:

wi = tﬂad(t)—ZGsd(t)]gd(t)dt = tfad(t)gd(t)dt—G[gd(tf )]Z

A torési hatart a toréshez tartozo6 fesziiltség [th ] és deformacid [gld ] értékéhez tartozo
torzulasi disszipaciés munkahoz kapcsoljuk:

j[ad(t) —2G8d(t)]gd(t)dt = tj (1) £ (¢)dt - G[gd(t, )]Z

1
Ly =
=0 =0
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SZILARDTEST-REOLOGIAI IDOFUGGES MEGHATAROZASA
A VOLTERRA-ELV ALTAL INSPIRALVA

Fiilop Tamds — Sziics Mdtyds
BME ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A Volterra-elv egy olyan modszer, mellyel egy linedris reologiai anyagtorvényii szildrd ko-
zeg mechanikai folyamatdt egy egyszeriibb feladat : a megfeleld Hooke-rugalmassdgtani probléma
megolddsdbaol szdrmaztathatjuk. A Volterra-elv sajnos korldtozott érvényességi korii, példdul idd-
fiiggd peremfeltételek esetén — igy példdul egy alagiitnyitds okozta reologiai iddfiiggés meghatdro-
zdsdra — nem alkalmazhato. Ad azonban egy otletet: a Hooke-dllandok iddfiiggdvé tételét, mellyel
bizonyos iddfiiggd peremfeltételii reologiai probléemdk megoldhatoak, amint azt itt két alagiitnyi-
tdsi példdn bemutatjuk. A modszer dltaldnositdsdval a jovoben remélhetoleg bonyolultabb, csak
numerikusan kezelhetd Hooke-feladatok reologiai kiterjesztései is megoldhatok lesznek — e torek-

véstinkhoz a motivdciot Marta DoleZalovd munkdssdga adta.

1. A CELKITUZES MEGFOGALMAZASA

Tekintsiink egy homogén, izotrop Hooke-rugalmas kozeget, azaz melyben barmely r
helyen a o fesziiltségtenzor és az € deformécidtenzor kozott

o.dev — Edevedev’ o.sph — Esphesph’ Edev — 2G, Esph = 3K (1)
alakd anyagtorvény — konstitticids dsszefiiggés — teljesiil, ahol 9 és *P! a tenzorok devia-

torikus (nyom nélkiili) és gombi (az 1 egységtenzorral ardnyos) részét jelolik:

1
gPh — g(tr €), g = SPhy o (2)

Ha ezt kiegészitjiik a mechanikai mozgasegyenlet eregyensulyi kozelitésével és a defor-
macidtenzor ,,dupladrvény-mentességével”:

6-V=0, VxexV=0 3)
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tovabba a kozeg altal kitoltott tartoméany peremére kirdtt megfeleld peremfeltételekkel —
alabbi példdinkban: a fesziiltség normdlirdnyd komponensének eldirt értékével —, akkor a
probléma megoldésa 1étezik és egyértelmdi.

Ez a megoldas 1étezik és egyértelm, de nem feltétleniil konnyl megkapni ezt a bi-
zonyos megolddst. Ugyan linedris egyenletrendszerrel van dolgunk, de mig (1)-ben a ten-
zorok deviatorikus része kozotti kapcsolat eltér a gombi részek kozottitl (F9Y £ s
esetén), addig a (10)-beli mindkét egyenlet a deviatorikus és gdmbi komponens Osszecsa-
toltjara, osszegére 1o ki feltételt — a peremfeltételek pedig szintén. Ennek megfeleléen a
feladat joval komplikéltabb, mint egy egyszerii potencidlfeladat.

Ezért amikor egy ilyen szitudci6 reoldgiai dltaldnositdsaval taldlkozunk, ahol az id6-
beliség is bejon a képbe, ésszerti torekvés, hogy a feladat térbeli bonyolultsagdval ne kell-
jen foglalkozni: prébédljunk meg a megfeleld rugalmassagtani megoldasra timaszkodni.
Hogyan néz ki egy (linedris) reoldgiai altalanositds: (1) helyett

Sdevo.dev — gdevsdev’ Sspha.sph _ gsphesph (4)

all el6ttiink, ahol S%, S, £9¢V g5 £57 a 2 jdGderivélé operdtor polinomjai: az elméle-

tileg és kisérletileg egyarant kitiintetett [1, 2, 3] Kluitenberg—Verhds-modellcsalad esetén

példdul
0 N N A
Sdev -1 dev ‘c/-dev — Edev Edev_ Edev I 5
TS T ot) ©)
0 ‘ b on @ Aanf 0\
sph _ 1 sph sph _ Esph Esph_ Esph I
S +7T 2% & + 8t+ (6’t> ) (6)

melyben az egylitthatok tovabbi anyagi paraméterek. A peremfeltételek mellett pedig mér
kezdeti feltételekre is sziikség van.

Lathat6an itt a deviatorikus és a gombi rész még sokkal fiiggetlenebbiil akar alakulni,
joval nehezebb biztositani, hogy tovabbra is minden idSpillanatban teljesitse az 6sszegiik
a (10) feltételeket, tovabba a peremfeltételeket is. Ezért nagy értékd tehat, ha Hooke-
rugalmassagtani informécidkra tdimaszkodva nem kell a térbeli feltételekkel bajlédnunk,

hanem koncentrdlhatunk az id6fiiggés behozta bonyodalmakra.

Egy ilyen lehet6séget nytjt a Volterra-elv [4, 5, 6], mely szerint a reoldgiai megoldas
megkaphat6 tgy, hogy a Hooke-rugalmas megolddsban az £, E*P! dlland6kat az S,
Seph gdev - osph_pbé] képzett megfeleld operdtorokkal helyettesitjiik, és a kapott idbeli dif-
ferencidlegyenleteket megoldjuk. Sajnos a Volterra-elv nem tétel, azaz nem ismeretesek
pontos matematikai szinten, hogy ez az ut mikor jarhaté és mikor nem. Az elvégzendd
szamitds modja is felvet matematikai kérdéseket. Emellett tobb szerzd is felhivja a figyel-

met, hogy az elv idofiiggd peremfeltételek esetén nem alkalmazhat6 [35, 6].
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Alagutreoldgiai feladatok megolddsahoz tehat példaul nem haszndlhat6, ahol az tireg-
nyitds — mint megkeriilhetetleniil id6fiiggd, s6t tobbnyire igencsak rovid idéskalan valtozé
peremfeltétel — inditja el a kozeg id6beli folyamatat (mely aztdn hénapokig-évekig tartd

mozgast jelent).

Azonban ha kozvetleniil nem is alkalmazhatjuk a Volterra-elvet ilyen helyzetekben,
a benne rejld mélyebb gondolatot — hogy prébaljunk tdmaszkodni a térbeli feltételek-
re ismert megolddsra — mds mdédon is kiakndzhatjuk. Ebben az alternativ valtozatban a
Hooke-allandokat nem operatorokkal, hanem id6fiiggé fiiggvényekkel helyettesitenénk.
Mintha az anyag rugalmassdgtani dllando6i 1d6filiggdvé valnanak. Ekkor minden pillanat-
ban kielégitettiik a térbeli feltételeket — egy épp aktudlis F9(t), E*PY(t) értékparral —, igy

csak az ezekre generdl6dé iddbeli differencidlegyenleteket kell megoldani.

Kozelebbrdl megnézve, a térbeli feltételek egy része o-ra vonatkozik (ilyen a moz-
gdsegyenlet és a fesziiltségperem — a tovabbiakban ilyen peremfeltételekre fogunk szorit-
kozni), mésik része e-ra (a dupladrvény-mentesség). Igy a térbeli feltételrendszer tigy is
teljesithetd, ha megengedjiik, hogy a fesziiltség rugalmassagtani megoldéséba tett F9V(t),
E®P(t) pér eltérhet a deformdcié megoldésdba tett E9V(t), ESP"(¢) partl. Ha ez a négy
szabad fiiggvény nem lenne elegendd a (4) jelentette feltételek kielégitésére, akkor tobb
ilyen fesziiltség-megoldds szuperpozicidjaként is kereshetjilk a megoldast, kiilonbozd
EdV(t), E*Ph(t) parokkal, és a deformacié ugyanigy kereshet6 szuperpozicioként. Az itt
vizsgélt egyszerlibb geometridju konkrét esetekben erre nem lesz sziikség, viszont bonyo-
lultabb helyzeteket a jovoben majd ilyen megolddskombindcidk formdjaban szeretnénk

megprobélni targyalni.

2. HOMOGEN, IZOTROP FESZULTSEGMEZOBEN NYITOTT ALAGUT

Az ,idofliggd 4dllandok” otletének miikodését eldszor egy olyan egyszerd ese-
ten mutatjuk meg, melyre a megoldds mds uton mar ismert [8, 9]. Egy vég-
telen, hengerszerli alagut nyitdsat tekintjiilk izotrop (csak gombi részt tartalma-
z0), helyfiiggetlen fesziiltségmez&ben. A nyitdst gy modellezziik, hogy a henger-

paldst mentén eldirt peremfeltételt, a normdlis fesziiltségkomponenst egy id6fiiggd

szorz6 révén egy |[ti,1s] idGintervallum sordan fokozatosan nul-

lava tessziik. A t < t; i1ddkre a kiindul6, un. primer fe- n
sziiltségmezd uralkodik: a hengerhez illeszkedd r, o, z henger- "
koordinatarendszerben egyetlen komponens értékével az egész ) ‘

fesziiltség — és igy az egész deformécio — jellemezhetd:

:67‘7‘17 €(t<t1) :é:éqp — 6-Sph. (7)
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A megnyitott (¢ > t5), R sugard alagut esetén két peremfeltétel van jelen:

o (R, @, 2) =0, lim o(r,p,z) =0 (8)

r—00

(ut6bbi egy aszimptotikus feltétel). A nyitds sordn o,..(R, ¢, z) -t csokkentenénk le &,.,.-r6l
nulléra.

Az itt bemutatand6 moédszerhez olyan id6fiiggd peremfeltételek lesznek sziikségesek,
ahol minden peremfeltétel ugyanazzal a A(t) id6fiiggd fiiggvénnyel kell dtskaldzédjon.
Ha a helyzet nem ilyen, mint jelen példdnkban (mert a végtelenbeli feltétel idofiiggetlen
marad), akkor a problémat szétszedjiik ilyenek Gsszegére. Esetiinkben ez egyszer(ien a
primer mezd levondsdval érhetd el, ezért a tovdbbiakban a

0:.=—0—0, E—€e—E 9
un. kiegészité mezdkre atfogalmazott

6-%:0, % xéx%:(), (R, @, 2) = —0pp, lim a(r,p,2) =0 (10)

r—00
Hooke-rugalmassédgtani feladat lesz a kiindulépontunk, melynek ismert megoldasa [9, 8]

R2
—z
R ~ dev _ r . N  dev L.
o(r) =6"'(r) =35, R =:0(r), g(r) =&"(r) = Wal(r)

r

(1)

(az elmozduldsmezbnek nevezett mennyiséggel nem lesz sziikséges foglalkoznunk). Az
aldbbiak szempontjabdl két fontos tulajdonsigot figyeljiink itt meg: hogy a fesziiltség
tisztdn deviatorikus, és hogy fliggetlen a rugalmassagtani dllandoktél. Dimenzids alapon
annyit tudhattunk szamoldas nélkiil, hogy mivel a peremfeltétel fesziiltséget ir eld, a meg-

oldés ezzel ardnyos kell legyen, kovetkezésképp csak a dimenzidtlan

Edev
[ sph
kombinéci6tdl [avagy a v = (1 —n)/(2+n) Poisson-tényez6tdl] fiigghet. Torténetesen

n = (12)

az eredmény ennél specidlisabbnak bizonyul: 7-fliggetlennek.

Az alagtitnyitdst a mar mondottak alapjin a
5},«(75,R,(,0,Z) = /\<t) ) [_5-?"7'] (13)

maédon modellezziik, ahol \(¢)-r8l elég annyit megkotniink, hogy

A(t) 0, ha t<t,

1
f At) == 1, ha >t (14)
- | ¢ kozben sima.
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Az ehhez tartoz6 — tovdbbra is rugalmassigtani — megoldds

At
Ga(t,r) =% (t,r) = \(t) - 64(r), Ea(t,r) = &X(t,r) = E(dez coq1(r). (15)

Ezzel el6készitettiik a terepet az ,,id6fiiggd allandok” modszeréhez egy (4) reo-
16giai kozeg targyaldsdhoz: a (15) megolddsban egyediil eldfordulé E%' Hooke-
rugalmassagtani egyiitthat6 helyére helyettesitiink egy ismeretlen id6fiiggd fiiggvényt:

~ ~ dev ~ N ~dev A(t A
Oreal(t,T) = o-geol(t7r) = A(t) - 01(r), Ereal(t,T) = 5?eol<t7r) = E+"()t) -0(r).
(16)

Egy ilyen megoldds minden pillanatban kielégiti a térbeli feltételeket, hiszen minden pil-
lanatban egy Hooke-rugalmassigtani probléma megoldédsa: az egyetlen tennivalonk (4)
kirovasa.

Esetiinkben ez is egyszer(i: a gombi egyenlet trividlisan teljesiil, egyediil az

A(t)
devy __ ¢dev —
SN\ =E%, K(t) == 0

7)

egyenlet oldandé meg, olyan kezdeti feltételekkel, s6t, el6élettel, hogy r(t < t1) =0
(iiregnyitas eldtt a kiegészitd fesziiltség és deformdcid nulla). Ennek az egyenletnek egy-
értelmii megolddsa van, tehdt készen vagyunk. Az eredményt 0sszehasonlithatjuk az is-
mert, mas dton nyert megolddssal [8, 9], és megnyugtaté egyezést taldlunk.

3. HOMOGEN, ANIZOTROP FESZULTSEGMEZOBEN NYITOTT ALAGUT

A mésodik, bonyolultabb példdnk az el6z6 éltaldnositdsa: tetszéleges — de tovabbra is
helyfiiggetlen — o primer mez&ben nyitunk hengerszerd iireget. A nyitds utdni kiegészité
mez&k Hooke-rugalmas esetben [7]':

o(r) =c(n)oi(r) +05(r), cn)=5—, oulr)=|( 0 ,

! Megoldésukat ellendriztiik és néhdny kisebb sajtéhibdt kijavitottunk.
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a o primer fesziiltségmezdvel kapcsolatos

- 1, B 1 B .
0r =35 (Guw + Gyy). 5( — Gyy) COS(2¢) + G4y sin(2¢), (20)
_ 1, _ ) _
O-'rap(cp) = _5 (Ozz - Uyy) Sln(290> + Ozy COS(QQO>7 (21)
0r2() = G4, CO80 + Ty, sin g, Tz (p) = =04, 8in + 7y, cOS @, (22)
segédjelolésekkel, és
A 1 C(U) ~ dev ]- ~ dev sph ~ Sph
€= {Taclle + 5036 +c(n)e? + oy
1 0(77) ~ dev ]- ~ dev ~ Sph
= {_n o + 50‘56 +[e(n) +1] 67" ¢ (23)
sph

ahol felhasznéltuk azt az észrevételt is, hogy 67" = h . Ertelemszertien a hengerpaldst
menti peremfeltétel itt is a primer mezd rr-komponensenek ellentettjével valo egyenl6-
ség.

7

Az iiregnyitést is az el6z8 esethez hasonléan egy A(t) szorzéval modellezziik, és ek-
kor ez a szorzé keriil rd a fenti fesziiltség- és deformacio-megoldésra, ugyanigy, ahogy
az elobb (11)-bdl (15)-re jutottunk:

Galt,r) = A(1) {c(n)(rl(r) + aQ(r)}, 24)
galt,r) = 2(;)1 {6(77) o + % 65" +[e(n) + 1] ”"h}- (25)

A reoldgiai eset megoldésat ismét a Hooke-rugalmassédgtani dllandok helyére helyet-
tesitett id6fiiggvényekkel reméljiik megtaldlni: jelen esetben a fesziiltségbeli 7-t is helyet-

tesitjiik, egy
B (t)

o (t) = (26)
77 ( ) E(s7ph (t)
ismeretlen fiiggvénnyel, a deformécidbelit pedig egy masik,
Edev (t)
() = —=——= 27

kombindcidval, és természetesen maga a deformacioban szerepld E*P" helyére is EP0(t)-
t frunk. Mivel a fesziiltség E%"(¢)-nek és EP"(¢)-nek csak a hanyadosatdl fiigg, e két
fliggvény egyike szabadon megvélaszthatd vagy éppen rogzithetd, ezért élhetiink a leg-

egyszeriibb, EP1(t) := E*P! vilasztdssal.

Hérom szabad, keresett fiiggvényiink van tehat. Ezekre a (4) reoldgiai Osszefiiggé-

sek épp harom egyenletet ronak ki. Ugyanis a deformécidban harom linedrisan fiiggetlen
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tenzormezd szuperponalédik: 9% (r), 65 (r) és 7" (r). Igy mindegyik fiiggetlen mezs
1dofiiggové valt egyiitthatojara egy-egy egyenlet fog szarmazni: az els6 kett6ére a devia-
torikus, a harmadikéra a gombi reoldgiai 6sszefiiggésbol. Lassuk is ezeket az egyenleteket

konkrétan:

ev ev )\ C(TIS)
S® [Ac(n,)] = & (ﬁ " ) : (28)
Sdev/\ _ gdev (Ei\ph i) , (29)
SSph{)\ [c(ng) + 1] } — gsph {Esph [c(na) + 1] } ) (30)

Ez az egyenletrendszer egy kissé ziirosen néz ki, de valdjdban jelent6sen leegyszert-

sithetd. Bevezetve ugyanis a

‘ a1 A c(ne)
A1 = Ae(n,), K= P Ky = . (31)

segédfiiggvényeket, tovabba észrevéve, hogy

cn)+1= %[1 —2¢(n)], (32)

a kovetkezd letisztult, linedris differencidlegyenlet-rendszert kapjuk e hdrom ismeretlen
segédfiiggvényre (A pedig ugyebar eldirt):

Sdev/\l — gdevl‘117 (33)
SN = %%, (34)
SN 4 N) =E (5 —25). (35)

Kezdeti feltételként a kiegészité mezdk nullardl indulnak, ez mindhdrom segédfiiggvény-
re azonosan nulla elééletet jelent. Ekkor e differencidlegyenlet-rendszer megoldasa egy-
értelmd. A segédfiiggvényekbdl pedig az eredeti keresett E%Y, F%V, EPh fiiggvények

egyértelmiien hatarozhatok meg.

4. AZ ANIZOTROP ESET MEGOLDASA KELVIN-HOOKE-REOLOGIA
ESETEN

Altaldnos vizsgélatok helyett most a legegyszertibb reoldgia, a deviatorikusan Kel-
vin-, térfogatilag Hooke-modell esetére mutatjuk meg a megoldast, amikor is (4) konkré-

tan a kovetkez$ egyenletpart jelenti:

Aoy O
o.dev — Edeve 4 Ewdev_&.dev7 a.sph — Esph&.sph‘ (36)

ot
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Az iiregnyitds menetét jellemz6 A fiiggvény menetét a kovetkezonek vélasztottuk :

1 t — titts
. 2
A(t) = 5 1+ sin 7T—t ; ) (37)
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1. ABRA. Lassu, kozepes €s gyors iiregnyitas

Bér egy linedris egyenletrendszer ilyen specidlis inhomogén taggal analitikusan is
megoldhatd, szemléltetés céljabol elegendd egy numerikus, egyszerd idSléptetéses meg-
oldas is.

A feladatban két id6skadla van, a reoldgiai Edey /B és az iiregnyitds sebességét jel-
lemzd o — t1. Az 1d6lépéskozt a kisebbik id6skala pl. 1/100-adrészének valaszthatjuk.
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Kivancsiak voltunk lasst, a kozepes €s a gyors liregnyitds esetére egyarant (ez alatt a két
id6skdla viszonya értendd). Egy kozepes Poisson-tényezd-értéket valasztottunk :

v=0,25 = n=04. (38)

A harom keresett fiiggvényt, £9-t, E%V-t és E*P-t a rogzitett E5P" = E*PM-vel leosztva a
harom hdnyados egyértelmtien hatdrozédik meg a megoldasbodl, ezeket abrdzoltuk harom
nyitdsi sebesség esetére: amikor a reoldgiai idéskdla joval kisebb a nyitds idoskéldjanal,

amikor 6sszemérhetbek, és amikor a nyitds ideje a sokkal rovidebb.

Féleg a gyors nyitds esetén szembeszokd, hogy mindhdrom keresett fiiggvény még
jéval a nyitds utdn is id6fiiggden viselkedik. Ez ldtszik tehdt ESV(t)/EP" = 5, (t) -n,
igy a megfelel6 v,(t) := [1 —n,(t)]/[2+n,(t)] ,idSfuggd effektiv Poisson-tényezén”
is. Ezt latva leszirhetjiik, hogy megoldasunk eltér a [7]-ben taldlhatd, a Volterra-elvet
alkalmazni prébdlé megoldast6l, amelyben a nyitds utdn v, (t) dllandd, értéke a Hooke-

rugalmas értékkel egyezik.

5. TOVABBI TENNIVALOK ES LEHETOSEGEK

Vizsgdlatainkban egyelore iddig jutottunk. Egy kovetkezd feladat az anizotrop esetre
mas modon kiszdmolt reoldgiai megolddssal [7] valo részletesebb dsszevetés.

Egy madsik tovabblépési lehet6ség mds analitikusan ismert Hooke-rugalmassédgtani
megoldasok reoldgiai kiterjesztése, a modszer tovabbi tesztelése. Bonyolultabb, tobb
helyfiigg6é tenzormezdbdl szuperpondlédd megoldasok esetén a legfeljebb négy szabad
1dofiiggvény kevés lehet a sok fiiggetlen idGbeli egyenlet megolddsahoz. Meg lehet vi-
szont prébalni tobb ilyen megoldéds id6fiiggd egyiitthatds szuperpozicidjaként keresni a
megoldast.

Logikusan ezutdn kovetkezik az a cél, hogy a médszert haszndlhatové tegyiik nume-
rikusan — példaul végeselemes modon — meghatdrozott Hooke-rugalmassagtani megoldé-
sokbol épitkezésre. Ennek gyakorlati haszna jelentds lenne. Megjegyezziik mindamellett,
hogy mar az analitikusan targyalhat6 feladatok megoldésa is értékes, mert tesztelni lehet

velilk més analitikus vagy numerikus megoldasok josagét is.

KOSZONETMONDAS

Koszonettel tartozunk Marta DoleZalovanak, aki csoportjdval az itt targyaltaknal sok-

kal bonyolultabb, dsszetettebb problémakat oldott meg, €s aki magyarazataival sokat segi-
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tett, hogy atlathassuk a talaj- €s k6zetmechanikai szamitasi feladatokban rejl6 kihivasokat.

Munkdssdga komoly motivéci6 és inspirdlé erd volt.

Ko6szonjiik Asszonyi Csabdnak, hogy ilyen er6sen ambicionalta, hogy a Montavid

Termodinamikai Kutatdcsoport foglalkozzon az itt vizsgalt feladatkorrel. Intuicidja, kér-

désfelvetései sokat segitettek kutatdsunkban. Béda Gyula pedig a Volterra-elv megvilagi-

tdsdban volt nagy segitségiinkre.

(1]

(2]

(3]

[4]

(5]
[6]

[7]

(8]

[9]
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HOVEZETES EGYENLETEINEK ELMELETE, NUMERIKUS
VIZSGALATA ES KISERLETI ELLENORZESE

Kovdcs Robert
BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM, MSC 2. EVF.
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A hdvezetés, mint jelenség és mechanizmus t0bbféle megkozelitését vizsgdltam és hasonlitot-
tam ossze. Ezek koziil a f6 modellcsaldd a Fourier-egyenlet termodinamikai alapii gyengén nem-
lokdlis dltaldnositdsai.

A vizsgalt egyenletekben lévd paraméterek szerepét a diszperzios reldcio szdrmaztatdsdval
elemeztem. A megolddsokhoz véges differencia sémdt dolgoztam ki, melyet a lézerimpulzus kisér-
letnek megfeleld kezdeti- és peremfeltételekre oldottam meg. Bizonyitottam a séma konvergenci-
djdt és becslést adtam a séma pontossdgdra tetszoleges frekvencia tartomdnyra vonatkozolag. A
vizsgdlt modelleket kvalitativ modon hasonlitottam dssze egymdssal a hidterjedés anyagi mecha-
nizmusaira koncentrdlva. A lézerimpulzus kisérletre vonatkozé megolddsok segitenek a valosdg-
ban is azonositani a vizsgdlt jelenségeket. Ennek megfeleléen az eredményeket dsszevetettem az
irodalomban fellelhetd és az Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszéken végzett kisérletek ered-

ményeivel. A dolgozat az egyes modellek alkalmazhatosdgi lehetGségeinek elemzésével zdrul.!

1. BEVEZETES

A technika fejlédésének koszonhetden elkezd6dott a mikroszkopikus 1éptéknél is ki-
sebb ,,vildg” alakitdsa, ahol a folyamatok karakterisztikus ideje kicsi. Az attoszekundum
karakterisztikus idejt 1ézerek [1] kifejlesztése és alkalmazasa (ELI-ALPS nagyberende-
z€s; példaul az atomi szintl kémiai reakciok kovetésére hasznédlhatd); a nanotechnoldgia
fejlédése nanomérnokoket kovetel. Ismert, hogy az a leiré elmélet, ami makroszkopikus
1éptékii jelenséget megfelelGen ir le, nem feltétlen - s6t szinte biztosan - nem miikodik
molekuléris 1€ptéki jelenség esetén. Ennek oka, hogy ilyen kis anyagi 1éptékd vizsgalat

' A BME 2014. november 11-i Tudomanyos Didkkori Konferencidjara késziilt dolgozat. Konzulens:
Van Péter.
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esetén nagyon ritkdn tételezhetiink fel izotrép tulajdonsdgokat, a karakterisztikus hosszak

nagyon kicsik. A kiilonb6z6 transzport folyamatok leirdsa mds megkozelitést igényel.

Ebben a dolgozatban specidlisan a hoterjedésrdl, mint transzport mechanizmusrol lesz
sz6. Nem tdrgya viszont a kiilonb6z6 hdatadasi médozatok (hdsugérzas, hdatadds) rész-
letezése és az ezekre vald alkalmazasa a kiilonb6z6 hévezetési modelleknek. Jollehet,
mdr tobb, mint 60 éve kimutattdk a masodik hang 1étezését szuperfolyékony? héliumban
[2, 3], ezt a hulldmjelenséget eziddig nem sikeriilt hétkdoznapi kornyezetben, hétkdznapi
anyagok esetén kimutatni. De ami még fontosabb, azéta sincs egy egységes, mindenki
altal elfogadott olyan kontinuumelmélet, ami megfeleléen irnd le a kivéant jelenségeket.
A fononok kinetikus elméletébdl szdrmaztatott momentum sorfejtés egyenletei — bér a
legjobb kontinuum modellt adjdk a ballisztikus héterjedés leirdsara — tobb szempontbdl
sem megfeleldek. A legfontosabb hidnyossdguk, hogy a kisérletileg megfigyelt terjedé-
si sebességet csak 30 db novekvd tenzori rendii csatolt egyenlet megolddsaval képesek

reprodukdlni (tehat a legmagasabb rendii egyenlet 30-ad rend(i tenzorokra vonatkozik).

A Fourier-egyenlet egyik legfobb problémdja az egyenlet parabolikus volta, mely
paradoxonként végtelen sebességli jelterjedéshez vezet [4]. Ennek elsé moddositdsa a
Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet (MCV) volt [5], elénye az egyenlet hiperbolikussé-
ga’, azaz véges jelterjedési sebessége. Barletta, Zanchini, Dedeurwaerdere és munkatar-
sai felhivjak ré a figyelmet, hogy az irreverzibilis termodinamika keretein beliil a lokalis
egyensulyi lefrdsban nem kompatibilis, az egyenstilyhoz kozeledve csokken az entrdpia
[6, 7, 8], azonban ezt a problémat a kiterjesztett irreverzibilis termodinamika altalano-
sitott entrépia alkalmazasdval kikiiszoboli [9, 10]. A mésodik hang terjedését bar képes
modellezni, de még mindig hidnyzik a longitudindlis és a transzverzdlis ballisztikus jel-
terjedés leirasa. Guyer és Krumhansl a Boltzmann-egyenlet linearizéldsaval szdmaztattak
a fononok hidrodinamikai leirdsara alkalmas egyenletet [11], amellyel megjésolhatéva
valt a masodik hang megjelenési hdmérséklet tartomanya, ez az igynevezett ablakfelté-
tel. Tzou az egyszeres faziskésésli modellt javasolta [12], de ez csak az id6tartomédnyra
vonatkozott, mint egyfajta memoria hatds, €s a ballisztikus terjedéshez sziikséges térbe-
li nemlokalitds leirdsdhoz ez még nem elegendd. Chen a tranziens Boltzmann-egyenlet
kozelitésével szarmaztatta a ballisztikus-diffiziv modellt; tovabba részletesen vizsgalta
a Fourier-, a MCV- és a Boltzmann-egyenlet viselkedését kiilonb6zd Knudsen-szamok
esetén [13]. Ezzel megmutatta, hogy a MCV-egyenlet mesterséges oszcillaciot idéz el6
a h6éaramban, igy az nem alkalmas nanostruktirdk modellezésére. Cimmellinek és mun-
katdrsainak munkdssdga a nanorendszerekben jellemz6 nemegyensilyi nemlokalis fonon

transzportra koncentralddik [14, 15, 16]. Wang €s Guo a h6tomeg elmélet alapjan szar-

2 A jelenség rendkiviil alacsony hdmérsékleten (1-3 K) jelentkezik, ilyenkor elvben viszkozitds men-
tes lesz a folyadék. Leirdsara a kvantummechanikat hasznaljak.
3 A hiperbolicitas vizsgdlatardl és eldnyeirsl késsbb bévebben sz6 lesz.

78



maztattdk a sajat nem-Fourier-egyenletiiket [17, 18, 19]. Munk4jukat Tolman &ltaldnos
relativitdselméleti megfontoldsa inspirdlta, mely szerint létezik a ho - tomeg dualitds és a
héterjedés szintén rendelkezik tehetetlenséggel [20]. E szamos modell sem képes egyér-
telmtien, tisztan leirni a ballisztikus jelterjedést, mivel ez 0sszességében tekintve rendki-

viil 8sszetett, ennek egyik oka:

— A héterjedést 3 médus (a terjedés ,,sajatirdnyai’) irja le, 1 longitudinédlis és 2 transz-
verzdlis, kiilonbozd jelterjedési sebességekkel. Ebbdl kifolydlag a ballisztikus ter-
jedés anizotrdp, azaz irdnyfiiggd. Yanbao Ma itt felhivja a figyelmet arra, hogy sok

modellben nem tesznek kiilonbséget ezen modusok kozott [21].

Landau komplex viszkozitdsi elmélete [22] alapjan Rogers egy olyan fonongdz mo-
dellt szdrmaztatott [23], amely megtudja magyardzni az elsé és a misodik hang ko6zotti
természetes dtmenetet az alacsony hdmérséklet 1€zerimpulzus kisérletek kapcsan. Hatra-
nya, hogy nem tesz kiilonbséget a longitudindlis €s a transzverzdlis médusok kozott. Ma
egy hibrid modellt alkalmaz, mely felhasznalja a komplex viszkozitast, de mellé egy uj
fenomenoldgiai leirést is kidolgozott a longitudindlis fonon terjedésre [21, 24]. Az irrever-
zibilis termodinamikailag konzisztens elméletek eddig a MCV-egyenletet tudtdk szarmaz-
tatni [25, 10], illetve a Guyer-Krumhansl-egyenletet disszipativ kiterjesztéssel [26, 27]. A

ballisztikus jelterjedésnek nincs (eddig nem volt) irreverzibilis termodinamikai elmélete.

A célunk egy egységes modellcsalad bevezetése, melyre csak a termodinamika ma-
sodik f6tétele jelent megszoritdst, az entropiaprodukcid pozitivitdsa. Az ebbdl szarmaz-
tathatd, a mar eddig ismert modellek 6sszehasonlitdsa alapjan kivélasztjuk azt, amirdl
ugy gondoljuk, hogy az igazolni kivéant jelenségkort kell6képp €s hiteles mddon leirja.
A megolddsok sordn olyan jellegzetes, karakterisztikus, Fourier-jellegli megoldastdl valé
eltéréseket keresiink, amelyeket kisérleti szempontb6l makroszképikus 1éptékben is meg
lehet taldlni €s ki lehet mutatni, azaz timpontként szolgal arra nézve, hogy mit és hol ke-
ressiink. Az egyenleteket a 1ézerimpulzus kisérletnek megfeleld peremfeltételek mellett
fogjuk tesztelni. Ez a munka a tavalyi TDK dolgozatomban [28] kezd6dott, ez annak egy
jelent8s tovabbfejlesztése.

A dolgozat két nagyobb részre tagolhatd. Az elsd részben bemutatjuk a leiré keret-
elméleteket, a modellek szdrmaztatdsit. A dolgozatban kizdrélag parcidlis differencidl-
egyenletek megolddsardl lesz sz6, igy az elméleti osszefoglaldsban roviden a kiillonbozd
tipusokrol is sz6t ejtiink a numerikus problémadkra valé tekintettel. A matematikai jellegii
vizsgalatok sziikségesek a gyakorlati problémak megoldasdhoz, a modellek tulajdonsé-
gainak részletes feltérképezéséhez, ezért részletesen targyaljuk a rendszerre jellemzd jel-
terjedési sebességeket a hiperbolicitds €s a diszperzids relaciok fejezetekben. A dolgozat
masodik nagy részében a megolddsokat fogjuk targyalni, illetve elemezni. Ehhez feltétlen

be kell mutatni a kidolgozott numerikus moédszert €s kulcsfontossagu lesz az algoritmus
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stabilitdsi kérdése. Emellett bizonyitjuk a séma konzisztencidjit, mely a konvergencia és a
hibabecslés szempontjabodl 1ényeges. Ezutdn kisérleteket elemziink, részletesen targyaljuk
a NaF kisérleteket €s az Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszéken végzett méréseket
is.

Végezetill a tovabbi kutatdsi lehet6ségek Osszegzésével és az eddigi eredmények

Osszefoglalasaval zarjuk a dolgozatot.

2. A HOVEZETESI EGYENLETEK ALTALANOSITASA

Az altalanositas célja magasabb rendli mennyiségek bevezetése a konstitutiv egyen-
letekbe. Hogyan is kell ezt érteni? A konstitutiv egyenletek az anyagra vonatkozd, annak
viselkedését leird egyenletek, szigorian anyagi paramétereket és objektiv mennyiségeket
felhaszndlva. A fizikai érzékiink is azt stigja, hogy a kozeg egy pontjanak tulajdonsagai
fliggnek a pont kornyezetétdl valamilyen mddon, de ezt még nem ismerjiik. Tovabb4 jog-
gal feltételezhetjiik azt is, hogy a kozeg eldélete is szerepet jatszhat. Az eldbb felsorolt
tulajdonsagokat nevezziik térbeli és idébeli nemlokalitdsnak. Nézziik ezt kicsit részlete-

sebben.

2.1. MEMORIA ES NEMLOKALIS HATASOK

A valésagban egy valamilyen médon — legyen most héaram-impulzus — ger-
jesztett kozegben a zavards, azaz a homérséklet valtozdsa nem végtelen sebességgel
terjed. Ezt jOl szemlélteti a Fourier-egyenlet példdja. A rendszer* parabolikus volta
(matematikailag kissé pongyoldn fogalmazva, egy iddderivalt hidnya) eredményezi
a végtelen jelterjedési sebességet. Makroszkopikus skdldan, a mérnoki problémak
jelentds hdnyaddban viszont jol alkalmazhaté elmélet, a rendszer egyszerdi, ala-
posan kidolgozott megolddsi mddszerek 4dllnak rendelkezésre a megolddsdhoz, és
ami a legfontosabb, ilyen lépték esetén kontinuumokra helyes eredményt szolgaltat,
mivel a konstitutiv egyenletekben megjelend magasabb rendd (id6- €s térderival-

tak) tagok egydltaldn nem domindlnak és a hdvezetés diffuziv jellege lesz a mérvadé.

Masik fontos szempont a térbeli nemlokalitds. Ahogy mar emlitettem, az elgondo-
14s hasonld, de itt nem id6ben, hanem térben terjesztjiik ki a modellt, azaz a szomszédos
pontok éllapotait is figyelembe vessziik. Erre tobbféle modszer is 1étezik, a harom legfon-
tosabb elmélet:

1. Belsé véltozok elmélete: 4j valtozok bevezetésén alapul.

4 Rendszer alatt mindig a bels6 energia mérlegegyenletét és a konstitutiv egyenlet(ek)et értem.
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2. Er6sen nemlokalis elmélet: memoriafunkciondlokon és térintegrdlokon alapul. Ke-

vésbé elterjedt, mivel nem konny( haszndlni.

3. Gyengén nemlokalis elmélet: a klasszikusnal magasabb rend( tér és id6derivaltak

bevezetésén alapul.

Ezek koziil mi az elsd és a harmadik elmélet egyesitését fogjuk alkalmazni. A kovetkezd
fejezetet a [9, 25, 29, 30, 31, 27] alapjan foglalom Ossze.

2.2. A HOVEZETESI ELMELET ALTALANOSITASA, A HIERARCHIKUS RENDSZER

Az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy az anyag merev €s izotrop. A levezetés
sordn az indexes jelolésmodot alkalmazom az Einstein-féle 6sszegzési konvencidoval. A
bels6 energia mérlegegyenletébdl indulunk ki:

pé+0'q" =0, (1)

s

ahol p az anyag s{rtisége, e jeloli a fajlagos bels6 energidt, konstans fajhd esetén e = 7',
ahol ¢ és T az izokor fajhd és a hémérséklet. A &' a térderivaltat jelenti, a ¢* pedig a
belsd energia dramsiirliségének a konduktiv része, azaz a hGaram. A pont jeldli a szubsz-
tancidlis id6derivaltat. A kiindulasi feltételiink — miszerint merev kozeget vizsgalunk —
eredményezi, hogy a szubsztancidlis id6derivalt megegyezik a parcidlis idéderivalttal, va-

lamint az drams(r@iségnek nincs konvektiv része.

A klasszikus elmélet kiterjesztéséhez felhasznéltunk egy belsd véltozot, méghozza
vektorként. De miért pont vektorként? A belsd valtozok elméletében erre vonatkozdlag
nincs konkrét kikotés, viszont gondoljuk el, mit is szeretnénk elérni. Kiakarjuk egésziteni
a mar ismert Fourier-egyenletet. Az egyenlet minden tagja vektoridlis, a hGaram vektor
mennyiség, a hdmérséklet gradiense szintén vektoridlis. Célszertivé vilik a kiterjesztést
vektoridlis rendben feltételezni. A belsd véltozo tovabbi szerepe, hogy egyenstilyban el-
tlinik, vagyis az egyensulytdl valo eltérést mutatja, ezért nevezik még dinamikai szabad-
sagfoknak is [32]. A kiterjesztésnek egy masik modja keriil most bemutatésra.

Az entropia fiiggvényét masképp definidljuk, mint [27, 33, 28] irodalmakban ; az aldb-
bi megfontolds [34] éltal egyszeribb mdédon érhetjiik el a kompatibilitdst a kinetikus elmé-
lettel és a kiterjesztett termodinamikéval [4, 9]. Ebben az esetben nem hasznalunk vektori
bels6 valtozot, helyébe a hddramot helyettesitettiik és kvadratikus az dj tagban, azaz a

h&dram, mint alapvaltozé és nem, mint belsd valtozoé jelenik meg a modellben

s(e.q, Q) =5(e) — 5rd'e' = 5QUQY. @
Legyen az entrdpia drams(riisége
J'= B¢ + CIQF 3)
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Az els6 tag mér ismert, a mdsodik tag most az érdekes; a Q¥ a hédramndl magasabb
tenzoridlis rendli mennyiség, mint belsd valtozé vezetjiik be a modellbe. Figyeljiik meg,
hogy az egyenstlytdl val6 eltérés minimalis, de termodinamikailag kompatibilis [35]. To-
vabba azt is vegyiik észre, hogy mindig egy tenzoridlis renddel magasabb mennyiséggel
szorozzuk ezeket az dramokat; a C'’* szerepe is hasonlé a B%/-hez, szintén konstitutiv
fliggvény. Ez a fajta kiterjesztés vezet a hovezetési egyenletek hierarchikus szerkezeté-

hez. Helyettesitsiink be az entropia mérlegegyenletébe
ps+0'J =0 >0, 4)
igy megkapjuk az entropiaprodukcié egyenlStlenségét, azaz

i/ (B” = Taw) + BYO'¢) + ¢ (0'BY — mug)

+ QU (9'CTE — my@i) + CUHDIQF) > 0. (5)
Klasszikus | Kiterjesztett | Belso valtozds I | Belsd valtozoés 11
Aramok | ¢' — 9'BY | BY — %(5” Qik — 9 CiI* Cik
Erék qz aij _ Qij a]qk _ ij azQ]k

1. TABLAZAT. A hierarchikus rendszerre jellemzé termodinamikai erdk és aramok.

Ekkor mér definidlhatjuk a termodinamikai erdk és aramok kozotti kapcsolatokat, az

egyenldségek bal oldaldn az &ramok, a jobb oldaldn az er6k vannak :

migi —9'B7 = —l,q, (6)
MaQik — JCIF = Q% 4 kypd ", (7
BY— 18 = —knQU 4 k', ®)
C* = nd'Q* 9)

A masodik fotétel egyenldtlenségének teljesiilése megkoveteli az
l17k17k27n207 (10)

K = kiky — kigko1 >0 (11)

egyenlStlenségek teljesiilését. Egyszertibb alakot kapunk, ha elimindljuk a B¥ és ('/k
konstitutiv fiiggvényeket, valamint a Q“ tenzorialis belsd valtozét. Ezzel az alabbi egyen-
lethez jutunk (egy térdimenzidban):

1 21 1
mgaxtf — n@if + k’laxf =
mimeOuq + (meoly +maky)0ig —  (moks + nmy)0pmq + (12)
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Az aldbbi feltevésekkel a teljes rendszer az aldbbi konstitutiv egyenletekre redukdl-
hat6.

— Fourier-egyenlet: A legegyszer(ibb és a mérnoki alkalmazdsokban leginkabb elter-
jedt model; n = my = my = ko = 0 és k1o = 0, ezzel kapjuk:

1
lig = &C?. (13)
A jobb oldalon 1év reciprok hdmérséklet derivalasat elvégezve €s [;-el osztva:
= ! 0, T (14)
q - l1T2 x 9

ahol a Fourier-féle hdvezetési egylitthatéra a \ = paraméter megfeleltetés el-

1

hT?
végezhet6 és a tovabbiakban is alkalmazhat6.

— Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: A modell validitdsa nagyon alacsony ho-
mérsékleten — nagysagrendileg 10 K — torténd hdvezetés esetén helytallo, mivel
képes visszaadni a masodik hang jelenségét, azaz a hdvezetés hullimtermészetét.

Az erre vonatkozé javaslatot Gyarmati irta meg [9]. Ha n = ko = mo = k1o = 0,
akkor adddik, hogy

1

m10yq + lig = 0y —. (15)
T

my

Ujabb paraméterként a hdaramhoz tartoz6 relaxdcids id0 jelenik meg, azaz 7, = T

— Guyer-Krumhansl-egyenlet: Erdekessége, hogy képes visszaadni a Fourier-
egyenlet és a MCV-egyenlet megoldésait is (és az ezekre hasonlitd, de alulcsillapi-
tott esetet), valamint van a megolddsoknak egy tovédbbi tartoménya — tulcsillapitott

eset — ahol a megoldas jellegzetes; a n = my = 0 paraméterekkel szarmaztathato:

1
—K0y2q +m1k10,qg + k1lig = klaxf- (16)

A K egyiitthatéra az eddig megismert anyagi paraméterek bevezetése utdn az a =

_ K

= 1, megfeleltétést haszndljuk ¢s disszipacios egyiitthaténak fogjuk nevezni.

— Jeffreys-tipusu termodinamikai egyenlet (vagy dudlis faziskésést modell): n =
=my = ]{72 = klg = O, ekkor
1

1
mal10iq + lik1q = klaajf + mantT- (17)

Fontos kiemelni, hogy eltérd jelentéssel bir az itt megjelend relaxécids id6, mint
az el6z6 egyenletek esetén, ugyanis a 7 = 72 megfeleltetés végezhetd el, ami nem
azonos T,-val. A 7 jelentésére a Kinetikus elméleti leirast bemutat6 fejezetben té-
riink rd és a ballisztikus-diffuziv modellben lesz jelentdsége. Mi ezzel a konstitutiv

egyenlettel nem foglalkozunk.
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— Green-Naghdi-egyenlet: Két féle valtozata is 1étezik, az dltalanos és az egyszer(
GN-egyenlet. Ami mindkettére jellemzd, hogy sziikség van a Casimir-féle recip-
rocitasi reldcidra. A dolgozatban az egyszert tipust targyaljuk, a szdrmaztatdsdhoz
n = mey = [ = 0 sziikséges,

1
—K0p2q + miki10yqg = klaxf' (18)
Az eddig bevezetett anyagi paraméterek itt is bevezethetok. Tovdbbi érdekesség,
hogy reverzibilis esetben — azaz amikor nulla az entrépiaprodukcié — eredményez-

het hdvezetést a klasszikus J* = q% entropiaaram forma mellett.

— Cahn-Hilliard-egyenlet: n = m; = my = 0 esetén adddik, hogy
1

Ezzel az egyenlettel sem foglalkozunk a tovabbiakban.

— Altalanositott egyenlet: ha n = m, = 0, akkor visszakapjuk [27] szerinti 4ltaldnos
egyenletet:

1 1
mQZlatq - m2k28:c:ctq - Ka:cacq + llqu = kla:rzf + m28xtf' (20)

— Ballisztikus-diffiiziv egyenlet: n = k;, = 0 felhasznaldsaval kapjuk. Igy az egyen-

letrendszer
migi —0'B7 = —liq', 1)
meQit =~k Q7+ kpdig" (22)
.. 1 ... .
B”_f(w = —knQ", (23)

valamint a konstitutiv egyenlet

1 1
fr 7 e k fr y—
m28 tT+ 18 T

mimaluq +  (maly +mik1)0q — KOueq + kiliq . (24)
Ekkor az entrépiaprodukcié novekedése megkivanja, hogy K = —kjokoy > 0 is
teljesiiljon, ami csak gy lehetséges, ha k15 és ko; elGjele ellentétes. A tovabbiakban

ezért bevezetjiik a k~12 = —k19 > 0 jelolést. Ennek a modellnek kézponti szerepe lesz

a dolgozatban.

Ezzel megmutattuk, hogy a [27] irodalomban bevezetett dltalanositast teljesen maga-
ba foglal6 keretelméletet allitottunk fel, de ennél tobbet is kaptunk. A (6)-(9) rendszer
képes a ballisztikus héterjedési mechanizmus leirdsara is.

Erdekesség még, hogy a Fourier-egyenletet Gsszesen 3 médon tartalmazza a rendszer
[36, 37]:
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— Az egyszeri aldhuzds jeloli az eredeti Fourier-egyenletet.
— A kétszeres alahuizas jeloli a Fourier-egyenlet idéderivaltjat.

— A feliilvonas jeloli a Fourier-egyenlet kétszeri térderivaltjét.

1 1 1
mgamf — nagf + klaxf =
mimeOuq + (meoly +maky)0ig —  (moks + nmy)0pmq + (25)

+nke0iq — (K +nl1)0peq + kiliq.

Fontos megjegyezniink, hogy a megolddsai sordn mindig n = ky = 0 paraméterek-
kel fogunk dolgozni a lehetd legkisebb csillapitds végett. Ez teljesen kizar egy Fourier-
jellegli megoldast (kék sziniit). Figyeljiikk meg, hogy a ¢ h6aram mésodik iddderivaltjanak
nincs ,,parja”, azaz nem szerepel a h6mérsékletek oldalan hozz4 tartoz6 tag. Ez azt jelen-
ti, hogy nem tudjuk tisztdn a Fourier-egyenletet reprodukélni, csak kozeliteni azzal, ha
valamely paraméterek ,kicsik” és ezdltal elhanyagolhaté mértékd lesz a szdmitdsokban.
Erre a megolddsok fejezetben latunk példat. A kovetkezd fejezet roviden Osszefoglalja a
ballisztikus energiatranszport kinetikus elméleti leirasmodjat, valamint 6sszehasonlitjuk
a két modellt.

2.3. A HOVEZETES KINETIKUS ELMELETE

Természetesen mas modszerek is 1éteznek a hdvezetési jelenség leirdsara, ilyenek pél-
ddul a fononok kozotti kdlesonhatason alapulé modellek [4, 38]. Ez a fajta lefraism6d nem
koveti a kontinuum szemléletet, a statisztikus fizikara alapozva irja le a jelenségeket, mint
kvazirészecskék’ kolcsonhatdsa. A hSvezetés leirasdra el8szor egy rugdkbdl és tomegpon-
tokbol all6 rezgdrendszer modellt dolgoztak ki, azonban ennek egzakt megolddsa [40, 22]
nem disszipativ €s végtelen jelterjedési sebességet ad. Landau [41] Debye és Born mun-
kai alapjan felhivja rd a figyelmet, hogy egy kristaly racsbeli atomjainak anharmonikus
rezgéseinek a jellegét is figyelembe kell venni a kristdly hdvezetd képességének vizsgéla-
takor. Ez viszont mar nemlinedris rendszer, és végiil a szolitonok felfedezéséhez vezetett
a hévezetés leirdsa helyett. Ashcroft és Mermin szerint a szigordan harmonikus kristdly
végtelen hovezetési tényezdvel kellene rendelkezzen €s az anharmonikus rezgések azok,

melyektdl az energiatranszport véges sebességli marad [42].

Fononok kozott alapvetden kétféle® kolcsonhaté folyamatot kiilonboztethetiink meg
([4, 43] alapjan Osszefoglalva).

> A kvézirészecske nem igazi részecske. A fonon, mint ilyen részecske, fontos szerepet jétszik a ho-
vezetésben €s az elektromos vezetSképesség jelenségének lefrasdban [39].
®Létezik egy harmadik tipus is, az dgynevezett Umklapp-folyamatok, ekkor sem az energia, sem

pedig a momentum nem marad meg [43].
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— Normadl (N) jellegli kolcsonhatds: ilyenkor a fononok momentuma megmaradé

mennyiség.

— Rezisztiv (R) jellegli kdlcsonhatds: az N-folyamat ellenéte, ilyenkor a momentum

nem konzervativ mennyiség.

Mindkét folyamatban k6zos, hogy az energia is megmaradé mennyiség. A hdvezetési

tényez6 az R-folyamatokhoz kapcsolddik, illetve azok % frekvencidjahoz, azaz

CQ

K = —CyTR, (26)

3
ahol c a fononok Debye sebessége’, ¢, az éllandé térfogaton mért fajhd, 7r pedig az
R-folyamatok karakterisztikus ideje. Ebben a leirdismédban a Fourier-féle hdvezetési tor-
vény akkor alkalmazhat6, ha 1ényegesen tobb R-folyamat van jelen a rendszerben, azaz
a diffuzivitds domindl. Ezzel ellentétben — ahogy a hémérsékletet csokkentjiikk — egyre
inkdbb az N-tipusd folyamatok kezdenek domindlni és a hévezetés hullamszertivé vélik

(mésodik hang jelensége). Ennek moédositdsa a MCV-egyenlet [4]:

OQZ 62 oT B 1
ot gcvaixi = —EQ@ (27)

Viszont még mindig lefedetlen egy harmadik mechanizmus, a ballisztikus fononok 4ltali

energiatranszport. Ezek {6 jellemzdje, hogy a fononok mindenféle interakcié nélkiil jut-
nak keresztiil a kristadlyon. Ezzel kapcsolatos legismertebb kisérletek Jackson, Walker és
McNelly [44, 45] nevéhez kothetSk (1. dbra).

Az emlitett kisérletekben nagyon alacsony, 10-15 K koriili NaF-ot hasznaltak, ilyen-
kor mar a disszipaciok nagyon kis mértékben vannak jelen, bemutathatéva valik a héter-
jedés hullamtermészete.

Az 1. abran T betd jeloli a transzverzalis ballisztikus fononok észlelésének idejét. Ezt
a jelenséget a kinetikus elmélet a fonongdz modellezésével irja le az aldbbi mddon. Kiilon

kell definidlni az R- és az N-folyamatokra is a fazisstirtiséget®. A rezisztiv folyamatok fz
eloszlashoz, mig a normal folyamatok fy eloszldshoz tartanak :

Y

fo = ——— (28)
o (325) 1
)
fn = — . (29)
c 3 cping
exp{kBT ( ~ i )} —1
Tovébba a modell feltételezi, hogy a fononok energiasiiriségét a test 7' homérséklete
meghatédrozza:
475 k3
_ oA B
e=al"; a—?w, (30)

7 A transzverzalis és a longitudindlis hangsebességek kozépértéke [4].
8 A Callaway-modell kombindlja a két eloszldst a relax4ciés id6kkel silyozott médon.
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1. ABRA. NaF-ban mért fonon terjedés. Bal oldali dbra: tiszta NaF esete [44]. Jobb ol-
dali dbra: nagyon tiszta NaF esete [45]. Ballisztikus jelterjedés; L a longitudndlis és T a
transzverzdlis jel.

ahol h a Planck-dllandd, kg a Boltzmann-allando, £ pedig a hullimszam. Az eloszlds-

fiiggvények momentumait véve vezetiink be djabb mennyiségeket’® az aldbbi médon

Uirig.in) = /kn<i1...z‘n)fdk- (3D

s 2 7

Az els6 momentum az energiaslirliség, a masodik az impulzussiirliség, a harmadik az

energia aram, a negyedik pedig a nyomads deviatorikus része, azaz
e = hcu; p; = hu;; Q; = hc*uy; Nijy = heugjy. (32)

A momentumok képzésével mindig egyiitt jar a lezards problémdja [46]. Ez azt jelenti,
hogy minden momentumképzésnél egy ij mennyiséget kapunk, mely nem csak, hogy bo-
nyolultabbé teszi a rendszer lefrdsat'?, de csak a kovetkez6 momentum egyenlet hatdroznd
meg az értékét, de abban djra kapunk egy meghatdrozatlan mennyiséget. Erre a problé-
mara szamos lezarasi eljaras 1étezik, a legegyszeriibb a csonkolésos eljaras, amelyben a
legmagasabb rendi (,,/V + 17-k) momentumot nulldnak vessziik. Ezt alkalmazva jutunk
az alabbi egyenletrendszerhez:
0 n=>0
=~ n=1 (33)
—(E+ ) uw 2<n<N

8u<n> n2 8u<n_1> i 8u<n+1>

ot +4n2—1c Ox ¢ ox

®Nem minden momentumhoz kapcsolédik valds fizikai hattér. Példdul a numerikus dramldstanban
elterjedSben 1év6 mddszer, a Racs-Boltzmann médszer is kinetikus megkozelitést alkalmaz. Abban
a leifrasban csak az elsé 3 momemntumnak van értelme.

10 A gyakorlatban nem szoktak 3 momentumnal tébbet alkalmazni.
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Ez a rendszer csak N = 30 egyenlet esetén adja vissza a ballisztikus fononok helyes
terjedési sebességét. Természetesen egy ekkora rendszer a gyakorlat szdmdéra jéforman
kezelhetetlen, de N = 3 mdr elegendd a megfelel6 kozelitéshez észben tartva, hogy a ter-
jedési sebesség nem megfeleld. Elonye viszont, hogy két paraméterrel karakterizalhato
a rendszer, ez kevesebb, mint amit a ballisztikus-diffiziv egyenlet tartalmaz. Ezzel meg-
kaptuk a kinetikus szemléleti hdvezetési egyenletrendszert az aldbbi formédban:

oc | 2o

o T =Y
dp 10e ON 1
-0 _ 4
ot T30 on — (34)
ON 4 ,0p 1 1
ot 1550 _<TR TN)N‘

Ha a mi kontinuum megkozelitésiinkbdl elhagyjuk a disszipativ tagokat, azaz n = ko = 0
(— ballisztikus-diffuziv modell), akkor struktdralisan ezzel egyez6 rendszerhez jutunk,
az aldbbi megfeleltetésekkel:

1 1 1
q:c2p; Q:N’ T:<TR—|—TN)—>Tq—TR, TQ =T, (35)
3\ 4
A= —?p&cQ - = 6; kioko = —15TqTQ02, (36)

q

ahol most ¢ jeloli a fajhSt, megkiilonboztetve a ¢ hangsebességtdl. Ezzel a mi rendsze-

rink:
(9T 8q _ 0
8t &r -
g¢ OT  0Q
Tq8t+)\8x gy = ¢ 7)
0 ~ 0
e a?M”agqc - @

Az egyiitthatdk €s a valtozok megfeleltetése utan a Q bels6 véltozordl elmondhatjuk, hogy
a hdaram dramét reprezentdlja. Az itt bemutatott kinetikus elmélet és a kontinuum elmélet
altal adott rendszerek hiperbolikusak, egzakt terjedési sebesség jellemzd rajuk, az ehhez
kapcsol6dd szamitdsokrol késébb lesz sz6.

2.4. AZ EGYENLETEK SKALAFUGGETLENSEGE

Ez alatt azt értjiik, hogy az egyenletrendszernek 1étezik olyan alakja, mely invaridns a
mértékegységekre, azaz egy dimenzidtlan, skdlaftiggetlen alak. Definidljuk hét az aldbbi
dimenziétlan paramétereket (47, 34]:

A T —1Tp

T = ———; hoémérséklet,
Tend - TO
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t
Tons =Ty + —— - / " qo(t)dt; egyensilyi hémérséklet,
. C . 0
N S PP
g=—; o= — - / qo(t)dt; h&aram és atlagos héaram,
qo tp 0
(38)
a-t A ) e LAt g g »
Fo= ﬁ; a= ﬁ; Fourier-szam (id6), hodiffuzivitasi tényezd,
x )
&= T hely koordinéta,
-, Q- T o
Ty = L2q; To = TQ; relaxécids id6k,
« - tp > ¢ 2 .
A= Q= k: qu impulzus hossz és a hGaram drama,
21

\ F1akar

=7 keresztcsatoldsi tényezd.

x>

Ezeket behelyettesitve az egyenletekbe kapjuk azok dimenzidtlan alakjit. Ennek elénye,
hogy 4tlathatobb és konnyebben kezelhetd a rendszer a kevesebb anyagi paraméter miatt,
konnyebb illeszteni kisérleti eredményekhez. Természetesen adott dimenzidtlan paramé-
terekbdl visszanyerheté minden adat. Az eddig bemutatott egyenleteket fogjuk atirni di-
menzidtlan forméba, viszont a jelolések konnyebb értelmezhetGsége miatt maradunk an-
ndl, ahogy bevezettiik ezeket az egyenleteket, vagyis az id6t t-vel €s nem F'o-val fogjuk je-
161ni, hasonldan a tér koordindtdkndl, ott is az z-et preferdljuk. A relaxdcids id6k eseténél
elhagyjuk a kalapot a 7 foliil. Szem el6tt kell tartanunk, hogy innentdl kizdrélag dimen-
zidtlan formdkkal foglalkozunk. Aldbbiakban 0sszegzem a ballisztikus-diffiziv modell
dimenziétlan formdjat, valamint a bel6le szarmaztathaté tovabbi konstitutiv egyenleteket.

— Ballisztikus-diffdziv modell :

q oT Q
Tagr Tt A, Ty T Y %)
oQ dq
TQE + Q + K% =0
— Fourier-egyenlet: ha x = 7, = 0,
oT
qg+71A—=0. (40)
ox

— Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: ha x = 0,

Jq or
Tqat —|—q—i—7'Aa =0. 41)
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— Guyer-Krumhansl-egyenlet: ha 7 = 0 és felhasznéljuk, hogy x* = a disszipacids
paraméter,

T
—+q+7‘A—x—a—:O. (42)

— Green-Naghdi - egyenlet: specidlis eset, nem kovetelhetjiik meg, hogy ¢ = 0 le-
gyen, mert akkor minden tag kiesik,

dq or 0%
9q IE_ G249 g 4
Tq 5 +7A B aaxQ 0 43)

Ezen egyenletek mindegyikéhez csatolni kell a belsd energia mérlegegyenletét is:

oT  0Oq
— 4+ —=0. 44
ot o 49
A megoldésok fejezetben bemutatdsra keriil, hogy bizonyos paraméterek egyiittallasa ese-

tén is reprodukalhat6ak tovédbbi, 6nhasonlé megoldasok.

3. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

A leir6 elméletekben gyakorlatilag mindenhol megjelennek a parcialis differencial-
egyenletek. Ismeretiik nélkiilozhetetlen a modern fizikai és mérnoki tudomanyok meg-
értéséhez. A kozonséges differencidlegyenletekkel szemben itt nem egyvaltozos fiiggvé-
nyekrdl van sz6 €s ennek ténye bizonyos esetekben nagyon meg tudja neheziteni a megol-
ddsukat, s6t még a megoldasok létezésének a bizonyitdsa is 1ényegesen koriilményesebb.
Sziikségesnek érezziik, hogy a numerikus megolddsok szempontjabol roviden szot ejt-
stink errdl. Ismeretes, hogy a linedris parcidlis differencidlegyenletek osztalyozhatdak az
aldbbiak szerint:

— Elliptikus egyenletek : a megold4s fiiggvény analitikus!!, peremérték problémakra
jellemz6 tipus, dllanddsult megoldést ad eredményiil. A megoldésfiiggvény ,,globa-
lis”, azaz a teljes tartoménytdl fiigg a megoldés. Tipikus példa a Laplace, Helmholtz
és a Poisson-egyenletek. Numerikus szempontbdl a megolddsuk nem okoz kiilonos
gondot. Ebben a dolgozatban nem foglalkozunk elliptikus egyenletekkel.

— Hiperbolikus egyenletek: kiilonlegességiik, hogy olyan megolddsokat is megen-
gednek, melyek nem folytonosak; numerikus szempontbdl ez komoly problémét
jelenthet. Tovabbi sajitossaguk, hogy relativisztikus megfoglamazas nélkiil is a
rendszerre jellemzé jelterjedési sebesség véges'?. Rendszerint a disszipdciémen-

tes hullimegyenletek tartoznak ebbe a csoportba, ilyen példaul a Sommerfeld-féle
T A végtelenszer differencidlhaté fiiggvényeket nevezik gy, azaz ha a Taylor-sora barmely tartoma-
nyon el6allitja magat a fiiggvényt.
12 A sokat emlegetett Fourier-egyenlet végtelen jelterjedési sebessége relativisztikus 4tirdssal meg-
sziintethetd.
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hulldmegyenlet és a rezgd hir egyenlete, vagy egy tavolabbi fizikai problémakort
tekintve a relativisztikus kvantummechanikébol ismert Klein-Gordon egyenlet is.
Ebben a dolgozatban is tobb olyan egyenletet fogunk vizsgalni, melyek hiperbo-
likusak — ezeket bizonyitani is fogjuk — ilyen a disszipacié mentes GN-egyenlet,
a MCV- és a ballisztikus-diffiziv egyenlet is. Matematikai és fizikai hétteriikr6l a
[48], a numerikus megoldasaikrol pedig a [49] irodalmak szolgaltatnak részletes

leirast.

— Parabolikus egyenletek : dltaldban, hasonléan az elliptikus egyenletekhez, a meg-
oldasfiiggvény szintén sima, szakaddsmentes. Azonban a rendszerre jellemzd jelter-
jedési sebesség végtelen, ez fizikailag ellentmondéasos. Diffuziv és disszipativ rend-
szerekre jellemzd, ilyen példdul a Fourier-féle hovezetési egyenlet, vagy a disszi-
pativ GN- és GK-egyenlet.

3.1. HIPERBOLICITAS

Ebben a fejezetben a bemutatott rendszerekre jellemzd terjedési sebességeket hason-
litjuk Ossze, illetve megéllapitjuk, hogy mely rendszerek hiperbolikusak, vagy épp para-
bolikusak. Ehhez definici6 szerint [50] egy adott formara kell hoznunk a rendszert és az
A¥ egyiitthaté matrix sajatértékeit kell vizsgalni. Legyen a rendszeriink az aldbbi forma-
ban:

' + A70,u' + By’ = F. (45)
Amennyiben a rendszer n x n méretli A egyiitthaté mdtrixa diagonizalhat6 és a sajat-
értékei valdsak, ugy a rendszer hiperbolikus. Ha az 0sszes sajatérték kiilonbzo, akkor a
rendszer szigordan hiperbolikus; ha az A% matrix szimmetrikus is, akkor szimmetrikus
hiperbolikus rendszerrl beszéliink. Itt u* a valtozok vektora, F' pedig tetszleges szaka-
szonként folytonos fiiggvény. Ennek megfelel6en rendre minden rendszeriink ilyen alak-
ra kell hozni ahhoz, hogy vizsgalhat6 legyen. A belsé energia mérlegegyenletével nincs
gond, viszont egyes konstitutiv egyenletek hidnyosak. Ekkor 0j valtozét fogunk bevezetni
és ennek megfelelden fogjuk a rendszert kezelni.

— Fourier-egyenlet: ekkor a valtozéink az u; = T és us = ¢, azonban az egyenlet
hidnyos, igy a h6aram idéderivaltjat egy ¢ paraméterrel egyiitt vezetjiik be,

TAatT+8xq = 07

0, g+ q+7a0T = 0. (46)

. . 0 L .
Ezzel egyiitt frjuk fel az egyiitthaté matrixot: A = ( A 76 ) , melynek sajatér-

€

tékei £——. Ilyenkor, mivel ¢ csak egy mesterséges paraméter volt, tartassuk nul-

NG
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ldhoz. Ezzel a sajatértékek tartanak a végtelenhez, ami azt jelenti, hogy a rendszer

parabolikus.

— Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: ezzel konny( dolgunk van, mivel az el6z6
konstitutiv egyenlet megegyezik a MCV-egyenlettel, ha € = 7,; azaz a sajatértékek

végesek és kiillonbozbek, a rendszer hiperbolikus.

— Guyer-Krumbhansl-egyenlet: ebben az egyenletben egy disszipativ taggal van

tobb, mely egy masodrendi térderivalt,

TAatT + 8:1:(] - 07
T,00q + ¢+ 720, T — 40ypq = 0. 47)

Ahhoz, hogy a megfelel6 alakra hozzuk, be kell vezetni egy tjabb véltozét, azaz

uy = T, uy = q,u3 = 0,q. Ezzel a rendszeriink :

1
Ouy + —0yuy = 0,
TA

1 TA a
agUQ + —ug + 781U1 — —&sud = O,
Tq Tq Tq
eyus +us — O,us = 0.
0 i 0
Igy az egyiitthaté maétrix a kovetkezd formdt 6lti: A = =0 —% , sajatér-
q 1 O q
0 _ 1
£

VET+a

tékei a 0, =————, ahol szintén e-t nulldhoz tartva végtelen terjedési sebességeket
VETq

kapunk, azaz a rendszer parabolikus.
— Green-Naghdi-egyenlet: az dj véltozé bevezetése a GK eset péld4jabdl itt is ado-
dik. Ha az a disszipacids anyagi paraméter zérus, akkor a rendszer hiperbolikus

lesz, a MCV-egyenletre jellemz0 terjedési sebességgel, ellenkezd esetben pedig pa-
rabolikus.

— Ballisztikus-diffaziv modell: a rendszer mar eleve nagyon kényelmes formaban

van, a valtozok kézenfekvéen uy = T'; uy = q; uz = (). A konstitutiv egyenletek:

AT +0.,q = 0,

7,000 + ¢+ 1720, T + KO, = 0, (48)
1700,Q + Q + KO,q 0

1

N

A vizsgdlt egyiitthaté matrix tehat A = [ = 0

Tq

0 L

TQ

, melynek sajatértékei a

odls ©

2
K=+ Tg )
0 és a =—— . Lathat6an a keresztcsatoldsi paramétereknek koszonhetden két
varye,
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terjedési sebesség van a modellben, amennyiben ezt a csatoldst megsziintetjiik, gy
a MCV-egyenletre redukalddik a rendszer.

Tovabbi megjegyzés, hogy ha a (45) egyenletben szerepld B egyiitthaté matrix nul-
la, akkor a rendszer homogén. A rendszer linedris marad ha a B% linedrisan fiigg u’ vél-
tozoktol [50].

3.2. DISZPERZIOS RELACIO

A fizika szdmos teriiletén el6bukkané fogalom, haszndljdk minden olyan teriileten,
ahol hullamokrdl, illetve azok viselkedésérdl van sz ; f6bb teriiletek az optika, kvantum-
mechanika'?, elektrodinamika. A diszperziés relacié'* lefrja a hulldm frekvencidja és a
hulldmszama kozotti kapcsolatot.

Tételezziik fel egy egyenlet megoldasat sikhullam forméjiban, azaz

X = Aei(kxfw(k)t)’ (49)
ahol A a hullim amplitddéja, k& = 2T a hulldimszdm és w(k) a hullim frekvencidja, ami
3
Vg = Z—‘;; relacidk fejezik ki. Ez a két fogalom nem tévesztendd Ossze. A fazissebesség a

fiigg a hullamszamtol. A hulldm fazissebességét a v, = 7, a csoportsebességet pedig a
hulldm azonos fazisd pontjainak haladasi sebességére vonatkozik. A csoportsebesség tobb
hullam szuperpozicidjira érvényes fogalom; az egyes hullimok kiilonb6z6 fazissebes-
séggel rendelkeznek, ezaltal maga a hullamcsomag is mozog a térben, ennek sebessége a
csoportsebesség [52]. A két sebesség nemlinedris w(k) fiiggvény esetén nem azonos, azaz
ha a terjedési sebesség is fiigg a hulldimszamtol. Tovabbi fontos megjegyzés, hogy a rend-
szerek stabilitdsdnak vizsgalatdhoz is hatékony eszkozt nyujt. Az exponencidlis fiiggvény

akkor konvergdl egy véges szdmhoz, ha a kitevGjének valds része negativ.

Energiaszemponti megkozelités esetén elmondhatd, hogy amennyiben a rendszer
konzervativ, gy a csoportsebesség megegyezik az energiatranszport sebességével, azaz
Vg = Ve = % ahol F az 4tlagos energia 4ram és E az dtlagos mechanikai energia. Viszont
ha a vizsgalt kozeg elnyeld tulajdonsagu, tigy a csoportsebesség €s az energiatranszport
sebessége nem egyezik meg és a csoportsebesség komplex értékii lesz; dltalaban véve a
hullamcsoport centrélis hullimszama sem dlland6 €s az energia szempontd megkozelités

nem ad egyértelmi valaszt a kérdésre [53].

13 A diszperzi6s reldci6 fontos szerepet jatszott a fény részecske- és hullimtermészetének a vizsgila-
taban, illetve az 1924-ben de Broglie altal feldlitott hipotézisben is, hogy minden anyagi részecske
rendelkezik ezzel a dualitdssal.

14 Matematikai értelemben vett diszperzids reldciénak nevezziik azokat a komplex fiiggvényeket, me-
lyek képzetes és valds részei kozott 1étezik egy integrél kapcsolat, az tigynevezett Kramers-Kronig
relacié. A fény esetében a refrakcids index diszerperziv (valds) és az abszorptiv (képzetes) részei
kozott teremt kapcsolatot [51].
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Ebben a fejezetben a bemutatott hovezetési modellekre jellemzd diszperzids relacio-
kat vizsgéljuk, azzal a céllal, hogy a paraméterek szerepérdl tobbet megtudjunk. Fontos
megemliteni, hogy a dimenzidtlan paraméterek miatt a frekvencia és a hullimszam, vala-
mint az ebbdl eredd fazissebesség és csoportsebesség esetén nincs értelme dimenzidkrol

beszélni.

3.2.1. FOURIER-EGYENLET:

Az egyenletrendszer az aldbbi alakot 6lti:
0T +0:,q = 0, (50)
g+ 7120, T = 0. (51)

Helyettesitsiik be a (49) egyenletet mindkét mez6re vonatkozdlag, ezzel egy algebrai
egyenletrendszert kapunk. Ennek az egyenletrendszernek az M egyiitthaté matrixat kell

vizsgalnunk.
. —WTA k
M= ( ikTA 1 )
det M =0 — k* = iw (52)

Ebbdl az kovetkezik, hogy a fazissebesség tisztdn képzetes, de ennek valds fizikai jelen-

tése nincs, igy ezzel nem foglalkozunk tovabb.

3.2.2. GUYER-KRUMHANSL-EGYENLET:

Adott az alabbi egyenletrendszer
TAOT 4+ 0.q = 0, (53)
T400q + g+ TA0, T — 40,,q = 0. 54)

Jarjunk el hasonloképp, helyettesités utan szintén egy algebrai rendszerhez jutunk, ennek

az egyiitthaté métrixa:
. —WTA k
M= < ikta 1 —iwT, + ak? )

242
det M =0 — = |- W Tate (55)
wa +1

Viszont a komplex értékek miatt ebben a formaban nagyon nehézkes elvégezni a gyokvo-
ndst, igy tegyiik meg az aldbbi dtalakitast

g

= (w(ry — @) +i(wrya +w)) (56)
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Legyen a k? egy 2z = z + 1y komplex szdmmal egyenld, ahol

po =) it (57)

w?a?+1 w?a?+1
Ekkor a z komplex szdmot irhatjuk a z = re’® alakban is, ahol r = /22 + 12 és ¢ =
= arctan (y/x). A gyokvonds miivelete igy konnyen elvégezhets, ugyanis /2 = \/Fe’%,
azaz elég az argumentumot kettGvel osztani, igy megkaptuk a k(w) fiiggvényt, melynek

valds része az exponencidlis tag felbontdsa utdn

4.2 2 24
JWEITE Fw 1 wrar, + 1
Re{k(w)} = #4_1 COSs <2 arctan <u}(7’qq—d)>> . (58)

Komplex diszperzids relacié esetén a csoportsebességet az w(k) fiiggvény valdsré-

szének a derivaltja hatarozza meg, azaz

dRe{w}
Ug = T (59)
De az w(k) fiiggvény ismeretlen; ezzel ellentétben a k(w) fiiggvényt mar ismerjiik, igy

dRe{w(k)} _ (dRe{k(w)} -
dk

ennek a derivéltja is megfeleld a o ) Osszefiiggés felhasznaldsaval.

A csoportsebesség igy

W1+ 72w%(2 + a%w?)) cos(} arctan (L4 ))

Aw—Tqw

v, =1/ R +

3
2(1+ a?w?)* ()
(=G4 Tg)w? (=1 + aTw?) sin(3 arctan (L2’ ))

e Aw—Tqw ' (60)
2(1—|—a2w2)2(w+ﬂ )%

14+-a2w?

+

A formula meglehetdsen bonyolult, de nézziik mit tudunk kiolvasni beldle.

— Fourier eset: ha a = 7, = 0, akkor a diszperzios relaciora a Fourier esetet kapjuk

vissza, ez nem kozvetit fizikai informaciét szamunkra.

— MCYV eset: ha a = 0, akkor a MCV-egyenletre redukdlddik a rendszer, mellyel a
diszperzios reldcidra

k2 = wQTq + 1w 61)

adodik. Ekkor a k(w) fuggvény valds része az (58) egyenlGséget felhasznédlva

Re{k(w)} = {Jwir? + w?cos <; arctan <wl7'q>> : (62)

Nézziink most kétféle kozelitést.
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1. Legyen a 7, paramétere kicsi, azaz 7, << 1. Ekkor mondhatjuk, hogy Tq2 ~ 0
€s az arctan fliggvény tart a 7-hoz, mely altal a cos-os tag tart az %@—héz. A
frekvencia szigortan pozitiv, igy a gyok alatti kifejezés vw? — y/w médon
egyszerlisodik. Ezt felhasznédlva

Re{k(w)} = @ 63)

Egyszer(i szdmolds megmutatja, hogy amig 7, < 0.001, addig 100 Hz-es ger-
jeszt6 frekvencidig a hiba 5 % alatt marad. Ezzel az egyszer(ibb relacidval a
fazissebesség v, = 2k, a csoportsebesség pedig v, = 4k, azaz j6 kozelitéssel

a hulldmszdm valds részével egyenesen ardnyosak.

2. Legyen most a 7, nagy paraméter, azaz 7, >> 1 ésw > 1, mellyel w* >> w?.

v

Az el6z6 esethez hasonldan eljarva a k(w) fliggvény az aldbbira egyszer(iso-
dik:

Re{k(w)} = wy/7,. (64)

A hulldmszam és a frekvencia kozotti kapcsolat linedris, igy a fazissebesség

1
. . . . \/7-74’ . .

bolicitds vizsgalatandl is levezetett eredménnyel. Ez azt jelenti, hogy a cso-

€s a csoportsebesség megegyezik, azaz v, = v, = mely azonos a hiper-
portsebesség forditottan ardnyos a 7, paraméterrel, azaz nagyobb paraméter

mellett lassabb jelterjedés tapasztalhato.

— GK eset: ilyenkor egyik paramétert sem tekintjiik nulldnak, tovdbba a fazissebes-
ség és a csoportsebesség Osszefiiggései sem linedrisak, csak specidlis kozelitések
sorozatdval mondhatndnk réla tobbet. Erdekesebb megnézni az G és a T, paraméte-
rek egyiittallasat. Ekkor a diszperzids reldcié a Fourier-egyenlethez tartozé reldciéra

egyszeriisodik, amibdl a csoportsebességre kapjuk, hogy v, = v/8w.

Fontos észrevenni, hogy a GK-egyenlet esetén a csoportsebesség nem tud komplex értéket
felvenni, mivel a konstansok pozitiv definitek a masodik fotétel teljesiilése miatt. Figyel-
jik meg, hogy a csoportsebesség az a paraméter novelésével szintén novekszik, azaz a

jelatvitel sebessége nd (3. dbra), erre példat a megolddsokndl fogunk még latni.

A 2. 4bran lathat6 a csoportsebesség frekvencia tartomédnyon valé dbrdazoldsa. Kis
frekvencidk esetén megfigyelhetd a nemlinedris jelleg, valamint a fiiggvény széls6érték-
kel rendelkezik. A nemlinearitds a magasabb frekvencidk irdnyaban teljesen elhal és egy

konstans értékhez konvergdl a csoportsebesség.
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2. ABRA. A GK-egyenletre jellemzd csoportsebesség kiilonboz6 7, paraméterek melletti
abrazolésa a frekvencia fliggvényében, a = 0.001 disszipacids paraméter allando.

3.2.3. GREEN-NAGHDI-EGYENLET:

A szitudci6 hasonl6 a GK esethez, de abbdl ezt nem tudjuk egyszerd paraméter he-

lyettesitéssel visszakapni a konstitutiv egyenletbdl hidnyz6 héaram miatt:

A0 T +0,q = 0, (65)
7,000 + A0, T — a0pq = 0. (66)

A mar bevett eljardssal szamoljunk tovébb.

. —WTA k
M= < ikTa  —iwT, + ak? )

<2
det M =0 — k2 = 270 (67)

wa + 1
— Disszipaciéo mentes eset: ekkor a = 0 igy a hdmérsékletre nézve egy masodrendi
hulldimegyenletet eredményez, melyre a MCV-egyenletre is jellemzé —= fazisse-
Tq

¥
besség €s csoportsebesség adodik.

— GN eset: a k(w) fiiggvény valds része

Re{h(@)} = {| i cos (L arctan(a) ) 69
elk(w)} = w2&2+1COS 5 arctan(dw) ) .
Figyeljiikk meg, hogy a GK esettel 6sszhangban itt is csokken a hulldm amplitiddja

az a paraméter novelésével. A csoportsebesség pedig

2 ~2, .3
vy = (w+ a*w?) (69)

Y %((2 + a2w?) cos(3 arctan(aw)) — dw sin(} arctan(aw)))
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3. ABRA. A GK-egyenletre jellemzd csoportsebesség kiilonboz6 7, paraméterek melletti
abrazoldsa az a dimenzidtlan disszipécids egyiitthato fiiggvényében, dllando frekvencia
mellett.

A GK esethez hasonldan a disszipécids egyiitthaté novekedése szintén noveli a cso-
portsebességet. A megolddsok fejezetben arra is mutatunk példat, hogy a Fourier-
egyenlet megolddsa ezzel az egyenlettel is kozelithetd, méghozza nagy 7, és a pa-
raméterekkel tgy, hogy 7, = a is teljesiiljon. A csoportsebesség Osszefliggésében is
elvégezve ezeket a kozelitéseket kapjuk, hogy v, = /8w, ami pontosan a Fourier-
egyenletre jellemzd csoportsebesség.

14 =0

13
L0
0.8
0.6
0.4
0.2

Csoportsebesség

0. ;
8.0 0.5 1.0 L5 2.0
Frekvencia

4. ABRA. A GN-egyenletre jellemz6 csoportsebesség kiilonb6zd 7, paraméterek melletti
abrazoldsa a frekvencia fliggvényében, a = 0.001 disszipacids paraméter allando.

Figyeljiik meg, hogy a csoportsebesség dllando értéket fesz fel a frekvencia tartoma-

nyon a relaxacids id6tol fiiggben (4. dbra). A disszipacids egyiitthaté novekedésével me-
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5. ABRA. A GN-egyenletre jellemzd csoportsebesség kiilonboz6 7, paraméterek melletti
abrazoldsa az a dimenzidtlan disszipécids egyiitthato fiiggvényében, allando frekvencia
mellett.

redeken novekszik a csoportsebesség, tovabbd a GK-egyenlettel azonosan fiigg a disszi-
paciods egyiitthat6tol (5. abra).

3.2.4. BALLISZTIKUS-DIFFUZ{V MODELL :

El6szor nézziik a mar bemutatott hierarchikus egyenletrendszert:

AT +0.q = 0, (70)
T40kq + q + 70, T + k0,Q = 0, (71)
700,Q + Q +kOyq = 0. (72)

A sikhullam megoldas behelyettesitésével kapjuk az aldbbi egyiitthaté matrixot és disz-
perzids reldciot.

—WTA k 0
M = kta  —wr,—1 kk
0 kr —WTH — 1
2 .
det M =0 — k2 = 10 0 (73)
wTQ+i

A valos és képzetes részeket elkiilonitve kapjuk, hogy

1

K =
w(tg + K22 +1

<w4(757q + TTeR?) + w1y — K) +ilw’ (14 + ToR® + TgR?) + w]) :
(74)

Vegyiik sorra az egyes aleseteket.
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— MCYV eset: a legszembet(indbb eset, ha megsziintetjiik a konstiticids egyenletek

kozotti csatolast, akkor azonnal a MCV-egyenletre redukalddik a rendszer a disz-

perzids reldcidval egyiitt.

Fourier eset: az el6z6 gondolatot folytatva, ha 7, z€rus, akkor tovabb redukaljuk a
rendszeriink €s a Fourier-egyenlethez jutunk. Masik lehetdség, hogy ha egyik para-
méter sem zérus, akkor a x €s a 7, legyenek ,.kis” paraméterek, ekkor a Fourier-hez
nagyon hasonlé megoldast fogunk kapni.

GK eset: legyen x* = a és 7 = 0, tigy a GK-egyenletre jellemz§ diszperzios reld-

ciét kapjuk vissza, ami az egyenletrendszerbdl is jol lathato.

Ballisztikus-diffaziv eset: a k(w) fliiggvény valés része

Re{k(w)} = J”ﬁﬂ?ﬁf“

1 1+ w?(15 + k(14 + 7))
X cos | —arctan
2 w(ry — K2) + Wity (1g + K?)

(75)

A fenti alak csak a csoportsebesség meghatarozasara lesz hasznunkra. Ha még
azonnal a determindns képzésekor elhagyjuk a képzetes tagokat, akkor abbdl a fa-

zissebességre visszakapjuk a hiperbolicitds vizsgélatdnak sordn meghatarozott jel-

2
v, = m (76)
TqTQ

Vegyiik észre, hogy amig 7, és 7¢ kicsi paraméterek, x > 1, valamint igaz még,

terjedési sebességet, azaz

hogy 7,w = Tqw = 1, akkor az egész Re{k(w)} Osszefiiggés kozelithets <-val,
a fazissebesség pedig rw-val. A csoportsebességre kapott Osszefiiggés til hosszu,
kozlésétdl eltekintiink. Ebben az esetben sem lehet komplex értékd a csoportsebes-
ség. A paraméterektdl valo fiiggést szemléletesen a csoportsebesség fliggvényének
képével mutathatjuk be (6. és 7. dbrak).

Fontos észrevenniink a 6. dbran, hogy a v, (w) figgvénynek szélsértéke van, mely a
mar emlitett ablakfeltételre utalhat. Azonban ennek jelentése tovabbi vizsgélatokat
igényel. A csoportsebesség minden esetben a GN-egyenlet altali értékekhez kon-
vergdl és szintén konstans marad a frekvencia tartomanyban. Erdekes tulajdonséga,
hogy a x paraméter ndvelésével novekszik a csoportsebesség (7. dbra), de masképp,
mint a GK- és GN-egyenleteknél.

A ballisztikus tartomanyban!® szemléltetett paraméterek esetén az aldbbiak szerint
alakul a csoportsebesség frekvencia fiiggése. Figyeljilk meg, hogy ebben az esetben

két maximum hellyel is rendelkezik a fliggvény.

15 Megoldasok fejezet, 33. dbra
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6. ABRA. A ballisztikus-diffiziv egyenletre jellemz6 csoportsebesség kiilonbozd 7, és ¢
paraméterek melletti dbrdzolésa a frekvencia fiiggvényében, x = 0.001 paraméter dllando.
A GK-egyenlettel megegyez6 karakterisztikat lathatunk.

Ezzel a fejezettel pontosabb képet kaphattunk arrél, hogy milyen médon médositjak
az egyes paraméterek a kapott megoldasokat a terjedési sebességekre fokuszalva. Lat-
hattuk, hogy a legtobb diszperzids relaciéban jelen vannak a frekvencia magasabb rendi
hatvanyai is, ami disszipdcidra és diszperzidra utal. A numerikus megolddsok pontossaga-
ban ennek a két jelenségnek nagy szerepe van. A disszipéci6 a hullam ellapulasat okozza,
mig a diszperzio egy allando érték koriili oszcillacioként jelentkezik. Egy numerikus séma
stabilitdsdnak vizsgdlata sordn olyan feltételeket hatdrozunk meg, melyek nem engedik,
hogy ezek a mesterséges oszcilliciok az idoben elérehaladva novekedjenek. A 1ézerim-
pulzus kisérlet bemutatdsa utdn részletesen targyaljuk a konvergencia bizonyitdsat, mely

szoros kapcsolatban all a stabilitdssal.

4. A LEZERIMPULZUS KISERLET

A bemutatott hovezetési modelleket a széles korben elterjedt 1ézerimpulzus kisérle-
ten ,teszteljik”. Ezt a médszert az anyagok héfizikai paramétereinek (h6fokvezetési €s
hovezetési tényezd) mérésére haszndljdk. Tobb oka van annak, hogy ezt a kisérletet va-
lasztottuk :

— A mddszert tobb, mint 50 éve haszndljak, jol kidolgozott, a technikai fejlodésének
héla folyamatos fejlesztés alatt van.

— A mérnoki gyakorlat szdmara jol ismert, a mérés egyszeri és konnyen reprodukal-

hat6, széles korben alkalmazott mérési eljaras az anyagok hdvezetési tényezdjének
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7. ABRA. A ballisztikus-diffiziv egyenletre jellemz& csoportsebesség kiilonboz6 7, és
7o paraméterek melletti dbrdzoldsa a ~ dimenzidtlan paraméter fiiggvényében, alland6
frekvencia mellett.

mérésére.

— Ami a szamunkra legfontosabb, a Fourier-féle hdvezetésen tuli jelenségek kimu-
tatdsdra a legalkalmasabb modszer lehet a kis karakterisztikus idejli h&impulzus
miatt.

A mérés soran a minta hatfalan mérik a hémérséklet idébeli valtozasat €s abbdl vissza
szamolhatéak a kivant hofizikai paraméterek, igy foként mi is ezt a fajta karakterisztikat

fogjuk figyelemmel kisérni. A mérés vazlata a 9. dbran lathato.

4.1. KEZDETI ES PEREMFELTETELEK

A kezdeti feltételek megaddsakor homogén mezdket tételeziink fel a dimenzidtlan
egyenletekben, egyforman zérus kiindulasi értékkel. A peremfeltételek nem ilyen egy-
szerliek. A legtobb modell esetén a homérséklet €s a hdaram mezdvel dolgozunk, a
ballisztikus-diffiziv modell esetén viszont egy harmadik mennyiség is fellép, a h6aram
drama. Induljunk ki abbdl, hogy a 1ézerimpulzus egy héiaram, ennek megfeleléen a ho-
dram mezOre adunk meg peremfeltételt. Nem foglalkozunk a minta lehilésével, igy a

h&dram impulzus utdn a minta mindkét oldaldn 4llandé nulla héaramot definidlunk.

Ha az egyenletrendszereinket csak a homérsékletet tartalmazé formara hoznank, az-
az kikiiszobolnénk a hdaramot (és esetleg a h6dram dramat), akkor dgy gondolhatjuk,
hogy az egyenlet térbeli rendjébdl egyértelmiien meghatdrozhat6 a sziikséges peremfelté-

telek szama. Ez altaldban véve igaz is, viszont magat a peremfeltételt megadni kdzel sem
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8. ABRA. A ballisztikus-diffiziv egyenletre jellemzd csoportsebesség kiilonbozd
7, = 1.9, 7¢g = 0.07 és k = 0.2 paraméterek melletti dbrazoldsa a frekvencia fiiggvényé-

ben.
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9. ABRA. A lézerimpulzus mérési médszer sematikus vézlata.

egyszerd. Mivel ilyenkor nem szerepel explicit médon a hddram az egyenleteinkben, igy
elkeriilhetetlen a konstitutiv egyenletek alkalmazdsa. A térben nemlokdlis egyenleteknél
(példaul a GK- és GN-egyenletek) mindenképp sziikség van a h6aram mezdre, egészen
pontosan annak ,,féloldalas” derivéltjara. A [28] dolgozatban l4thattuk, hogy ennek hi-
dnya a megoldasok egy bizonyos paraméter tartomdnydn ,,fizikatlan” eredményre vezet,
negativ hdmérséklet alakul ki.

A ballisztikus-diffiziv modell esetén a helyzet még bonyolultabb, mivel a hdmérsék-
let harmadik derivaltjat is ismerniink kéne a peremeken. Igy lényegesen egyszertibb - és
a lézerimpulzus kisérletben kézenfekvdbb is - a hdaramot megadni a peremen. A rend-
szereink ilyen szempontid megoldédsa vezetett minket egy olyan diszkretizalasi eljarashoz,
ahol a peremfeltételeket kiillonleges médon kezelhetjiik, err6l részletesen a kovetkezd fe-

7z

jezetben lesz sz4, most csak a hGdram mezdre vonatkozo peremfeltételek targyaljuk.

A lézerimpulzust definidljuk az aldbbi médon [47]:
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Ennek abrazolasa lathat6 a 10. abran.
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10. ABRA. Lézerimpulzus peremfeltétel.

Fontos észrevenni, hogy a fiiggvény ,,simdn” indul, azaz a derivéltja a kezdeti id6-
pontban nulla, valamint a hullam kifutasa is ilyen. Ez numerikus szempontbdl fontos. A
nem nulla derivalt mesterséges numerikus perturbaciét idéz eld. Ez jol érzékeltethetd az
egységugras fliggvény példdjan. A kiinduldsi idépontban 1€vé hirtelen ugras (a derivalt itt
végtelen) lehetetlenné teszi a véges differencidval torténd ,,sima” megolddst, barmilyen

finom is a diszkretizécid, teljesen nem fognak eltlinni a kéretlen numerikus hibék.

Természetesen a valdsdgban a kisérletek sordn nem ilyen jelalak jelenik meg. Mi a
jelalaktdl valo6 fiiggést nem vizsgdljuk, az egyenletek kvalitativ viselkedésének tanulma-
nyozasdhoz ez is elegendd. Viszont az impulzus hossza a kisérlet id6tartamdhoz képest

kicsi, ezért varhatdan a pontos jelalak nem jatszik 1ényeges szerepet.

5. NUMERIKUS MODSZER

Az egyenletek megolddsédhoz a véges differencia médszert hasznaltuk. Ennek vannak
eldonyei és hatranyai is:

— Konnyd a diszkretizdlds, jol kovethetd a séma pontossdga, peremfeltételtdl fiigget-

leniil hasznalhatd, egyszer( leprogramozni.

— Mesterséges numerikus jelenségek, oszcillaciok és fazishiba lehet6sége. A hirtelen

valtoz6é megoldasokat koriilményes kezelni.
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11. ABRA. Diszkretizalasi eljaras.

Célunk volt egy konnyen kezelhetd explicit sémét irni, mely hasonl6 szerkezetii
egyenletrendszerekre konnyen kiterjeszthet. Mivel a vizsgalt hdvezetési modellek rend-
re hasonl6 strukturaval birnak, igy ez egy fontos szempont, viszont a stabilitds vizsgalata
elengedhetetlen. A séma konzisztencidjanak a vizsgélatdra is sziikség van, melynek igazo-
ldsaval a Lax-Richtmyer tétel'® [54] alapjdn a séma konvergencigja'’ is biztositottd valik.

A konzisztencia vizsgalattal egyiitt a séma hibdjara is becslést tudunk majd adni.

5.1. DISZKRETIZALAS

A sémdnk sajatossiaga, hogy egymashoz képest eltolt mezdket alkalmaz, melyet az

alabbi 11. abra is szemléltet.

Az egyik mez$ a minta teljes tértartomdnyat lefedi (a fenti szélesebb), addig a masik
%-Vel el van tolva. Képzeljiik el magunk el6tt, hogy a mintat kis darabokra bontjuk, kon-
tinuumok kolcsonhatdsat szdmoljuk. Ezzel a fajta diszkretizdldssal megkiilonboztetiink
feliilet jellegti és térfogat jellegli mennyiségeket, azaz ami a teljes tartomanyt lefedi, ott a
celldk hataraira irjuk fel az egyenleteket, az eltolt mez6 esetén pedig a celldk kozéppont-
jéra, mint egyfajta atlagként kezelve az adott cellara vonatkozdlag. Tovédbbi tualjdonsaga,
hogy igy a térfogati mennyiségekre nem sziikséges peremfeltételeket definidlnunk. Ez-
zel a megfontoldssal tehét elegendd lesz szdmunkra a hddram, mint peremfeltétel, a tobbi
mennyiséget eltoltnak tekintjiik. Ez a vdlasztas viszont onkényes, ha homérsékletet szeret-
nénk definidlni a peremen, akkor a tobbi mennyiséget fogjuk eltolni. Vegyes peremfeltétel

esetén viszont megfontolandé a valasztas.

16 Mdsnéven Lax ekvivalencia tétele.

17Liu [55] is felhivja rd a figyelmet, hogy a kiilonboz6 diszkretizacios eljarasoknak eltérd a pon-
tossdga, konvergencidjanak sebessége és a rendszerre jellemzd fazissebessége, melynek vizsgdlata
kevéssé terjedt el.
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A belsd energia mérlegegyenlete minden modellhez sziikséges és egységes, ennek
diszkretizalt formdja a h6mérsékletre rendezve:

At

gt — g T2
J N VAV

(Q;L+1 - an) (77)

Nézziik most modellenként a konstitutiv egyenleteket:

— Fourier-egyenlet:

.
G = = (T =TT, (78)

— Guyer-Krumhansl-egyenlet :

At TaAl aAt

G =q - —q (T = T50) + W(qﬁl =27 +4i-). (79

T, T,Az

Ebbdl az Maxwell-Cattaneo-Vernotte modell visszakaphaté az a = 0 paraméter
mellett.

— Green-Naghdi-egyenlet:

TAAt alt

ntl _ n (T —T) + W(q?H —2q7 +qj ) (80)

4q; 4q;

T,Az

— Ballisztikus-diffaziv egyenlet :

JAN? TAAL [7AN
ntl o gn Tl T —7T" ) — —(Q" — Q" 81
9 9 T, 9 TqAa:( J ]_1) TqA:C(Q] 3_1)’ ®1)
At AN
n+l n n n n
Qj+ = Qj - 77'@ Qj - 47—QAZE (qu —g; ) (82)

7z

A ballisztikus-diffuziv modellben nem csak a hdmérséklet, de a hGaram arama is eltolt
mennyiség a diszkretizacié szempontjabdl. A séma roppant egyszerd, idoben elbrelépd,
térben pedig visszalépd. Ez persze csak a séma szempontjabodl igaz, fizikailag a diszkre-
tizacié miatt centralis. A sémank f6 hatranya a pontossdga, mivel a kozelités mindenhol

elsérend(; de elénye a roppant egyszeri felépitése €s kis szamitasigénye.

5.2. KONZISZTENCIA

Egy numerikus séma konzisztens, ha Az, At tart a nullahoz, gy a numerikus megol-
das is tart a pontos megoldashoz. Ennek bizonyitdsdhoz nem kell mast tenni, mint a séma
egyes elemeit Taylor-sorba fejteni, majd visszahelyettesiteni a sémaba. Ezzel megkapjuk
az egyes hofizikai mennyiségekre haté numerikus (,,diszkrét”) operétort. Ezt kivonva az

eredeti egyenlet folytonos értékkészletli operatorabdl nullat kell kapjunk.
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Nézziik eloszor a belso energia mérlegegyenletét; irjuk fel az eredeti egyenletet €s a
sémaét az alabbi formdkban:

TAWT + 0,q =0, (83)
0 0
P1=TA§; P2=%,

ahol P; és P, a hdmérséklet €s a hGaram operatorai.

n+1l _ gm no__.n
L 17 44

=0 84
TATTAL Az (&)
Fejtsiik sorba a T;‘“ €s gj,, tagokat az alabbi modon:
n+1 n AtQ 3
n n AI2 3
Gj = ¢ +A20,q+ T&mq + O(Az”), (86)

¢és (84) egyenletbe helyettesitve:

- (8tT 4 ;At@ttT 4 O(At2)> + (&Eq + ;Axf)mq + O(Aﬁ)) = Py, T+ Poyy

&7)
ahol Py, ,, €s P, ,, diszkrét operatorok. Ezutan tartassuk nulldhoz a differencia tago-
kat, majd vonjuk ki az eredeti egyenletbdl; az eredmény nulla. A séma a 1éptékek csok-
kentésével a valés megoldashoz tart. A séma konzisztencia rendje 1, igy a konvergencia
rendje is 1.

Az 0sszes modell koziil csak a GK esetre fejtjiik ki a levezetést, mivel egyrészt a
szerkezete megegyezik az 0sszes tobbivel, illetve egyértelmiien lehet bel6le szarmaztatni
is a Fourier és MCV modelleket, valamint a GN egyenlettel is nagy hasonlésdgot mu-
tat. Mdasrészt a ballisztikus modell esetén a diszkretizdlds szerkezete teljesen megegyezd,

ugyanolyan konzisztencia és konvergencia rend jellemzd az 9sszes s€émara.

Ebben az esetben az aldbbi tagok sorfejtésére van sziikség:

T, = T —Azd, T+ ;szamT — O(A2?), (88)
¢ = ¢ —Axdq+ Afamq - Af@iq + ifaiq —0(Az%),  (89)
G = @ + A2+ Afamq + Agsaiq + ifaiq +0(Az%),  (90)
G = g+ Atdg + ;Atz‘aﬁq +O(At?). 91)

A héédram két tagjat magasabb rendig kellett sorbafejteni a sémédban szerepld masodrendi
derivélt miatt. Visszahelyettesitve (79) egyenletbe:

| |
7Y ((%q + 5 Atq + O(At2)> + ot (axT — SA20,,T - O(Ax2)> +

1
~ & <8mq + ARk + O(Agf*)) . 92)
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Ebbdl lathatd, hogy a méasodrendd centrdlis derivalt masodrendben pontos, de a séma

legalacsonyabb rendje szamit, igy ennek is a konzisztencia rendje 1.

Néhany fontos megjegyzés a konzisztencidval kapcsolatban:

— Az eldbbiekben bemutatott levezetés a sémank gyenge (,,w-consistent”) konzisz-
tencidt bizonyitja. Konvenciondlis értelemben ezt szoktdk egy séma konzisztenci-
dja alatt érteni. Viszont ez azzal jar, hogy a differenciaegyenleteink nem biztos,
hogy 0rokolnek minden tulajdonsidgot ami a differencidlegyenletekre vonatkozik
[56]. Az er6s konzisztencia (,,s-consistent”) bizonyitdsa 1ényegesen koriilménye-
sebb. Szamunkra jelenleg a gyenge konzisztencia is elegendd.

— A mdr emlitett Lax-Richtmyer ekvivalencia elv pontosabb megfogalmazésa: egy
kezdetiérték problémara vonatkoz6 linedris parcidlis differencidlegyenlet vele kon-
zisztens véges differencidkkal vald kozelitése konvergens, ha a séma stabil. A kez-

detiérték probléma korrekt kitlizottségii kell legyen, azaz
1. 1étezik megoldas,
2. ez amegoldés egyértelmd,
3. amegoldés folytonosan fiiggjon a kezdeti és peremfeltételektdl,

ahol az els6 két pont, a megoldas 1étezése €s unicitdsa magdban foglalja a perem-
feltételek ellendrzését is.

Azaz a konvergencia biztositdsdhoz a sémank stabilitdsat még bizonyitani kell. Szimmet-
rikus hiperbolikus rendszerekre konnyen tudunk korrekt kittizottségli problémat megadni
[43]. Ennek tovabbi vizsgalatat, a sziikséges tételek bizonyitdsit és pontosabb matemati-

kai megfogalmazasat [57] részletezi.

5.3. STABILITASVIZSGALAT

A numerikus séma akkor marad stabil, ha a kozelités hibdja véges marad. Ennek
ellendrzésére a Neumann- €s Jury-moddszereket alkalmazzuk. E18szor nézziik a Neumann-

féle eljarast kozelebbrol. Tételezziik fel az egyenleteink megoldasét az aldbbi formédban:
(b;z — gneiijx7 (93)

ahol i a képzetes egység, k a hullaimszam, jAx a ,,j”-edik térlépés, n pedig az idSlépés
indexe. A séma stabil, ha a £ novekményi faktorra igaz, hogy || < 1. Ha [{| = 1, ak-

kor a sémat konzervativnak nevezziik. Helyettesitsiink vissza a sémdkba, kezdjiik a bels6
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energia mérlegegyenletével :

I mn At n n
TP T A ) =0, (94)
(€ —1)Ty+—— Al (%47 =1)g0 = 0 (95)
0 AA 0 *

Mivel két mennyiséggel, a hOmérséklettel és a hddrammal dolgozunk, ezért egy linearis
algebrai egyenletrendszerre fogunk jutni. A legegyszer(ibbel, a Fourier-egyenlettel kezd-
juk,

T .
Eqo + FAx (1 - e*l’m) Ty = 0. (96)

Igy a rendszer az alabbi format olti

( (5—1 )TAAAt;,;(eikM—l)).<TO>—
% 1_e—ikAa: 5

A rendszernek akkor van trividlist6l kiillonb6z6 megoldadsa, amikor az egyiitthatd matrix

determinénsa zérus. Ezdltal a rendszer F'(&) karakterisztikus polinomja a kovetkezd:
At
P(€) =€ = € = 5 (2cos(kAz) —2) =0, ©7)

Fontos észrevétel, hogy a polinomot ugy kell rendezni, hogy a legmagasabb foku tag
egylitthat6ja pozitiv legyen. A hévezetési modellek vizsgalatakor amig a rendszer masod-
rendd marad, nem okoz gondot. Egyediil a ballisztikus modell harmadrendd, ott ezt fel-
tétlen figyelembe kell venni, mivel a Jury-kritériumok alkalmazdsakor reldciét véltoztat.
Tovéabba megjegyzendd, hogy a Jury-kritériumok diszkrét rendszerek vizsgélatara alkal-
masak, mig a kozismertebb Routh-Hurwitz kritériumok folytonos rendszerekre, illetve
biliniedris transzformaciéval diszkrét rendszerre is alkalmazhat6 [58]. A stabilitasi Kkri-
tériumok szerepe, hogy a karakterisztikus polinom egyiitthat6ibdl kovetkeztethetiink a
gyokeire. Amig a gyokok a komplex szdmsikon elhelyezkedd egységkoron beliil vannak,
addig a differenciaegyenlet egyensiilya aszimptotikusan stabil. Altaldnos szabély, hogy

,n”-ed rend( polinomhoz n+1 szdmu feltétel tartozik.

Most nézziik az altaldnos Jury feltételeket:

F(£ =—1) > 0han pdros és F'(§¢ = —1) < 0 ha n paratlan

3. |ao| < a,, azaz ha a legmagasabb foku tag egyiitthatja 1, dgy a trividlis megoldds

esetén is biztositja, hogy a konstans nulladrendi tag ne legyen nagyobb egynél.
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Ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor a séma stabil és a novekményi faktorra igaz lesz,
hogy [£| < 1. A tovéabbiakban csak a karakterisztikus polinomot {rjuk fel és a kritérium

szamara utalunk.

— Fourier-egyenlet: a polinomot mar levezettiik, nézziik a kritériumokat:

1 4At

- A > 05 ez minden esetben teljesiil.

2. 1+ Z—éé > 0; szintén minden paraméter kielégiti.

3. At < ATQEQ; a harmadik Jury-kritérium feltételt szab az id6lépésre nézve.

— Guyer-Krumhansl-egyenlet: tekintsiik a polinomot az a>£? + a,€ + ag = 0 alak-

ban, ahol
a, = 1,
a; = éqt —-2— 7_?2;2 (2cos(kAx) — 2),
a = 1-— éqt TfAA; (2cos(kAz) —2) — TqAAt; (2cos(kAz) —2).
A cos(kAz) = —1 érték jelenti a sz€lsGértéket, minden esetben ezt vessziik alapul.

Ezt figyelembe véve a kritériumokra kapjuk, hogy:

2 ~
2. A—”C(%— )+%>a.

~

3. Az abszolut érték miatt két feltételt kapunk; At — ATQCQ <a

A masik kritérium pedig AT‘TQ (%‘ — ) + At > a, mely gyengébb, mint a 2.

pontban leirt, mivel % < At.
A MCV-egyenletre vonatkoz6 feltételt a = 0 mellett kapjuk meg.

— Green-Naghdi-egyenlet: a konstitutiv egyenletbdl a GK esethez képest hidnyzik
a héaram nulladrendd derivéltja, igy nem meglepd, hogy a f—; paraméter fog hid-

nyozni a polinom egyiitthat6ibdl, azaz:

o = 1,
alt
ag = —2-— AL (2cos(kAx) —2),
~ t 2
ag = 1+ (2cos(kAz) —2) — (2cos(kAx) —2).

T,Ax? T,Az2

Igy a stabilités feltételei:

1 4AL?
C Az

> 0; vagyis ez egyezik a GK esettel.
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TgAz?
2 2At

+ 5t >a.

3. Az abszolut érték miatt most is két feltételt kapunk; At < a feltétel kizarja az
a = 0 esetet, ami 0sszhangban 4ll a termodinamikai feltételekkel is.

TgAz?
2At

A masik kritérium pedig + At > a; most is ez a gyengébb, mivel At >

At
> 5.

— Ballisztikus-diffaziv egyenlet: a rendszer 3 egyenletbdl 4ll, igy a polinom is har-
madfokd, egyiitthat6i a kovetkezdk.

as = 1
At At
ay = — + — — 3
Tq TQ
At? 2At  2At 2AL? At?
a = +3 - - - < " 5 2> (2cos(kAx) — 2)
T4TQ Ty TQ T,ToAx T,A

ag = _
2 2
Ty TQO  TQTq T,TQAT T,A22% \ 1o

2 2 A 42 2
g+g_At _1_|_< KA At (At—1>>(2005(kAx)—2)

Az eddig szokdsos kovetelményeken kiviil sziikség van még egy negyedik kovetel-

ményre is, mégpedig:

_|
‘bol > ‘62‘, ahol by = | as ao

ag ap
as Qs

7z

és by =

JOl lathatéan nagyon gyorsan elbonyolddnak a kritériumok, ennél az esetnél a nu-
merikus kiértékelés javallott. Az elsé 3 kritériumot még le lehet vezetni analitiku-
san, de a formuldk nem olyan &tlathatéak ahogy eddig, nem szolgdltatnak tobblet
informaciot, ezért ezek kozl€sétdl eltekintiink.

Ezzel a stabilitdsvizsgalat végére értiink, a sémdk konvergencidja biztositott.

6. MEGOLDASOK ES OSSZEHASONLITASOK

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy az egyenletekben szerepld paraméterek milyen
hatast gyakorolnak a megolddsokra. A rendszerek fontos tulajdonsdga, hogy a paraméte-
rek bizonyos egyiittallasakor vagy akér a koztiik 1évo nagysdgrendi kiilonbség hatdsira
visszakapjuk a Fourier-egyenlet megoldédsat. Olyan kvalitativ analizist folytatunk, melyre
kisérletet lehet tervezni, vagyis olyan kiillonbségeket keresiink, mely kisérletileg is meg-
foghat6. A megolddsok elemzését a Fourier-egyenlettel kezdjiik, ez egy standard karakte-
risztikat fog jelenteni, az ettSl valo eltéréseket fogjuk keresni.
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6.1. A FOURIER-EGYENLET MEGOLDASAI

Ha a dimenziétlan, hdmérsékletre rendezett (98) Fourier-egyenletet vizsgéljuk, ak-
kor lathat6an az egyenlet nem tartalmaz paramétert. Kizarélag a peremfeltételben jelenik
meg a rendszer egyetlen idOparamétere amitdl a megoldds fligg: a 7o impulzushossz. Az
egyenlet:

T = 0,,T. 98)

Felhivjuk ra a figyelmet, hogy ezzel a dimenziétlanitdssal maga 7 tartalmazza a sziik-
séges anyagi paramétereket, amibdl mindent vissza lehet szdmolni egy esetleges illesztés
sordn. A legtobb megoldas esetén a 7o = 0.04 értékkel fogunk dolgozni Cz€l és mun-
katarsai [47] alapjdn, ez aldl csak a ballisztikus modell lesz kivétel. Itt emeljiik ki, hogy
egyetlen hdmérsékletre rendezett egyenlet sem tartalmazza ilyen formdban a 7o paramé-
tert. A megoldédsokat a 12. és 13. dbrdk mutatjak.

A hémérsékletmezd 3D reprezentacidja
Lemng

Sl
e

Hoémérséklet

12. ABRA. A homérsékletmezd 3D reprezentdcidja a Fourier-egyenlet megoldasanal.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet

Hémérséklet

13. ABRA. Fourier-egyenlet megoldasa 7o = 0.04 paraméterrel. A tobbi egyenlet megol-
dasat ezzel hasonlitjuk Ossze.

112



6.2. A MAXWELL-CATTANEO-VERNOTTE-EGYENLET MEGOLDASAI

A Fourier-egyenlet kiegésziil egy iddderivélttal, ennek megfeleléen a hdvezetést csil-
lapitott hulldmterjedés formdjaban irja le:

TqattT + 3,5T = 8m.T (99)

A 7, ha tart a nulldhoz, akkor tartunk a Fourier-egyenlet megoldasahoz. Ha viszont egyre
nagyobb a 7, paraméter, anndl inkdbb er6sddik a megoldas hulldmjellege (14., 15., 16. ab-
rak) és egy masodrendd hulldimegyenlet megolddsdhoz (disszipacié mentes GN-egyenlet)

tart. Megfigyelhet6 még, hogy a 7, paraméter novelésével a jelterjedési sebesség csokken.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet

o
-

14. ABRA. MCV-egyenlet megolddsa 7o = 0.04 és 7, = 0.02 paraméterekkel. A jobbol-
dali abran mar jol megfigyelhet6 a hullimszerd terjedés, valamint helyesen visszakaptuk

a rendszer karakterisztikus \/% jelterjedési sebességét.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet

N

‘ =
033 35
-0.66
=l
|

° ‘ 3 2.5

b~ SRS BRSPS .-

3 ‘ S

ko) } 5 2

E gliff oo doo ool | Lo =

0 | 0

T ; T 1.5
1
| 1
|
; 0.5
1

0.6 0.8 1

1d6

15. ABRA. MCV-egyenlet megolddsa 7o = 0.04 és 7, = 0.06 paraméterekkel.
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A hdmérsékletmezd szintvonalas képe

16. ABRA. MCV-egyenlet megolddsa szintvonalas dbrdzoldsban 7o = 0.04 és 7, = 0.06
paraméterekkel. A h6impulzus visszaver6dik, majd kisimul.

6.3. A GUYER-KRUMHANSL-EGYENLET MEGOLDASAI

Ahogy eddig is lattuk, a = 0 paraméter visszaadja a MCV-egyenletet, igy ezzel itt mar
nem foglalkozunk. Ahogy ezt a paramétert noveljiik, ugy egyre disszipativabb a rendszer,
nd a csillapitas (17. dbra). Az aldbbi, (100) hdmérsékletre rendezett egyenletben érdemes
észrevenniink, hogy nem csak az eredeti Fourier-egyenlet, hanem annak az idéderivaltja

is benne van:

TqattT -+ atT = (9MT -+ d@tmT (100)

Ebbdl kovetkezden, ha 7, = a, akkor olyan egyenlethez jutunk, mely pontosan a Fourier-
egyenlet megolddsat adja vissza (18. dbra).

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet

©

Hémérséklet

17. ABRA. GK-egyenlet alulcsillapitott (MCV-jellegli) megolddsa 7o = 0.04;

7, = 0.02;a = 0.001 paraméterekkel. A jobboldali dbrdn a hulldmszert terjedés még ki-
vehetd.

Ha tovabb noveljiik a disszipacids paramétert, akkor a rendszer tdlcsillapitottd valik,
melynek érdekessége, hogy megnd a jelterjedési sebesség (19. dbra). Figyeljiik meg, hogy
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Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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18. ABRA. GK-egyenlet Fourier-jellegli megolddsa 7o = 0.04; 7, = @ = 0.02 paraméte-
rekkel. Ekkor pontosan a 13. dbran lathaté megoldast kapjuk vissza.

ez a tapasztalatunk osszhangban 4ll a diszperzids relaciébdl szamolt csoportsebességgel.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet

Hoémérséklet

19. ABRA. GK-egyenlet tilcsillapitott megolddsa 7o = 0.04; 7, = 0.02; a = 0.04 para-
méterekkel. A hdmérséklet hamarabb kezd emelkedni, mint a Fourier-egyenlet esetében
(13. és 18. 4brak).

6.4. A GREEN-NAGHDI-EGYENLET MEGOLDASAI

Bar a konstitutiv egyenletbdl nem latszik, a h6mérsékletre rendezett (101) formabdl
lathatoan csillapitott hullamegyenlettel van dolgunk. Amennyiben a = 0, ugy a rendszer
disszipaciémentes, azonban ezt az esetet a termodinamikai feltételek kizarjak. A h6mér-
sékletre rendezett GN-egyenlet:

TqattT == 8IIT + d@tmT (101)

A 20. dbra egy gyengén csillapitott megolddst mutat. A hdmérsékletcsucsok a hul-
lam visszaverddését szemléltetik, melyet a szintvonalas (21. dbra) reprezentacioval job-
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ban meg lehet érteni.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet

Hémérséklet

1d8 ' T 1dé

20. ABRA. GN-egyenlet megolddsa 7o = 0.04; 7, = 0.02; @ = 10~* paraméterekkel. J6l
kivehetd a hullam visszaverddése és gyengiilése.

A hdmérsékletmezd szintvonalas képe
T g —

21. ABRA. GN-egyenlet megolddsa szintvonalas dbrdzoldsban 7o = 0.04;
7, = 0.02; @ = 10~* paraméterekkel.

Lathatéan a hulldm kezd kiszélesedni, vagyis a hulldm energidja eloszlik a térben
az 1d6 muldsaval. Kis mértéki csillapitds esetén az eddigi megolddsok karakterisztikus
idejéhez'® mérten elég sokdig tart.

A 22. és 23. abrdk egy olyan megolddst mutatnak, ahol a csillapitds mértéke az el6-
z0nél joval nagyobb, a hulldm gyorsan disszipalddik a térben.

Ha parhuzamosan noveljiik a 7, és a paramétereket, melyeknek ugyanolyan értéket
adunk, akkor kezdjiik kozeliteni a Fourier-egyenlet megolddsat, ezek eredményét a 24. és
25. dbrdk szemléltetik.

18 Az eddig tapasztalt megolddsoknal az idGintervallum 0-t61 1-ig tartott, ekkorra mér a rendszer majd-

nem minden esetben elérte a staciondrius allapotat. Ebben az esetben pedig egy nagysigrenddel tobb
id&re van sziikség.
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Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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22. ABRA. GN-egyenlet megolddsa 7o = 0.04; 7, = 0.02; a = 0.02 paraméterekkel.

A hémérsékletmez6 3D reprezentacidja

Hémérséklet

1dé 00 Tér

23. ABRA. A hémérsékletmez6 3D reprezentacidja a GN-egyenlet 7o = 0.04;
7, = 0.02; a = 0.02 paraméterekkel val6 megolddsanal.

Ha a 7, paramétert véltozatlanul hagyjuk €s csak az a paramétert noveljiik, ugy egy
tulcsillapitott hullimot kapunk, mely gyorsan eléri az dllanddsult dllapotdt és gyorsan
terjed (26. dbra).

6.5. A BALLISZTIKUS-DIFFUZIV EGYENLET MEGOLDASAI

Fontos felhivni rd a figyelmet, hogy a hierarchikus rendszer tovabbiakban részlete-
zett vizsgdlatakor nem vettiink szdmitdsba minden paramétert, azaz leegyszer(sitettiik a
rendszert. Az itt bemutatott ballisztikus-diffiziv modell hémérsékletre rendezett alakja a

kovetkezd:
TQTqatttT + (TQ + Tq)attT + @tT = 8xxT + (TQ + K]Q)am;xT. (102)

Mint l4thato, tartalmazza a Fourier-egyenletet, de felfoghato a GK-egyenlet egy memoria

kiterjesztéseként is. A 7 id6 paraméter nem csak a harmadrendd id6derivalt egyiittha-
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Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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24. ABRA. GN-egyenlet megolddsa 7o = 0.04; 7, = 0.8; a = 0.8 paraméterekkel.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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25. ABRA. GN-egyenlet Fourier-jellegli megolddsa 7o = 0.04; 7, = 10; a = 10 paramé-
terekkel.

téjaként jelenik meg, hanem masik két tagndl is szerepel. Tovabba érdemes észrevenni,
hogy a csatoldsi paraméterek az a paraméterhez hasonléan a disszipaciot erdsitik. Ebbdl
lathatéan reprodukélni lehet az eddig targyalt modellek megolddsait, viszont nem csak
egyszerd paraméter bedllitdsok mellett, nem elég egyszertien egyenldvé tenni két paramé-

tert a 7 miatt.

6.5.1. FOURIER-TIPUSU MEGOLDASOK

— ,.Kicsinek” valasztva a 7g; 7,; ~ paramétereket, példaként legyen 79 = 7, = Kk =
= 0.001, ugy az egyenletiink az eredeti Fourier-egyenlethez tart (27. dbra).

P

— Az ¢el6z06 esettdl eltérden legyen most a 7 lényegesen nagyobb. Ekkor a GK-
megoldas altal is reprodukalt, az eredeti Fourier-egyenlet idéderivaltjdnak a megol-

déasa is szerepet jatszik €s szintén Fourier-tipust lefutdst tapasztalhatunk (28. dbra).
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Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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26. ABRA. GN-egyenlet megolddsa 7o = 0.04; 7, = 0.02; a = 0.06 paraméterekkel.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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27. ABRA. A ballisztikus egyenlet Fourier-jellegi megoldédsa 7 = 7, = x = 0.001 para-
méterekkel.

— A ballisztikus-diffiziv modell bevezetésekor'® targyalt okok miatt a harmadik

Fourier-féle megoldas nem reprodukélhato.

6.5.2. MCV-TiPUSU MEGOLDASOK

Ha az egyenlet rendszerben megsziintetjiik a csatoldst a h6aram és a hdaram drama
kozott, vagyis k = 0, akkor a két mennyiség teljesen fliggetlen lesz egymastdl, a jelter-
jedés igy fiiggetlen lesz a 7¢ paramétertSl?” is, és tisztdin MCV megolddsokat tudunk
reprodukalni (29. dbra).

191.4sd: A hévezetési elmélet dltalanositasa, a hierarchikus rendszer cimi fejezetet.
20 L4sd a hiperbolicitds fejezetet.
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Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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28. ABRA. A ballisztikus egyenlet Fourier-jellegli megolddsa 7o = 1; 7, = x = 0.001 pa-
raméterekkel.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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29. ABRA. A ballisztikus egyenlet MCV-jellegli megolddsa 7, = 0.02; x = 0.001 paramé-
terekkel.

6.5.3. GK-TiPUSU MEGOLDASOK

Legyen 7o << 74, ekkor a harmadrendii id6derivélt egyiitthatdja is kicsi marad, a
vegyes derivdlt tag egyiitthat6indl pedig legyen x = 0.25, igy igaz lesz, hogy % >> 7¢.
Mivel a keresztcsatoldsi paraméterek szerepe hasonlé a GK-egyenletben latott a disszip4-
cios paraméterhez, igy ezzel kozelitjiik ezt a fajta karakterisztikat. Ebben az esetben egy
talcsillapitott esetet szemléltetiink a 30. dbran.

Hasonl6 elgondoldssal egyéb GK-tipusi megolddsokat is reprodukélni lehet.

6.5.4. GN-TIPUSU MEGOLDAS
Hasonl6 jellegi hullamterjedés is reprodukdlhat6 ahhoz, amit a GN-egyenlet megol-

dasainal is lattunk a 7, = 0.7; 7¢ = 15;

k =9; Ta = 0.04 paramétereket mellett, melyeket a 31. és 32. dbrak szemléltetnek.
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Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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30. ABRA. A ballisztikus egyenlet GK-jellegli megoldasa 7, = 0.02; 7o = 0.001;
k = 0.25 paraméterekkel.

Pontonkénti hémérséklet lefutas Hatoldali hémérséklet
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31. ABRA. A ballisztikus egyenlet GN-jellegli megolddsa 7, = 0.7; 7 = 15;
k =9; Tao = 0.04 paraméterekkel.

6.5.5. BALLISZTIKUS MEGOLDASOK
Ezalatt az 1. abrén lathato karakterisztikat értjiik, azaz tipikusan olyan megoldasokat
keresiink, ahol a két h6mérsékletcsucs jelen van. Itt fontos szerepet jatszik a 1ézerimpulzus

hossza, mivel jelentdsen befolydsolja a ballisztikus jel meglétét, erre példat a kovetkezd
két abra, a 33. és a 34. mutatnak.

7. KISERLETEK

7.1. BALLISZTIKUS MODELLEK OSSZEHASONLITASA A KISERLETEKKEL

Ebben az alfejezetben a NaF kisérletet vetjiik 0ssze 3 elmélettel :
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A hémérsékletmezd 3D reprezentacioja

Hémérséklet

dd 9 e Tér

32. ABRA. A hémérsékletmezb 3D reprezentacidja a ballisztikus egyenlet
7, =0.7; 79 = 15; Kk = 9; TA = 0.04 paraméterekkel val6 GN-jellegli megolddsandl.

Pontonkénti hémérséklet lefutas

W

Hatoldali hémérséklet

Hémérséklet

33. ABRA. A ballisztikus egyenlet ballisztikus-diffiziv megolddsa 7, = 1.9;
7o = 0.07; k = 0.28; 7o = 0.065 paraméterekkel.

1. Dreyer és Struchtrup kinetikus elméleti modellje [4],
2. Yanbao Ma 4ltal hasznélt komplex viszkozitds modell [21, 24],

3. Kontinuum termodinamikai dton szarmaztatott ballisztikus-diffiziv modell [34].

A fenti modellekben k6zos, hogy mind a NaF kisérletek alapjan mérik a modell ,,jésé4-
gat”, azonban kiillonbozo részletekre helyezik a hangsulyt. Amig Dreyer és Struchtrup a
kvalitativ reprezentdciéra helyezi a hangsulyt, addig Ma mar kvantitativ egyezést kap. A
dimenzidtlanitast a NaF 13 K hémérsékleten jellemzd anyagi paramétereire [59] végez-
ziik el, melyek az alabbiak:

p = 2866 :;i; c=2.774 ngK; A = 20500 n‘?;(’ (103)

s 2

ahol p a siirliség, c a fajhd és A\ a hdvezetési tényezd. Dreyer és Struchtrup mas l1ézerim-

pulzus szélesség (At;) és minta szélesség(L) paramétereket hasznal, mint Ma (At, és
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34. ABRA. A ballisztikus egyenlet ballisztikus-diffiziv megolddsa 7, = 1.9;
7o = 0.07; kK = 0.2; 7o = 0.12 paraméterekkel.

Lo) a Jackson - Walker kisérletek reprodukdldsara, pont az el6bb emlitett eltérés miatt, de
nagysigrendileg megegyeznek.

Aty =10""s; Ly = 6.26mm; Aty =2.4-10""s; Ly = 7.9mm (104)

Ezek alapjan a teljes dimenzidtlanitds elvégezhetd. A cikkekben adottak a relaxacids idok,
a x paramétert pedig a megfeleld jelterjedési sebességhez kell 4llitani?!'. El8szor nézziik
a Dreyer - Struchtrup kinetikus modelljével val6 osszevetést. A karakterisztika aminek a
reprodukaldsa a célunk, a 35. dbran lathato.

Wobl = 20 o= 10400 T 218
0018

[ T I B i (R
0.015 |- -
0012 | e

p 0006 |- E
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0006 (- e

0.003 } .

=-0,003 L oL, : | ) " | 1 | |
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35. ABRA. Dreyer és Struchtrup éltal megoldott kinetikus modell a 75 = 10.4At;
7 = 2.1At dimenzids paraméterekkel, ahol At az impulzus szélessége [4].

A 36. dbra mutatja a mi eredményiinket. A kinetikus elmélettel val6 Osszevetés meg-

mutatja, hogy a kozegre jellemzd hangsebességet az aldbbi 6sszefiiggés adja meg dimen-

2 Ebbé] a szempontbdl a hiperbolicitas vizsgilata alapvetd jelentségti.
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36. ABRA. A mi modelliink megoldésa a 7, = 0.068; 7o = 0.0137; x = 0.102;
Ta = 0.0065 dimenzidtlan paraméterekkel.

3 3
e= 0 e=, /=, (105)
Tq Tq

ahol ¢ a dimenzids, ¢ a dimenziétlan hangsebesség, o a hddiffizivitds, mely az anyagi

z10s €és dimenzidtlan formaban:

paraméterek alapjan szintén adott, 7, pedig a h6dramhoz tartoz6 relaxédcios id6. Ezt fel-
haszndlva a hangsebesség €rté€ke ¢ = 2724.37*. Ezaltal a k paramétert be lehet dllitani oly
modon, hogy visszakapjuk a hangsebességet. Fontos ujra megemliteni, hogy a kinetikus
elmélet csak N = 30 egyenlet mellett adja vissza helyesen a terjedési sebességet, nekiink
is ehhez kell igazodni ha Dreyer €s Struchtrup eredményét szeretnénk reprodukdlni. A x
paramétert az alapjan allitottuk be, hogy a megfeleld dimenzidtlan id6pontban érzékeljiik

a ballisztikus jelet, ebben az esetben ez Fo = 0.196. Osszegezve a paramétereinket :
7, = 0.068; 7o = 0.0137; k = 0.102; 7o = 0.0065. (106)
A modelliink reprodukalja Dreyer és Struchtrup jelterjedési sebességeit [4].

Nézziik most Yanbao Ma adatait [24]. Megadja a relaxacids id0 adatokat, valamint a

hangsebességet is amivel szamol:

Tr = 0.937us; 7n = 0.338us; — 79 = 0.248us;¢c = 3187%. (107)

A 37. dbra Ma eredményeit mutatja, melyek koziil a 13 K-hez tartoz6 gorbét kell
tampontnak venniink. A ballisztikus-diffuziv modellel t6rténd illesztés eredményét a 38.
abra mutatja. A gorbe karakterisztikdja egyezik a mért adatokkal, ellenben a terjedési
sebességet nem helyesen adta vissza. A dimenzids paramétereink :

7, = 0.937ps; 70 = 0.168s; ¢ = 1849%. (108)
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37. ABRA. Yanbao Ma illesztése ; baloldali képen a mért eredmények, a jobboldali képen
pedig az illesztett gorbéi lathatdak [24]. Ezek koziil szdmunkra a 13 K-hez tartoz6 gorbe

a relevans.

Sem a Dreyer-Struchtrup modellben, sem Ma modelljében nem egyértelm a hatolda-
li peremfeltétel. Az dltalunk hasznalt adiabatikus peremfeltétel helyett nem vildgos, hogy

a kisérleti feltételeknek mi felelne meg jobban.

7.2. TOVABBI ALKALMAZASOK

— A ballisztikus-diffiziv modellek alkalmazdsa nem korldtozédik az alacsony hGmér-
sékletli hdvezetési jelenségek lefrdsara. Fontos alkalmazasi teriiletet képviselnek a
nanométer méretl elektromos eszkozok is. A hdelektromos hatds egyiitt jar a hdve-
zetési tényezd valtozasaval is, ami nagyban befolyasolhatja az eszkoz hatasfokat,

miikodSképességét [60].

— A kinetikus modellel val6é 6sszevetés megmutatta, hogy a kozegre jellemz6 hang-
sebesség a hovezetési tényezdvel is kapcsolatban all. Mechanikai alakvaltozdsok
figyelembevételével a helyzet tovdbb bonyolddik, a viszkozitas is szerepet fog jat-
szani [61].

— Figyelmet érdemel a Knudsen-szdm fliggd hdvezetési egyiitthatdval val6 lefrasmod.
Amikor a minta karakterisztikus hossza egy nagysagrendbe esik a kozepes szabad
tithosszal®?, akkor a ballisztikus terjedés jdtszik szerepet. Alvarez és Jou megmu-

tattdk [62], hogy a Knudsen-szdm hdvezetési egyiitthatoban torténd figyelembevé-

tele a MCV-egyenletben jobb kozelitést eredményez, mint a szokdsos megoldésai

22Egy részecske 4ltal két iitkozés kozott tlagosan megtett tit. A Knudsen-szdm a kozepes szabad
uthossz és a minta karakterisztikus hoszzanak az ardnya.
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38. ABRA. A ballisztikus-diffiziv modell illesztése a 7, = 0.039, 7o = 0.007,
7a = 0.01,x = 0.04 paraméterekkel. A gorbe karakterisztikdja helyes, de a ballisztikus
terjedési sebesség nem egyezik, F'o = 0.12-nél kellene kezd6djon a felfutés.

7z

a MCV-egyenletnek. Ekkor Chen [13] cikkében emlitett hddramoszcillacié meg-
sziintethetd, tovdbba a Fourier-egyenlet helyett a ballisztikus-diffiziv modellhez
fog konvergdlni a hdaram nagy iddintervallumot tekintve.

7.3. AZ EGR-KISERLET KIERTEKELESE

Eldzetes mérések alapjan 2014. junius 3-an az Energetikai Gépek és Rendszerek Tan-
sz€ken Both Soma (mérés), Grof Gyula (kalibracid) és Van Péter (minta el6készités és

mérés) végeztek kisérleteket makroszkdpikus nem-Fourier hdvezetés észlelése céljabol.

Fourier-jellegi hoterjedéstdl varhatéan nem csak akkor tapasztalhatunk eltérést, ha
alacsony, néhdny K hémérsékleten vizsgaljuk az anyag tulajdonsdgait, hanem inhomogén
Osszetétell anyagok esetén is [63, 64, 65]. A modelljeink effektivek, vagyis az egyenletek-
ben szerepld anyagi paramétereink 0sszességében jellemzik az anyag inhomogenitasat is.
A kisérletekhez els6sorban réteges szerkezetli mintdk késziiltek, mivel ezeket konnyebb
legyartani és a komponensek is ismertek. Tobb kisérlet késziilt, ezek koziil most csak
egyet néziink meg részletesebben.

Ez a minta 16 rétegbdl 4ll, 0sszesen 8 réteg, 180 g-os papir és 8 réteg aluminium fo6lia
koveti egymast felvaltva, a minta teljes vastagsdga 3,35 mm. A kisérlet felépitése megfe-
lel az eddig targyalt numerikus szimuldcidknak. Az aldbbi, 39. dbrédn l4that6 az impulzus
alakja, mely bar eltér a szimuldcidkban alkalmazottdl, a peremfeltételek targyalasdnal
emlitett okok miatt alkalmazhat6. A 40. abran a mért hdmérséklet lathato az 1do fliggvé-

nyében. Mivel ez a gorbe a trigger jeltdl indul, igy a szimuldcidval val6 Osszevetéshez az
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origdba kell tolni. Kovetkezd 1épésként az egyensulyi hdmérsékletre kell normédlni, azaz

ugy kell leosztani a gérbe minden pontjét, hogy az egyensilyi hdmérséklet egynél legyen.

Action
Save Image
File:
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CH1 200t

39. ABRA. A kisérletben hasznalt jelalak.

Hatoldali homérséklet

Hémeérséklet [°C]

40. ABRA. A minta hatfalan mért h6Gmérséklet értékek.

Ez a mérési eredmény azért érdekes, mert egyrészt nagyon gyors a hdmérséklet felfu-
tds, mdsrészt azonnal az elején mintha lathat6 lenne egy kiugrd ,,pip”. A gyors, azonnali
homérséklet emelkedés tobb mas mintdndl is megfigyelhetd volt. Az illesztést el6szor a
Fourier-egyenlettel kezdjiik a hédifftizivitds megéllapitdsara, mivel ebben az esetben ez az
egyetlen illesztend6 paraméter. A tobbi modell ennek értékét 6rokolni fogja. Az illesztést
masik két modellel is elvégzem, az egyik a GK-egyenlet lesz a masik pedig a ballisztikus-
diffiziv rendszer. Ezzel a két modellel befolyasolhat6 a jelterjedés sebessége, ugyanez a
Fourier-egyenletrdl nem mondhat6 el. A MCV- és a GN-egyenletekkel itt nem foglalko-
zunk. Az illesztések josagat az abszolut hibdval szemléltetjiik és a négyzetes eltéréssel
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jellemezziik :

X = /> Az, (109)

ahol yx jeloli a négyzetes eltérést, Az a szamitott és a mért értékek kozotti eltérést, az i

index pedig a mérési pontokra vonatkozik. Az 6sszegzés az 0sszes mérési pontra vonat-
kozik.

7.3.1. FOURIER-EGYENLET ILLESZTESE

A hdédiffuzivitas paraméterét allitva el6szor dimenzidtlanitottuk a mért értékeket,

majd szdmoltuk a hémérsékleteloszlast. Ebben az esetben
m2
a=159-10""— (110)
s

bizonyult a legjobb értéknek, ezt a tobbi modell is 6rokdlni fogja.

Hatoldali homérseklet

Hémérséklet

ldo

41. ABRA. A minta hatfaldn a mért és szamolt hdmérsékleteloszlds dimenzidtlan formé-
ban. A sima gorbe mutatja a szamitott értékeket.

A 41. dbra mutatja az illesztés eredményét, a piros gorbe a szdmitott értékeket. Lénye-
ges eltérés a mérés elején mért értékekhez képest tapasztalhatd, a Fourier-egyenlet szerint

a jelfelfutds kés6bb indulhat meg, mint ahogy azt a mérés mutatja. Ez jol latszik a 42.
abrén is.

7.3.2. GUYER-KRUMHANSL-EGYENLET ILLESZTESE

Ebben az esetben befolyasolni tudjuk a jelterjedés sebességét a disszipacids para-

7z

méterrel. Ekkor olyan megoldés is eldallithatd, melyben a hatoldali hdmérséklet felfutas
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42. ABRA. Az abszolit hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az dtlagos abszoltit
hibat jeloli (£ = 0.054). A négyzetes eltérés pedig y = 2.254.

szinte azonnal megindul (43. dbra). A felhasznalt paraméterek :

2
a=1.59-10""""; 7, = 0.141s; a = 2.244 - 10~"m?, (111)
S
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43. ABRA. A minta hatfalan a mért és szamolt hGmérséklet eloszlas dimenzidtlan forma-
ban. A sima gorbe mutatja a szamitott értékeket.

Figyeljiik meg, hogy ilyen paraméterbedllitas mellett a megolddsban nem jelentkezik
a GK-tartomdny egy masik jellegzetessége, a ,,sarkosodds”, azaz a hémérsékletfelfutds
nem meredeken indul [34]. A gyors jelterjedésnek koszonhetden a mérés elején 1évo hirte-
len hdmérséklet emelkedéshez jobban illeszkedik (44. abra), ebbdl eredden jobb illesztés

érhetd el a GK-egyenlettel, mint a Fourier-egyenlettel.
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44. ABRA. Az abszolit hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az dtlagos abszoltit
hibat jeloli (F = 0.0442). A négyzetes eltérés pedig x = 1.75.

7.3.3. BALLISZTIKUS-DIFFUZIV MODELL
A célunk a mérés elején lathat6 ,,pip” reprodukélédsa volt, erre a masik két modell
nem képes. A paraméterek :

2
a=1.59-10""""; 7, = 0.21s; 7o = 0.28s; k = 0.155. (112)
S

Hatoldali homérséklet

Homérséklet

.........................................................................................

45. ABRA. A minta hatfaldn a mért és szamolt hGmérséklet eloszlds dimenzidtlan forma-
ban. A sima gorbe mutatja a szdmitott értékeket.

A 45. dbran lathaté megoldasban bar sikeriilt a mérés elején tapasztalhat6 ,,pipot”
reprodukdlni, a keskeny impulzus szélesség numerikus hibét okozott, ezért tapasztalhat6
az oszcillacié. Ebbdl kifolydlag a hibaeloszlas (46. dbra) ebben a tartomanyban nem fedi

a modell valés illeszthetségét. Ennek ellenére kozel azonos az atlagos hiba mértéke,
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46. ABRA. Az abszolit hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az dtlagos abszoltit
hibat jeloli (£ = 0.0459). A négyzetes eltérés pedig x = 2.035.

mint a GK-egyenlet esetében. Az utébbi két modell kedvez&bb karakterisztikéat tudott
reprodukalni, amik Osszességében jobb illesztést eredményeztek.

8. OSSZEFOGLALAS

A dolgozat els6 felében részletesen ismertettiik a hierarchikus rendszer szarmazta-
tasét és kapcsolatat a kinetikus elmélettel. Ellendriztiik az egyes rendszerek hiperbolici-
tasat, a jelterjedési sebességeket is megéllapitottuk. Tovabbi vizsgalatokat végeztiink a
diszperzids reldcidokon keresztiil az egyes paraméterek szerepének feltérképezésére, szin-
tén a jelterjedési sebességre fokuszalva. A megéllapitott tulajdonsagokat is felhasznaltuk
a megoldasok elemzésében. Lattuk, hogy a ballisztikus-diffiziv modell képes reprodukal-
ni a Fourier-, a MCV-, a GK- és a GN-egyenletek megoldésait. Ezen feliil tartalmazza a
ballisztikus hdvezetési jelenséget is, melynek kiilonleges jelentdsége van nanorendszerek
esetén.

Részletesen elemeztiik a modellek megoldasédra alkalmazott numerikus eljarast, bi-
zonyitottuk a stabilitdsat és a konvergencidjat. Tovdbbi lehetGség a séma fejlesztése, a
mesterséges numerikus diszperzi6 csokkentése lehet. Ezzel csokkenne a sziikséges térlé-
pések szama, azaz csokkenne a séma szdmitdsigénye. Ezzel szorosan Osszefiigg a séma

pontossaga, illetve a pontos megoldashoz valé konvergencia sebessége.

Az alkalmazasi teriileteken beliil részletesen elemeztiik a NaF-on alacsony hdmérsék-
leten végzett mérési eredményeket. Dreyer €s Struchtrup éltal szamolt eredményt ponto-
san visszakaptuk, azonban lattuk, hogy Yanbao Ma paramétereit felhaszndlva a terjedési
sebességet nem ugyanigy adja meg. Ez tovabbi vizsgalatokat igényel, ugyanis Ma mds

modellt haszndl, nem feltétleniil lehet egyenesen megfeleltetni egymasnak az anyagi pa-
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ramétereket.

Az EGR-kisérlet kiértékelése alapjan elmondhatd, hogy a GK-egyenlet redlis modell
lehet inhomogén anyagok modellezésére. A jelterjedési sebesség jol kezelhetd és redli-
sabb eredményt kaptunk, mint a Fourier-egyenlet megoldasaval. A ballisztikus-diffiziv
egyenlettel a megfigyelt (de nem tilsdgosan kiugrd) ,,pupot” is modellezni tudjuk. Ez a
jelenség a makroszkdpikus ballisztikus terjedés elsé megfigyelése lehet. Oka nem lehet
a masodik hang. Természetesen tovabbi kisérleti és elméleti vizsgélatokra van sziikség
ebben az irdnyban. A mesterséges oszcillaciok miatt az illesztés jésdgara nem mondha-
tunk biztosat, pontosabb sémdval az éles ugrasokndl jelentkezd hibakat el6bb meg kell

sziintetni.

A ballisztikus-diffiziv modellnek {6 alkalmazasi teriilete azonban a nanoeszkdzok
megfeleld modellezése. A hdelektromos hatds, a mechanikai deforméacié, mind hatdssal
vannak a hdvezetésre, a ballisztikus jelterjedésre. Tovabbi kutatdsi lehet6ség a mecha-
nikai modellekkel val6 kapcsolatdnak részletes feltérképezése, példaul a deformécidkkal
valé csatolt modell 1étrehozdsa, melyben az akusztikai és relaxdcids, reoldgiai jelenségek
foszerepet kapndnak. Ezzel parhuzamosan véltozna a héfesziiltségek leirdsdnak mddja is
[66, 36, 67].
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GALILEI-RELATIVISZTIKUS FOLYADEKMECHANIKA

Vin Péter
MTA WIGNER FIZIKAI KUTATOKOZPONT RESZECSKE- ES MAGFIZIKAI INTEZET, BUDAPEST,
BME ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST,
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Megadjuk a nemrelativisztikus, mds néven Galilei-relativisztikus disszipativ folyadékok alap-
mennyiségeit, mérlegeit, termodinamikai 0sszefiiggéseit és kiszamoljuk az entropiaprodukciot a
vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetleniil.

A szokdsos alapmennyiségek, tomeg, impulzus, energia, hédram, nyomds és diffiiziés dram-
siriiség, a harmadrendii energia-lendiilet-tomegsiiriiség tenzor tér- és idoszerii komponenseiként
adodnak. Levezetjiik az alapmennyiségek és mérlegek transzformdcios szabdlyait és bebizonyitjuk,
hogy a nemegyensiilyi termodinamikai keretelmélet, azaz a Gibbs-reldcio, az extenzivitdsi feltétel
és az entropiaprodukcio is abszoliit, azaz fiiggetlen a vonatkoztatdsi rendszertol. Végiil értelmez-
ziik és felirjuk a szokdsos relativ kontinuitdsi-Fourier-Navier-Stokes-féle egyenleteket.

Az elmélet egyik kovetkezménye, hogy a belsd energia, kinetikus energia és a teljes energia

kozti kapcsolat a Galilei-kovaridns energia transzformdcios szabdlya.

1. BEVEZETES

A kis sebességli fizikai folyamatokra vonatkozé tapasztalataink leirdsara kialakult
az abszolut, mozgdstol fiiggetleniil milé 1d6 fogalma. A tér azonban ekkor is rela-
tiv, kiillonbozik az egyes megfigyel6k szdmara. A nemrelativisztikus térid6é Galilei-
relativisztikus. A nagy sebességli mozgasok és a fizika mezbelméletei alapjan ismert
(specidlis) relativisztikus téridé fogalmai segitségével a négydimenzids, abszoldt id6t
€s relativ teret tartalmazo, klasszikus téridonek is adhatunk pontos matematikai modellt
[1,2,3,4,5, 6,7, 8. Mivel mindennapi tapasztalataink korében magabiztosabban moz-
gunk, ezért egy ilyen modell haszna prediktiv fizikai elméletként elsé pillantdsra nem
nagyon vildgos. Ne feledjiik azonban, hogy a klasszikus térfogalom fejlédése folyaman

a matematikai eszkdzoknek a valddi fizikai tartalomhoz torténd igazitdsa mennyire fon-

tos volt. Példaul a koordinatazas kikiiszobolése és az absztraktabb, valds szamharmasok
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helyett vektorterekre alapozott modell és jelolésmod 1ényegesen megkonnyitette az el-
vi kérdések megfogalmazasat és atlatasat. Ma mar a koordindtamentes jelolés és az erre

alapozott szdmitdsi modszerek dltalanosan elterjedtek a mérnoki gyakorlatban is.

Ebben a munkdban az egykomponensii folyadékok példdjan amellett érveliink, hogy
az 1dot is érdemes bevonnunk egy hasonld leirdsba, ilyen médon a koordinatazashoz ha-
sonléan kikiiszobdlve a vonatkoztatsi rendszert a folyadékok leirasabél. Igy a legmeg-
szokottabb Osszefliggéseink atlathatobbak, vildgosabbak, szebbek és legf6képpen dltala-
nosithatébbak, ezéltal végsd soron alkalmazhatébbak lesznek.

A Galilei-relativisztikus t€rid6 legfontosabb sajatossdga, hogy az id6 abszolut, az-
az fiiggetleniil telik a kiillonféleképpen mozgé megfigyeldk szamara. Az abszoliit jelzét
a tovdbbiakban pontosan ilyen értelemben, a vonatkoztatasi rendszert6l valé fiiggetlen-
ség jelzésére fogjuk haszndlni, élesen megkiilonboztetve a hasonld jelentést, de tobbféle

értelemben haszndlt objektiv vagy kovaridns jelz6ktol.

Régota ismeretes, hogy tér és az id6 nem vektortér, hanem valdjaban affin tér, hiszen
nincs kitiintetett kozéppontja [1, 3, 4]. A mi targyaldsunkban ez most nem fontos, ezért

pays

barmily egyszerl is a megfeleld altaldnositds, ebben a munkédban lényegében csak vek-
torterek fordulnak eld, a Galilei-relativisztikus térid6 egy egyszer(sitett modelljét hasz-
naljuk. Az A. Fiiggelékben adjuk meg pontosabban, hogy milyen értelemben. Hasonl6-
an nem foglalkozunk a mértékegységek megfelel6 matematikai reprezentacidjaval, bar-

mennyire is érdekes ez gyakorlati €s elvi szempontbdl is [9, 10].

A kozéppontmentesség, illetve a mértékegységek elégtelen matematikai reprezenta-
cidja mellett megszokott téridd képiinkben van egy mésik probléma, amely els$ pillan-
tasra az elobbiektdl is egyszertibbnek és kevésbé fontosnak tlinhet: az abszoliit ido nem
részhalmaza a négydimenzios Galilei-relativisztikus téridonek. Idének és térnek nincs be-
zért szoge, ezért azt R*-ként, vagy mds médon euklidészi terek Descartes-szorzataként
reprezentdlva maris megfigyel6tdl fiigg a lefrasunk. Az 1d6 megfeleld reprezentdcidjanak
nagyon lényeges kovetkezményei vannak. Egyik legfontosabb, hogy nemrelativisztikus
fizikai elméletekben térid6 vektorok €s kovektorok kozott nincs kitiintetett megfeleltetés.
Ebben a tekintetben a Galilei-relativisztikus téridé nem hataresete a bonyolultabb mate-
matikdjui specidlis vagy 4ltalanos relativitiselméletnek, az objektiv fizikai mennyiségek
kezelése kiilonbozik a relativisztikus szamitdasokban megszokottol, a relativisztikus sz4-
mitdsokban jaratosak szamadra is odafigyelést igényel. Példaul masodrendd tenzornak és
kotenzornak nincs nyoma (spurja). Ezért térid6kovektornak nincs abszoliit divergencid-
ja és téridovektornak nincs abszoliit rotacidja. Ugyancsak ennek a kovetkezménye, hogy
vektorok és kovektorok nem ugyanugy transzformalédnak, vagyis egyik megfigyel6 rela-
tiv mennyiségeit dtszdmolva a masik megfigyel6 mennyiségeire mas a szabdly. A harma-

dik 1ényeges dolog, ahol a Galilei-relativisztikus térid6 kiilonbozik a specidlis relativisz-
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tikustdl, az, hogy nemcsak a tériddmennyiségek abszolidtak, hanem tipustdl fiiggéen azok

bizonyos részei is. Vektor iddszeri komponense, kovektor térszerli komponense abszolut.

Szamos olyan probléma jelentkezik a nemrelativisztikus fizikdban, amely a térid6
pontatlan modellje miatt 1ép fel.

1. Egyik legfontosabb és nagyon sokrétlien vitatott az gy nevezett anyagi objektivi-
tas elve. Az elv fizikailag magitdl értet6dd allitast fogalmaz meg, azt mondja ki,
hogy az anyag fiiggetlen a megfigyel6tdl és ezért az anyagot leiré fizikai mennyisé-
gek, vonatkoz6 mozgésegyenletek és anyagtorvények is azok kell legyenek. Nem-
relativisztikusan, az abszolut 1d6 miatt, 4ltalaban csak a harmasvektorként repre-
zentdlhaté mennyiségekre vonatkoz6 transzformacids invarianciaként adjak meg az
elv matematikai megfogalmazasait. Kénnyen lathat6, hogy kontinuumok esetén a
szokdsos inerciarendszerekre alapozott Galilei-transzformdciora invaridns formdk
megkovetelésénél tobb kell, ezért az elv legelfogadottabb, Nolltdl szirmazé meg-
fogalmazdsa a forgdsinvarianciat is megkoveteli [11, 12, 13, 14, 15]. Mind a meg-
fogalmazas, mind maga az elv nagyon kiterjedt vitit gerjeszt maig is a kontinuum-
fizika alapjai irdnt érdekl6dok korében. A legfontosabbnak tind munkak a teljesség
igénye nélkiil: [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41].

A Galilei-relativisztikus térid6-modell segitségével megmutathatd, hogy egyrészt
a formadlis invariancia (forgd megfigyeld szogsebességétol valo fiiggetlenség) nem
megfeleld kovetelmény, s6t a vonatkoztatasi rendszertdl valo fiiggetlenség megko-
vetelheti, hogy a transzformdcids szabdlyok tartalmazzdk a relativ mozgds jellem-
z0it [42]. Ez a Galilei-transzformacio esetén elég nyilvanvald, mint latni is fogjuk.
Masrészt pedig téridé szempontbdl a Noll-féle anyagi objektivitds definicié onel-
lentmondasos [43].

2. A kontinuummechanikai alapmennyiségekt6l szintén elvarhaté a vonatkoztatasi
rendszertdl fiiggetlenség. Példaul a véges rugalmas deformacié végtelen sok Noll-
értelemben objektiv mértéke helyett a téridémodell egyértelmtien kitiintet egyetlen
természetes deformaciéfogalmat [44, 45, 46], amely mds szempontokbdl is megkii-
lonboztetett [47, 48, 49, 50, 51].

3. Egy masik problémakor a folyadékok leirdsanak alapmennyiségére, a folyadék se-
bességére vonatkozik. Brenner szerint a kontinuitdsi egyenletben és a lendiiletmér-
legben el6fordul6 sebességek nem nyilvanvaléan ugyanazok [52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 59, 60, 61]. Ez a kérdés analdg a relativisztikus elméletekben felmeriil6 dram-
lasvalasztas kérdésével [62]. Végsb soron az a kérdés, hogy mi tulajdonképpen a
folyadék sebessége? Mi mozog a folyadékban, a tomege, lendiilete vagy energia-

ja? Van vélasztdsunk ennek kijelolésében ? Mivel az 6sszes egyenletiinkben relativ
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sebességek fordulnak eld, ezért ennek a kérdésnek megviélaszoldsahoz a térid6vi-

szonyok pontos atgondoldsa is sziikséges.

4. Egy masik, természetesen felvet6dd szempont a relativisztikus disszipativ folyadé-
kok elméletével val6 konzisztencia. Ennek kapcsdn taldn a legszembet(in6bb elté-
rés, hogy relativisztikusan az energia-impulzus tenzor kovaridns €és ennek termé-
szetes része az energia, transzformacios tulajdonsagai pedig ebbdl kovetkeznek. Mi
lehet az ennek megfeleld fizikai mennyiség Galilei-relativisztikusan? A kinetikus
energia a relativ sebességgel kifejezve nyilvanval6an nem objektiv mennyiség. De

tulajdonképpen hogyan transzformalédik az energia ?

5. Természetesen a statisztikus leirasokkal, pontosabban a kinetikus géazelmélettel va-
16 konzisztencia is 1ényeges. Hiszen onnan kiindulva a térid6-bedgyazottsdg meg-
hatdrozhato, legaldbbis bizonyos transzformacids szabdlyokra kovetkeztethetiink
[63, 64]. Masrészt pedig a kontinuum-alapmezdknek és az ezekre vonatkoz6 moz-
gasegyenleteknek a szdrmaztatdsi modja (Chapman-Enskog- vagy momentum-
sorfejtéssel) a termodinamikai mennyiségekre vonatkozoéan is informativ, példaul
az energia a nyomdssal szoros kapcsolatban hatidrozédik meg. Ugyanakkor érde-
kes mdédon magénak a kinetikus elméletnek az objektivitasa is kérdésessé valt az

elégtelen téridé modell haszndlata miatt [64].

6. Kérdés még a kontinuumok esetén lokdlis egyensulyként értelmezett termodinami-
kai héttér relativ vagy abszolut volta is. Relativisztikusan a mozgé testek termodina-
mikai leirdsatdl, beleértve elsésorban a Gibbs-reldciét, alapvetden elvarjuk a kova-
riancidt, és ez egy lényeges kérdés mar specidlis relativitdselmélet kezdetei 6ta (lasd
pl. [65]). Erdekes médon nemrelativisztikusan ez csak ritkdn meriil fel [66], pedig a
lokélis egyensuly csak lokalis homogenitast jelent. A termodinamikai mennyiségek
Galilei-invariancidja egyaltalin nem nyilvanvald, gondoljunk csak az el6z6 pont-
ban emlegetett energidra. Ezért az egész Gibbs-relacid Galilei-invariancidja sem az.
Ugyanide tartozik a disszipécid, illetve a termel6dd ho objektivitdsa is. Fligghet ez
attol, hogy milyen vonatkoztatasi rendszerbdl nézem ?

A tovéabbiakban a legegyszeriibb, Galilei-relativisztikus folyadékok abszolut alapme-
z0it, a rdjuk vonatkoz6 mérlegeket, termodinamikai 0sszefiiggéseket és végiil az entrépia-
produkcidt szamoljuk ki. Ezzel parhuzamosan a relativ, szokasos targyalast is beillesztjiik
a gondolatmenetbe, parhuzamosan megadva a megfeleld transzformdcids szabdlyokat és a
pontos feltételeket is, amelyekkel az abszoltit egyenletekbdl a relativ kontinuitas-Navier—
Stokes—Fourier-egyenletrendszer megkaphato.

Ebben az {rdsban egy sajitos indexes formalizmust haszndlunk, amely remélhetSleg

elégé attekinthet6 és rugalmas ahhoz, hogy a folyadékmechanika relativ térvektorainak
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egyszerlien megértsiik a vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen értelmét, illetve az abszolut
térid6 tenzorokkal szamitdsokat végezziink. Haromféle indexet vezetiink be. A Galilei-
relativisztikus téridd tenzorainak kontravarians komponenseit felsé a, b, ¢, ..., a kovarians
komponenseket alsé a, b, ¢, ... indexekkel jeloljiik. Tovabbra is az abc elejérdl vélasztva,
de feliilvondssal a térszer(i négyesvektori és négyeskovektori indexeket jeloljiik, @, b, ¢, ..-
vel. A megszokott relativ haromdimenzids vektorok és tenzorok indexeit megkiilonboz-
tetetten ¢, 7, k, [, .. jeloli. A téridémodellt, az alkalmazott szamitdsi médot és jelolésrend-
szert részletesen a Fiiggelékek tartalmazzdk. A targyalds kezdettdl fogva alapoz a Galilei-
relativisztikus tériddmodell alapjait ismertetd (A) és a legfontosabb transzformécids sza-

balyokat levezetd (B) Fliggelékek részletes ismeretére.

2. MERLEGEK ES TRANSZFORMACIOS SZABALYAIK

A kontinuumfizika alapvetd mérlegei az egyes fizikai mennyiségek extenzivitasat ki-
fejezd térido-stiriségvektorok négyesdivergencidi. Egy adott téridStartomanyban a fizikai
mennyiség megvaltozdsa a térfogatban torténd lokalis valtozasbdl €s annak hatdran tor-
ténd kidramlasbol addédik Ossze. Ezt szokdsosan megfeleld széthasitott mennyiségekkel
fejezziik ki. Tehét egy A® vektormezd esetén annak A% = Au® + A® u-formdjéat hasznal-

va:
DaA® = (ra(dy — u"8p))(Au + A%) = dy A+ Adzu® + VA" = 0, (1)

ahol a tériddindex, a térszerd index. A = 7,A% és A% = 7% A® az A® vektor id5- és u-
térszeri részei, illetve d, = u*0, és V; = 6;8;, a téridS derivalas 1d6- €s térszeri része,
azaz a relativ u-idéderivélt és az abszolut térderivalt (lasd A. Fliggelék). (1) az abszolut
mérleg mérleg u-relativ mennyiségekkel, az A* térid6 vektor €s a J, derivalas u-iddszert

és u-térszerl részeivel kifejezett formaja.

A relativ mérlegeket tobbféle médon is meg szokds adni, aszerint, hogy a mérleg
egyes részei milyen sebesség szerint vannak széthasitva id6- és térszeri részekre. Ha a
derivalast, a négyes siirliséget €s az u® sebességmezdt is u® szerint széthasitott relativ

formdban adjuk meg, akkor:

A

aaAa -12 (du V,) (Az

) =d,A+V,;A"=0. ()
Amennyiben u®-t a kozeg lokdlis sebességének tekintjiik, akkor ez a kozeghez rogzitett
anyagi (szilard testek esetén anyagi sokasdgon értelmezett) formdja az abszolit mérleg-
nek. A mérleg szubsztancidlis formdjat akkor kapjuk, ha egy mésik "labor" vonatkoztatasi

rendszer u'* sebességével széthasitott idG- és térszerli mennyiségeket fejezziik ki az u®
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komponensekkel :

/ A/ % A 7 %

ahol v* = u® — u'* a kiilsd, labormegfigyel6nek a kozeghez képesti relativ sebességét je-
161i. A mérleg lokdlis formajat akkor kapjuk, ha a szubsztancialis mérlegben az u'* szerint

széthasitott derivaltnak megtartjuk u'* szerinti komponenseit:

(d V) (j) = (dw V) (Ai . Am) = dy A+ V(A + Av) =0 (@)

A kiilsd, labormegfigyeld szerinti d,, idéderivalt a szokdsos parcidlis idéderivélt, az ab-
szolut térderivalas pedig az A" lokdlis dramstr{iségre hat, amit az A’ szubsztanciélis u-

aramstriiséggel fejeztiink ki.

Tehat a mérlegek hdrom alapvetd alakja, azaz az anyagi, a szubsztancidlis €s a lokalis
forma a kozeg u® és a megfigyelS u'* sebességmezdje szerinti széthasitott négyesderivalt
¢s széthasitott négyesvektormez6 kombindcioitdl fiigg. Mindegyik alak a vektormez6 ab-
szolut, vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen négyesdivergenciaja két tetszéleges négyes-
sebességmezd segitségével kifejezve. A Galilei-transzformdacids szabdlyok segitségével
kozvetleniil is belathaté a mérlegek vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen volta [40].

Az alapvetd fizikai mennyiségek azonban nemcsak négyesvektorok, hanem magasabb
vagy alacsonyabb rendii tenzorok is lehetnek. A specidlis relativitiselmélet alapjan pél-
daul egy energia- vagy tomegimpulzus tenzor bevezetése latszik kézenfekvonek. Kérdés,
hogy Galilei-relativisztikusan mi lehet az egykomponensii folyadékokat jellemzé fizikai

mennyiség ?

2.1. HANYAD RENDU TENZOR VAGY KOTENZOR ?

A Galilei-relativisztikus téridd szigoribb feltételeket jelent, mint a specidlis relati-
visztikus, mert a téridévektorok és kovektorok kozott csak a linedris szerkezet jelent
Osszekottetést. Téridd-kovektormezdnek, -kotenzormezdnek nem képezhetd divergenci-
dja és igy mérlege sem lehet alapvetd, illetve vegyes tenzoroknak nem tudjuk sem a szim-
metrikus, sem az antiszimmetrikus részét képezni.

Masrészt az ismert fizikai mennyiségeknek ismert transzformacios tulajdonsagai van-
nak. A vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen, téridére alapozott targyalds esetén a tér- és
1d6szerli komponensek transzformécids szabalyai kovetkeznek a téridén definidlt mennyi-
ségek tulajdonsagaibol. Ezt az elméleti keretet kell 6sszehangolni a tapasztalattal. Példa-

ul az energiaslriiség transzformdcids szabdlya elvileg ismert. Legaldbbis tudjuk, hogy a

harmasvektorok a helyzethez hasonléan Galilei-traszformdlédnak. Azonban van néhany
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mas, kézenfekvden transzformacids szabdlynak tekinthetd megszokott 6sszefiiggésiink is.
Példaul, a teljes energia a belsd és a kinetikus energia 0sszege, ami azt jelentik, hogy az
anyaghoz rogzitett vonatkoztatdsi rendszerbdl nézve az energia maga az belsd energia,
ahhoz képest adott sebességgel mozogva pedig kiegészitddik a kinetikus energidval. Ezek

7

szerint, az energiaslirliség transzformécids szabdlya a tapasztalat szerint:

er =ep+ ng.

A {6 kérdés, hogy ez alapjan miféle fizikai mennyiségrdl lehet sz6? A B. Fiiggelékben
megadtuk, hogy egy transzformacids szabdly két kiillonb6z6 megfigyeld, azaz vektorme-
z0, altal 1d6- és térszerl részekre bontott négyestenzorok komponenseinek viszonyat adja
meg a relativ sebességek segitségével. Kiszdmoltuk tovabba a téridd vektorok, kovekto-
rok és a masodrend( tenzorok transzformdcios tulajdonsdgait. Ez alapjén latjuk, hogy egy
legalabb masodrendd tenzor valamelyik komponensérdl lehet sz6. Méasodrend( kotenzor
1d6-1d6szeri komponense, masodrendi tenzornak pedig a tér-térszeri komponense, ame-

lyik sebességgel négyzetesen transzformalodik.

Mivel masodrendii kotenzornak Galilei-relativisztikusan nem képezhetjiik a divergen-
cigjat, ezért az energia lehet példaul egy harmadrendii kontra-kokovaridns tenzor id6-
1ddszerli komponense. A fenti transzformécids szabdly egyértelmien ilyen tenzort ered-
ményez, feltételezve, hogy az energia skaldr mennyiség, tovdbba, hogy masodrendii ko-

tenzornak nem létezik a négyes divergencidja, és igy nem irhato fel a abszolut mérlege.

Egy madsik lehet6ség, hogy figyelembe vessziik a kinetikus elmélettel valé kompa-
tibilitds kovetelményét is. Ekkor észrevessziik, hogy energia egy méasodrenddi tenzornak
a nyoma, pontosabban az egyrészecske-valdszintiségsilirliség fiiggvény sebességgel képe-
zett masodik momentumdnak nyomaként adédik [64, 67]. A kinetikus elméletben ezzel
Osszefliggésben, az idedlis gdz nyomadsra vonatkozo allapotegyenletével 6sszekotve kap-
juk az energiat. Térid6-szempontbdl azonban masodrendii tenzor nem elegendd, hiszen
az energiamérleghez az energia drama, azaz a kdvetkez6 momentum, mint harmadren-
dd harmastenzor is kell. Ezt kivdléan mutatja a mdsodrenddi tenzoron alapul6 Galilei-
relativisztikus abszolut elmélet, ahol az energiamérleg fiiggetleniil 1éphet csak fel [68].
A kinetikus elmélet harmadik momentumara tekintettel pedig megsejthetjiik, hogy a fe-
nomenologikus elméletben harmadrend( kontravaridns tenzor az alapmennyiség. Ennek
divergencidja egyszerre kell megadja a Galilei-relativisztikus kontinuumelmélet alapmér-
legeit a tomegre, a lendiiletre és az energidra vonatkozdan. A kovetkezd fejezetekben
megmutatjuk, hogy ennek az alapmennyiségnek a segitségével valoban kovetkezetes el-

méletet épithetiink fel.

Meglepé médon elég hasonlé eredményt kapunk akkor is, ha feltessziik, hogy egy
harmadrendl kontra-kokovaridns tenzor az alapmennyiség. Mindkét esetben ugyanazok

a transzformacidés szabdlyok és ugyanaz az entrépiaprodukcio. (A transzformdcios sza-
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balyokat illetden 1dsd a C. Fiiggeléket.) A kinetikus elmélettel val6 teljes kompatibilitds
azonban egyértelmiien a harmadrenddi kontravaridns tenzor valasztdsat tiinteti ki, ezért
a tovdbbiakban ezt tekintjiik a Galilei-relativisztikus kontinuumok objektiv fizikai alap-

mennyiségének.

3. A TOMEG-LENDULET-ENERGIA TENZOR ES TRANSZFORMACIOS
SZABALYAI

Ezek utdn tekintsiink egy Z% : M — M ® M V M tenzormezdt, az egykomponen-
sl egyszerl anyag tomeg-lendiilet-energia tenzordnak neveziink. Feltételezziik, hogy a
tenzormez6 masodik és harmadik rendjében szimmetrikus, ezt jelzi a VV szimb6lum az ér-
tékkészlet jelolésében. A tovabbiakban ezt a szimmetridt nem jeldljiik kiilon, csak utalunk
ra a fontos esetekben. Ez a tenzor egy tetszGlegesen adott u® € V(1) négyessebességgel

képzett komponenseivel a kovetkezd dltalanos u-forméba irhaté:
gabe _ ey abe
_ <pubuc —I—pl_’uc +ubpé + 6136) u® + (jaubuc—b— PaEuc 4+ pacyb +qa56> G
ahol
e — 1,z
Labe — qa zdbe (6)

Ez a két komponens a siiriségek €s az dramok tenzorai, azaz a 2* tomeg-lendiilet-
o abe oo

energiasiiriség tenzor, illetve z%¢ a diffizi6-nyomads-energiadramsiiriiség tenzor. 7, az
idokiértékelés, 79 pedig a négyesvektorok u-térszeri részét képezs u-projekcid. A tovab-

bi jelolések pedig:
— p =TT 2" = T,1y7.Z% a tomeg-lendiilet-energia tenzor id3-id8-id8szer( része, a
SUriiség.
— pb = 7b7.2% = 7,78 7. 29 a tomeg-lendiilet-energia tenzor id3-id6-térszerd része,

sr s

a lendiiletstiriiség. A tenzor szimmetridja miatt ez megegyezik a p® = 7,7%,2"? id6-
tér-idészerd résszel.

— e = 7t 2 = 7, 7wbwC Z9% az energiasiiriiség-tenzor, a Z® tenzor id6-tér-

térszerd része.

a

— j = 7hry. 2% a diffiizios dramsiiriiség, a Z® tenzor tér-id6-id6szer( része.

— P% = g9zt 1. 7% a nyomds, a Z tenzor tér-id6-térszer( része. A tenzor szim-

metridja miatt ez egyenld P = 7% 7,m% Z% -vel.
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— " = nyn’ 7% 2% az energiadramsiiriiség-tenzor, a Z°* tenzor tér-tér-térszer

része.

Ezenkiviil, a megfelel6 tenzorok rendjét kettdvel redukdlva bevezetjiik az energiasii-
riiséget és a héaramstirliséget, a kinetikus elmélet definicidéinak megfelelden:

1. .a .
- €= §€a az energiasuruseg,

— ¢" = 54" a hédramsiiriiség.

3.1. AZ1DO- ES TERSZERU RESZEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az u'* sebességgel képzett idG- és térszerli komponenseket az u® sebességgel képzett
komponensekkel kifejezve nevezziik az adott objektiv fizikai mennyiség transzformécids
szabdlydnak. A B. Fiiggelékben megadtuk az els6é és masodrendd tenzorok transzforma-
ciés szabdlyait, amelyet ugy kapunk, hogy a tenzorok u-formajat az u’ sebesség szerint
hasitjuk szét. A tomeg-lendiilet-energia tenzor esetén is ugyanigy jarunk el.

Az u/-energiat az Z° tenzor u-komponenseivel és a v@ = u® — u/® relativ sebességgel
fejezziik ki. Ha az el&bbiekhez hasonléan u®-t a folyadék, u'* pedig a megfigyels sebessé-
gének tekintjiik, akkor v® a folyadék sebessége a megfigyeldhoz képest. Ekkor az aldbbi
transzformdcids szabdlyok a megfigyeld széthasitott mennyiségeit adjdk meg a folyadék
megfelel6 széthasitott fizikai mennyiségeivel kifejezve.

7 7

A p stirliség Galilei-invarians:
P = TamyT 2 = p. (7)

7~ 7 7

A lendiiletstirtiség gy transzformdalddik, mintha strliséggel négyesvektort alkotna-
nak:

p;_) _ W/ETCZdC _ ﬂ_/BdTC(puduc+p3uc+udpé+eflé) _ (5% o u/de)(pud+pa)

=’ + pod. ®)

7 7 7 7 7 7

Az (6n)diffuziés dramslriiség a lendiiletstirliséghez hasonldan a stiriséggel vett né-

gyesvektor térszerti komponenseként transzformalddik :
7 ="+ e ©)

2

Az energiasiriség viszont nem Galilei-skalar:
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05 & 05 7 . y = g
r Eﬂ_lb -l Zde — £<5b;l . uled>(5cé . u/cTe) <pudue +pdue + udpe + ede)

€ = 2 d’ e 2
= % (pvgva —I—pl_’vE + vgpE + el_’é> = e+ pav? + gv(—lva. (10)

A nyomadstenzor transzformacidja:

P — g 7% — (5% — /7 (6% — u'T,) (,ou u® + phu® + ulj® + Paé>

= P‘_‘b—kp v&+j%5+pv‘_’v5. (11)
Végiil a legbonyolultabb a hdaramstirtiség transzformécids szabdlya:

1a__ % rabe __ 9% 1a /b e def

T =5 — 9 d
= %(5% —u74) (0% — u"7.) (6% — u'Ty) ((pueuf + pPul +up’ + e€f> ut+

<]dueuf+Pde +Pdfue+qde ))

=q"+ (e +ppo® + gvgvl_’)v + PPy + j° T (12)

A hagyomadnyos 3-as indexes jelolésekkel Osszefoglalva a transzforméacids szabdlyo-
kat:

p, :p, (13)
pt=p" 4 pv (14)
Jt =3+, (15)
e':e+pivi+gv2, (16)
P = P9 4 pv'v? 4 plot + ji7, (17)
o i i, P oo ij 'z‘UQ
¢"'=q +v" e+ pjv —1—51) +P vj—i—jE, (18)

Az abszolut targyaldsban két ujszer( fizikai mennyiség bukkant fel. A tomegnek dltaldban
van nem konvektiv dramsiir(isége, ez volt j*, illetve van lendiilets{irliség mindenféle rela-
tiv sebességtdl fiiggetleniil, amelyet p'-vel jeloltiink. Szerepiik részletesebb elemzéséhez

fel kell irnunk a folyadék abszolut és szEéthasitott mérlegeit.
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4. AZ EGYKOMPONENSU FOLYADEKOK ALAPMERLEGE ES
KOMPONENSEI

A tomeg-lendiilet-energia tenzor divergencidjabol vezethetjiik le a hagyoméanyosan
harom kiilon egyenletként jelentkez6 alapmérlegek rendszerét. Az abszolut forma:
aazabc — aa (Zbcua 4 Z&bc) — Zbc + Zbcaaua T aazébc
= (pu + pi + pO)ub + (pil® + PYuc + phic + poad + et
(pubuC + pPut + ubpt + ezé) Ouu® + uPuc0,5" + j U Ogu’ + jouPOuc+

PPOuC + w9, P™ + POl + uP9,P™ + 0,¢"° = 0. (19)
Itt bevezettiik a pontot az u-idéderivalt jelolésére, u®d, = d,, =". (19) iddszer( része

a tomeg-lendiilet mérleg:

7.0,7°% = pul + pil® + p° + (pu 4 p°)Opu® + u9j® + j20u’ + 0,P = 0P, (20)

A tomeg-lendiilet mérleg idGszer( része pedig a tomegmérleg:

TyTe0, 2% = p+ pOyu® + 0,5% = 0, (21)

illetve térszerl része a lendiiletmérleg:

7 70u2°% = pil® + ¥ + pPOgu® + j Opu’ + 9, P = (. (22)

Az energia mérlege a tomeg-lendiilet-energia mérleg tér-térszer( része, illetve annak

nyoma:

0% & = % (.1s e 7 - ik -
%ﬂ_bd,ﬂceaazade _ % (ébc + ebcaaua +pbuc +pcub + Pabaauc + Pacaaub
19, qa66>
— &+ edu® + pPiy + PLOu’ + 8,q° = 0. (23)
Egyszer(i tovabbi szamitassal, az abszoldt (19) mérleg u'* szerinti széthasitasaval kap-
juk a szubsztancidlis, relativ mérlegeket. Az u'* megfigyel6 a hozzé képest v% = u® —

— u'* sebességgel mozgd folyadékra vonatkozo sajat lokdlis mérlegegyenleteit a folyadék
mennyiségekkel kifejezve:

p+ pdiv' +0ij' =0 (24)
P PO + pit + jUO + 0P =0, (25)
e+ edv' + 0,¢° + pz_v’ + Pijaivj = 0. (26)
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Ezek a tomeg, az lendiilet €s az energia mérlegei. Az energia mérlege latszélag bels6
energia mérlegére vonatkozik, 6sszhangban azzal, hogy a megfigyel szamara e’ a teljes
energia és e a belsd. A szokdsosan felirt mérlegektdl az Gjonnan fellépd j° (6n)difftizids
dramot és a p’ sajatlendiiletet tartalmazé tagokban kiilonbozik. Ez a két fizikai mennyiség
a P nyomadstenzorra és a ¢' hddramstir(iségre vonatkozo tovébbi feltételek megadasat
teszi sziikségessé az egyenletek lezardsahoz. A mérlegek lezarasdhoz a termodinamikai

feltételeket kell megvizsgalnunk.

5. A MOZGAS TERMOSZTATIKAJA, AVAGY TERMOSZTATODINAMIKA

A szakasz cime Onellentmondénak latszik, ugyanakkor j6ol megmutatja a mozgast is
tartalmazo ’termosztatika’ paradigmatikus dilemmadjat. A termodinamika irodalmédban a
sebesség nem lehet dllapothatdrozé. Galilei-relativisztikusan ez a kérdés megvizsgédlhatd.

5.1. ABSZOLUT RELACIOK

A klasszikus ,,egyensulyi” termodinamika, azaz a termosztatika val6jdban nemegyen-
sdlyi és id6fiiggd. ! Mds részrdl érdemes figyelembe venni a relativisztikus kinetikus el-
méletben levezetett/beépitett termodinamikai hétteret, esetleg egybdl a szokdsos kereteket
meghalad6é médon [71, 72].

Termodinamikai alapfeltevésiink teljesen megszokott, csak téridoszempontbdl kifejt-
ve. Adott az entropia-négyesvektormezd, amely adott megfigyelSre nézve stirliség €s dram
is: S* = su® + s”. Ennek siirtisége az extenzivek siirtiségeitl fiigg azaz egy szimmetrikus
mésodrendi térid6tenzor fiiggvénye: s = s(2*). Ez az 6sszefiiggés megfigyeldfiigget-
len, mert mind az entrépiasiirtiség, mind a tomeg-lendiilet-energias{irliség tenzor abszolut.
Ennek a fliggvénynek a derivaltja a termodinamikai intenziv mennyiségek szimmetrikus
maésodrend(i kotenzora, amit a tovdbbiakban kémiaipotencidl-termosebesség-homérséklet

ds

kotenzornak neveziink és [.-vel jeloliink. Tehat e = By Ezt a derivalast termodinami-

kai szokds szerint Gibbs-reldcidnak hivjuk és jeloljiik:
ds = Byedz". (27)
Részletes felirdsdhoz elnevezziik az intenziv mennyiségek abszolut kotenzordnak

komponenseit. E kotenzor egy tetszOleges u® sebességmezd segitségével a kovetkezd-
képpen hasithaté tér- és idszerli komponensekre (lasd (75) az A. Fiiggelékben):

ﬂbc = 61)7—0 + Bbéﬂ-cé = (5773 + ﬁglﬂ-ba)Tc + (ﬁéTb + Bc_léﬂ.ba)ﬂ-cé' (28)

! Akit az ezzel kapcsolatos a szokdsos félreértések és 6sszemosdsok zavarnak, mindenképpen olvassa
el Matolcsi Tamds nagyszeri konyvét angolul, vagy konnyedebb verzidjat magyarul [69, 70].
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Itt az egyes fizikai mennyiségek a kovetkezdek :

— Az energia tenzorhoz konjugélt intenziv a (3. kotenzor tér-térszerii része, ennek

nyomabol képezziik a /3 reciprok homérsékletet :

1 1. 2 %
B = ? = aébcéae(sgd/ﬁde = gﬁl_;b (29)

Mivel most az energia tenzoridlis formdjat nem vizsgaljuk, ezért specidlisan felté-
telezziik, hogy a reciprok hémérséklet kotenzor az egységtenzorral aranyos:

B

= 555? (30)

— A i kémiai potencidl a kémiaipotencidl-termosebesség-hdmérséklet kotenzor id6-
1ddszer( részébdl képezhetd:

= —TuluBy. (31)

— A sajatlendiilethez tartoz6 wy intenziv mennyiséget termosebességnek fogjuk ne-

vezni, €s a kovetkezOképpen adjuk meg:

wy = —2Tu5;" Bye. (32)

Ezek utdn a Gibbs-reldcié u-széthasitott formdja ezek utdn a kdvetkezOképpen sza-
molhat6:

ds = Bydz* =
1 — _ -
- (,uTch + §(w;17rbd7'c + we, Ty) — Tﬁdéﬂbdﬂce) X
b, c cq,b b, .c c 3.0 e b j,.C ¢ g,,b be
(u udp 4 pudu’ + pu’du’ + udp’ 4+ p’du’ + u’dp® + p°du’ + de >

=0 (,udp + pwydu® + pw;,dpg — pydu® — de> . (33)

Tehat az abszolut Gibbs-relacid u-széthasitott mennyiségekkel felirva végiil az alabbi
format olti:

de = Tds + pdp + wadp® + (pwy — pa)du’. (34)

Ezenkiviil képezhetjiik a négyes entropia Legendre-transzformaltjat, bevezetve az Sa

konjugélt entropidt:

S — B,.Z% = 5. (35)
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Ez semmiféle feltételt nem jelent mindaddig, amig a jobboldali négyesvektor éltalanos.
Bontsuk fel S%-t célszertien egy tetszOlegesen adott u”® négyessebességgel parhuzamos €s

térszert komponensekre a tobbi mennyiséghez hasonléan:
5% = Bp(u + %), (36)

ahol r;u® = 0. Ekkor a (35) vektoregyenlet abszolut idszert( részét, az extenzivitdsi reld-

ciot, a kifejezés 7,-val torténd szorzdsaval kapjuk:

s — Bup — Bugp® — Be = Bp, (37)

illetve az u-térszeri rész, az entrépiadram kifejezése, az u-ra merdleges 79 -vel projekci-
oval adodik:

" — Buj® — Bp™ws + Bq” = Bpre. (38)

5.2. TERMODINAMIKAI OSSZEFUGGESEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az entrépia derivéltjaként bevezetett intenziv mennyiségek kotenzor komponensei,
ezért a B. Fuiggelék (97) egyenlete alapjan egy u'* sebesség szerinti idG- és térszerli kom-
ponenseket egy masik, u” sebesség dltal széthasitott komponensekkel és a v* = u® — u'®
relativ sebességgel kifejezve kapjuk a transzformacids szabdlyokat:

B =B, (39)

w" = w' + ', (40)
. 1}2

o= —wpt — bR 41)

A négyesvektorokra vonatkoz6 (78) transzformdcids szabalyok €s S (36) felbontdsa

alapjan adddik, hogy
pP=p é r=r4. (42)

Ezeknek és a p, p®, e extenzivekre vonatkoz6 (13), (14) és (16) transzformdacids szaba-

lyok alapjan ellendrizhetjiik, hogy a (37) abszolit extenzivitdsi reldcié Galilei-invaridns:

1,17

e +p—Ts—pp—wp'=e+p—Ts— pup—wp" =0. (43)

Az entrépiadram-siirliség transzformacios szabdlya szerint pedig térvektor, ahogy el-

varhato:

s"=P(q" = p'j" = P+ pr') = B(q" — pgt — PYw; +pr') +sv' = 5"+ sv', (44)
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ahol felhasznaltuk 3, ¢°, u, j%, P¥, w;, p és r® elézbekben levezetett transzforméacids

szabadlyait.

Fontos még a relativ formdban megadott Gibbs-relacio,
de = T'ds + pdp + w;dp’ (45)

transzformadcios értése is. Ez alapjan, ha valamely megfigyel$ a fenti Gibbs-rel4ciot élla-
pitja meg, akkor a hozza képest v’ sebességgel mozgé folyadék fizikai mennyiségeivel ez
az Osszefliggés ugy fejezhet6 ki, hogy

de’ — Tds — p'dp — widp" = de — Tds — udp — widp' — (pw; — p;)dv'.  (46)

Tehat a Gibbs-relacié abszolut, de nem Galilei-invarians, kiilonb6z6 megfigyeldk altala-
ban a relativ sebesség valtozasatol fliggben az energia megvaltozasat mérhetik. Kivéve,

ha az utolsé tag nulla, azaz
w ==, 47)

Ez az 0sszefiiggés egy allapotegyenlet, impulzusfeltételnek nevezziik a tovdbbiakban. Az
intenziv termosebesség specidlis fliggését adja a sajatimpulzustol és a stiriségtdl. Ha tel-
jesiil, akkor a Gibbs-reldci6 Galilei-invarians.

5.3. ABSZOLUT ENTROPIA, RELATIV ALLAPOTEGYENLETEK

Az entrépiasiiriség potencidlja az intenzivek tenzordnak, azok derivaltként torténd
definicidja szerint, (27) alapjdn. Az abszolut (27) Osszefiiggés szerint az entrOpiasiirliség
egyvaltozods fliggvény, valtozoja a tomeg-lendiilet-energiastirliség tenzor. Az entropiasi-
rliség abszolut, a véltozdja is, de ezt a véltozot széthasitott formdjaval is kifejezhetjiik.

7

Azaz ha azt nézziik, hogy egy adott u'* megfigyeld entrépiastirtiség-fiiggvénye hogyan

fligg a megfigyelt folyadék sajat stirtiségétdl, sajat lendiiletstirliségétdl és sajat energiasi-
riségétdl, akkor a megfigyeld és a folyadék relativ sebességétdl is fliggeni fog.

(46) jobb oldali Gibbs-relacidja a megfigyel6 u'-mennyiségeinek a folyadék wu-
mennyiségeivel kifejezett termodinamikai viszonya. A Gibbs-relacié ebben a forma-
ban hasonlit a megfigyelSket kever6 szubsztancidlis mérlegekre. Az u’-széthasitast u-
mennyiségekkel reprezentdljuk, ennek megfelelGen a Gibbs-relacié — szubsztancidlis for-

mdja — mozgo6 kontinuumokra a kovetkezd:
de = Tds + pdp + w;dp" + (pw; — p;)dv’. (48)

Ezt a kifejezést lehet a szubsztancidlis mérlegekkel egyiitt az entrépiaprodukcid kisz4-

mitdsdra haszndlni, ez a Gibbs-relaci6 hagyomanyos relativ értelmezése. (48) analdg
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a relativisztikus esetben a kinetikus kompatibilitds figyelembe vételével kapott alakkal
[71, 72, 73], azzal a kiillonbséggel, hogy itt az utolsé tagban a stirliség szerepel, relativisz-

tikusan pedig az entalpia.

A (48) Gibbs-relacioban a sebesség nem fiiggetlen valtozé. Vizsgéljuk az impulzusra
és arelativ sebességre vonatkoz6 intenziv mennyiségek kozott fenndllé6 Maxwell-reléciot,
azaz a vegyes parcidlis derivaltak egyenl6ségére vonatkozo feltételt. Ezt célszer( izoterm
folyamatokra vizsgélni:

D%e ow;  I(pw; — p;) D%e

duidp' — dvi  dpt  Opidwd @9

Mivel w’ (p,p’, e,v) allapotfiiggvényen kiviil a tobbi mennyiség véltozo, ezért (49) te-

kinthetd a termosebesség meghatirozasara vonatkoz6 parcialis differencidlegyenletnek :

8wi 871)]'
- = = — D 50
goi P op' bi (50)
Ennek altaldnos megoldédsa
w'(p,p',e,v") :%+Aij (’Uj"’%) + @', (51)

ahol AY és " tetszbleges p, e fiiggvények. A tovabbiakban nem vizsgaljuk ezeknek a
fliggvényeknek a fizikai jelentését, és azt tételezziik fel, hogy nulldk. Vegyiik észre, hogy
ekkor, mds gondolatmenettel, de ismét a (47) dllapotegyenletet kaptuk.

Ez a szokott lendiilet-tomeg-sebesség viszony termodinamikai dltalanositdsa, nem ko-
tédik a mechanikai levezetésekben feltételezett specidlis alakd Lagrange-fiiggvény léte-
z€séhez, amelynek formdja a Newton-egyenlet kovetkezménye, €s Noether-tétel sem kell

hozza.

6. ABSZOLUT ENTROPIAMERLEG

Az abszolit termodinamikai feltételekbdl kovetkez6 (34) Gibbs-relacié és (38) entro-
piadram megadjak, hogy adott entropiastirliség és u-entropiadram hogyan fiigg a megfe-
lel6 termodinamikai intenziv &llapotjelz6ktdl. Igy ki tudjuk fejezni az abszolit entrépia-
produkcidt az u-hasitott mennyiségekkel :

0,5% = 5+ s0,u" + 0,5" =
Be — Bup — fwap® + B(pa — pwa)u® + s9,u’+
0u (84" = Bu® = BP™wy + fpr®) (52)
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Behelyettesitve a (21), (22) és (23) tomeg, lendiilet és energiamérlegeket, felhasznal-
va a (37) extenzivitdsi reldciot, illetve annak és a (34) Gibbs-reldcié kovetkezményeként
adodo alabbi Gibbs-Duhem relaciot,

Bdp = —hdB + pd(Bu) + p*d(Bwa) — B(pwa — pa)du®, (53)

azt kapjuk, hogy

0.5 = (s — fe + Bup + Bwap®)0au® + ¢ 0a 8 — j*0u( i) —
BP%D, (u® + wy) + Bwaj Bpu® — PPwydefs + Bpdar® + %04 (Bp) =
(pr® = j*) (0a(Bp) — Pupdqu® ) +
(qa — hr® — (P —r"pP)uy +p7“”‘> DuB—
B(P—a—rﬁp,;—péa—)ﬁ (u® 4+ w®) + Bpd, (1 — w®) =

oo D))

2
(q ~ert (PP P <m~a—ja>%) 0,

B (P% — j%wy — 1% (py — pw) — pd%) A(u® + w®) + Bpd,(r® — w®) > 0.
(54)

A fenti egyenl6tlenség a Galilei-relativisztikus folyadékok abszolit entropiaprodukcidja.
Az elvart médon kvadratikus kifejezés elss tagja az anyagaramldsra vonatkozik, a 7% dif-
fiziés dramsirliség a konstitutiv mennyiség benne. A szorzat mésik felében pedig a meg-
felel6 termodinamikai erét, a kémiai potencidl gradiensét figyelhetjilk meg. A masodik
tag a termikus eredetd entrépiaprodukcid, ahol a ¢® héaramsiirtiség a konstitutiv mennyi-
ség és a reciprok hdmérséklet gradiense, 0,/ a termodinamikai er6. Végiil a harmadik
tag a mechanikai eredet(i disszipacidval azonosithatd, benne a pab nyomadstenzorral, mint
konstitutiv mennyiséggel és a sebesség gradiensével mint termodinamikai erdvel. Ponto-
sabban a viszkozitds szempontjabdl relevans sebesség a tetszdlegesen vélasztott u® és a
w® termikus sebesség dsszege. Figyeljiik meg, hogy v, a folyadék sebességmezdje exp-
liciten csak itt, a mechanikai disszipaciot leir6é részben, a sebességgradiensben szerepel.
A negyedik tag j, benne az r® nyomadssebesség tekinthet$ konstitutiv mennyiségnek. Ez
a tag nulla, ha a nyoméssebesség azonos a termikus sebességgel.

Az abszolut entrépiaprodukcié egyenldtlensége tehat megoldhatd, a kvadratikus for-
ma minden tagjidban vannak konstitutiv mennyiségek. Emiatt bevezethet&ek termodinami-
kai erdk és aramok, és kozottiik a szokott linedris kapcsolat feltételezve kapjuk az egyen-
16tlenség megoldasat, az egyiitthatok eldjelei megfelelden valasztva. A konstitutiv elmélet
analog a hagyomanyossal, és le is zdrja az alapmérlegek differencidlegyenlet-rendszerét,

mert az ott szerepld szokdsos alapvaltozok, a p stiriség, u® sebesség és T' hdmérséklet
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mellett a konstitutiv mennyiségeket az entropia egyenlStlenségnek megfelelden rogzit-
hetjiik. A w® termikus sebesség pedig az entrépia parcidlis derivdltja, termodinamikai
értelemben intenziv mennyiség, allapotegyenlet rogziti, amit rdaddsul j6l meg is tudtunk
hatdrozni (47)-ben és (51)-ben. De vajon mit jelent és hogyan egyszer(sithet6 az erdk és
aramok termikus sebessséget tartalmazé bonyolult formdja? Ezt vizsgdljuk a kdvetkezd

szakaszban.

7. MI A FOLYADEK SEBESSEGE ?

Az entrépiaprodukcid negyedik tagjanak szerepét nem vizsgéljuk a tovdbbiakban, hi-
szen amennyiben a relativisztikus kinetikus elmélettel 6sszhangban a konjugalt entrépia-
vektor térszerl részét parhuzamosnak vélasztjuk a h6mérsékletvektorral, akkor konnyen
értelmezhetd egyszerii formuldkat kaphatunk. Tegyiik fel tehat, hogy

r® = w? (55)

Ekkor a fenti entrépiaprodukci6 a kdvetkez6 alakira egyszer(isodik :

2
0uS" = (pw” — j*) Da (5 (u - %)) +

) ) ) w2 :
(q“ —w*(e — p'ws) — (pw® — Iy P“bwz,) 0aB—
B (P = j*w; — w” (p; — pwy) — pd%) a(u’ + w’) > 0. (56)

Erdemes felirnunk az abszolit entrépiaprodukciénak egy kiilss, u/* megfigyels szem-
sz6gébsbl megjelend relativ formdjat. Legyen szokds szerint a relativ sebesség u® — u'* =
= v®. Azt kapjuk, hogy

a i i 1 w?
b= - o 2))

w? 02 - 1
— — - Ppik 0 ——
(q w'(e — prwy, + p+ 2)+J 2) wk> n
1
T

(P’k + pwiw® — wipk — jiwk 5““) Oi(vg +wy) > 0. (57)

Megjegyz€s: ugyanezt kapjuk, ha a relativ, szubsztancidlis mérlegek (24), (25) és (26)
segitségével, illetve a (48) relativ Gibbs-reldci6 és a megfelel6 Gibbs—Duhem-rel4ci6 és
entrépidramstirtiség ((38) relativ formédja) segitségével szamoljuk ki az entrépiaproduk-
ciot. Természetesen ezeket az Osszefiigéseket (és lehetbleg a fizikai mennyiségek transz-
formécids szabdlyait is) valahonnan meg kell tudnunk. Téridémodell nélkiil ez nehezen

elképzelhetd.
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Hogyan zérjuk le az egyszerii folyadékok mozgésegyenleteit, azaz hogyan tehetd az
egyenletek szdma az ismeretlenek szdmaval egyenldvé? Vagyis mi a konstitutiv elmé-
let? Vegyiik észre, hogy a fenti entropiaprodukcié szokdsos linedris megolddsabol ka-
pott harom Osszefiiggés nem elég az egyenletrendszer lezarasahoz, hiszen az alapvaltozo-
ink megszokott rendszere, azaz a sliriség, belsd energia és a folyadék sebessége mellett
két tovabbi mezdt kellene megadnunk: a folyadék p' sajatimpulzusit €s a termosebessé-
get, w'-t. Viszont két tovéabbi lehet8ségiink is van, hogy lezérjuk a konstitutiv elméletet.
Egyrészt w'-re termodinamikai dllapotegyenlet vonatkozik. Mdsrészt pedig vegyiik észre,
hogy tulajdonképpen eddig nem rogzitettiik, hogy mit is értiink folyadéksebesség alatt,
hiszen a fenti egyenletrendszerben a relativ sebességmezd tetszéleges lehet, barmely két
megfigyeld kozott. Egyiket valamilyen fizikai médon célszer( a folyadékhoz rogziteni. A

folyadék sebességének rogzitését dramldsvdlasztdsnak nevezzik.

Elvileg a sebességet rogzithetjiik a folyadék tetszdleges extenziv tulajdonsagdhoz,
példaul a tomeghez (j° = 0), energidhoz (¢° = 0) vagy lendiilethez (p' = 0), de bonyo-
lultabb mddon is. Ezek utdn a relativ sebesség mar a folyadék tomegének, energidjanak,
illetve lendiiletének dramldsét jellemzi a kiilsé megfigyel6hoz képest. Bonyolultabb dram-
lasokra példa tiszta anyagi (tomeg) €s energiadram keveréke [73]. Van szabadsdgunk az
aramlds rogzitésére, amit az abszolit egyenletekben az u* sebesség tetszéleges valasz-
tisa jelent. Az egyes valasztidsok azonban gyakorlati szempontbdl nem egyenértékiiek.
Az entropiaprodukci6 fenti forméja azt sugallja, hogy az dramldsvélasztasok koziil kii-
Iondsen egyszeri konstitutiv fiiggvényeket kapunk, ha az dramldst a termosebességhez
kotjiik, azaz w' = 0 médon vélasztjuk a folyadék sebességét. Ezt a valasztdst nevezhetjiik
termodramldsnak. Ekkor az entrépiaprodukcid:

a . ,u i 1 1 17 1]
05" = =07+ 4 Oi = 7 (P = p07) B0 2.0, (58)

Ez a vélasztas természetes is abban az értelemben, hogy visszapillantva a diffiziés dram-
stirliség, hdaramsiirliség, impulzussiiriség és nyomds (15), (18), (14) és (17), illetve a
kémiai potencidl, a h6mérséklet és a termikus sebesség (41), (39) és (40) transzforma-
cids szabdlyaira, felismerhetjiik egy olyan u' megfigyel6 fizikai mennyiségeit, amelynek
relativ sebessége a folyadék u sebességére vonatkoztatva pontosan v* = —w'. Ezért tehat
az entrépiaprodukcio (58) formdja azonos minden, a termodramldssal definidlt kozeghez

képest v’ sebességgel mozgd megfigyeld szdmara.

Ahogy az el6z6 fejezet mozgési termosztatika elemzése mutatta, a sebesség €s az
impulzus viszonydra az entropia 1étezése egy kitiintetett dllapotegyenletet eredményez a
termodinamikai sebesség és a sajatimpulzus kozott, azaz p' = pw'. Bz azt jelenti, hogy
a termodramlds vélasztdsa ezzel az allapotegyenlettel egyben lendiiletdramlast is jelent.
Vagy, forditva, ha a folyadék lendiilete az, ami dramlik, akkor az allapotegyenlet miatt az

dramlas egyuttal a termosebességgel torténik.
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Diffiziés Termikus Mechanikai

Er6 —81% 82% aﬂ)j
Aram 5t q' -% (P9 — pd*)

1. TABLAZAT. Termodinamikai erék és aramok

Ebben az esetben, tehdt a w’ = 0 termodramldssal definidlt, és p' = pv’ termosebes-
ség éllapotegyenlettel megadott kozegre a (24), (25) és (26) relativ tomeg-, lendiilet- és
energiamérlegek szubsztancidlis formdja:

p+ pov' + 0ij' =0 (59)
pi' + 100" + 0, P = O, (60)

Az abszolit (34) és (37) Gibbs-rel4cid €s extenzivitasi relaciok megfeleld relativ for-
maban a kdvetkez6képpen irhatok :

de = T'ds + pdp + v;d(pv'), — dey = T'ds + pydp, (62)
etp=Ts+pp+pv*> = ey +p="Ts+ wp, (63)

ahol e, = e — p% a belsd energia és p, = |+ % a belsd kémiai potencidl. Ezekkel a
mennyiségekkel a termodinamikai alapdsszefiiggések a szokott formdban irhatéak. Az
extenzivitdsi reldcibban a mozgasi energiat a nyomdshoz szoktdk sorolni a kémiai po-
tencidl helyett. A Bernoulli-egyenletként jelenik meg az extenzivitdsi relacié és benne a

dinamikus nyomas (a torlényomas és statikus nyomas kiilonbsége).
Az entropia (38) dramsiiriségének vonatkozo relativ formdja:

Sl:T(qZ—uj — Py +pv'). (64)
Az (59)—(64) termodinamikai Osszefiiggések és a mérlegek alapjan az entrépiapro-
dukci6 kozvetleniil szdmolhat6, és pontosan (58) lesz. Ennek megfeleléen az 1. tdblazat-

ban megadott termodinamikai er6ket és dramokat azonosithatjuk.

Linearis 0sszefliggést feltételezve, izotrop folyadékra azt kapjuk, hogy

i H 1
= — QUi — (=g} 65
J 56 T +X1a T (65)
i _v.akl 1
q = Xz@T + AazT, (66)
P9 = p§i — 0,067 —n (8%3 + ' — gﬁkvké”) . (67)
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Itt £ az (6n)diffuzids egyiitthatd, y; és x2 a Soret—Dufour-egyiitthatdk, A a termodinami-
kai hdvezetési egyiitthat6 (mert A\ = T2\ a Fourier-féle hdvezetési egyiitthatd), 1, s n a
térfogati és nyir6 viszkozités.

Az alapmérlegek (59)—(61) rendszere, egyiitt a (65), (66) és (67) konstitutiv 6sszefiig-

7 7

gésekkel zdrt és az (6n)diffuzids dramstrtiség kivételével azonos a szokdsos kontinuitas-

Fourier—Navier—Stokes-egyenletrendszerrel. Az 6ndiffuziés dramsiirlis€ég nem kiiszobol-
hetd ki dramlasvalasztdssal, elhagydsa fizikai feltételt jelent.

8. OSSZEFOGLALAS

Ebben a munkdban megmutattuk, hogy a nemrelativisztikus, azaz Galilei-relativiszti-
kus, egykomponenst disszipativ folyadékok hogyan targyalhatdak a vonatkoztatési rend-
szertdl fliggetleniil, és milyen feltételekkel kaphatjuk meg a leirdsukra altalaban hasz-
nalt vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggd, relativ Fourier—Navier—Stokes-egyenletrendszert.
A vonatkoztatdsirendszer-fiiggetlenséget a Matolcsi-féle Galilei-relativisztikus téridémo-
dell keretei kozott targyaljuk [5, 6], ahol a Galilei-relativisztikus térid6 az eredeti Weyl-
féle, affin terekre alapozott koncepcid kibontott matematikai megfogalmazdsa. Targyala-
sunk vektortereket haszndl, és indexes formalizmusra alapozott egyszerii szdmitdsi mod-

szert vezet be.

A fizikai alapmennyiség a tomeg-lendiilet-energia tenzor, egy két indexében szim-
metrikus harmadrendii négyestenzor. Ez kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-
sorfejtésével, példaul az energia bevezetését illetéen. Ennek négyesdivergencidja a fo-
lyadék tomeg-energia-lendiiletének megmaradasat adja, amelyet tetszSlegesen adott né-
gyessebesség a tomegmérlegre, lendiiletmérlegre €s energiamérlegre bont. A harmadren-
di négyestenzor négyesdivergencidja egy masodrendli négyestenzor-egyenlet. A tomeg-
mérleg ennek id6-id6szert, az impulzusmérleg az id6-térszerd része (illetve a szimmetria
miatt tér-idoszerd is), az energiamérleg pedig a tér-térszeri résznek, amely egy masod-

rend{i harmastenzor egyenlet, a nyoma.

Az abszolut targyaldsbol levezettiikk a relativ fizikai mennyiségek és a mérlegek
transzformdcids szabdlyait. Az elmélet egyik kovetkezménye, hogy a belsd energia, ki-
netikus energia és a teljes energia kozti szokdsos kapcsolat egy transzformdcids szabdly.
A kinetikus energia tartalmazza a folyadék sajatlendiiletét, amely dltaldban nem kothetd
valamely relativ sebességhez. Nincs abszoltt energia, de van kovaridns energia, azaz az

energia egy abszolit mennyiség meghatarozott része.

A termodinamika is vonatkoztatdsi rendszert6l fiiggetleniil adddik, pusztdn annyit

7 7

feltételezve, hogy az entrépia négyesvektor iddszerl része, az entropiasiirliség a tomeg-

s

lendiilet-energia stirtiségtdl fliigg. Ez vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen, abszolut allitas.
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Az entrépiasiirliség derivéltja adja az intenziv mennyiségek mdasodrendli négyestenzo-
rat, a homérséklet-termosebesség-kémiai potencidl tenzort, abszolit médon. A mozgasi
mennyiségeket is tartalmazo Gibbs-relacié szubsztancidlis formdja tartalmazza az impul-
zushoz konjugdlt intenziv mennyiséget, a termosebességet és a relativ sebességet is, de a
teljes formula vonatkoztatési rendszertdl fiiggetlen. Ekkor viszont a mozgasi intenzivekre
vonatkozd allapotegyenletek nem fiiggetlenek. A vegyes parcidlis derivéiltak egyenldsége,

a megfelel6 Maxwell-relacié az impulzussiiriséget a termosebesség és a siirliség szorza-
taként adja, 1ényegében egyértelmiien.

Mivel az entrépiadram formadja is kovetkezmény €s levezethetd az alapfeltevésekbdl,
az entropia négyesvektor divergencidjat, az entrépiaprodukciot ezek utidn abszolut médon
szamolhatjuk. A folyadék dramlésa tetsz6legesen rogzithetjiik, akar a tomeghez (Eckart-
aramlds), akar az energidhoz (Landau—Lifsic-draml4s), illetve mds médokon is.

Az entrdpiaprodukcié konkrét formdja megmutatja, hogy a folyadék mozgasat érde-
mes a termosebességhez kotni. Ekkor az impulzusfeltétel dllapotegyenlete miatt a min-
denkori megfigyel6hoz viszonyitott relativ sebességgel adhaté meg a relativ impulzussi-
riiség és a vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen entropiaprodukcié 1ényegében a megszo-
kott format olti. Az eltérés az ondiffizios tag jelenléte. Ezt nem lehet megfeleld dramlas-
valasztassal kikiiszobolni ugy, hogy a tobbi tag szokott formajat megdrizziik. Ha nullanak
tekintjiik, akkor az az anyagra vonatkoz6 fizikai feltételként interpretdlhatd, vagy megsérti

az entrépiaprodukci6 elvart fiiggetlenségét a vonatkoztatdsi rendszertdl.

Megjegyzések:

— Ha a Galilei-relativisztikus alapmennyiség harmadrend kontra-kokotenzor, ugyan-
olyan mérlegegyenleteket kapunk, azonos transzformaciés szabalyokkal. Ekkor az
energia és hdmérséklet helyett a tomegsiiriség és a kémiai potencidl reprezentalo-
dik mdsodrendd hdrmastenzorként. Ez az alapmennyiség a kovaridns komponensei
miatt azonban nem kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-sorfejtésével kapott

egyenletrendszerrel. A transzformécids szabalyokat a C. Fiiggelékben kiszamoltuk.

— Azegyszerl anyagok semleges koriilmények kozotti stabilitdsa alapvetd az egész fi-
zikaban. E nélkiil nincs objektiv megfigyelés, a nem reprodukélhatdak a jelenségek.
Ennek az elvnek fizikai-matematikai modellje a termodinamika maga. Az entrépia
létezése €s novekedése, az egész termodinamikai keretrendszer ezt eredményezi és
ezt jelenti. A termodinamika ilyen felfogédsa egyuttal onellen6rzési lehetdség is. El-
varhatd, hogy az egyszerii folyadék homogén egyenstlya elszigetelt rendszerben
pusztdn a termodinamikai feltételek miatt stabil legyen. A most levezetett folya-
dékmodell ehhez teljesit egy fontos sziikséges feltételt.

Belathatd, hogy a kapott (59)-(61), (65)-(67) egyenletrendszer generikusan stabil,
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azaz a homogén egyensilya linearisan stabil, ha a termodinamikai stabilitas teljesiil
(az entropia konkdv) és a transzportegyiitthatok nemnegativak, illetve
d 01

0 p
[ A — — — = >0.
apT Ao Tt xe)5 7 =0 (68)

Itt az els6 két tag és a harmadik tag egyiitthatdja termodinamikai feltételek miatt
nemnegativ, egyediil az utolsé tagban szerepld parcidlis derivalt vezethet az egyen-

16tlenség sériiléséhez.

— Ennek a munkdnak a fémotivacidéjat a relativisztikus folyadékok hasonlé problémai
jelentették [74, 75, 76, 62,77, 65, 71, 72,78, 79, 73].

A. FUGGELEK. GALILEI-RELATIVISZTIKUS TERIDO

Itt roviden ismertetésre keriil a Galilei-relativisztikus téridémodell.

A Galilei-relativisztikus téridémodellben van:

1. Az M téridd az x € M események (vagy villanatok) négydimenzids irdnyitott affin

tere az ¢ € M téridétartamok négydimenzids vektortere felett.

2. Az I idd egy dimenzi6s irdnyitott affin tér a ¢ € [ id6tartamok egydimenzids irdnyi-
tott vektortere felett.

3. A7 : M — I idokiértékelés egy affin sziirjekcid a 7, : Ml — I linedris leképezés, az

idotartamkiértékelés felett.
4. D atdvolsdg mértékegyenese, amely egydimenzids irdnyitott vektortér.

5. Adz;: E x E — D ® D euklidészi szerkezet egy szimmetrikus bilinearis leképezés,

ahol E := Ker (1) C M a térvektorok haromdimenzids linedris altere.

M dualisat, azaz az Ml — R linedris leképezések vektorterét M*-al jeloljiik. M* =
= Lin(M, R) elemeit kovektoroknak nevezziik és als6 indexszel jeloljiikk. Hasonl6képpen
[E dudlisa E*. Ezek az indexek absztraktok abban az értelemben, hogy nem vonatkoznak
semmilyen koordinata- vagy vonatkoztatdsi rendszerre, egyszerilien a kiilonféle rendd és
tipusu tenzoridlis mennyiségek egyértelmi jelolését jelentik. A fels6 index kontravaridns,

az alsé index kovarians, kovektor komponenseket jeldl.

Az z,y € M események kozott idtartamot 7(x) — 7(y) = T,2* médon szamoljuk,
ahol z¢ = x — y. Két esemény egyidejii, ha a kozottiik eltelt idGtartam nulla. Két egyide-

jl esemény kiilonbsége térszerii vektor. Ezeket feliilhtizott indexszel, megkiilonboztetett
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1. ABRA. A Galilei-relativisztikus térid6, id6pontok és vildgvonalak.

médon jeloljiik: 2% € E, illetve , € E*. Egy 2% térszer(i vektor hossza ||z|| = /296 ,52°,
ahol 0,5 = Idg.

A modell legfontosabb elemeit az 1. dbran mutatjuk be. Lathatjuk, hogy az id6 és az
idokiértékelés egy folidzast vezet be a téridon: az egyidejl események térszerd altereinek
egymadsutdnja hlien modellezi klasszikus tér- és id6fogalmunkat.

Ha z, egy kovektor, azaz egy =, : M — R linedris leképezés, akkor annak E-re tor-
ténd megszoritasat, x; € E*-t az eredeti x, kovektor abszolut térszerl részének nevez-
ziik. A megszoritds projekcidjdnak jelolésére bevezetjik a 6, € Lin(M*,E*) jelolést.
Tehat 6,°x;, = x,. Fontos megjegyezni, hogy az euklidészi szerkezet lehetdvé teszi E és
[E* azonositasat, de ezt nem tehetjiik meg M-vel és M*-al, mert nincs rajta sem euklidészi,
sem pszeudoeuklidészi szerkezet: a térid6tartamok vektorterén nincsenek térid6hosszak.
Absztrakt indexes jelolésiinkben a, b, ¢, d, e, f, g indexeket hasznalunk a négydimenzids
térid6 abszolut fizikai mennyiségeire, a, b,¢,d, e, f,g indexeket a haromdimenziés tér fi-
zikai mennyiségeire a téridobe dgyazva értend6ek. Tovabba ¢, j, k, [, m-el jeldljiik a szo-
kdsos haromdimenzids relativ mennyiségek indexeit, ha a relativ sebesség is megjelenik a
formuldkban. Ez fog el6fordulni a kiilonféle transzformacids szabalyokndl, illetve amikor
a szokdsosan szerepld formuldkat értelmezziik. Az ilyen indexek két abszolut sebesség-
mez6 jelenlétét jelzik.

A vektorok és kovektorok fenti jelolésrendszere azt a tényt formalizélja, hogy az 1d6

nincs bedgyazva a téridébe.
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A.1. SZETHASITASOK

s 7

A téridében torténd 1étezést vilagvonalak segitségével, id6bdl téridébe 1éképezd
r: I — M vildagvonalfiiggvényekkel irjuk le. A vilagvonalfiiggvényeknek a térid6 szer-
kezetébdl kovetkez§ trividlis tulajdonsaga, hogy 7(7(t)) = t. Ennek megfelel6en barmi-
lyen id6pontban képezett iddderivaltjaik, a Galilei-relativisztikus négyessebességek olyan
specidlis négyesvektorok, amelyek id6kiértékelése, 7,u® = 1. Egy négyesvektor fizikai
mennyiség térszerii részét egy adott u” négyessebesség iranyu vetiiletével képezziik. Az
u® irdnyud vetits fiiggvény, az u-projekcio % = 65 — u®m, : M — E lesz, ahol §9 az iden-
titds M-en.

A 7, id6kiértékelés és az elobbi u-projekcié mellett még két fontos fliggvényiink
van, amely az M téridStartamokat az I id6tartamokkal és az E térvektorokkal kapcsolja
Ossze. A négyes kovektorokat térszerlire megszorité el6bbi 0% € Lin(M*,[E*) fiiggvény
dudlisdval a 0% € Lin(IE,M) fiiggvénnyel dgyazhatunk be hdrmasvektorokat a tériddbe,
id6tartamhoz egy négyessebességgel hozzarendelhetiink egy téridStartamot, hiszen u® :
I — M. A négy alapvetd leképezést még egyszer felsoroljuk:

— Ty M =T,

A dudlisaik a megfeleld dudlis terek kozotti leképezéseket adjdk meg:

— 7, 1 — M*,

u® : M* — 1,

— 7wl E* — MY,

— o : M" = E*.

Itt felhasznaltuk, hogy egydimenziés vektorterek kanonikusan azonosithat6ak dudli-

sukkal (id6 = koidd), a transzpondltakat pedig az indexek eltoldsdval jeldltiik. A fentiekbdl
a kovetkez6 azonossdgok vezethetdek le:

Ut =1, 7,0% = 0, ot = (6% —ubr )u =0 756% =4

ol Q!

(69)
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Két abraba osszefoglalva megjegyezhetébbek a viszonyok :

7"% Ta 5z§a u®
ESS M — I E* €5 M* — T*
0% u 7,0 Ta

b b

A fenti diagramok felsd sordnak leképezései egy téridovektor és kovektor id6- és

térszerd részre torténd széthasitasat adjak meg.

A.2. VEKTOR u-FORMAJA

A vektorok maguk el6allithatéak egy u® sebességgel széthasitott részeikbdl. A to-
vabbiakban az ilyen eldéllitast a vektor u-formdjdnak nevezziik. Legyen példaul A egy
téridovektor. Ekkor 1d6- és u-térszer(i részeinek €s a széthasité u® négyessebesség segit-

7 2z

ségével elballithatd:
A* = Au® + A°, (70)

ahol A = 7,A® a vektor id8szer( része, A® = 73 A pedig az u-térszerd része. Vektor
id6szer( része nem fiigg u-tdl, ezért abszolut, a térszeri része viszont fiigg. Specidlisan
egy u” sebességvektor idGszeri része 1, egy masik u'* sebesség szerinti térszerd része
pedig

4l = (69 — v m)ud = u* —u' =07,
u® relativ sebessége u'*-hoz képest.

Galilei-relativisztikus téridon az extenziv mennyiségek természetes médon négyes-
vektorok, amelyek id6szer( része a stirliség, u-térszerd része az dramsiirliség. Az exten-
ziv mennyiségek siirlisége fiiggetlen a széthasitd sebességtdl, térszerl része nem. Latni

fogjuk, hogy az u-fiiggetlenség Galilei-invarianciat is jelent.

A.3. KOVEKTOR u-FORMAIJA

Hasonlé médon kovektorok is dltaldnosan felirhatok u-1d6 és térszerli komponenseik

€s a széthasitdshoz hasznalt négyessebesség segitségével. Egy B, kovektor:
B, = Br,+7!B;. (71)

ahol B = u*B, és B; = 5;Bb.

Figyeljiikk meg, hogy B, térszert és u-idbszer( részei valdban B; és B, de ellentétben

a vektor (70) elballitasaval itt ez kozvetleniil nem latszik. Tovabba fenti felbontasban fi-

gyelniink kell, hogy 7ra5 nem szedhets sz€t két részre, pontosabban u53z7 onmagdban nem
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képezhetd, hiszen B; € E* és [E* nem részhalmaza M*-nak. Tehét a fenti formula B, =
= B7, 4+ By — 1,u’By = (B — uB;)7, + B, kényelmesnek tlin6 csoportositasa végsd
soron helytelen. Azonban a térszeri-idészer( felbontds szemléletessége, és az abszoltit
térszerl rész 6ndll6 megjelenése miatt a szdmoldsok attekinthetdségébdl szdrmazé eld-
nyOk nagyobbak, mint a hibazas lehetdsége, ezért a tovabbiakban mégis haszndlni fogjuk,

tigyelve arra, hogy 7ra’_’ két része pontosan szerepeljen a formuldkban.

Specidlisan a téridd derivalasa 0,, mint kovektor, a kovetkez6képpen irhaté fel egy

u® négyessebesség szerint széthasitott id6- és térszerli komponenseivel:
Oy = Ta(dy — u’V3) + Va, (72)

ahol d,, = u®0, az u-idéderivalt, V; pedig a térderivalt. Az id6derivalt u-fiiggd, a térde-

rivalt nem az.

Megadjuk a masodrend(i tenzorok u-széthasitott részekbdl Osszetett formdjat is.

A.4. TENZOR u-FORMAJA
Egy T% € M ® M kontra-kontravaridns tenzor u-formdja a kovetkezd:
T = tufu® + u? + % + ¢, (73)
ahol

— t = 7,717 a T tenzor idé-idészerii része. Lathatoan ez u-fiiggetlen, abszoliit.

— 1% = wT%7, a T tenzor tér-iddszerii része, illetve t* = 7. 7°n} az id6-térszerit

rész.

— % = qaTedr b a T tenzor tér-térszerii része.

A.5. VEGYES TENZOR u-FORMAJA
Egy )9 € M ® M* kontra-kovaridns tenzor u-formédja a kovetkezd:

Q% = 4"+ Ty 4% = quTy + ¢y +u T G + ¢y =

(u(q — uqe) + ¢ — ¢%u®) 7 + qu + ¢, (74)

ahol

—q¢*=ub %, a Q9 vegyes tenzor ko-iddszerii része,
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- q% = 050Q%, a Q% vegyes tenzor u-fiiggetlen ko-térszerii része

q = ubT,Q%, a Q4 vegyes tenzor idd-idbszerii része,

— ¢ = u’mQ5, a Q4 vegyes tenzor tér-iddszerii része,

@ = Ta0f Q% a QY vegyes tenzor idd-térszerii része. Bz a rész u-fiiggetlen, abszo-
luit.

- k= W(Z(SBd ¢, a Q% vegyes tenzor tér-térszerii része,

A.6. KOTENZOR u-FORMAIJA

Egy Ry, € M* ® M* ko-kovaridns tenzor u-formaja a kovetkezd:

_ - c ¢_d
Rap = 1Ty 4+ Taemy = (1T + 767, ) Ty + TeTaTy + 1ogy Ty =

(r = 2rou® + roguu®) 7o + (rg — rpqu?) 7o + (ra — raqu?) T + ra, (75)
ahol

2

— 1, = u’ Ry, az R, kotenzor ko-iddszeri része,
— Tap = 05 Rac, az Ry kotenzor u-fliggetlen ko-térszerii része,
— r = u"ub Ry, az Ry, kotenzor id6-iddszerii része,

— 1a = 0“ub Ry, az Ry, kotenzor tér-iddszerii része, illetve ry = 0fu* Ry, az ido-

térszerii része,

- Tap = 5;(55dRcd, az R, kotenzor tér-térszerii része. Ez az u-fliggetlen rész.

B. FUGGELEK. MEGFIGYELOK ES GALILEI-TRANSZFORMACIO

A téridémodell pontosan tiikrozi azt a mindennapi tapasztalatunkat, hogy az id6 t6-
liink fiiggetleniil telik, de a tér, a kdrnyezetiinkben levd targyak éltal kirajzolt kdrnyezet
szubjektiv, megfigyelfiiggd. Az id6 abszolut, a tér relativ. A relativ szempontokat a meg-
figyel6k segitségével értelmezziik. Egy megfigyeld éltaldban a téridén megadott globdlis
sima sebességmezd (lasd [6]), amit a tovdbbiakban egyetlen sebességgel, 1ényegében lo-
kalisan reprezentdlunk. A lokdlisan egyetlen sebességet gondolatban az egész téridore
kiterjesztve, azaz globalis homogén sebességmezit bevezetve kapjuk az inercidlis megfi-

gyelSket. A megfigyel6 alatt dltaldban adott tartomdnyon sima sebességmezot értiink [6],
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nem kell, hogy mindeniitt értelmezett, azaz globdlis legyen. Minden esetben elegendd,
hogy adott téridépontban négyessebessége iddre €s térre bontja a térid6t, és az abszo-
It fizikai mennyiségeket id6- €s térszer( részekre hasitja fel a térid6 minden pontjaban.
Eppen ezért a transzforméciés formuldk és egyenletek nemcsak a szokdsos inercidlis meg-
figyel6kre vonatkoz6 Galilei-transzformaciok, hanem — amennyiben a széthasit6 sebesség

allandésdga nincs kihasznalva — minden megfigyel6re vonatkoznak. Az abszolut jelzd al-

talanosan megfigyel&fiiggetlenséget jelent.

Lathattuk, hogy egy Galilei-relativisztikus tériddmodellben egy sebességmez6 segit-
ségével egyértelmlien meg tudjuk adni a fizikai mennyiségek 1d6- és térszerd részeit. Egy
masik sebességmezd pedig masképpen bontja id6- és térszerl részre ugyanazt az abszo-
lut fizikai mennyiséget. Azt is ki tudjuk szdmolni, hogy egyik megfigyeld altal észlelt
komponensekbdl hogyan képzddnek egy masik megfigyeld altal észlelt id6- és térszeri
komponensek. Ezeket a transzformdcios szabdlyokat egy tériddmodellben egyértelmiien

kiszamolhatjuk, nem sziikséges intuitivan bevezetni.

B.1. VEKTOROK

Léttuk, hogy egy A® vektort az u® megfigyeld A = 7,A% id8szerl és A® = 7% Ab
u-térszerl részekre bontja. A nemrelativisztikus fizikai elméletek térid6tudatlanul ezeket

a mennyiségeket 6nalléan haszndljak, levélasztva a térid6rdl. Két kiilonbozé u® és u'®
négyessebesség dltaldban kiilonbozd 1d6- és térszerli komponenseket eredményezhet:

au A au/ Al
A'<<Az‘)a A‘<<A/z‘)7

ahol 7 = 1,2,3 harmasvektor indexeit jeloli, < pedig az u® szerinti széthasitast. A megfi-
gyelSk kozotti valtast megadé transzformacids szabalyok megmondjék, hogy az A’ és A"
hogyan fiigg A-t6l és A’-t6l. Tériddmodelliinkben ezt egyszerlien igy szdmolhatjuk ki,
hogy a u“-val széthasitott komponensekkel kifejezett fizikai mennyiséget, jelen esetben

ez A® = Au® 4+ A%-t, széthasitjuk u'* szerint. Tehat egy vektor idészerti komponense :

A =T1,A% = 7,(Au® + A%) = A, (76)
nem vdaltozik, nem transzformalddik, azaz Galilei-invaridns. Ez nem meglepd, mert a szét-
hasité fiiggvény nem fiigg a sebességektsl. Egy A® vektor térszeri komponense:

A =4 A" = (0% — u'm) <Aub + AB> = Au” + A* — Au"* = A® + A(u® — ).
7
Az u-nak u'*-ra vonatkoztatott relativ sebességére bevezetjiik a v* = u® — u'® jelo-
1ést és 4ttériink harmasindexekre. Ekkor a négyesvektor térszerli komponensének transz-

formécids szabdlya
A= A A,
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pontosan a szokdsos Galilei-transzformaci6. Az 7, j, k harmasindexek megjelenése altala-
ban azt jelzi, hogy az adott formuldban egyszerre két sebességmezd is jelen van a relativ

sebesség miatt. A teljes transzformécids szabdly :

A A
(A/z) = <AZ—I—A’UZ) . (78)

Specidlisan a sebességek transzformacids szabdlya ebbdl kozvetleniil is szarmaztathatd.
Egy négyessebesség onmaga szerinti széthasitisa

u“—U% 1
0 )"

Illetve a térszerli komponensének transzformdacids szabdlya egyszerlien a relativ sebessé-

get adja,
b = (09 — v n)ub = u —u'* =0 (79)

ahogy ezt vartuk is. A teljes szabdly furcsan hat:

0)-()

de egyszerien azt jelenti, hogy az 6nmagdhoz képest ’dllénak’ tekintett u* megfigyeld
dlldsa mdsik u'® megfigyel8 szdmara v’ sebességgel torténd mozgdsnak ldtszik. Fontos
megérteniink, hogy az Osszes tobbi transzformacids szabdly jelentése mutatis mutandis

ugyanezt jelenti.

Altaldban csak a Galilei-invaridns fizikai mennyiségeket tartjdk vonatkoztatdsi rend-
szertdl fiiggetlennek, holott nemcsak azok, hanem transzformdl6dé mennyiségek meg-
felel6 kombindcidja is abszolut lehet, amennyiben egy abszolut tériddmennyiségrol van
sz6. Egy négyesvektorral megadott abszolit fizikai mennyiség (pl. egy extenziv) idészer(
komponense (a stirlisége) Galilei-invaridns €s ezért abszolut, a térszerli komponense (azaz
az dramsir(isége) transzformalddik, ezért nem abszolit, de ez nem valtoztat semmit azon,
hogy az egész extenziv vektorslriiség abszolut. Ugyanez érvényes a sebességre, ahol a
négyessebesség abszolut, annak ellenére, hogy latszélag csak a térszerli komponens hor-
doz fizikai informaciét. Téridomodellben megfogalmazva egy fizikai elméletet pontosan
eldonthetd, hogy fiigg-e a vonatkoztatdsi rendszertdl, vagy nem.

B.2. KOVEKTOROK

Lattuk, hogy egy B, kovektort az u® sebesség B = u?B, id6szerli és B; = 6B,
térszerl részekre bont. A kovektorok széthasitott komponenseit alsé indexszel és sorvek-
torokkal reprezentéljuk:

B. =< (B, B;).
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Az eldbbiek alapjan az idGszerli komponens transzformdacids szabdlya:
B = u"B, = u“(Br, + 1'B;) = B — v"B;, (81)

ahol felhasznéltuk (79)-t, illetve a (69) azonossdgokat. A térszerli komponens transzfor-

macids szabdlya:
B.=6'By,=6"(Br,+nB:) = Ba, (82)
A teljes szabdly:
(B',B)) = (B —v'B;, B"). (83)
Ezt példaul a 0, téridéderivalasra alkalmazva kapjuk, hogy :
(dw,V5) = (dy —v'V;, V). (84)

Specidlisan, ha az u® sebesség valamely kozeg sebességmezéje, u'* pedig egy megfigye-
16é, akkor d, a szubsztancidlis id3derivalt, v* a megfigyelének a kdzeghez viszonyitott
sebessége és d,, = d, — v'V; a d,, = O, parcialis id6derivalt és a d,, szubsztanciélis id6-

derivalt kozotti osszefiiggés: 0, = d, — v*V,.

B.3. TENZOROK

Egy 7% mésodrendii kontravaridns tenzort az u® megfigyeld t = 7,7, 7% id6-

idGszert, t* = w7, T id6-térszerd €s 1% = nor% T tér-térszeri komponensekre hasit

uw ([t ¢
ab

A megfeleld transzformdcids szabdlyok a kovetkez6 moédon szdmolhatéak. Az ido-

szét. Azaz

1ddszerli komponens invaridns:
¢ =1,mT" =t (85)
Az 1d6-térszerli komponens transzformécids szabdlya olyan, mint egy harmasvektoré :
' =70, T = (6% — u''7.) (tu’ + t°) = tu® — tu* + " = t* + 1" (86)
A tér-térszerli komponensé bonyolultabb:
t/(_ll_) — 7T/6_(L:7T/l_)dTCd — W/(_:éﬂ/Z(tUcud + téud + uct(_i + téEl) —
tv®? + b + tP0® 4 1%, (87)
Itt ismét felhasznaltuk (79)-t, illetve azt, hogy térszerli vektorok tetszdleges sebesség-
irdnyban vett vetiilete maga a térszer( vektor 7%t° = (6% — u®r,)t® = t°.

A teljes transzformécids szabdly :

¢ B t t+ tot (88)
) T\ ted T ] Tt )
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B.4. VEGYES MASODRENDU TENZOROK

Egy Q% mésodrendd kontra-kovaridns tenzort az u® megfigyels ¢ = 7,u’Q¢% id6-
1 o a _ —a,bNec L. 2 1% o o dNa 1A% +4 7~ 2z a _ —aSsdnNc z
id8szert, ¢ = 7u’Q% tér-idSszerd, g, = 7,0 Q)% idS-térszerl €s ¢ = m.0,°Q tér-

térszerl komponensekre hasit szét. Azaz

ot (q ¢
< -
oL (qj qj>

A megfeleld transzformicids szabdlyok a kovetkezd6 mdédon szamolhatéak. Az id6-

id6szeri komponensre:
/ b Ma b c [
q =1u"Q% =u"(qm + Ty qc) = ¢ — Ve (89)
A hérmasvektornak kinézd id6-térszerli komponens nem transzformalddik :

G = Tad Q" = 6 (a7 + mlaz) = 4 ©0)

Itt felhaszndltuk, hogy 6,°7. = 0; és 6°m* = ;. A tér-idSszerli komponens transzforma-

cids szabdlya:
¢" = 7uQ = 7 que + ¢° —uv'qy — ¢5°) = ¢+ " — vl — g’ O
A tér-térszerli komponens transzformdcids szabdlya:
¢y = 7' Q% = U apu + ) = a5 + V. 92)

Itt ismét felhasznaltuk az eddigi azonossagokat. A teljes transzformécids szabély :
¢ q—v'q; Gi
oty — , ; ; ). 93
<q’] q’i) (qﬂ + v/ (g —vhqr) — gt ¢+ qwf) ©3)

B.5. MASODRENDU KOTENZOROK

Egy R, mdsodrend(i ko-kovaridns tenzort az u® megfigyels r = u®u’R,;, idd-

id6szerd, rz = 5acubRcb tér-idoszerd és r;; = 5;61{[}%0[1 tér-térszerd komponensekre hasit

u T T
R, < ‘.
T'j Tij

A megfeleld transzformdcids szabdlyok a kovetkez6 mddon szdmolhatéak. Az id6-

szét. Azaz

1d6szerli komponensre :

r = u'“u'bRab _ ulaulb (T‘TaTb + TEWQETZ) + TaTaﬂbE + Taaﬁbaﬂad> -

u'® <7”Ta +rem S — reTavp — régvbﬂad> =1 — 2rzv° + roguu?. (94)
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Az 1d6-térszerli komponens transzforméacids szabdlya:

S Ry = 0° (T’TC +rgmd —ryr ot — raévéﬂcd) =1 — g0 (95)

/ N
T =

A tér-térszerli komponens invariins:
! ccd
Tap — 5& 65 Rcd =Tab- (96)

Itt ismét felhasznaltuk az eddigi azonossagokat. A teljes transzformaciés szabaly :

ror r— 20 +viviry T —viry
( / /Z) = ( ’ ]> . 97)

R L
ri — Vg Tij

C. FUGGELEK: HARMADRENDU VEGYES KONTRA-KOKOTENZOR
TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

A fentiek alapjan tekintsiink egy M} : M — M ® M* @ M* tenzormez6t, amelyet
az egykomponensi egyszerl anyag energia-impulzus-tomeg tenzordnak fogunk tekinteni.
Feltételezziik, hogy a tenzormezd kovaridans indexeiben szimmetrikus. Egy adott u® €

27 oz

€ V(1) négyessebességgel képzett komponenseivel a kovetkez6 dltalanos formdba irha-

to:
M, = mpu®mi, =
1 a 1 e 1 d_e a
ETHTe — EpEﬂT pTe — §Pé7T <o+ 50&@77 pTe | U+
a 1 a,_d 1 a__ e 1 a d_e
¢ — s PYmy T — S Pen ST+ cmi oyl ) (98)
2 2 2 ¢
ahol
Mipe = T, ML, és  mS, =7 M2 (99)

Ezek a siiriségek és aramok tenzorai, my. az energia-impulzus-tomegstirliség kotenzor,
illetve m9 az energidramsrtiség-nyomds-diffizios dramsiirliség tenzor. A tovibbi részek

pedig:

— e = ubutmy, = T,ubu’ Mg, az energia-lendiilet-tdmeg tenzor id6-id6-idSszer( része,

az energiasuriség.

— pa = —2u6 mg. = —27,u°6 MY, az energia-lendiilet-tomeg tenzor id6-id6-
térszeri részéhez kot6ds, a lendiiletstiriiség, illetve p; = —2u’6imyg = —

—27,ub§ M?, az id6-tér-idSszer( részhez tartozik.
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— poe = 2010 mae = 27,626 M, a tomegsiirtiség-kotenzor, az M, tenzor id6-tér-
térszerii részéhez kotoddik.
a _ ucub

a __ c..b_a d . 2 o o 2 a P P
-q mS,. = uu’nG My, az energiadramsiiriiség, az MY$, tenzor tér-ido-

iddszerii részéhez.

a __ cSepna cSea Nfd . a PR PaYs P
— Py = =2u°0,fmS,. = —2uo Yy M, a nyomds, az M, tenzor tér-idd-térszerii ré-
széhez tartozik és a tenzor szimmetridja miatt ez egyenls P2 = —2u5.fm3_-vel.

- Mi = 25{(5; m% MY, a diffiizids dramsiiriiség, az. M, tenzor tér-tér-térszerii része-

nek kétszerese.

A véltozo eldjelek és kettes faktorok oka, hogy a hagyomanyos mennyiségeket a mér-
legekben és a transzformécids szabdlyokat a lehetd legpontosabban szeretnénk visszakap-
ni.

C.1. A TER- ES IDOSZERU RESZEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az adott objektiv fizikai mennyiség transzformdcios szabalydnak azt nevezziik, ami-

la

kor u'* sebességgel képzett id6- és térszerli komponenseket az u® sebességgel képzett

komponensek €s a relativ sebesség fiiggvényében adjuk meg. A B. Fiiggelékben meg-
adtuk, a kiilonféle elsd és masodrendii tenzorok transzformdcids szabdlyait. A szamitds
soran a tenzorok u-formdjat az u’ sebesség szerint hasitjuk szét. A tomeg-energia-lendiilet

tenzor esetén is hasonldan jarunk el:

a

Az u'-energia az M ¢, tenzor u-komponenseivel és a v® = u® — u'® relativ sebességgel

kifejezve:

_ 1 _ 1 -
/ /b Ic a b Ic a € d__e
e =uu T My =uu <€7'ch — —PaTpTe — =PeT . Tp + = PgeT T ..

2 2 2
= e+ pavb 4 PRyayd, (100)

Az u/-lendiilets(iriség pedig:

/ resd a recd a g d_e
Py = —2u 55 TVl go = U 55 <—2€7'ch + DaT yTe + DeT To — PaeT pT c>

= D5+ " (101)

A pgp stirliség abszolut, nem transzformalédik :

Phe = 20567 MG, = pre. (102)
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Az energiadrams(riiség transzformdcios szabdlya:

1a

1 .1 .1 o ;
¢ = uuemEMG, = uu ((emc - §pa7r‘§,% - §pe7ri7b + §pdeﬂ‘?ﬂf€c>> v

_ 1 . 1 1

1
= ¢ + (e + ppo® + %U%C)v +2Pht Sm R (103)

A nyomads transzformécidja:

PP = 20657 M Y, = 1/ (pyre — prems,) v+
+ U0 ’“( fmbch mdfgwcgﬂ f)
= P§ +ppv” + ppvv” + mG 0" (104)

7

Végiil pedig a diffizids dramsiriiség a kovetkez6képpen transzformalodik :

m's =206 WiMY, == m?, + pr”. (105)

A hagyomdnyos jelolésekkel dsszefoglalva frhatjuk, hogy:

' i, Pij g

e =e-+pv +7vv, (106)
v = pi + pigt?, (107
b, = pi (108)
q"=q +v'(e+pj’ + p;k Vo) + Pl’ + %vkv", (109)
P/ =P\ +pu' + p;k vk 4 %vk, (110)
m'y, = m'y + v’ (111)

Egy fontos specidlis eset, amikor a tomeg- és a diffizids dramsfiriség tenzorok iden-
-, ., . _ , 4 o -
titdsok a kovaridns komponenseikben, azaz p;, = po;i, €s mj;, = j'd;;. Ekkor

¢ — e+pivi+gv2, (112)
P = pi + pvi, 13
Pij = Pi» (14
¢"=q +v'(e +pjvj+gv2)+P§'Uj+jiv2—27 (115)
P =P+ pv' + pv'v; + j'vj, (116)
§" =4+ pv'. (117)

(118)
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den

Ezek a transzformdcios tulajdonsidgok pontosan megegyeznek a harmadrendd, min-
indexében kontravaridns tomeg-lendiilet-energia tenzor megfeleld komponenseire vo-

natkoz6 (13)-(18) transzformdcids tulajdonsdgokkal. A megfeleld mérlegek szintén azo-

nosak, és az entropiaprodukcié formdja szintén ugyanolyan. A két reprezentacié kozott

az intenz{v mennyiségek transzformdcids szabdlyai, illetve a relativisztikus és a kinetikus

z_ 2z

elmélettel torténd kompatibilitds kovetelményével lehet kiillonbséget tenni.

KOSZONETMONDAS

Fiilop Tamdasnak, aki mindig mondta, hogy van abszolut energia. Ugyan végiil nem

kotenzornak tlinik, de még az sincs kizdrva.
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