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A reológia egy bels�o változós termodinamikai elméletét mutatjuk be és elemezzük. A kapott

modell univerzális, minden olyan esetre érvényes, amikor a mezoszkopikus és/vagy mikroszkopikus

háttérfolyamatok kielégítik az alkalmazott termodinamikai elveket: a másodikf�otételt, a mérleg-

egyenleteket és egyetlen további – tenzori – állapotváltozó jelenlétének feltételezését. Az így kapott

modell, melyet Kluitenberg–Verhás-testnek javaslunk hívni, a Poynting–Thomson–Zener-test egy

további, inerciális elemmel kiegészítve, vagy másképp fogalmazva, a Jeffreys-modell szilárd testek-

re történ�o kiterjesztése. Amellett érvelünk, hogy a reológia természetestermodinamikai épít�oköve

a Kluitenberg–Verhás-test. A bemutatott módszertannak fontos jellegzetessége, hogy nemtriviális,

egyenl�otlenség-típusú megszorítások adódnak a modell négy paraméterére. Ezeket a feltételeket

és a további jellemz�oket összehasonlítjuk a probléma többi ismert termodinamikai megközelíté-

sének, így az ún. kiterjesztett irreverzibilis termodinamikának és Kluitenberg eredeti elméletének

tulajdonságaival.1

1. BEVEZETÉS

A bels�o változók módszertana a klasszikus, makroszkopikus elméletek egy univer-
1 A Continuum Mechanics and Thermodynamicsfolyóiratban megjelenés alatt álló, az újság webolda-
lán 2014.11.20-án megjelent (http://dx.doi.org/10.1007/s00161-014-0392-3 ) „Distingu-
ished rheological models for solids in the framework of a thermodynamical internal variable theory”
cikk fordítása.
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zális modellezési eszközének tekinthet�o. Univerzális, abban az értelemben, hogy mini-
mális szint�u feltevéseket tesz a modellezend�o jelenségek �zikai mechanizmusáról. A ki-
indulópont egy extra mez�o, egy extra változó feltételezése. A megválaszolandó kulcs-
kérdések e változó viszonya és csatolódása az eddig ismert �zikai mennyiségekhez, és a
változó fejl�odési egyenlete. E szempontból az irreverzibilis termodinamika egy különle-
ges módszert javasol [1, 2]. Az általános ötlet az, hogy a fejl �odési egyenlet formája és
a többi folyamathoz csatolódás lehetséges módja meghatározható pusztán általános el-
vek, els�osorban a második f�otétel alapján [3, 4, 5]. Eme általános alaknak eleget tev�o
egyenletek kell adódjanak az extra változó bármely konkrétszerkezeti, mezoszkopikus
vagy mikroszkopikus realizálása esetén, hacsak eleget tesza szóbanforgó általános el-
veknek. Az els�o, aki termodinamikai elképzeléseket alkalmazott kontinuumokra, Eckart
volt, aki az ideális rugalmasságtól való eltérésekkel – nemrugalmas, anelasztikus viselke-
déssel – is foglalkozott [6, 7]. A nemrugalmasság bels�o változós termodinamikai tárgya-
lását Biot vezette be [8] és Kluitenberg fejlesztette tovább, állapotváltozós elméletként
[9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. Szilárd testek esetén sok kevésbé szisztematikus alkal-
mazás ismeretes, néha bármi termodinamikai háttér nélkül [18].

A bels�o változók fogalma hosszú történetre tekint vissza [19, 20], és számos külön-
böz�o változata és elnevezése ismeretes. Abels�o szabadsági foknév a kon�gurációs tér
egy kiterjesztéséhez lett bevezetve a termodinamikában, és eredetileg a determinisztikus
mez�o statisztikai és valószín�uségi jellemz�okkel való kiterjesztését jelentette [21, 22]. Ez
az ún. mezoszkopikus elméletek [23, 24, 25] alapja. Ez a jelentés szigorúan megkülön-
böztetend�o attól a szinténbels�o szabadsági fokterminológiától, melyet Maugin használt
Lagrange-i dinamikájú mez�oelméletekre [26, 1]. Ezekt�ol is eltérnek abels�o állapotválto-
zók, melyek id�ofejl �odése relaxációs jelleg�u és termodinamikai eredet�u [3, 1]. Ama �nom
részletek ellenére, amikben ezek a fogalmak eltérnek az egyes szerz�oknél (kontrollálható-
ság, peremfeltételek, gyenge nemlokálisság stb.), létezik egy elegend�oen általános keret,
ahol ezek a felfogások egybeesnek és a modern kontinuum�zika egy hathatós modellezési
eszközeként jelentkeznek [27, 28]. Az alábbiakban nem elemezzük ezeket a szemponto-
kat, ellenben bemutatjuk egy látszólag megszorított érvény�u elméleti keret konstruktív
modellez�o erejét.

A bels�o változós felfogás egy speciális változata adinamikai szabadsági fok[29, 30],
mely változó lokális termodinamikai egyensúlyban nulláváválik, így egy folyamat men-
tén mennyiségileg jellemzi az egyensúlytól való pillanatnyi eltérést, úgymond a jelenlev�o
irreverzibilitás fokát. Ez az egyszer�u, természetes és általános feltevés, melyet jelen mun-
kában mi is alkalmazni fogunk, dönt�o fontosságú. Más megközelítések különböz�o továb-
bi feltételezéseket vezetnek be, az állapotváltozók közvetlen interpretálásának megfele-
l �oen, így eltér�o osztályozásokra és a konstitutív együtthatók különböz�o megszorításaira
jutnak. Így például a kiterjesztett termodinamikában (Extended Irreversible Thermodyna-
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mics [31, 32]) a disszipatív feszültség az extra állapotváltozó, míg az eredeti Kluitenberg-
elméletben egy nemrugalmas deformáció, mely additívan módosítja a reológiai folyamat
rugalmas deformációját.

A bels�o változó tenzori rendje általában kikövetkeztethet�o a modellezett jelenség tu-
lajdonságaiból. Például a szilárd testek károsodásának egyszer�u leírásához elegend�o lehet
egy skaláris változó, mely a tönkremenetel fokát jellemzi.A Fourier-elméleten túli h�ove-
zetési jelenségek leírásához h�oáramhoz tartozó korrekciót várunk, ebb�ol kifolyólag egy
vektori bels�o változó kínálja magát [33, 34, 35]. A reológiai jelenségekleírásához, �-
gyelembe véve, hogy a feszültség és a deformáció egyaránt szimmetrikus tenzori rend�u
mennyiség, természetes – és alább igazolt – várakozás az, hogy a bels�o változó egy szim-
metrikus másodrend�u tenzor.

Mint azt meg fogjuk mutatni, lineáris onsageri egyenletek esetén ez a bels�o állapot-
változó kiküszöbölhet�o, és egy lineáris összefüggés adódik a feszültség, a deformáció és
ezek id�oderiváltjai között : a feszültség nulladik és az els�o deriváltja, valamint a megnyú-
lás nulladik, els�o és második deriváltjai között. Ezt a (0;1 � 0;1;2) módon fogjuk jelölni.
Következésképp ez az összefüggés speciális esetként számos klasszikus reológiai mo-
dellt lefed: a Kelvin–Voigt-modellt, mely a (0 � 0;1) eset, a (0;1 � 1) Maxwell-modellt,
a (0;1 � 0;1) Poynting–Thomson–Zener-modellt és a (0;1 � 1;2) Jeffreys-modellt. En-
nélfogva a bels�o változós megközelítés egy univerzális keretet biztosít emodellek közös
alapon történ�o tárgyalására, mindenekel�ott e modellek termodinamikai tulajdonságainak
vizsgálatára.

Közelebbr�ol, egy (0;1 � 0;1;2) modellt találunk a feszültség és deformáció (és deri-
váltjaik) deviatorikus részei között, és egy másik, független (0;1 � 0;1;2) reláció adódik
e tenzorok gömbi részei között. Ez négy anyagi együtthatót jelent a deviatorikus rész-
ben, és négy további együtthatót a gömbi részben. Figyelemre méltó módon pontosan
ez a4 + 4 = 8 -paraméteres modell az, mely szükségesnek és elégségesnekbizonyult az
Anelastic Strain Recovery módszer számára [36, 37, 38], melyegy kísérleti eljárás fel-
szín alatti háromdimenziósin situ feszültség meghatározására fúrómagminták reológiai
relaxációja alapján. Ugyanez a modell alkalmazható m�uanyagminták egytengely�u terhe-
léskísérleteinek kiértékelésére is [39, 40]. Egytengely�u folyamatokban a deviatorikus és
a gömbi rész keveredik, és a húzófeszültség és hosszirányú nyúlás közötti kapcsolat egy
(0;1;2;3 � 0;1;2;3;4) modelnek bizonyul, amint azt a Függelékben megmutatjuk.

Egy (0;1 � 0;1;2) modellben az anyagi együtthatók nem lehetnek tetsz�olegesek,
mert a termodinamika – közelebbr�ol a termodinamikai stabilitás és nemnegatív entró-
piaprodukció – feltételeket szab ki rájuk. Egy nemtriviális alábbi eredmény, hogy még e
megengedett paramétertartománynak is csak az egyik fele reprezentálható rugók és olaj-
fékek kapcsolásaként. A másik tartományfél szükségessé teszi egy további reológiai elem,
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a Verhás [41, 29] által bevezetett (0 � 2) tehetetlenségi elem felhasználását is.

A kiküszöbölési eljárás egy további haszna, hogy a peremfeltételek problémája itt
nem lép fel. Ennek oka valójában a konstitutív egyenletek homogén (gradiensmentes)
volta. Így a megoldás egyértelm�uségét ugyanazon peremfeltételek biztosítják, amelyek
a megfelel�o rugalmasságtani problémáét, csak többlet kezdeti feltételekre van szükség
[42]. Ezenkívül a peremfeltételek problémája a Maugin-féle bels�o szabadsági fokokkal
egyesített tárgyalásban és nemlokális kiterjesztés megengedése esetén is kezelhet�o, akár
variációs, akár direkt termodinamikai el�oírásokkal [27, 28].

Itt bemutatott eljárásunk egy fontos szempontból eltér Kluitenbergét�ol, a kiterjesztett
termodinamikáétól és Verhásétól, s�ot, a klasszikus irreverzibilis termodinamikáétól is.
Nevezetesen, amikor bevezetjük az entrópiaegyenl�otlenség klasszikus kosntitutív megol-
dását, lineáris kapcsolatot feltételezve a termodinamikai er�ok és áram között, az Onsager–
Casimir-féle szimmetriarelációkat nem rójuk ki. Ennek elvioka Occam borotvája: mik-
roszkopikus interpretáció hiányában Onsager feltételei [43, 44] nem feltétlenül érvénye-
sek. E feltételek Truesdellt�ol származó jogos kritikája [45] tehát eljárásunkra nem vonat-
kozik. Ez az általánosabb hozzáállás már a duális bels�o változók kapcsán is gyümölcsö-
z�onek bizonyult [27], mely egy hatékony egyesítési módszerre vezetett szilárd testekben
történ�o hullámjelenségek esetében [46, 47, 48, 49, 50], és úgyszintén az általánosított
mechanika származtatásánál [51, 28].

Az alábbiakban kiépítjük a reológia termodinamikai elméletét kisdeformációs köze-
lítésben. El�oször egy térdimenzió esetére mutatjuk be az egyes lépéseket, a mechanikai
tulajdonságokból kiindulva és a termodinamikai követelményeket bevezetve. Az eljárás
lényegi mozzanatai és f�o következményei így könnyen átláthatóak. Ezután kifejlesztjük
a háromdimenziós teljes elméletet. Végül elemezzük módszerünket, és összehasonlítjuk
Kluitenberg, továbbá a kiterjesztett termodinamika megközelítésével. Két függelékben
pedig egy-egy technikai vonatkozást mutatunk be: a deviatorikus és gömbi komponen-
sek kombinálódó viselkedését egytengely�u folyamatokra,illetve a bels�o állapotváltozó
bevezetésének egy alternatív lehet�oségét.

2. AZ ELJÁRÁS EGY TÉRDIMENZIÓBAN

2.1. A KIINDULÓ RENDSZER

A bels�o állapotváltozók bevezetésének módszertana szerint el�oször is van egy kiin-
dulási termodinamikai rendszerünk, ezután feltételezünkegy extra bels�o változót, ennek
egy konkáv kifejezésével eltoljuk az entrópiát, és az entrópiaprodukció pozitív de�nitsé-
gét onsageri egyenletekkel biztosítjuk. Jelen céljainkhoz a kiindulási rendszer egy lineári-
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san rugalmas szilárd test lesz. Hogy a lényegi szempontokraösszpontosíthassunk, az egy
térdimenziós egyszer�u esettel kezdünk.

Legyen tehát egy szilárd testünk," rugalmas deformációval (vagy deformáltsággal
[52]), mely egy dimenzióban egy skalár változó, és

� (" ) = E" (1)

rugalmas feszültséggel, ahol – szintén az egyszer�uség kedvéért – azE Young-modulus
állandónak van tekintve. Kis deformációkat feltételezve,mely szilárd testek esetén való-
ban sokszor teljesül, a sebességgradiens közelít�oleg _"-tal, a deformáció id�oderiváltjával
egyenl�o, és a� által végzett mechanikai teljesítmény a

� _" = E" _" =
d
dt

�
E
2

"2

�
= %

d
dt

�
E
2%

"2

�
= %_eel (2)

alakra egyszer�usödik, ahol

eel(" ) =
E
2%

"2 (3)

a fajlagos rugalmas energia,%pedig a tömegs�ur�uség, mely a kisdeformációs tartomány-
ban állandó. Ebben a tartományban maradva a parciális, az együttmozgó és a különböz�o
objektív id�oderiváltak (ld. [53]) között sem kell különbséget tennünk.

A kiinduló rendszer (fajlagos) bels�o energiáját, aT h�omérséklet és az" deformáció
függvényeként, a

e(T; ") = eth(T) + eel(" ) (4)

alakban tekintjük, aholeth(T) az állandó vagy h�omérsékletfügg�o fajh�ovel kapcsolatos
[eth(T) = cT a konstans esetben]. A (4)-beli szeparálódó változók jelzik, hogy most a
h�otágulástól is eltekintünk.

A termodinamikailag ehhez tartozó (fajlagos) entrópia, szintén a h�omérséklet függ-
vényeként írva,s = s(T), mely ki kell elégítse

ds
dT

=
1
T

deth

dT
; (5)

termodinamikai konzisztenciafeltételt, mely a (4)-b�ol, (3)-ból és (1)-b�ol levezethet�o
%de = %Tds + � d"; avagy átrendezve

%ds =
%
T

de�
�
T

d" (6)

Gibbs-relációból következik. Például állandó fajh�o esetén

s(T) = cln
T
T0

+ s0; (7)
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T0; s0 segédkonstansokkal.

A teljesítmény (2) alakját használva, a bels�o energa mérlege – azaz a termodinamika
els�o f�otétele –

%_e = � j 0
e + � _"; (8)

aholj e a h�oáram, a vessz�o pedig a térderiválást jelöli.

A j s entrópiaáramra a standard [22]j s = j e=T választással élünk. Ekkor, a

%_s = � j 0
s + � s (9)

entrópiamérlegben (5)-öt felhasználva, a� s entrópiaprodukcióra (6) és (8) révén

� s = %_s + j 0
s =

%
T

_e�
�
T

_" +
�

j e

T

� 0

= �
j 0

e

T
+

�
j e

T

� 0

= j e

�
1
T

� 0

(10)

nyerhet�o, melynek pozitív de�nitségét a

j e = �
�

1
T

� 0

(11)

Fourier-h�ovezetési törvénnyel biztosítjuk, ahol a� h�ovezetési együttható pozitív.

Dolgozhatunk aze; " kanonikus termodinamikai változókban is. Ez úgy érhet�o el, ha
kifejezzükT-t (4)-b�ol mint e és" függvényét, és behelyettesítjük az entrópiába,s(e; ")-t
nyerve ezáltal. Például az állandó fajh�oj�u esetben azt kapjuk, hogy

s(e; ") = cln
e� (E=2)"2

cT0
+ s0: (12)

A kanonikus változókban a h�omérséklet és a feszültség a

1
T

(e; ") =
@s
@e

�
�
�
�
"

;
�

%T
(e; ") = �

@s
@"

�
�
�
�
e

(13)

módokon érhet�o el [cf. (6)]. Belátható, hogy a kanonikus változókban az entrópia konkáv
függvény, haT > 0; E > 0 és deth=dT > 0:

Megjegyezzük, hogy aze; " kanonikus változók helyett azért aT; " változókkal
indítottunk, mert azokban tudjuk könnyen megfogalmazni a h�otágulás elhanyagolását
[ld. (4)].

Az els�o lépés, a kiinduló rendszer jellemzése ezzel megtörtént.

2.2. A BELS �O VÁLTOZÓ BEVEZETÉSE

Most következik a második lépés: aze; " változók mellett feltételezzük egy további�
változó jelenlétét feltételezzük, és az entrópiát eltoljuk egy� -függ�o taggal. Ez a tag kon-
káv kell legyen, és el kell t �unnie� = 0 esetén (egyensúlyban). Feltéve, hogy az entrópia
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� szerinti második deriváltja nemnulla, a Morse-lemma alapján az extra entrópiatagot az
egyszer�u� 1

2 � 2 alakban írhatjuk:

~s(e; "; � ) = s(e; ") �
1
2

� 2; (14)

vagyisválaszthatjuk� -t annak a változónak, amelyben az extra tag ilyen alakú. Figyelem:
ezzel a választással csak akkor élhetünk, ha nincs közvetlen �zikai tudásunk a feltétele-
zett bels�o változó eredetér�ol, ezért megválasztásában szabadságunk van. Ha rendelkez-
tünk volna explicit információval� -r�ol – például egy mikroszkopikus értelmezéssel –,
akkor nem ragaszkodhattunk volna az extra tag ilyen speciális alakjához, hanem egy ál-
talánosabb konkáv kifejezést kellett volna megengednünk,mely esetlege-t�ol és"-tól is
függ [29, 30]. Jelen esetben nem rendelkezünk ilyen háttérinformációval.

A kiterjesztett entrópiára (6) fényében a

%d~s =
%
T

de�
�
T

d" � %�d� (15)

Gibbs-reláció írható fel.

A reológiai effektusok els�osorban a mechanikai viselkedésben jelentkeznek, ezért egy
extra feszültségjárulékot is megengedünk:

~� = � + �̂; (16)

ahol �̂ a reológiai (nemegyensúlyi) eredet�u tag, és~� jelöli a teljes feszültséget. Ennek
következményeként a teljesítményben, így a bels�o energia mérlegében is megjelenik egy
extra�̂ _" tag:

%_e+ j 0
e = ~� _" = � _" + �̂ _": (17)

Ezt és (15)-öt felhasználva az entrópiaprodukció kiszámolható, feltételezvej ~s = j e=T-t :

� ~s = %_~s + j 0
~s =

%
T

_e�
�
T

_" � %�_� +
�

j e

T

� 0

(18)

= �
j 0

e

T
+

�̂
T

_" � %�_� +
�

j e

T

� 0

= j e �
�

1
T

� 0

+
�̂
T

_" � %�_�: (19)

A jobb oldalon az els�o (h�ovezetési) tagban tartsuk meg a korábbij e = �
�

1
T

� 0
Fourier-

választást ; valójában a háromdimenziós tárgyalásban majdlátni fogjuk, hogy izotrop
anyagokban a h�ovezetés nem is csatolódhat a reológiai oldalhoz, mert el�obbi vektori,
utóbbi pedig egy tenzori és egy skalár tag összege. A maradékrész pozitív de�nitségét,
azaz

�̂ _" � %T �_� � 0 (20)
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fennállását a

�̂ = l11_" + l12(� %T �); (21)
_� = l21_" + l22(� %T �) (22)

onsageri egyenletekkel biztosítsuk, melyben azl ij együtthatókra bizonyos feltételek kell
fennálljanak. Ezek az együtthatók függhetnek az állapotváltozóktól és a termodinami-
kai er�okt�ol is. Ennélfogva e konsitutív egyenletek kvázilineárisak, illetve a Gyarmati-féle
osztályozás [54] szerint akár nemlineárisak is lehetnek.

Az l ij -kre teljesülend�o feltételeket annak a kvadratikus kifejezésnek a pozitív de�nit-
sége szabja meg, melyet úgy kapunk, hogy (21)–(22)-t (20)-ba helyettesítjük:

l11_"2 + ( l12 + l21)_"(� %T �) + l22(� %T �)2 =
�
_" � %T �

�
�

l11 lS
12

lS
12 l22

��
_"

� %T �

�
� 0; (23)

ahol lS
12 = 1

2(l12 + l21) az l mátrix szimmetrikus részének offdiagonális eleme. Így azt
találjuk, hogy a követelmény azl mátrix lS szimmetrikus részének pozitív de�nitsége.
Ez a Sylvester-kritérium alapján azt írja el�o, hogy

l11 � 0; l22 � 0; det lS � 0: (24)

(Ez a három feltétel nem független: az els�o kett�o bármelyike következik a másik kett�ob�ol.)

Vegyük észre, hogy az antiszimmetrikus rész,lA nem járul hozzá az entrópiaproduk-
cióhoz, csak az együtthatómátrix szimmetrikus része generál irreverzibilitást.

2.3. A BELS �O VÁLTOZÓ KIKÜSZÖBÖLÉSE

Amint azt említettük, azl ij együtthatók nem kell, hogy állandók legyenek, jelen eset-
ben h�omérsékletfügg�oek lehetnek. Most tegyük föl, hogyl11, %T l12, l21 és%T l22 állan-
dók, legalábbis egy folyamat mentén, legalábbis jó közelítéssel – mely egy igen gyakori
eset. Ilyenkor könny�u kiküszöbölni a� bels�o változót (21)–(22)-b�ol (noha a kiküszöbö-
lés menete az általános esetben is értelemszer�u). Megjegyzend�o, hogy a bels�o változó
kiküszöbölését már Meixner 1954-es cikke is alkalmazza [55].

Azzal kezdjük, hogy átírjuk (22)-t egy olyan alakra, ahol egy differenciáloperátor hat
� -re:

�
d
dt

+ %T l22

�
� = l21_": (25)

Ekkor, ha d
dt + %T l22-t hattatjuk (21)-re, (25)-öt felhasználva

%T l22�̂ + _̂� = %T(det l) _" + l11•" (26)
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nyerhet�o. Ezt�̂ = ~� � E" alapján a

~� +
1

%T l22

_~� = E" +
�

det l
l22

+
E

%T l22

�
_" +

l11

%Tl22
•" (27)

végs�o formára hozhatjuk. Egy (0;1 � 0;1;2) reológiai modellt kaptunk tehát:

~� + � _~� = E0" + E1 _" + E2•"; (28)

ahol

� =
1

%T l22
> 0; E0 = E; E1 =

det l
l22

+
E0

%Tl22
�

E0

%Tl22
> 0; E2 =

l11

%Tl22
� 0; (29)

melyek a szükséges és elégséges termodinamikai követelmények.

Némi kényelmetlenséget jelent, hogy a� = 0 ésE1 = 0 esetek ki vannak zárva, így a
(0 � 0) modell,~� = E0" nincs közvetlenül lefedve, csak azl22 ! 1 határesetként érhet�o
el. Könnyen kezelhetjük ezt a kellemetlenséget. Vegyük észre, hogyl22 > 0 esetén a (21)–
(22) egyenletpár átrendezhet�o a

�̂ =
det l
l22

_" +
l12

l22

_� = m11_" + m12
_�; (30)

� %T �= �
l21

l22
_" +

1
l22

_� = m21_" + m22
_� (31)

alakba. Nos, a

�̂ = m11_" + m12
_�; (32)

� %T �= m21_" + m22
_� (33)

alakú egyenletek egyszer�uen egy másik megengedett onsageri lehet�oség (20) pozitív de-
�nitségének biztosítására. Ugyanis (32)–(33) felhasználásával (20) a

m11_"2 + ( m12 + m21)_" _� + m22
_� 2 =

�
_" _�

�
�

m11 mS
12

mS
12 m22

��
_"
_�

�
(34)

alakra hozható, mely kvadratikus kifejezés pontosan akkorpozitív de�nit, ha

m11 � 0; m22 � 0; detmS � 0: (35)

Itt is meg�gyelhetjük„ hogy csakm szimmetrikus része járul hozzá az entrópiaprodukci-
óhoz.

Ha (32)–(33)-ból kiküszöböljük� -t – ezúttal azm22
d
dt + %T differenciáloperátort

alakítva ki (33) id�oderiváltjában, és ezt az operátort hattatva (32)-re –, az eredmény

~� +
m22

%T
_~� = E" +

�
m11 +

m22

%T
E

�
_" +

detm
%T

•": (36)
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Az együtthatók tehát

� =
m22

%T
� 0; E0 = E; E1 = m11 +

m22

%T
E0 � 0; E2 =

detm
%T

� 0: (37)

Lényegében ismét az el�oz�o reológiai modellcsaládot kaptuk, eltérések csak a termodi-
namikailag megengedett paramétertartomány szélein vannak. Valóban, e második válto-
zatban a (0 � 0) Hooke-modell is lefedésre került. Ráadásul a� = 0, E0 = 0, E1 = 0,
E2 > 0 modell – másszóval a (0 � 2) test, melyet a (2.4) szakaszban közelebbr�ol is meg-
vizsgálunk, – szintén meg van engedve mint termodinamikailag érvényes eset. Ezzel pár-
huzamosan a paramétertartomány szélének van egy olyan része, mely itt hiányzik, míg az
el�oz�o változatban meg volt engedve:l22 = 0 megengedné az (1 � 1;2) modelleket is. A~� ,
" és deriváltjaik közötti ilyen kapcsolat azonban nem tartalmazza a (0 � 0) Hooke-esetet,
nem nyújt információt a szilárd testek statikus/lassú folyamatairól, így szilárd testekre
nem elégségesek.

A továbbiakban azmij együtthatós változatot fogjuk használni, de azl ij együtthatók-
ra analóg állítások lesznek igazak.

2.4. SPECIÁLIS ESETEK ÉS ELEMZÉSÜK

A kapott (0;1 � 0;1;2) reológiai model [ld. (28)] számos jól ismert klasszikus
esetet lefed. Valóban, tartalmazza a (0 � 0) Hooke-modellt, a (0 � 0;1) Kelvin–Voigt-
modellt, a (0;1 � 1) Maxwell-modellt, a (0;1 � 0;1) Poynting–Thomson–Zener-modellt
és a (0;1 � 1;2) Jeffreys-modellt. E szempontból a jelen, bels�o változós megközelítés
fontos hozzájárulása az, hogy e modellek együtthatóira termodinamikai eredet�u megszo-
rításokat tár fel. (35), (37) és a

detm = det mS +
�

m12 � m21

2

� 2

= det mS +
�
mA

12

� 2
(38)

azonosság alapján ezek a feltételek a következ�oek:

� � 0; E0 � 0; I 1 := E1 � �E 0 = m11 � 0; E2 � 0; (39)

ahol bevezettük azI 1 csillapítási indexet. Ez azI 1 kombináció, a hasonlóan de�niált

I 2 := E2 � � I 1 = �
m12m21

%T
=

�
mA

12

� 2
�

�
mS

12

� 2

%T
(40)

tehetetlenségi indexszelegyütt, két fontos jellemz�oje a (0;1 � 0;1;2) modelleknek.I 1 � 0
egy nemtriviális kombinált feltételt jelent a� , E0 ésE1 együtthatókra, mely például kizár-
ja a (0;1 � 0) és (0;1 � 0;2) modellek létét, termodinamikai alapon. Továbbá,I 2 ugyan
lehet pozitív és negatív egyaránt, de e két eset jelent�osen eltér�o helyzeteket jelent. Amikor
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I 2 < 0, másszóval ha azm együtthatómátrix szimmetrikus része dominál az antiszimmet-
rikus rész fölött, akkor feszültségvezérelt folyamatokraaz adódó másodrend�u lineáris dif-
ferenciálegyenlet karakterisztikus egyenletének ["homog.(t) � e�t ) E0 + E1� + E2� 2 =
= 0] két negatív valós gyöke van, így a megoldást két id�oben exponenciálisan csökken�o
tag jellemzi. Ha ellenbenI 2 > 0, azaz amikor az antiszimmetrikus rész dominál, a két
gyök nem valós. A valós részeik negatívak, mely csillapítástbiztosít, viszont a képzetes
részek oszcillálást jelentenek a megoldásban. Ez lehet�oséget nyit arra, hogy alkalmas, a
reológiai anyag sajátfrekvenciájához közeli periodikus gerjesztéssel rezonanciába hozzuk
az anyagot. Fontos észrevenni, hogy ez a rezonancia teljesenmás, mint a rugalmas rezo-
nancia, mely akkor lép fel, ha a test geometriai méretei, a rugalmas hullámok anyagbeli
sebessége és a gerjeszt�o er�o frekvenciája alkalmas összhangban van. A reológiai rezonan-
cia teljesen lokális jelenség, független a test geometriaiméreteit�ol, a rugalmasságtaniE0

és a reológiaiE1, E2 együtthatók közti viszony következménye. A tehetetlenségi jelleg�u
E2 együttható nem a szokásos mechanikai tehetetlenséggel kapcsolatos, hanem egy más,
reológiával kapcsolatos tehetetlenség.

Az, hogy atúlcsillapított (avagyalultehetetlen), vagyisI 2 < 0 modellek jelent�osen
különböznek azalulcsillapított/túltehetetlen(I 2 > 0) esetekt�ol, egy másik módon is szem-
léltethet�o. Belátható ugyanis – az A. függelékben láthatóhoz hasonló lépések segítségével
[56] –, hogy ha két reológiai kapcsolást párhuzamosan kapcsolunk, a csillapítási indexük
összege megegyezik az ered�o rendszerével, és a tehetetlenségi indexre ugyanilyen addi-
tivitás teljesül [hacsak az ered�o nem lép ki a (0;1 � 0;1;2) keretb�ol]. Soros kapcsolás
esetén pedig nemnegatív csillapítási indexek nemnegatív ered�o csillapítási indexhez ve-
zetnek (és pozitívak pozitívhoz), és nempozitív tehetetlenségi indexek nempozitívhoz (és
negatívok negatívhoz). Ezeknek egy megnyugtató következménye, hogy rugók és olajfé-
kek soros és párhuzamos kapcsolásai mindig pozitív csillapítási index�uek, összhangban
a termodinamikai feltétellel. Egy nemtriviális másik következmény azonban az, hogy ru-
gók és olajfékek – nulla tehetetlenségi index�u elemek – semmilyen soros–párhuzamos
kombinációja nem eredményezhet pozitív tehetetlenségi index�u kapcsolást. Így például
az általánosított Kelvin–Voigt- és általánosított Maxwell–Wiechert-modellek – melyek
Kelvin–Voigt- ill. Maxwell-modellek soros ill. párhuzamos kapcsolásai, és melyeket el�o-
szeretettel használnak általános reológiai szituációk modelljeként – nem képesek repro-
dukálni az ilyen, termodinamikailag teljesen legitim modelleket.

Ez szükségessé teszi egy új reológiai elem bevezetését, a (0 � 2) modellhez kapcso-
lódóan. Ismereteink szerint Verhás volt az els�o [41, 29], aki eme új elem szükségességére
rámutatott. A továbbiakban ezttehetetlenségielemnek fogjuk nevezni, és Verhás ábráját
fogjuk rá használni (ld. 1. ábra).
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1. ÁBRA. A tehetetlenségi elem, mely a (0 � 2), ~� = E2•" elemi modellhez kapcsolódik.

3. AZ ELJÁRÁS HÁROM TÉRDIMENZIÓBAN

Most a háromdimenziós esetet tárgyaljuk, teljes analógiában az egydimenziós válto-
zattal.

3.1. A KIINDULÓ RENDSZER

Három dimenzióban az"""""" deformáció és a������ feszültség szimmetrikus tenzorok. Ha
izotrop Hooke-rugalmasságot feltételezünk, a feszültséglineárisan függ a rugalmas de-
formációtól, két skalár rugalmas együttható révén, melyekegyike a deviatorikus tenzori
komponenseket köti össze, a másik a gömbieket:

������ ("""""" ) = E d""""""d + E s"""""" s; """""" s =
1
3

(tr """""")1; """"""d = """""" � """""" s; Ed = 2G; E s = 3K: (41)

A kisdeformációs tartományban maradunk, ahol a%s�ur�uség (közelít�oleg) konstans, és a
sebességgradiens tenzor_""""""-tal egyenl�o. Így ������ mechanikai teljesítménye így írható:

tr(������ _"""""" ) = tr(������ d _""""""d) + tr(������ s_"""""" s) = %_eel; (42)

ahol

eel("""""" ) =
E d

2%
tr

�
""""""d""""""d

�
+

E s

2%
tr("""""" s"""""" s): (43)

A teljes fajlagos energiát a

e(T;"""""" ) = eth(T) + eel("""""" ) (44)

alakban választjuk. A%de = %Tds + tr(������ d"""""" ); átrendezve

%ds =
%
T

de�
1
T

tr(������ d"""""" ) (45)

Gibbs-relációnak eleget tesz as = s(T) fajlagos entrópia, ha

ds
dT

=
1
T

deth

dT
: (46)

A teljesítmény (42) alakjával a bels�o energia mérlege (az els�o f�otétel)

%_e = �r � je + tr(������ _"""""" ): (47)
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A j s entrópiaáram és aje h�oáram között a standardj s = je=T kapcsolatot választjuk.
Ekkor a

%_s = �r � j s + � s (48)

entrópiamérlegben a� s entrópaprodukció (45) és (47) alapján számolva

� s = %_s + r � j s =
%
T

_e�
1
T

tr(������ _"""""" ) + r �
�

je

T

�
= �

1
T

r � je + r �
�

je

T

�
= je � r

�
1
T

�
;

(49)

melynek pozitív de�nitségét a

j e = � r
�

1
T

�
; � > 0 (50)

Fourier-h�ovezetéssel biztosítjuk. A(T;"""""") állapotváltozókról a kanonikus(e;"""""" ) változók-
ra áttéréshezT kifejezend�o (44)-b�ol, és az entrópiába helyettesítend�o, így kapvas(e;"""""")-t.
Megfordítva, a kanonikus változókból indulás esetén a h�omérséklet

1
T

(e;"""""" ) =
@s
@e

�
�
�
�
""""""

(51)

révén kapható meg. Az entrópia konkáv a kanonikus változókban [a természetesT > 0;
E > 0; deth=dT > 0 feltételek teljesülése esetén].

Ha rendelkezésünkre áll a kiinduló rendszer a kanonikus változókban, készen állunk
a kiterjesztésére.

3.2. A BELS �O VÁLTOZÓ BEVEZETÉSE

A kiterjesztett állapotteret a következ�o változók feszítik ki : aze bels�o energia, az""""""

deformáció és egy������ bels�o változó. Ez utóbbit másodrend�u szimmetrikus tenzornak vá-
lasztjuk, a célból, hogy a kiinduló rendszer mechanikai tulajdonságait („anyagtörvényét”)
terjesszük ki, korrekciókat nyerve a feszültség és a deformáció – két szimmetrikus tenzor
– között.

Az entrópiát egy konkáv nemegyensúlyi taggal toljuk el, mely csak������ -t �ol függ, kvad-
ratikusan. A Morse-lemma szerint ez az extra tag egyszer�u négyzetes alakúnak választha-
tó, így a kiterjesztett entrópiafüggvény

~s(e;"""""" ; ������ ) = s(e;"""""") �
1
2

tr
�
������ 2�

: (52)

A kiterjesztett entrópiára a Gibbs-reláció

%d~s =
%
T

de�
1
T

tr(������ d"""""" ) � %tr(������ d������ ): (53)
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Hogy a kiterjesztés a mechanikai aspektusokban is érvényesüljön, a feszültséget is
kiterjesztjük egy reológiai (nemegyensúlyi) taggal :

~������ = ������ + �̂����� : (54)

Következésképp, a (42) mechanikai teljesítmény, és így az energiamérleg a

%_e+ r � je = tr( ~������ _"""""" ) = tr(������ _"""""" ) + tr(�̂����� _"""""") (55)

módon változik. A j~s = je=T választással élve, és felhasználva (53)-at és (55)-öt, az
entrópiaprodukció:

� ~s = %_~s + r � j~s =
%
T

_e�
1
T

tr(������ _"""""") � %tr
�
������ _������

�
+ r �

�
je

T

�

= �
1
T

r � je +
1
T

tr(�̂����� _"""""" ) � %tr
�
������ _������

�
+ r �

�
je

T

�
(56)

= je � r
�

1
T

�
+

1
T

tr
�
�̂����� d _""""""d� +

1
T

tr
�
�̂����� s_"""""" s� � %tr

�
������ d _������ d

�
� %tr

�
������ s_������ s

�
:

A jobb oldalon vektorok szerepelnek az els�o tagban, skalárok a harmadik és ötödik tagban,
és szimmetrikus, nyom nélküli tenzorok a második és negyedik tagban. Izotrop anyagban
e háromfajta mennyiség nem csatolódhat egymáshoz a Curie-elv, azaz az izotrop függvé-
nyek reprezentációs tétele [29] értelmében. Ennek megfelel �oen a vektorokat tartalmazó
taghoz Fourier-h�ovezetést választunk:je = � r

�
1
T

�
. A további két tagpárhoz a legáltalá-

nosabb onsageri megoldás

�̂����� d = ld
11 _""""""d + ld

12

�
� %T������ d� ; �̂����� s = ls

11 _"""""" s + ls
12

�
� %T������ s� ; (57)

_������ d = ld
21 _""""""d + ld

22

�
� %T������ d� ; _������ s = ls

21 _"""""" s + ls
22

�
� %T������ s� ; (58)

vagy ennek azmd, ms együtthatókat használó változata, mely (30)–(31) általánosítása.

Azt láthatjuk tehát, hogy amit egy dimenzióban kaptunk, három dimenzióban egysze-
r�uen megkett�oz�odik, ahol a két komponens egymástól független. A nyom nélküli, szim-
metrikus tenzorokat tartalmazó két tag összegének önállóan kell pozitív de�nitnek lennie,
a skalárokat tartalmazó két tag összegének pedig szintén. Az együtthatókra ebb�ol követ-
kez�o feltételek ugyanazok, mint az egydimenziós esetben.

Állandó h�omérséklet esetén a bels�o változó kiküszöbölése szintén két független
(0;1 � 0;1;2) modellre vezet:

������ d + � d _������ d = E d
0""""""d + E d

1 _""""""d + E d
2•""""""d; ������ s + � s _������ s = E s

0"""""" s + E s
1 _"""""" s + E s

2•"""""" s; (59)

termodinamikai eredet�u egyenl�otlenség-feltételekkel az összesen nyolc együtthatóra.

Egytengely�u folyamatok esetén mind a deviatorikus, mind gömbi reológia aktív, és
egy meglehet�osen komplikált ered�o egytengely�u reológiai viselkedés alakul ki – a részle-
teket ld. az A. függelékben.
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Két megjegyzéssel zárjuk ezt a szakaszt. Az els�o, hogy a bemutatott termodina-
mikai eljárás egy potenciálon (az entrópián, ill. következésképp a szabadenergián) ala-
pul, ezért tárgyalásmódunk hiperelasztikus – a teljes állapottér szemszögéb�ol. A reduk-
ció/kiküszöbölés során nyert feszültség–deformáció-reláció azonban nem kapható meg
potenciálból.

A másik megjegyzés az, hogy az entrópiaelv általánosabb kihasználásán [57] alapuló
módszerek ebben a klasszikus irreverzibilis termodinamikai esetben ugyanerre a szerke-
zetre vezetnek, mint a forrástag itt alkalmazott egyszer�uszeparációja.

4. ÖSSZEHASONLÍTÁS MÁS ISMERT MEGKÖZELÍTÉSEKKEL

Kluitenberg [12] egy hozzánkéhoz hasonló eredményt, két (0;1 � 0;1;2) modellt ka-
pott, de a mienkét�ol eltér�o feltételezésekkel, és a (0;1 � 0;1) Poynting–Thomson–Zener-
test a kiterjesztett termodinamikában is levezethet�o [31]. A következ�o szakaszban ezeket
a megközelítéseket és feltételezéseiket vizsgáljuk meg.

4.1. KLUITENBERG ELMÉLETE

Mint láttuk, a bemutatott termodinamikai keret a tehetetlenség, relaxáció és kúszás
egy kitüntetett kombinációjára, a (0;1 � 0;1;2) modellre mint reológiai alaptestre ve-
zet. A bels�o változós nemegyensúlyi termodinamikát el�oször Kluitenberg alkalmazta
szisztematikusan a lineáris viszkoelaszticitásra [9, 10,11, 12, 13, 14, 15], aki szintén
a (0;1 � 0;1;2) testet kapta a termodinamikai modellezés alapvet�o épít�oköveként.

A Kluitenberg-elmélet eltér a mi megközelítésünkt�ol. A különbségek a következ�ok:

1. A Kluitenberg-elméletben a bels�o változónak rögzített �zikai jelentése van: a de-
formációhoz hozzáadódó direkt – anelasztikusnak nevezett– járulékként van értel-
mezve [9] :

"""""" = """"""el + """"""anel: (60)

A mi fenti megközelítésünk szerint ez az interpretáció nem szükséges, a deformáci-
ót egy tetsz�oleges tenzori mennyiség befolyásolja, az entrópiaprodukció disszipatív
tagjaiban történ�o lineáris relációk révén.

2. Kluitenberg, a deformációs értelmezés következményeként, kapcsolatot tesz fel az
anelasztikus és a rugalmas feszültség között. Nevezetesen, nála ez a két feszültség
egyenl�o {[11], (4.4)}. Részletesebben kiírva, felteszi, hogy

@̂s
@""""""anel

(""""""el; """"""anel) =
@s

@""""""anel
("""""" ; """"""anel) �

@s
@""""""

("""""" ; """"""anel) = 0 : (61)
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Itt ŝ(""""""el; """"""anel) = ŝ("""""" � """"""anel; """"""anel) = s("""""" ; """"""anel) .

Amint azt mi fentebb találtuk, ezek a feltételezések nem szükségesek a termodina-
mikai konzisztenciához, és a reológiai együtthatók egy eltér�o elemzéséhez vezetnek. Így
például a Kluitenberg-reprezentációban nem adódik megszorításE1, a deformációsebes-
ség együtthatójának el�ojelére. Továbbá, ha Kluitenberg rugalmas és anelasztikusdefor-
mációi kvadratikusan szerepelnek az entrópiában, akkor a (0;1 � 0;1;2) test helyett csak
a (0;1 � 1;2) Jeffreys-modell vezethet�o le {[11], (4.25)–(4.26)}. A Jeffreys-test azonban
nem egy szilárd anyag reológiája (a Jeffreys-modell lassú folyamatok esetén egy viszkó-
zus folyadékot ír le), így szilárd testek viszkoelasztikusságához nem kielégít�o. A valódi
elemi épít�ok�o a (0;1 � 0;1;2) test.

Verhás folyadékok esetére vezetett be egy, a miénkkel analóg eljárást egyetlen bel-
s�o változóval [41, 29]. Emellett�o volt az, aki a tehetetlenségi elem fontosságát termo-
dinamikai alapon hangsúlyozta. Kluitenberg és Verhás, e kétel�ofutár feltüntetésére a
(0;1 � 0;1;2) reológiai modellt a továbbiakbanKluitenberg–Verhás-testneknevezzük.

4.2. KITERJESZTETT TERMODINAMIKA

Az ún. kiterjesztett termodinamikában a disszipatív áramokat állapotváltozóknak te-
kintik [58]. Ezért a viszkózus vagy anelasztikus feszültség, �̂����� = ~������ � ������ egy termodinami-
kai állapotváltozó, nem pedig konstitutív mennyiség (ld. pl. [31]). A mi megközelítésünk-
benl11 = 0 esetén a������ bels�o változó arányos â������ disszipatív feszültséggel [ld. (29)], így
������ egy átskálázása a kiterjesztett termodinamika reprezentációját és reológiai egyenleteit
eredményezi. Az így nyerhet�o reológiai test a (0;1 � 0;1) Poynting–Thomson–Zener-
test, a (0;1 � 0;1;2) teljes valódi lehet�oségcsaládnak egy részcsaládja. Megjegyzend�o,
hogy az ehhez nullává tett anyagi paraméter,l11 a Kelvin-test viszkozitási együtthatója
(21) értelmében, mely általában a disszipáció f�o forrása. Ebben az értelemben a hely-
zet hasonlít a h�ovezetéshez, ahol a Fourier-együttható eltér�oen reprezentálódik a bels�o
változós tárgyalásban, mint ahogy a kiterjesztett termodinamikaiban [35]. Az elmélet ma-
gasabbrend�u áramokkal történ�o kiterjesztése eltér a bels�o változós elmélet további bels�o
változókkal történ�o kiterjesztését�ol.

5. ÖSSZEFOGLALÁS

Ebben az írásban a szilárd anyagok reológiai tulajdonságait egy bels�o változós termo-
dinamikai elméletként tárgyaltuk. Egy egyszer�u nemlineáris viszkoelasztikus elméletet
kaptunk. Beazonosítottuk az alapvet�o termoreológiai testet, és vizsgáltuk tulajdonságait.
Az egyetlen termodinamikai bels�o változós reprezentáció a standard Poynting–Thomson–
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Zener-test egy tehetetlenségi elemmel történ�o kiegészítését tünteti ki a lineáris viszkoe-
lasztikusság alapvet�o épít�oköveként. Ennek az anyagi modellnek a Kluitenberg–Verhás-
test elnevezést javasoltuk.

Egyrészr�ol a legegyszer�ubb feltételezésekkel éltünk, ahol egyetlen, termodinamikai
feltételekkel megszorított tenzori dinamikai szabadságifok jellemzi az egyensúlyi álla-
pottól való eltérést. Másrészr�ol viszont a lehet�o legáltalánosabb lineáris onsageri egyenle-
teket tekintettük. Ennek el�onye az így nyerhet�o univerzalitás, abban az értelemben, hogy
hacsak a tenzori reprezentáció és a második f�otétel érvényes, bármely konkrét mikrosz-
kopikus vagy mezoszkopikus mechanizmus ugyanerre a reológiai modellcsaládra kell ve-
zessen a lineáris tartományban.

A bels�o változó izotermikus esetben elvégzett kiküszöbölése után megfogalmazhat-
tuk és elemezhettük a reológia jelenlétének mérhet�o következményeit feszültségben és
deformációban.

A mi megközelítésünkben a bels�o változó nem szükségképpen „anelasztikus defor-
máció”, mint a klasszikus Kluitenberg-elméletben, és nem szükségképpen a disszipatív
feszültség, mint a kiterjesztett termodinamikában. Az utóbbi választás egy speciális eset-
nek, az általunk kapott modellcsalád egy részcsaládjának bizonyult. A bels�o változó rugal-
mas deformációtól való eltéréseként történ�o értelmezése egyébként egy mélyebb elemzést
igényelne a kinematikai kontinuum-mennyiségek szemszögéb�ol, ideértve a véges defor-
máció esetét, és az anyagi objektivitás szempontjából is. Eszempontból érdemes felhív-
ni a �gyelmet, hogy vonatkoztatásirendszer-független és objektív megközelítésünk [52],
mely Noll klasszikus tárgyalását fejleszti tovább [59, 60], a deformációsebesség rugalmas
és képlékenyedési (maradó) tagokra történ�o additív szétválására vezet. Ennek fényében az
alapkérdés a deformáció rugalmas, reológiai (helyreállítható) és képlékeny (maradó) ré-
szeinek világos megkülönböztetése kísérletekben.

Tárgyalásunk egy másik jellegzetessége volt, hogy nem tételeztük fel a fenomenoló-
giai együtthatómátrixnak sem szimmetriáját, sem antiszimmetriáját. Mikroszkopikus in-
terpretáció híján nincs ok feltételezni az Onsager–Casimir-reciprocitást.

Mi több, a 2.4. szakasz részletes elemzése azt találta, hogya különböz�o rugós–
olajfékes jelleg�u „áramköri” kapcsolások különböz�o, szimmetrikusrész-dominálta illet-
ve antiszimmetrikusrész-dominálta termodinamikai modelleknek felelnek meg. Mindkét
esetben a termodinamika nemnegatív rugó- és olajfék-együtthatót követel meg, és az
alulcsillapított-túltehetetlen családban egy új, tehetetlenségi elemre is szükség van.

Végül hangsúlyozzuk, hogy mind az általunk talált feltételek, mind a Kluitenberg-féle
és a kiterjesztett termodinamikai megközelítésekt�ol való eltérések kísérletileg tesztelhe-
t�ok. A Kluitenberg-modell együtthatóira adódott megszorítások hullámterjedéses kísér-
letes tesztelése már megkezd�odött Ciancio és munkatársai révén [61, 62, 63], kielégít�o
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eredménnyel. Kúszás és relaxáció közvetlen mérése az izotrop, egy bels�o változós anyag
gondos kiválasztását igényli, és a gömbi és deviatorikus változások szeparálása is fontos.
Kevert terhelési feltételek és effektív modellek esetén a helyzet bonyolult lehet, különösen
ha térfogati anelasztikusság is szerepet játszik (ld. A. függelék). E szempontból �gyelem-
reméltóak a Lin és munkatársai [36, 37, 38] által végzett fúrómagmintás k�ozetkísérletek,
melyek mind deviatorikus, mind térfogati szempontból Kluitenberg–Verhás-test jelenlétét
azonosították.

A. EGYTENGELY �U REOLÓGIA SZÁRMAZTATÁSA A DEVIATORIKUS ÉS

GÖMBI KOMPONENSEKB�OL

Szilárd testek egytengely�u folyamatai esetén a feszültség- és a deformációtenzor al-
kalmas Descartes-koordinátarendszerben

������ =
�

�
0

0

�
; ������ s =
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alakú mátrixokkal írható le, ahol minden nem-kiírt mátrixelem nulla.

Teljesüljenek szilárd anyagunkra az

Sd ������ d = Ed """"""d; (64)

Ss ������ s = Es"""""" s (65)

lineáris reológiai törvények, ahol azSd, Ss, Ed, Es differenciáloperátorok a d=dt id�oderi-
váló operátor polinomjai, állandó együtthatókkal. Így például (59) esetén

Sd = 1 + � d d
dt

; Ed = E d
0 + E d

1
d
dt

+ E d
2

d2

dt2
; (66)

Ss = 1 + � s d
dt

; Es = E s
0 + E s

1
d
dt

+ E s
2

d2

dt2
: (67)

Ekkor egytengely�u folyamatok esetén (64) az

Sd� = Ed
�
" � " ?

�
(68)

skaláregyenletre egyszer�usödik, (65) pedig az

Ss� = Es
�
" + 2" ?

�
(69)
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egyenletre. A célunk" ? kiküszöbölése ebb�ol az egyenletpárból. Hasson a2Es operátor
(68)-ra,Ed pedig (69)-re, és tekintsük az eredmények összegét. Észrevéve, hogy

EsEd = EdEs; (70)

és hogy általánosabban isddt bármely két polinomja felcserélhet�o egymással, az eredmé-
nyek összege írható a következ�o módon:

�
SsEd + 2SdEs

�
� = 3EdEs" : (71)

A (66)–(67) példa esetén (71) a következ�o, � együtthatójának 1-re normálása után:
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Az ered�o egytengely�u reológia tehát láthatóan egy (0;1;2;3 � 0;1;2;3;4) modell.

Egy egyszer�u, de fontos speciális esetként, ha deviatorikusan egy (0 � 0;1) Kelvin–
Voigt-modellünk van, gömbi oldalról pedig egy (0 � 0) Hooke-modellünk, akkor az ered�o
egytengely�u reológia egy Poynting–Thomson–Zener-modell lesz, mely kúszást és relaxá-
ciót ír le. Eszerintdeviatorikus kúszásra képes anyag egytengely�u relaxációt is mutat.

Természetesen" szintén kiküszöbölhet�o, analóg módon, és akkor� és deriváltjai
és" ? és deriváltjai között kapunk összefüggést. Ha pedig� -t küszöböljük ki," , " ? és
deriváltjaik között nyerünk összefüggést. El�obbi képlet feszültségvezérelt helyzetekben
lehet hasznos, hogy láthassuk a keresztirányú deformáció alakulását, utóbbi pedig ahhoz,
hogy láthassuk, reológia esetén mennyivel bonyolultabb a kapcsolat" ? és" között annál,
amit az állandó Poisson-hányadosú Hooke-várakozás javasolna.

Az egytengely�u ered�o reológia itt mutatott származtatása hasonló ahhoz, ahogyreo-
lógiai modellek soros és párhuzamos kapcsolásainak egyenletei származtathatóak [56].
Mi több, ez nemcsak egyszer�uen hasonlóság: a fenti lépésekpontosan azok, amikkel a

(D � D � S) jj (D � D � S) jj (D � D � S) (73)

elrendezés ered�o reológiája meghatározható, aholD jelöli a (62) deviatorikus modellt,S
a (65) gömbit, és� jelöli a soros ésjj a párhuzamos kapcsolást. Az egytengely�u reológia
tehát a deviatorikus és a gömbi reológia egy bizonyos soros–párhuzamos kombinációja.
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B. HA A BELS �O ENERGIÁT TOLJUK EL

A reológia bels�o változós származtatásának egy olyan változatát mutatjukmost be,
mely ugyanúgy a (0;1 � 0;1;2) modellre vezet az állandó h�omérséklet�u esetben végzett
kiküszöbölés után. Az egyszer�uség kedvéért csak az egydimenziós esetet tekintjük.

Ebben a változatban az entrópia helyett a bels�o energiát toljuk el egy� bels�o változó
egy kvadratikus kifejezésével (ld. a [11, 12, 15] munkákat is), mely kifejezés meg�orzi a
konvexitást :

~e = e+
1
2

� 2; (74)

mely a kanonikus változók nyelvén a bels�o energia változó eltolását jelenti bármely kons-
titutív függvényben, így az entrópiában is:

~s(~e; "; � ) = s
�

~e�
1
2

� 2; "
�

: (75)

Mint el�obb [ld. (54)], a feszültségben is egy új járulék felbukkanását tételezzük fel. Véve
ezen~s mennyiség id�oderiváltját, az entrópiaprodukció ezúttal a

1
T

�
�̂ _" � %�_�

�
(76)

kifejezéssel egészül ki. Következésképp egyT szorzótól eltekintve az onsageri megoldás
az eddigiekhez hasonlóan történik. Az állandóT-j�u esetben� kiküszöbölése szintén a
lineáris (0;1 � 0;1;2) reológiára vezet, ugyanazon feltételekkel az együtthatókra.

Ami jelent�osen más a két út esetén, az a bels�o energia mérlege, mert ezúttal jelen
van egy extra, potenciálszer�u12 � 2 bels�oenergia-tag, így a mechanikai teljesítmény (és a
bejöv�o h�oáram) egy része most ezt az extra tagot változtatja, és csaka maradék rész
változtatja a fajh�ovel kapcsolatoseth eredeti bels�oenergia-részt és aeel rugalmasenergia-
részt. Ennélfogva a h�omérséklet máshogy változik, mint az entrópiaeltolásos esetben. Ez
kísérleti lehet�oséget ad a két eset megkülönböztetésére.

Végül az is lehetséges, hogy kombináljuk a két utat : mind az entrópiát, mint a bels�o
energiát eltolhatjuk egy-egy kvadratikus taggal. Ekkor egy extra együtthatót kell megen-
gedni legalább az egyik kvadratikus kifejezésben: ez az általános eset az

~e = e+
a
2

� 2; ~s(~e; "; � ) = s
�

~e�
a
2

� 2; "
�

+
b
2

� 2 (77)

módon írható. Az entrópiaprodukció továbbra is egy� � _� -vel arányos taggal egészül ki,
melynek együtthatójában mosta ésbis szerepel. Az onsageri megoldás ismét olyan alakú,
mint az eddigi esetekben, és a kiküszöbölés is analóg módon zajlik. Az a, begyütthatókat
a bels�oenergia-mérlegben játszott szerepük, így a h�omérséklet fejl�odési egyenlete alapján
lehet megkülönböztetni. Ez lehet kísérleti meghatározásuk alapja.
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�6�]�L�O�i�U�G���D�Q�\�D�J�R�N r�X�J�D�O�P�D�V�����K���W�i�J�X�O�i�V�L�����N�p�S�O�p�N�H�Q�\���p�V���U�H�R�O�y�J�L�D�L���M�H�O�H�Q�V�p�J�H�L�Q�H�N egy termodina-

mika-�D�O�D�S�~���H�O�P�p�O�H�W�p�W���P�X�W�D�W�M�X�N���E�H�����0�H�J�N�|�]�H�O�t�W�p�V�•�Q�N���H�J�\�U�p�V�]�U���O���D�]���p�U�L�Q�W�H�W�W���N�L�Q�H�P�D�W�L�N�D�L���P�Hnnyis�p��
�J�H�N���H�J�\���~�M�V�]�H�U�&���G�H�I�L�Q�t�F�L�y�M�i�Q���D�O�D�S�X�O�����(�V�]�H�U�L�Q�W���D���U�X�J�D�O�P�D�V���G�H�I�R�U�P�i�O�W�V�i�J a test pillanatnyi metri-
k�i�M�i�Q�D�N�� �D�� �U�H�O�D�[�i�O�W�� �P�H�W�U�L�N�i�M�i�W�y�O�� �� �Y�D�O�y�� �H�O�W�p�U�p�V�p�W�� �I�H�M�H�]�L�� �N�L���D�� �K���W�i�J�X�O�i�V�� �D�� �U�H�O�D�[�i�O�W���P�H�W�U�L�N�D�� �H�J�\�� �K����
�P�p�U�V�p�N�O�H�W�I�•�J�J���� �Y�i�O�W�R�]�i�V�D���� �P�t�J�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�� �H�J�\�� �W�D�U�W�y�V�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�D�� �7�i�U�J�\�D�O�i�V�P�y�G�X�Q�N�� �P�i�V�L�N��
�S�L�O�O�p�U�H�� �D�� �Q�H�P�H�J�\�H�Q�V�~�O�\�L�� �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D���� �$�� �N�R�Q�V�W�L�W�X�W�t�Y�� �H�J�\�H�Q�O�H�W�H�N�H�W�� �~�J�\�� �Y�i�O�D�V�]�W�M�X�N�� �P�H�J���� �K�R�J�\��
�W�L�V�]�W�H�O�M�p�N�� �D�� �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L�� �N�R�Q�]�L�V�]�W�H�Q�F�L�i�W���� �p�V�� �D�� �P�i�V�R�G�L�N�� �I���W�p�W�H�O�W�� �N�R�Q�V�W�U�X�N�W�t�Y���� �N�Y�D�Q�W�L�W�D�W�t�Y�� �P�y�G�R�Q��
�K�D�V�]�Q�i�O�M�X�N���N�L�����$ �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V���V�]�R�N�i�V�R�V�D�Q���H�O�Y�i�U�W���W�X�O�D�M�G�R�Q�V�i�J�D�L���W�H�U�P�p�V�]�H�W�H�V���P�y�G�R�Q���L�O�O�H�V�]�N�H�G�Q�H�N��
�D�]�� �H�O�P�p�O�H�W�E�H�����$�� �U�H�R�O�yg�L�i�W �D�]�� �L�U�U�H�Y�H�U�]�L�E�L�O�L�V�� �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�� �E�H�O�V���� �Y�i�O�W�R�]�y�V�� �P�y�G�V�]�H�U�W�D�Q�i�Y�D�O���Y�H�]�Ht-
�M�•�N���E�H�����$���N�•�O�|�Q�E�|�]�����M�H�O�O�H�J�]�H�W�H�V���Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�H�N�H�W���N�t�V�p�U�O�H�W�L���H�U�H�G�P�p�Q�\�H�N�H�Q illusztr�i�O�M�X�N�����P�H�O�\���N�t�V�p�U�Oe-
�W�H�N�E�H�Q���P�H�J�Q�\�~�M�W�R�W�W���P�&�D�Q�\�D�J���P�L�Q�W�i�N���U�X�J�D�O�P�D�V�����K���W�i�J�X�O�i�V�L�����N�p�S�O�p�N�H�Q�\���p�V���U�H�R�O�y�J�L�D�L���Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�R�Q��
�P�H�Q�Q�H�N�� �N�H�U�H�V�]�W�•�O���� �$�� �P�p�U�W�� �D�G�D�W�R�N�E�y�O�� �P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�]�X�N�� �D�� �U�H�R�O�y�J�L�D�L�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�D�W���� �$ mechanikai 
�P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�H�N�� �P�H�O�O�H�W�W�� �D�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�D�L�W�� �L�V�� �Q�\�R�P�R�Q�� �N�|�Y�H�W�M�•�N���� �p�V�� �D�]�� �H�O�P�p�O�H�W�W�H�O�� �L�V�� �V�]�i�P�R�W��
�D�G�X�Q�N���U�y�O�X�N.1 

 

B�(�9�(�=�(�7�e�6 

 

�$�]�� �H�O�P�~�O�W���p�Y�H�N�E�H�Q�� �N�X�W�D�W�i�V�X�Q�N�� �H�J�\�L�N�� �I���� �F�p�O�M�D��az �Y�R�O�W���� �K�R�J�\�� �|�W�Y�|�]�]�•�N�� �D�] anyagi ob-
�M�H�N�W�L�Y�L�W�i�V�� �S�U�R�E�O�p�P�i�M�i�U�D�� �D�G�R�W�W���� �0�D�W�R�O�F�V�L�� �P�X�Q�N�i�V�V�i�J�i�Q��[1][2][3][4] �D�O�D�S�X�O�y�� �P�H�J�R�O�G�i�V�Xn-

                                                 
1 Az "Elastic, thermal expansion, plastic and rheological processes �± �W�K�H�R�U�\���D�Q�G���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�������I�R�O�\�y�L�U�D�W�K�R�]��
�N�|�]�O�p�V�U�H���E�H�Q�\�~�M�W�R�W�W���F�L�N�N���I�R�U�G�t�W�i�V�D�� 
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kat [5][6][7][8] �D�]�]�D�O�� �D�]�� �L�U�U�H�Y�H�U�]�L�E�L�O�L�V�� �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L�� �P�y�G�V�]�H�U�W�D�Q�Q�D�O���� �P�H�O�\��a termodi-
namikai stabilit�i�V�U�D�� �p�V�� �D�� �P�i�V�R�G�L�N�� �I���W�p�W�H�O�� �N�R�Q�V�W�U�X�N�W�t�Y���� �N�Y�D�Q�W�L�W�D�W�t�Y�� �N�L�D�N�Q�i�]�i�V�i�U�D�� �I�y�N�X�V�]�i�O��
[9][10][11][12]. �-�H�O�H�Q���t�U�i�V�E�D�Q���H���S�U�R�J�U�D�P���H�U�H�G�P�p�Q�\�p�W���P�X�W�D�W�M�X�N���E�H���V�]�L�O�i�U�G���D�Q�\�D�J�R�N���N�Rn-
tinuum-�W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�i�M�i�U�D�� 

�$�]���H�O�P�p�O�H�W���i�O�W�D�O���M�H�O�H�Q�O�H�J���O�H�I�H�G�H�W�W���M�H�O�H�Q�V�p�J�H�N�� 

�x a (prompt) �U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J���� �P�H�O�\�� �H�J�\ �P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L�� �W�H�U�K�H�O�p�V�U�H�� �D�G�R�W�W �D�]�R�Q�Q�D�O�L�� �Y�i�O�D�V�]����
�p�V���P�H�O�\�Q�H�N���V�R�U�i�Q���D���P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���H�Q�H�U�J�L�D���P�H�J�P�D�U�D�G ���O�G�����S�O�����+�R�R�N�H���W�|�U�Y�p�Q�\�p�W���� 

�x  �D�� �U�H�R�O�y�J�L�D, �P�H�O�\�� �D�]�� �H�O���]���Y�H�O�� �H�O�O�H�Q�W�p�W�E�H�Q�� �H�J�\�� �N�p�V�O�H�O�W�H�W�H�W�W�� �Y�i�O�D�V�], a mechanikai 
�H�Q�H�U�J�L�D���U�p�V�]beni �G�L�V�V�]�L�S�i�F�L�y�M�i�Y�D�O���M�i�U, �p�V���S�p�O�G�i�X�O���Y�L�V�]�N�y�]�X�V���F�V�L�O�O�D�S�t�W�i�V�E�y�O���H�U�H�G�K�H�W; 

�x �D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V, �P�H�O�\���H�J�\���W�D�U�W�y�V���D�O�D�N�Y�i�O�W�R�]�i�V�����D���W�H�U�K�H�O�H�W�O�H�Q���D�O�D�N���P�H�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�D; 

�x �D���K���W�i�J�X�O�i�V�����p�V���D�]���i�O�W�D�O�D���J�H�Q�H�U�i�O�W���K���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J; 

�x �D���K���Y�H�]�H�W�p�V. 

�$�]�� �i�O�W�D�O�i�Q�R�V�� �Vzint �± �Q�D�J�\�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V�� �W�i�U�J�\�D�O�i�V, �i�O�W�D�O�i�Q�R�V�� �N�R�Q�V�W�L�W�X�W�t�Y�� �H�J�\�H�Q�O�H�W�H�N �± 
�H�O�O�H�Q�p�U�H �F�p�O�X�Q�N���D �K�D�V�]�Q�R�V���J�\�D�N�R�U�O�D�W�L���S�p�O�G�i�N�R�Q���Y�D�O�y���D�O�N�D�O�P�D�]�i�V�����p�V���H�]�H�N���V�R�U�i�Q���D�]���H�O�P�p�O�H�W��
folyamatos �W�H�V�]�W�H�O�p�V�H���� �I�H�M�O�H�V�]�W�p�V�H is). �(�Q�Q�H�N�� �p�U�G�H�N�p�E�H�Q�� �N�t�V�p�U�O�H�W�H�N�H�W�� �Y�p�J�]�•�Q�N���� �p�V��az itt 
�E�H�P�X�W�D�W�R�W�W�� �P�p�U�p�V�L�� �D�G�D�W�R�N�N�D�O�� �L�V�� �D�]�� �H�O�P�p�O�H�W�� �N�Y�D�O�L�W�D�W�t�Y�� �p�V�� �N�Y�D�Q�W�L�W�D�W�t�Y�� �L�O�O�X�V�]�W�U�i�O�i�V�D�� �p�V�� �H�O�Oe-
�Q���U�]�p�V�H���Y�R�O�W���D���F�p�O�X�Q�N�����(�]�H�Q���D�]���H�J�\�V�]�H�U�&�����G�H�� �M�y���E�H�S�L�O�O�D�Q�W�i�V�W���D�G�y���N�t�V�p�U�O�H�W�H�Q �± poliamid-6 
�P�&�D�Q�\�D�J���P�L�Q�W�D �H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&���Q�\�~�M�W�i�V�D���V�R�U�i�Q���P�p�U�W��mechanika�L���p�V���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�L �Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N 
�± �D���N�•�O�|�Q�E�|�]�����W�H�U�P�R�P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���H�I�I�H�Ntus�R�N���M�y�O���P�H�J�I�L�J�\�H�O�K�H�W���H�N���p�V���P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�L�O�H�J���L�V���M�y�O��
�P�D�J�\�D�U�i�]�K�D�W�y�Q�D�N���E�L�]�R�Q�\�X�O�Q�D�N. 

�$�� �N�t�V�p�U�O�H�W�W�H�O�� �Y�D�O�y�� �N�|�Q�Q�\�H�E�E�� �|�V�V�]�H�Y�H�W�K�H�W���V�p�J�� �p�U�G�H�N�p�E�H�Q�� �I�R�U�P�D�O�L�]�P�X�V�X�Q�N�� �P�L�Q�G�H�Q��
�U�p�V�]�O�H�W�p�E�H�Q�� �D�� �O�H�J�H�J�\�V�]�H�U�&�E�E�� �S�O�D�X�]�L�E�L�O�L�V�� �I�H�O�W�p�W�H�O�H�]�p�V�H�N�N�H�O�� �p�O�•�Q�N�� �N�L�V�� �G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�N, Hoo-
ke-�U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�� �i�O�O�D�Q�G�y �U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�W�D�Q�L�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�N�D�O, �i�O�O�D�Q�G�y�� �I�D�M�K��, �K���W�i�J�X�O�i�V�L��
�H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�� �p�V�� �K���Y�H�]�H�W�p�V�L�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y, �p�V�� �i�O�O�D�Q�G�y�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�L�� �U�i�W�D�� �p�V�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �N�•��
�V�]�|�E�I�H�V�]�•�O�W�V�p�J. �(�� �I�H�O�W�p�W�H�O�H�]�p�V�H�N�H�W�� �D�� �P�p�U�p�V�L�� �D�G�D�W�R�N�� �D�� �N�t�V�p�U�O�H�W�L�� �S�R�Q�W�R�V�V�i�J�� �N�H�U�H�W�p�Q�� �E�H�O�•�O��
�P�H�J�Q�\�X�J�W�D�W�y�D�Q���L�J�D�]�R�O�M�i�N�����D�P�L�Q�W���D�]�W���O�i�W�Q�L���I�R�J�M�X�N. 

�%�H�V�]�i�P�R�O�y�Q�N�E�D�Q�� �H�O���V�]�|�U�� �D�]�� �L�P�p�Q�W�� �H�P�O�t�W�H�W�W���� �R�E�M�H�N�W�L�Y�L�W�i�V-�W�L�V�]�W�H�O�� kinematikai meny-
�Q�\�L�V�p�J�H�N�H�W���L�V�P�H�U�W�H�W�M�•�N. �(�]�X�W�i�Q���N�|�U�p�M�•�N���p�S�t�W�M�•�N���D���U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�����K���W�i�J�X�O�i�V���p�V���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H-
�G�p�V�� �N�R�Q�W�L�Q�X�X�P-�W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L�� �W�i�U�J�\�D�O�i�V�i�W. �6�]�H�P�O�p�O�W�H�W�M�•k, hogyan mutatkoznak meg a 
�M�y�V�R�O�W���Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�I�R�U�P�i�N���N�t�V�p�U�O�H�W�L���D�G�D�W�R�N�R�Q�����(�]�W���N�|�Y�H�W���H�Q���D���U�H�R�O�y�J�L�i�W���L�O�O�H�V�]�W�M�•�N���D�]���H�O�P�p��
letbe, �p�V�� �U�i�Y�L�O�i�J�t�W�X�Q�N���� �K�R�J�\�D�Q���M�H�O�H�Q�W�N�H�]�Q�H�N�� �D���U�H�R�O�y�J�L�D�L���K�D�W�i�V�R�N a �P�p�U�p�V�L���H�U�H�G�P�p�Q�\�H�N�H�Q��
�P�L�Q�G���D���P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���� �P�L�Q�G���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�L���R�O�G�D�O�U�y�O. �$���S�p�O�G�D�N�p�Q�W���K�D�V�]�Q�i�O�W���N�t�V�p�U�O�H�W�L���P�L�Q�W�D��
�U�H�R�O�y�J�L�D�L���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�L�W���P�H�J�K�D�W�i�U�Rzzuk, �p�V���L�V�P�H�U�W�H�W�M�•�N���D�]�� �H�Q�Q�H�N���V�R�U�i�Q�� �I�H�O�O�p�S���� �Q�X�P�H�U�L�N�X�V��
�Q�H�K�p�]�V�p�J�H�N�H�W���p�V���D�]���i�W�K�L�G�D�O�i�V�X�N�U�D���N�L�G�R�O�J�R�]�R�W�W���P�H�J�R�O�G�i�V�X�Q�N�D�W. �9�p�J�•�O���|�V�V�]�H�J�H�]�]�•�N���D���O�Hg-
�I�R�Q�W�R�V�D�E�E���H�U�H�G�P�p�Q�\�H�N�H�W���p�V���W�D�Q�X�O�V�i�J�R�N�D�W�����p�V���Y�i�]�R�O�M�X�N���D���M�|�Y���E�H�O�L �I�H�O�D�G�D�W�R�N�D�W���p�V���O�H�K�H�W���V�p��
geket. �$���)�•�J�J�H�O�p�N�E�H�Q���D���N�t�V�p�U�O�H�W�L���N�|�U�•�O�P�p�Q�\�H�N�H�W���P�X�W�D�W�M�X�N���E�H���N�|�]�H�O�H�E�E�U���O�� 
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1. A �.�,�1�(�0�$�7�,�.�$�,���0�(�1�1�<�,�6�eGEK 

 

�.�H�]�G�M�•�N�� �W�H�K�i�W�� �D�]�� �R�E�M�H�N�W�L�Y�L�W�i�V�E�D�U�i�W�� �N�L�Q�H�P�D�W�L�N�D�L�� �Pe�Q�Q�\�L�V�p�J�H�N�� �G�H�I�L�Q�t�Fi�y�M�i�Q�D�N 
[5][6][7][8] �W�|�P�|�U�� �L�V�P�H�U�W�H�W�p�V�p�Y�H�O. �6�]�L�O�i�U�G���� �I�R�O�\�p�N�R�Q�\�� �p�V�� �J�i�]�� �K�D�O�P�D�]�i�O�O�D�S�R�W�~�� �N�|�]�H�J�H�N�U�H��
�H�J�\�D�U�i�Q�W�� �L�J�D�]���� �K�R�J�\�� �D�� �N�|�]�H�J�� �P�R�]�J�i�V�D�� �V�R�U�i�Q�� �E�i�U�P�H�O�\�� �N�p�W�� �D�Q�\�D�J�L�� �S�R�Q�W�� �N�|�]�|�W�W�� �H�J�\�� �S�L�O�Oa-

�Q�D�W�Q�\�L���W�i�Y�R�O�V�i�J���K�D�W�i�U�R�]�y�G�L�N���P�H�J. Ez egy ����  pillanatnyi metri�N�i�W �p�U�W�H�O�P�H�]�� �D�]�� �D�Q�\�D�J�L���Vo-
�N�D�V�i�J�R�Q. �,�W�W���p�V���D���W�R�Y�i�E�E�L�D�N�E�D�Q���I�H�O�•�O�K�X�O�O�i�P���M�H�O�]�L���D�]���D�Q�\�D�J�L���V�R�N�D�V�i�J�R�Q���p�U�W�H�O�P�H�]�H�W�W���W�H�Q�]�R-
rokat, m�H�O�\�H�N�� �D�]�� �D�Q�\�D�J�L�� �p�U�L�Q�W���W�p�U�K�H�]�� �N�|�W���G�Q�H�N. �6�]�L�O�i�U�G�� �N�|�]�H�J�H�N�� �H�V�H�W�p�Q�� �D�]�� �~�M�V�]�H�U�&�� �p�V��
fontos fogalom a ��ä relax�i�O�W avagy �V�D�M�i�Wmetrika, �P�H�O�\�� �D���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�P�H�Q�W�H�V����re�O�D�[�i�O�W �i�O�Oa-

�S�R�W�E�D�Q�� �D�G�M�D�� �P�H�J�� �D�]�� �D�Q�\�D�J�L�� �S�R�Q�W�R�N�� �W�i�Y�R�O�V�i�J�D�L�W. �(�J�\�� �L�O�\�H�Q�� �i�O�O�D�S�R�W�E�D�Q �W�H�K�i�W ���� L ��ä. A 
�U�H�O�D�[�i�O�W���P�H�W�U�L�N�D���D���V�]�L�O�i�U�G���W�H�V�W���U�H�O�D�[�i�O�W���D�O�D�N�M�i�W���M�H�O�O�H�P�]�L. 

�$���U�X�J�D�O�P�D�V���i�O�O�D�S�R�W�M�H�O�]�����F�p�O�M�i�U�D���D�O�N�D�O�P�D�V���N�L�Q�H�P�D�W�L�N�D�L���P�H�Q�Q�\�L�V�p�J���D���V�]�L�P�P�H�W�U�L�N�X�V 

 �ïéL ��ä�?�5����  (1) 

�U�X�J�D�O�P�D�V���D�O�D�N�W�H�Q�]�R�U�E�y�O �± a jobb-Cauchy-Green tenzor objekt�tv �i�O�W�D�O�i�Q�R�V�t�W�i�V�i�E�y�O �± defi-
�Q�L�i�O�K�D�W�y: 

 �òé L
�s
�t

�Ž�•�ï�äé (2) 

Ez a ���òé  rugalmas deform�i�O�W�V�i�J�W�H�Q�]�R�U �D�]�����P�H�O�\�W���O���D���U�X�J�D�O�P�D�V���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J, 
Ëå �I�•�J�J majd, 
line�i�U�L�V�D�Q (Hooke-�W�|�U�Y�p�Q�\) vagy nemline�i�U�L�V�D�Q (pl. neo-Hooke-modell). Ez a logaritmi-
kus �± objekt�t�Y�H�Q�� �i�O�W�D�O�i�Q�R�V�t�W�R�W�W Hencky-�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y �± �W�t�S�X�V�~ (2) defin�t�Fi�y�� �N�L�W�•�Q�W�H�W�H�W�W�� 

mind geometriailag (�òé �J�|�P�E�L���U�p�V�]�H���M�H�O�O�H�P�]�L �D���W�p�U�I�R�J�D�W�L���p�V���D���G�H�Y�L�D�W�R�U�L�N�X�V���U�p�V�]���D�]���i�O�O�D�Q�G�y��
�W�p�U�I�R�J�D�W�~�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�D�W, �P�p�J�� �Q�D�J�\�� �G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�N�� �H�V�H�W�p�E�H�Q�� �L�V [5][13][14]), �P�L�Q�G�� �N�t�V�p�U�O�H�Wi-
leg (�t�J�\���S�p�O�G�i�X�O �N�H�P�p�Q�\���J�X�P�L���p�V���K�D�V�R�Q�O�y���D�Q�\�D�J�R�N���H�V�H�W�p�Q���D���Q�D�J�\�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J��
ebben a logaritmikus tenzor�E�D�Q���D���O�H�J�L�Q�N�i�E�E���O�L�Q�H�i�U�L�V [15][16], �D���Q�H�P�O�L�Q�H�i�U�L�V���U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J��
�|�W�S�D�U�D�P�p�W�H�U�H�V Murnaghan-modell�M�H���V�]�L�Q�W�p�Q���H�E�E�H�Q���D loga�U�L�W�P�L�N�X�V���Y�i�O�W�R�]�y�E�D�Q �P�&�N�|�G�W�Ht-
�K�H�W�����D���O�H�J�M�R�E�E�D�Q [17], �p�V���H�J�\�p�E���p�U�Y�H�N���L�V���I�H�O�V�R�U�D�N�R�]�W�D�W�K�D�W�y�D�N [18]). 

�$���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�J�U�D�G�L�H�Q�V�����R�E�M�H�Nt�tv �i�O�W�D�O�i�Q�R�V�t�W�i�V�D) �U�p�Y�p�Q���D�]���D�Q�\�D�J�L���p�U�L�Q�W���Y�H�N�W�R�U�R�N���D���Oo-
�N�i�O�L�V���O�D�E�R�U�U�H�Q�G�V�]�H�U�E�H�O�L���W�p�U�L�G���E�H�O�L �W�p�U�Y�H�N�W�R�U�R�N�E�D�� �V�]�i�O�O�t�W�K�D�W�y�N�� �i�W. �(�Q�Q�H�N�� �U�p�Y�p�Q�� �D�Q�\�D�J�L��

tenzoraink (���� , �ïé stb.) �W�p�U�V�]�H�U�&���P�H�J�I�H�O�H�O���L�N�E�H (�� , �ï  stb.) �Y�L�K�H�W���N���i�W. A ����  �W�H�Q�]�R�U���L�G���E�H�O�L��

�Y�i�O�W�R�]�i�V�D, �p�V�� �t�J�\���ï  �L�G���G�H�U�L�Y�i�O�W�M�D az �ú L �� �T 
¸6�,�,  �V�H�E�H�V�V�p�Jgradiens (�p�V�� �W�U�D�Q�V�]�S�R�Q�i�O�W�M�D�� 

�ú�X L 
¸ �T �� ) �V�H�J�t�W�V�p�J�p�Y�H�O���I�H�M�H�]�K�H�W�����N�L�� az �ï�6 �H�J�\�•�W�W�P�R�]�J�y���L�G���G�H�U�L�Y�i�O�W�U�D 

 �ï�6L �ú�ï E �ï�ú�X (3) 

�D�G�y�G�L�N, �K�D���F�V�D�N�L�V���U�X�J�D�O�P�D�V���Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�U�D���V�]�R�U�t�W�N�R�]�X�Q�N (��äL �…�‘�•�•�–�ä). 
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A �K���W�i�J�X�O�i�V���D�]���D���M�H�O�H�Q�V�p�J�����D�P�L�N�R�U���D���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�P�H�Q�W�H�V���p�V���U�H�O�D�[�i�O�W���P�p�U�H�W�H�N�����t�J�\���D���V�]i-
�O�i�U�G�� �D�Q�\�D�J�� �U�H�O�D�[�i�O�W�� �P�H�W�U�L�N�i�M�D�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�I�•�J�J��:����äL ��ä�:�6�;, ahol �6 �D�]�� �D�E�V�]�R�O�~�W�� �K���P�pr-
�V�p�N�O�H�W�H�W�� �M�H�O�|�O�L. �+�D�� �D�]�� �D�Q�\�D�J�� �L�]�R�W�U�R�S���� �D�P�L�W�� �D�� �W�R�Y�i�E�E�L�D�N�E�D�Q�� �I�H�O�W�p�W�H�O�H�]�•�Q�N, akkor ez a h����
�P�p�U�V�p�N�O�H�W�I�•�J�J�p�V���H�J�\���H�J�\�V�]�H�U�&���V�N�D�O�i�U�L�V���i�W�V�N�i�O�i�]�y�G�i�V: 

 ��ä�:�6
Û�; L �&�:�6�5�á �6
Û�;�6��ä�:�6�5�;�á���������������������=�:�6�; L �Ž�‹�•
�|�Í�\�4

�&�:�6�á �6 E ���6�; F �s
���6

�á (4) 

�D�K�R�O�� �X�W�y�E�E�L�� �G�H�I�L�Q�L�i�O�M�D�� �D�] �. �O�L�Q�H�iris �K���W�i�J�X�O�i�V�L�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�W. �.�|�Y�H�W�N�H�]�p�V�N�p�S�S���� �D�P�L�N�R�U�� �D��
�K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���L�G���E�H�Q���Y�i�O�W�R�]�L�N���H�J�\���D�Q�\�D�J�L���S�R�Q�W�E�D�Q�� 

 ��ä�6L l
�†

�†�6
��äp �6�6L �t�Ù�:�6�;�6�6��ä (5) 

�t�U�K�D�W�y �D���U�H�O�D�[�i�O�W���P�H�W�U�L�N�D���H�J�\�•�W�W�P�R�]�J�y���L�G���G�H�U�L�Y�i�O�W�M�i�U�D, (3) pedig a 

 �ï�6L �ú�ï E �ï�ú�XF �t�Ù�6�6�ï  (6) 

�N�p�S�O�H�W�U�H���E���Y�•�O�� 

�$���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V (ld. pl. a [19] �P�R�Q�R�J�U�i�I�L�i�W) �D���P�L���Q�\�H�O�Y�•�Q�N�|�Q �V�]�L�Q�W�p�Q���H�J�\���R�O�\�D�Q���Me-
�O�H�Q�V�p�J�����P�H�O�\����ä �Y�i�O�W�R�]�i�V�i�K�R�]���N�|�W���G�L�N: �H�O�H�J�H�Q�G���H�Q���H�U���V���P�H�F�K�D�Q�L�Na�L���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J���K�D�W�i�V�i�U�D���D��
�U�H�O�D�[�i�O�W���D�O�D�N���p�V���P�H�W�U�L�N�D���W�D�U�W�y�V���Y�i�O�W�R�]�i�V�W���V�]�H�Q�Y�H�G. Ezt �D���Y�i�O�W�R�]�i�V�W���D 

 ��èL
�s
�t

��ä�?�5��ä�6�n�j�_�q�r�g�a (7) 

�N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�L���V�H�E�H�V�V�p�J tenzor�U�D�O���M�H�O�O�H�P�H�]�K�H�W�M�•�N�����P�H�O�O�\�H�O���D���W�H�O�M�H�V kinemati�N�D�L���I�H�M�O���G�p�V�L��
egyenlet 

 �ï�6L �ú�ï E �ï�ú�XF �t�Ù�6�6�ï F �t���ï �ä (8) 

�$�� �W�R�Y�i�E�E�L�D�N�E�D�Q�� �D, �!�ò�! �' �s���� �œ �����ï L �‡�6�ò N 
Ú E �t�ò �N�L�V�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V�� �W�D�U�W�R�P�i�Q�\�U�D 

�V�]�R�U�t�W�N�R�]�X�Q�N���� �D�K�R�O (8) �ò �Y�H�]�H�W���� �U�H�Q�G�M�p�E�H�Q a �t�ò�6L �ú E �ú�XF �t�Ù�6�6
Ú F �t�� �N�L�I�H�M�H�]�p�V�U�H��
�H�J�\�V�]�H�U�&�V�|�G�L�N, mely az 

 �ú�q�w�kL �ò�6E �Ù�6�6
Ú E �� (9) 

�D�O�D�N�U�D�� �U�H�Q�G�H�]�K�H�W���� �i�W��(sym �D�� �V�]�L�P�P�H�W�U�L�N�X�V�� �U�p�V�]�W�� �M�H�O�|�O�L). �(�]�H�Q�I�H�O�•�O�� �W�R�Y�i�E�E�L�� �F�p�O�M�D�L�Q�N�K�R�]�� �D��
�K���W�i�J�X�O�i�V�L���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y���i�O�O�D�Q�G�y�Q�D�N���W�p�W�H�O�H�]�K�H�W�����I�H�O.  

�$�� �P�H�J�Q�\�~�O�i�V�R�N���� �G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�N�� �U�H�I�H�U�H�Q�F�L�D�L�G��-�I�•�J�J���� �I�R�J�D�O�P�D�N���� �H�]�p�U�W�� �Q�H�P�� �R�E�M�H�N�W�t�Y��
�P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�H�N���� �(�]�H�N (9) �H�J�\�H�V�� �W�D�J�M�D�L�Q�D�N�� �L�G���L�Q�W�H�J�U�i�O�M�D�L�N�p�Q�W�� �p�U�W�H�O�P�H�]���G�Q�H�N referencia-
�L�G���W���O�� �S�L�O�O�D�Q�D�W�Q�\�L�� �L�G���L�J: �D�� �W�H�O�M�H�V�� �P�H�J�Q�\�~�O�i�V�� �D�� �E�D�O�� �R�O�G�D�O�� �L�G���L�Q�W�H�J�U�i�O�M�D, a rugalmas defor-
�P�i�F�L�y �D���M�R�E�E���R�O�G�D�O���H�O�V�����W�D�J�M�i�p�����D���K���W�i�J�X�O�i�V �D���P�i�V�R�G�L�N���W�D�J�p, �D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y���Se-
�G�L�J���D���K�D�U�P�D�G�L�N�p. 
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2. A TERMODINAMIKAI KERET �$���5�(�2�/�Ï�*�,�$���1�e�/�.�h�/ 

 

�9�i�O�D�V�]�W�R�W�W���U�X�J�D�O�P�D�V���N�R�Q�V�W�L�W�X�W�t�Y���H�J�\�H�Q�O�H�W�•�Q�N���D Hooke-�W�|�U�Y�p�Q�\: 

 
Ë L �'�b�c�t�ò�b�c�tE �'�q�n�f�ò�q�n�f�á (10) 

�D�K�R�O���D���J�|�P�E�L���p�V���G�H�Y�L�D�W�R�U�L�N�X�V���N�R�P�S�R�Q�H�Q�V�H�N���p�V���D���U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�W�D�Q�L���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�� 

 �ò�q�n�fL
�s
�u

�:�–�”�ò�;
Ú�á���������ò�b�c�t L �ò F �ò�q�n�f�á���������'�q�n�fL �u�-�á���������'�b�c�t L �t�)�ä (11) 

�6�]�i�P�X�Q�N�U�D���P�R�V�W���' �b�c�t �p�V �' �q�n�f �i�O�O�D�Q�G�y�Q�D�N���W�p�W�H�O�H�]�K�H�W���H�N���I�H�O. (10)-�E���O���N�|�Q�Q�\�&���P�H�J�P�X�W�Dt-
ni [6], �K�R�J�\�� �D�� �W�H�U�P�R�U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�� �N�O�D�V�V�]�L�N�X�V Duhamel�±Neumann-�N�p�S�O�H�W�H [20] �V�S�H�F�L�i�O�L�V��
�H�V�H�W�N�p�Q�W���D�G�y�G�L�N�����D���U�X�J�D�O�P�D�V���G�H�I�R�U�P�i�O�W�V�i�J���Y�i�O�W�R�]�y�U�y�O���D���W�H�O�M�H�V���P�H�J�Q�\�~�O�i�V�U�D���i�W�W�p�U�Y�H���p�V���I�H�O-
�W�p�W�H�O�H�]�Y�H���� �K�R�J�\ a referencia-�L�G���S�R�Q�W�E�D�Q�� �Q�X�O�O�D�� �D�� �U�X�J�D�O�P�D�V�� �G�H�I�R�U�P�i�O�W�V�i�J���� �W�R�Y�i�E�E�i�� �K�R�J�\��
�N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V���V�H�P���]�D�M�O�L�N��. 

A kontinuum-termodinami�N�D���H�O�V�����I���W�p�W�H�O�H�����D�]�D�]���D���E�H�O�V�����H�Q�H�U�J�L�D���P�p�U�O�H�J�H 

 �÷�A�6 L F�Ï �® ���ØE�–�”�:
Ë�ú�q�w�k�;�á (12) 

ahol �A�:�ò�á �6�; �D���I�D�M�O�D�J�R�V���E�H�O�V�����H�Q�H�U�J�L�D���p�V ���Ø az �i�U�D�P�D, �P�L�Q�G�N�H�W�W�����N�R�Q�V�W�L�W�X�W�t�Y�H���P�H�J�D�G�D�Q�G�y 
(�p�V���÷ �D�� �W�|�P�H�J�V�&�U�&�V�p�J���� �P�H�O�\�� �i�O�O�D�Q�G�y�� �D�� �N�L�V�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V�� �W�D�U�W�R�P�i�Q�\�E�D�Q). �+�D�V�R�Q�O�y�D�Q���� �D�� 
�O�:�ò�á �6�; �I�D�M�O�D�J�R�V���H�Q�W�U�y�S�L�D���P�p�U�O�H�J�H 

 �÷�O�6 L F�Ï �® ���æE �P�æ�á (13) 

�P�H�O�\�K�H�]�� �D�� �O�H�J�H�J�\�V�]�H�U�&�E�E�� �p�V�� �O�H�J�V�]�R�N�i�V�R�V�D�E�E ���æL ���Ø���6 �I�H�O�W�p�W�H�O�H�]�p�V�V�H�O�� �p�O�•�Q�N�� �D ���æ 
�H�Q�W�U�y�S�L�D�i�U�D�P�U�D, �O termodinamikailag konzistens kell legyen �A-vel (vagyis a Gibbs-
�U�H�O�i�F�L�y�� �I�H�Q�Q�� �N�H�O�O�� �i�O�O�M�R�Q�� �N�|�]�W�•�N), �p�V�� �D�]�� �H�Q�W�U�y�S�L�D�S�U�R�G�X�N�F�L�y�� �S�R�]it�tv definit kell legyen: 
�P�æR �r. �.�R�Q�N�U�H�W�L�]�i�O�Y�D�����D 

 ���ØL �ã�Ï
�s
�6

 (14) 

Fourier-�K���Y�H�]�H�W�p�V�W���Y�i�O�D�V�]�W�M�X�N pozit�tv �ã �K���Y�H�]�H�W�p�V�L���i�O�O�D�Q�G�y�Y�D�O, �p�V 

 �A L �?�6 E �J
�' �b�c�t

�t�÷
�–�”�Bk�ò�b�c�to


Û
�C E��

�' �q�n�f

�t�÷
�–�”�Bk�ò�q�n�fo


Û
�C�K E

�' �q�n�f

�÷
�6�Ù�–�”�ò�q�n�f (15) 

�D���E�H�O�V�����H�Q�H�U�J�L�D���N�L�I�H�M�H�]�p�V�H, �D�K�R�O���D�]���H�O�V�����W�D�J���W�D�U�W�D�O�P�D�]�]�D���D �? �i�O�O�D�Q�G�y���I�D�M�K���W, �D���N�|�]�p�S�V�����U�p�V�]��
�D���W�L�V�]�W�i�Q���U�X�J�D�O�P�D�V���H�Q�H�U�J�L�D���p�V���D���K�D�U�P�D�G�L�N���W�D�J���P�D�J�\�D�U�i�]�]�D���D���K���W�i�J�X�O�i�V���M�H�O�H�Q�V�p�J�p�W. Az eh-
�K�H�]���W�D�U�W�R�]�y���H�Q�W�U�y�S�L�D�I�•�J�J�Y�p�Q�\���H�J�\���D�G�G�L�W�t�Y���N�R�Q�V�W�D�Q�V���H�U�H�M�p�L�J���D���N�|�Y�H�W�N�H�]���� 

 �O L �?�Ž�•
�6
�6�Û

E
�' �q�n�f

�÷
�Ù�–�”�ò�q�n�f�á (16) 
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�H�J�\���W�H�W�V�]���O�H�J�H�V���6�Û �V�H�J�p�G�N�R�Q�V�W�D�Q�V�V�D�O. �$�]���H�]�H�N�E���O���O�H�Y�H�]�H�W�K�H�W�� 

 �ê�æL ���Ø�® �Ï
�s
�6

E
�s
�6

�–�”�:
Ë���; L ���Ø�® �Ï
�s
�6

E
�' �b�c�t

�6
�–�”k�ò�b�c�t��o E

�' �q�n�f

�6
�–�”k�ò�q�n�f��o (17) 

�H�Q�W�U�y�S�L�D�S�U�R�G�X�N�F�L�y�E�D�Q�� �D�]�� �H�O�V���� �W�D�J��nemnegat�tv (14) miatt, �D�� �W�R�Y�i�E�E�L�D�N�� �S�R�]�L�W�t�Y�� �G�H�I�L�Q�L�W-
�V�p�J�p�W���S�H�G�L�J���D 

 �� L ���ò�6�b�c�t,       �� L �@�* �@�–�”�Bk�ò�b�c�to
�6
�C F

�6

�7
�&�a�p�g�r

�6 �A �® �* �@�–�”k�ò�b�c�t�ò�6�b�c�to�A (18) 

�N�p�S�O�p�N�H�Q�\���N�R�Q�V�W�L�W�X�W�t�Y���|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V�V�H�O���E�L�]�W�R�V�t�W�M�X�N����ahol �����p�V �&�a�p�g�r �S�R�]�L�W�t�Y���i�O�O�D�Q�G�y�N, H pe-
dig a Heaviside-�I�•�J�J�Y�p�Q�\. 

A (18) �Y�i�O�D�V�]�W�i�V���H�J�\���V�W�D�Q�G�D�U�G���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�H�O�P�p�O�H�W�H�W���I�R�J�D�O�P�D�]���P�H�J: 

�x �D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�L���V�H�E�H�V�V�p�J���D�U�i�Q�\�R�V a deviatorikus �U�X�J�D�O�P�D�V���V�H�E�H�V�V�p�J�J�H�O, 

�x �D���I�R�O�\�i�V�L���I�H�O�W�p�W�H�O���D von Mises-�I�p�O�H (�Y�H�J�\�•�N���p�V�]�U�H�����K�R�J�\���P�R�V�W �D���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J Hooke-
�I�p�O�H���N�D�S�F�V�R�O�D�W�E�D�Q���Y�D�Q���D���U�X�J�D�O�P�D�V���G�H�I�R�U�P�i�O�W�V�i�J�J�D�O�����W�H�K�i�W �ò �K�H�O�\�H�W�W���V�]�D�E�D�G�R�Q���K�H�O�\�H�W�W�H�V�tt-
�K�H�W�M�•�N���E�H 
Ë-t, �t�J�\ �&�a�p�g�r ekvivalens egy von Mises-�I�p�O�H���ê�a�p�g�r �K�D�W�i�U�I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�J�H�O��, 

�x �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�� �O�H�i�O�O�� �W�H�K�H�U�P�H�Q�W�H�V�t�W�p�V�� �V�R�U�i�Q, �D�� �P�i�V�R�G�L�N Heaviside-�V�]�R�U�]�y��
�U�p�Y�p�Q�����P�H�O�O�\�H�O���D �P�æR �r termodinamikai �N�|�Y�H�W�H�O�P�p�Q�\�W���E�L�]�W�R�V�t�W�M�X�N. 

�0�H�J�M�H�J�\�H�]�]�•�N���� �K�R�J�\�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�I�•�J�J�� �' �q�n�f, �' �b�c�t���� �.���� �F �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�� �H�V�H�W�p�Q���� �i�O�W�D�O�i��
nosabb rugalmasenergia-�N�L�I�H�M�H�]�p�V�� �H�V�H�W�p�Q, �Q�D�J�\�� �G�H�I�R�U�P�i�Fi�y�N�� �H�V�H�W�p�Q�� �L�O�O���� �D�Q�L�]�R�W�U�R�S�� �N�|�]e-
gek �H�V�H�W�p�Q�� �K�D�V�R�Q�O�y���� �F�V�D�N�� �Q�p�P�L�O�H�J�� �E�R�Q�\�R�O�X�O�W�D�E�E�� �N�p�S�O�H�W�H�N�� �Y�H�]�H�W�K�H�W���N�� �O�H�� �X�J�\�D�Q�H�]�]�H�O�� �D��
�P�y�G�V�]�H�U�W�D�Q�Q�D�O. 

�$�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�i�W�� �P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�y�� �H�J�\�H�Q�O�H�W��(15)-�E���O�� �Y�H�]�H�W�K�H�W���� �O�H (12), (10) �p�V 
(9) �E�H�K�H�O�\�H�W�W�H�V�t�W�p�V�p�Y�H�O: 

 

 
�÷�?�6�6L F�Ï �® ���ØF �' �q�n�f�Ù�6�–�”�ò�6�q�n�fE �'�b�c�t�–�”k�ò�b�c�t��o�ä (19) 

�,�W�W���D���M�R�E�E���R�O�G�D�O���H�O�V�����W�D�J�M�D���D���K���K�D�W�i�V�U�y�O���D�G���V�]�i�P�R�W. �$���P�i�V�R�G�L�N���W�D�J a �V�]�L�O�i�U�G���D�Q�\�D�J�R�N Jou-
le�±Thomson-�M�H�O�H�Q�V�p�J�p�W�� �R�N�R�]�]�D: �K�&�O�p�V�W�� �Q�\�~�M�W�i�V�� �p�V�� �P�H�O�H�J�H�G�p�V�W�� �|�V�V�]�H�Q�\�R�P�i�V�� �H�V�H�W�p�Q. Ez 
�H�J�\�� �U�H�Y�H�U�]�L�E�L�O�L�V�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�I�D�M�W�D, a �K���W�i�J�X�O�i�V�� �H�J�\�� �N�H�Y�p�V�E�p�� �Q�\�L�O�Y�i�Q�Y�D�O�y���� �G�H�� �H�O�N�H�U�•�O�K�H�W�H�W�O�H�Q��
�P�H�J�Q�\�L�O�Y�i�Q�X�O�i�V�L���I�R�U�P�i�M�D. �$���K�D�U�P�D�G�L�N���W�D�J���H�O�O�H�Q�E�H�Q�����Q�H�P�Q�H�J�D�W�t�Y���O�p�Y�p�Q�����H�J�\��irreverzibil is 
�M�H�O�H�Q�V�p�J���± �D�]���H�Q�W�U�y�S�L�D�S�U�R�G�X�N�F�L�y���Q�H�P�Q�H�J�D�W�t�Y���Y�R�O�W�i�Q�D�N���H�J�\���N�|�Y�H�W�N�H�]�P�p�Q�\�H �±, �t�J�\���P�L�Q�G�L�J��
�P�H�O�H�J�H�G�p�V�W���R�N�R�]����amikor �F�V�D�N���N�p�S�O�p�N�H�Q�\ �Y�i�O�W�R�]�i�V is zajlik. 

A �I�H�Q�W�L���P�p�U�O�H�J- �p�V���N�R�Q�V�W�L�W�X�W�t�Y���H�J�\�H�Q�O�H�W�H�N�K�H�]���K�R�]�]�i�Y�p�Y�H���D 

 �÷���6 L �Ï �® 
Ë (20) 

�P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���P�R�]�J�i�V�H�J�\�H�Q�O�H�W�H�W�����Y�D�J�\��ennek ���D���W�R�Y�i�E�E�L�D�N�E�D�Q���D�O�N�D�O�P�D�]�R�W�W�� 

 �Ï �® 
Ë L 
Ù (21) 
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�H�U���H�J�\�H�Q�V�~�O�\�L�� �N�|�]�H�O�t�W�p�V�p�W, �H�J�\�� �]�i�U�W�� �G�L�Q�D�P�L�N�D�L�� �H�J�\�H�Q�O�H�W�U�H�Q�G�V�]�H�U�K�H�]�� �M�X�W�X�Q�N. �Ë�J�\�� �W�H�K�i�W��
�P�L�Q�G�H�Q���N�R�Q�N�U�p�W���I�R�O�\�D�P�D�W�R�W���N�L���W�X�G�X�Q�N���V�]�i�P�R�O�Q�L�����K�D���U�H�Q�G�H�O�N�H�]�p�V�U�H���i�O�O���D���V�]�•�N�V�p�J�H�V���P�Hny-
�Q�\�L�V�p�J�&���N�H�]�G�H�W�L���p�V���S�H�U�H�P�I�H�O�W�p�W�H�O. 

3. E�*�<�7�(�1�*�(�/�<�%���)�2�/�<�$�0�$�7�2K �± �.�e�3�/�(�7�(�.���e�6���.�Ë�6�e�5�/�(�7�,���6�=�(�0�/�e�/�7�(�7�e�6�h�. 

�$�]���H�O���i�O�O�W���H�O�P�p�O�H�W�L���N�H�U�H�W���D�O�N�D�O�P�D�]�K�D�W�y�V�i�J�i�W���H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&���I�R�O�\�D�P�D�W�R�N�R�Q���P�X�W�D�W�M�X�N���E�H. Az 
�L�O�\�H�Q���H�V�H�W�H�N���N�p�W���R�N�E�y�O���Q�H�Y�H�]�H�W�H�V�H�N: �N�|�Q�Q�\�&���Y�H�O�•�N���V�]�i�P�R�O�Q�L, �p�V���V�]�i�P�R�V���N�t�V�p�U�O�H�W���H�U�H�G�P�p��
�Q�\�H�L�W�� �N�p�S�H�V�H�N�� �O�H�t�U�Q�L. �,�O�\�H�Q�� �V�S�H�F�L�i�O�L�V�� �J�H�R�P�H�W�U�L�i�M�~�� �W�H�V�W�H�N�U�H, �p�V adiabati�N�X�V�V�i�J�R�W�� �p�V�� �V�]�Lm-
�P�H�W�U�L�D���U�]���� �S�H�U�H�P�I�H�O�W�p�W�H�O�H�N�H�W �I�H�O�W�p�W�H�O�H�]�Y�H, �P�L�Q�G�H�Q�� �P�H�Q�Q�\�L�V�p�J �H�O�R�V�]�O�i�V�D�� �K�R�P�R�J�p�Q. �0�i�V��
�V�]�y�Y�D�O, �D�� �P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�H�N�� �L�G���I�•�J�J���H�N���� �G�H�� �K�H�O�\�I�•�J�J�H�W�O�H�Q�H�N. �$�O�N�D�O�P�D�V�� �N�R�R�U�G�L�Q�i�W�D�U�H�Q�G�V�]�H�U�W��
�Y�i�O�D�V�]�W�Y�D, a tenzoroknak csak longitudin�ilis (����) �p�V��transzver�]�ilis (�c) komponenseik 
lehetnek: 

 
Ë L m
�ê���� �r �r
�r �r �r
�r �r �r

q �á�������ò L m
�&���� �r �r
�r �&�D �r
�r �r �&�D

q �á������
½ L m
�Ý���� �r �r
�r �Ý�D �r
�r �r �Ý�D

q �����•�–�„�ä (22) 

�.�|�Y�H�W�N�H�]�p�V�N�p�S�S�����D deviatori�N�X�V���p�V���J�|�P�E�L���U�p�V�]�H�N �± a �ò tenzor �S�p�O�G�i�M�i�Q���P�X�W�D�W�Y�D: 

 �ò�b�c�t L
�s
�u

n

�tk�&����F�&�Do �r �r

�r Fk�&����F�&�Do �r

�r �r Fk�&����F�&�Do

r���á (23) 

 �ò�q�n�fL
�s
�u

m
�&����E�t�&�D �r �r

�r �&����E�t�&�D �r
�r �r �&����E�t�&�D

q���ä (24) 

�7�H�N�L�Q�W�V�•�Q�N��mechanikai �H�J�\�H�Q�V�~�O�\�L���N�H�]�G�H�W�L���I�H�O�W�p�W�H�O�W: �ò�:�P�4�; L 
Ù a �P�4 �N�H�]�G�H�W�L���L�G���E�H�Q���±  
�D�P�L�N�R�U���� �W�H�U�P�p�V�]�H�W�H�V�H�Q, �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�� �V�L�Q�F�V: �� �:�P�4�; L 
Ù, �p�V�� �D�� �W�L�V�]�W�i�Q�� �U�X�J�D�O�P�D�V�� �Ie-
�V�]�•�O�W�V�p�J�� �Q�X�O�O�D �±, �p�V�� �M�H�O�|�O�M�H �6�4 �D�� �N�H�]�G�H�W�L�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�H�W. Az 
½ �W�H�O�M�H�V�� �P�H�J�Q�\�~�O�i�V�� �± melyet 
�N�t�V�p�U�O�H�W�H�N�E�H�Q���P�p�U�Q�L tudunk �±, �P�L�Q�W���N�R�U�i�E�E�D�Q�� �H�P�O�t�W�H�W�W�•�N, �ú�q�w�k �P�4-�W���O���Y�H�W�W �L�G���L�Q�W�H�J�U�i�O�M�D�� 
�W�H�K�i�W�� �N�H�]�G�H�W�E�H�Q�� �V�]�L�Q�W�p�Q�� �Q�X�O�O�D. �9�p�J�H�V�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�L�i�V�� �Q�X�P�H�U�L�N�X�V�� �V�]�H�P�V�]�|�J�E���O�� �W�H�N�L�Q�W�Y�H�� �D��
�P�H�J�R�O�G�i�V���D���N�|�Y�H�W�N�H�]���N�p�S�S�H�Q���K�D�W�i�U�R�]�K�D�W�y���P�H�J. �7�H�N�L�Q�W�V�•�Q�N���H�U���Y�H�]�p�U�H�O�W���I�R�O�\�D�P�D�W�R�W�����D�K�R�O 

�ê�����:�P�; �Y�D�Q���H�O���t�U�Y�D (�I�L�J�\�H�O�H�P�E�H���Y�p�Y�H�����K�R�J�\���D���N�L�V�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V���W�D�U�W�R�P�i�Q�\�E�D�Q���D���N�H�U�H�V�]�W�P�Ht-
�V�]�H�W���Y�i�O�W�R�]�i�V�D���H�O�K�D�Q�\�D�J�R�O�K�D�W�y). �>�1�\�~�O�i�V�Y�H�]�p�U�H�O�W���I�R�O�\�D�P�D�W���H�V�H�W�p�Q���H�J�\�� �K�D�V�R�Q�O�y���� �G�H���Q�p�Pi-
�O�H�J�� �U�D�I�L�Q�i�O�W�D�E�E�� �V�p�P�i�U�D�� �Y�D�Q�� �V�]�•�N�V�p�J���@ �)�R�Q�W�R�V�� �N�R�Q�V�W�D�W�i�O�Q�L���� �K�R�J�\�� �D�]�� �L�W�W�� �Y�i�]�R�O�W�� �Y�p�J�H�V-
differencia-�V�p�P�D���H�J�\�V�]�H�U�&�V�p�J�H���H�O�O�H�Q�p�U�H���L�V���D�O�N�D�O�P�D�V���G�H�P�R�Q�V�W�U�i�O�Q�L�����K�R�J�\���D�]���H�J�\�H�Q�O�H�W�U�H�Qd-
�V�]�H�U�� �H�J�\�p�U�W�H�O�P�&�H�Q�� �P�H�J�R�O�G�K�D�W�y. �(�P�H�O�O�H�W�W�� �V�]�i�P�R�V�� �V�]�L�O�i�U�G�W�H�V�W�P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L�� �D�O�N�D�O�P�D�]�i�V�E�D�Q��
�H�O�H�J�H�Q�G�� �D�]���i�O�W�D�O�D���Q�\�~�M�W�R�W�W���S�R�Q�W�R�V�V�i�J���N�|�]�H�S�H�V�H�Q���N�L�V���L�G���O�p�S�p�V�H�N�U�H���L�V. 

Ha �P �L�G�H�L�J���P�L�Q�G�H�Q���P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�H�W���L�V�P�H�U�•nk, �D�]�� �H�O���t�U�W �ê�����:�P E �¿�P�;-�E���O, mely tulajdon-
�N�p�S�S�H�Q 
Ë�:�P E �¿�P�; �L�V�P�H�U�H�W�p�W�� �M�H�O�H�Q�W�L, (10)-�E���O�� �P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�]�X�N �ò�:�P E �¿�P�;-t. �(�]�X�W�i�Q, 
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�>�ò�:�P E �¿�P�; F �ò�:�P�;�?���¿�P-t �ò�6 egy �N�|�]�H�O�t�W�p�V�H�N�p�Q�W�� �K�D�V�]�Q�i�O�Y�D�� �D �>�P�á �P E �¿�P�? intervallumon, 

(18) �D�O�N�D�O�P�D�]�i�V�i�Y�D�O �� �N�L�D�G�y�G�L�N���H�U�U�H���D�]�� �L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�U�D. �(�]�W���N�|�Y�H�W���H�Q (19) �6�6-�U�H���D�G���M�y�V�Oa-
tot, amely �6�:�P E �¿�P�;-�W���Q�\�~�M�W�M�D�����W�R�Y�i�E�E�i �O�H�K�H�W���Y�p���W�H�V�]�L�����K�R�J�\���P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�]�X�N �ú�q�w�kL 
½�6 -t 
(9)-�E���O���� �t�J�\�� �Y�p�J�•�O�� �H�O���i�O�O 
½�:�P E �¿�P�; (�P�H�O�\�� �D�G�D�W�� �N�t�V�p�U�O�H�W�L�� �D�G�D�W�R�N�N�D�O�� �Y�D�O�y�� �|�V�V�]�H�Y�H�W�p�V�K�H�]��
hasznos). 

�+�D���H�J�\���P�L�Q�W�D���D���W�H�N�L�Q�W�H�W�W���N�H�]�G�H�W�L���I�H�O�W�p�W�H�O�H�N�E���O, azaz relax�i�O�W���p�V���H�J�\�H�Q�V�~�O�\�L���i�O�O�D�S�R�W�E�y�O��
indul, �P�D�M�G���Q�|�Y�H�N�Y�����H�U���Y�H�O���Q�\�~�M�W�M�i�N, �D�]���H�O�P�p�O�H�W���D���N�|�Y�H�W�N�H�]�����N�Y�D�O�L�W�D�W�t�Y���Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�W���M�y�V�Rl-
ja (�O�G�����D�]�����D�����i�E�U�i�W). �$���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�L���N�•�V�]�|�E���D�O�D�W�W���D Joule�±Thomson-�M�H�O�H�Q�V�p�J �M�y�O���P�Hg-
�I�L�J�\�H�O�K�H�W��, �p�V���D���F�V�|�N�N�H�Q�����K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���Q�p�P�L���Q�H�J�D�W�t�Y���K���W�i�J�X�O�i�V�W���H�U�H�G�P�p�Q�\�H�]�����P�H�O�\���U�p�Vz-
�E�H�Q���F�V�|�N�N�H�Q�W�L���D���U�X�J�D�O�P�D�V���P�H�J�Q�\�~�O�i�V�W. �$�P�L�N�R�U���D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V���E�H�O�p�S�����K�R�]�]�i�M�i�U�X�O���D���W�Hl-
�M�H�V���P�H�J�Q�\�~�O�i�V�K�R�]�����W�R�Y�i�E�E�i���D���Y�H�O�H���M�i�U�y���G�L�V�V�]�L�S�i�F�L�y���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�H�W���L�V���Q�|�Y�H�O�Q�L���N�H�]�G�L. 

 

 

 

 

 

a  b 

  1���� �i�E�U�D���� ���D�����$�]�� �H�J�\�H�V�� �P�H�J�Q�\�~�O�i�V�I�D�M�W�i�N�� �p�V�� �D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���D�]�� �L�G�����I�•�J�J�Y�p�Q�\�p�E�H�Q����
�Q�|�Y�H�N�Y���� �H�U���Y�H�O�� �W�|�U�W�p�Q���� �H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&�� �Q�\�~�M�W�i�V�� �H�V�H�W�p�Q�� ���M�H�O�O�H�J�J�|�U�E�p�N�� �D�]�� �H�O�P�p�O�H�W��
�D�O�D�S�M�i�Q�������$���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�����S�R�Q�W-�V�]�D�J�J�D�W�R�W�W���Y�R�Q�D�O�����H�O�H�L�Q�W�H���F�V�|�N�N�H�Q���± egy adiaba-
ti�N�X�V�D�Q���W�i�J�X�O�y���J�i�]�K�R�]���K�D�V�R�Q�O�y�D�Q �± majd �Q�|�Y�H�N�H�G�Q�L���N�H�]�G �± �D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\���G�L�V�V�]i-
�S�i�F�L�y���P�L�D�W�W �±, �D���U�X�J�D�O�P�D�V���P�H�J�Q�\�~�O�i�V (pontozott vonal) �D���Q�|�Y�H�N�Y�����I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�H�W��
�N�|�Y�H�W�Y�H�� �Q�|�Y�H�N�V�]�L�N, �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �P�H�J�Q�\�~�O�i�V (szaggatott vonal) csak a kritikus 
�I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�� �I�H�O�H�W�W�� �M�H�O�H�Q�L�N�� �P�H�J, �H�]�]�H�O�� �K�R�]�]�i�M�i�U�X�O�Y�D�� �D�� �W�H�O�M�H�V�� �P�H�J�Q�\�~�O�is (folytonos 
vonal) �Q�|�Y�H�N�H�G�p�V�p�K�H�]. (b) �$���N�t�V�p�U�O�H�W�L���P�L�Q�W�i�N �Y�i�]�O�D�W�D�� A �N�|�]�p�S�V�����V�]�D�N�D�V�] kikes-
�N�H�Q�\�t�W�H�W�W�����p�V���H�]�W���D���W�D�U�W�R�P�i�Q�\�W���H�J�\���W�H�U�P�R�N�D�P�H�U�D���I�L�O�P�H�]�L�����.�p�W kiszemelt pont h����
�P�p�U�V�p�N�O�H�W�p�W���p�V���D���I�L�J�\�H�O�W���W�D�U�W�R�P�i�Q�\���P�D�[�L�P�i�O�L�V���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�p�W���Q�X�P�H�U�L�N�X�V�D�Q���L�V���Ni-
jelzi. 
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Ezek �D���I�i�]�L�V�R�N���V�]�p�S�H�Q���E�H�P�X�W�D�W�K�D�W�y�D�N���N�t�V�p�U�O�H�W�L�O�H�J�����K�D���D���I�R�O�\�D�P�D�W���V�R�U�i�Q���D���K���P�p�U�V�p�N�Oe-
�W�H�W�� �L�V�� �I�L�J�\�H�O�M�•�N���� �g�W�� �S�L�O�O�D�Q�D�W�I�H�O�Y�p�W�H�O�W�� �P�X�W�D�W�X�Q�N�� �E�H���� �P�H�O�\�H�N�H�W�� �H�J�\�� �W�H�U�P�R�N�D�P�H�U�D �U�|�J�]�t�W�H�W�W��
egy poliamid-6 �P�&�D�Q�\�D�J �P�L�Q�W�i�Q���H�O�Y�p�J�]�H�W�W���K�~�]�y�N�t�V�p�U�O�H�W (�O�G�������E�����i�E�U�D) �V�R�U�i�Q�����H���I�H�O�Y�p�W�H�O�H�N��
az e�J�\�H�V�� �I�R�Q�W�R�V���V�W�i�F�L�y�N�D�W���i�E�U�i�]�R�O�M�i�N (�O�G���� ������ �i�E�U�D). �$�]�� �X�W�R�O�V�y���I�i�]�L�V�W���� �D���W�|�Q�N�U�H�P�H�Q�H�W�H�O�W���D�]��
�L�W�W�� �E�H�P�X�W�D�W�R�W�W�� �H�O�P�p�O�H�W�� �P�p�J�� �Q�H�P�� �W�X�G�M�D�� �O�H�t�U�Q�L���� �G�H�� �H�G�G�L�J�L�� �W�D�Q�X�O�P�i�Q�\�R�N�� �D�O�D�S�M�i�Q [9][10]  
szin�W�p�Q�� �E�H�L�O�O�H�V�]�W�K�H�W���Q�H�N�� �W�&�Q�L�N�� �P�D�M�G�� �D�� �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L�� �W�i�U�J�\�D�O�i�V�P�y�G�E�D�� �$�� �W�|�Q�N�U�H�Pene-
telt �X�J�\�D�Q�L�V���H�J�\���W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L���V�W�D�E�L�O�L�W�i�V�Y�H�V�]�W�p�V���P�D�J�\�D�U�i�]�K�D�W�M�D�� 

 

 

     

a b c d e 

 �������i�E�U�D�����+���N�D�P�H�U�D���S�L�O�O�D�Q�D�W�I�H�O�Y�p�W�H�O�H�L�����$�]���H�O�V�����P�X�W�D�W�M�D���D���N�L�L�Q�G�X�O�i�V�L���i�O�O�D�S�R�W�R�W�����D������
�H�]�X�W�i�Q���D���N�Y�i�]�L-�D�G�L�D�E�D�W�L�N�X�V���K�&�O�p�V���I�L�J�\�H�O�K�H�W�����P�H�J�����E�������P�D�M�G���K���G�L�V�V�]�L�S�i�F�L�y���O�p�S���I�H�O���D 
�N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�� �P�H�J�L�Q�G�X�O�i�V�D�� �P�L�D�W�W�� ���F������ �N�p�V���E�E�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�� �D�� �W�H�O�M�H�V�� �Ni-
�N�H�V�N�H�Q�\�t�W�H�W�W���W�D�U�W�R�P�i�Q�\�U�D���N�L�W�H�U�M�H�G�����G�������Y�p�J�•�O���D���P�L�Q�W�D���H�O�V�]�D�N�D�G�����H���� 

 

�8�J�\�D�Q�H�]�H�N�� �D�� �M�H�O�O�H�J�]�H�W�H�V�V�p�J�H�N�� �I�L�J�\�H�O�K�H�W���N�� �P�H�J�� �D�� ��a���� �i�E�U�i�Q���� �D�K�R�O�� �H�J�\��ugyanilyen 
�P�L�Q�W�i�Q���P�p�U�W �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J- �p�V���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�p�U�W�p�N�H�N���Y�D�Q�Q�D�N���i�E�U�i�]�R�O�Y�D���D�]�� �L�G���� �I�•�J�J�Y�p�Q�\�p�E�H�Q. 
�(�]�� �D�O�N�D�O�R�P�P�D�O�� �N�p�W�� �I�H�O�W�H�U�K�H�O�p�V�L-�O�H�W�H�U�K�H�O�p�V�L�� �F�L�N�O�X�V�W�� �D�O�N�D�O�P�D�]�W�X�Q�N���� �D�� �P�i�V�R�G�L�N�D�W�� �P�D�J�D�V�D�E�E��
�I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�p�U�W�p�N�L�J���Y�L�W�W�•�N���H�O�����G�H���P�p�J���J�D�U�D�Q�W�i�O�W�D�Q���D���I�R�O�\�i�V�K�D�W�i�U���D�O�D�W�W���P�D�U�D�G�Y�D�����$���K�D�U�P�D�G�L�N��
�I�H�O�W�H�U�K�H�O�p�V�W�� �W�|�Q�N�U�H�P�H�Q�H�W�H�O�L�J�� �Y�L�W�W�•�N�� �H�O���� �i�W�N�H�O�Y�H�� �N�|�]�E�H�Q�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �V�]�D�N�D�V�]�R�Q. Ennek 
�P�H�J�I�H�O�H�O���H�Q���D�]���H�O�V�����N�p�W���F�L�N�O�X�V���V�R�U�i�Q���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���H�V�L�N���H�J�\���N�L�F�V�L�W�����P�D�M�G���Y�L�V�V�]�D�H�P�H�O�Ne-
�G�L�N�����$���K�D�U�P�D�G�L�N���F�L�N�O�X�V���V�]�L�Q�W�p�Q���K�&�O�p�V�V�H�O���N�H�]�G���G�L�N�����P�D�M�G���D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V���E�H�L�Q�G�X�O�i�V�D�N�R�U 
(ld. a kis tranzienst a fes�]�•�O�W�V�p�J�J�|�U�E�p�Q) �D���G�L�V�V�]�L�S�i�F�L�y���P�H�J�L�Q�G�X�O���p�V���G�R�P�L�Q�i�O�Q�L���N�H�]�G, h����
�P�p�U�V�p�N�O�H�W�H�P�H�O�N�H�G�p�V�W�� �H�U�H�G�P�p�Q�\�H�]�Y�H. A (18)�±(19) egyenleteknek �P�H�J�I�H�O�H�O���H�Q �>�L�O�O���� �O�i�V�G��
hamarosan a (25) �H�J�\�H�Q�O�H�W�H�W���L�V�@���D���K�&�O�p�V�L���V�]�D�N�D�V�]�R�N���D���W�H�U�K�H�O�p�V���I�•�J�J�Y�p�Q�\�p�E�H�Q���O�L�Q�H�i�U�L�V�D�N, a 
�P�H�O�H�J�H�G�p�V�L���V�]�D�N�D�V�]���S�H�G�L�J��kvadratikus/parabolikus. 

A 3b���� �i�E�U�i�Q�� �D�]�� �H�O�V���� �I�H�O- �p�V�� �O�H�W�H�U�K�H�O�p�V�L�� �V�]�D�N�D�V�]�R�Q�� �I�H�O�Q�D�J�\�t�W�Y�D�� �O�i�W�K�D�W�y a �P�p�U�W�� �K���P�pr-
�V�pk�O�H�W�I�X�W�i�V���p�V���D���U�i���D�G�R�W�W���H�O�P�p�O�H�W�L���M�y�V�O�D�W, �X�W�y�E�E�L�W���D 

 �÷�?�6�6L F�Ù�6�P�6���� (26) 
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�N�p�S�O�H�W���D�O�D�S�M�i�Q���V�]�i�P�R�O�Y�D�����P�H�O�\��(19)-�E���O���N�|�Y�H�W�N�H�]�L�N�����K�D���Q�L�Q�F�V �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �Y�i�O�W�R�]�i�V���p�V���K��-
forgalom. �$�� �V�]�i�P�t�W�i�V�K�R�]�� �D �÷ L�s�s�w�r���•�‰���• �7, �? L �s�y�r�r������:�•�‰�����;, �Ù L �r�á�z �®�s�r�?�:���s���� 
�L�U�R�G�D�O�P�L���p�U�W�p�N�H�N�H�W���K�D�V�]�Q�i�O�W�X�N. �$���P�p�U�p�V�V�H�O���Y�D�O�y���M�y���H�J�\�H�]�p�V���M�H�O�]�L�����K�R�J�\���D�]���H�O�P�p�O�H�W���M�y�O���W�Hl-
�M�H�V�t�W�����p�V���D�]���D�O�N�D�O�P�D�]�R�W�W���N�|�]�H�O�t�W�p�V�H�N���M�R�J�R�V�D�N. 

 

 

 

  

 

a b 

 3�����i�E�U�D�������D�����$���P�p�U�W���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�����I�H�N�H�W�H���Y�R�Q�D�O�����p�V���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�����V�]�•�U�N�H���Y�R�Q�D�O�����D�]��
�L�G���� �I�•�J�J�Y�p�Q�\�p�E�H�Q���� �N�p�W �± �U�X�J�D�O�P�D�V�� �W�D�U�W�R�P�i�Q�\�E�D�Q�� �P�D�U�D�G�y�� �± �Q�\�~�M�W�i�V-vissza-
�H�Q�J�H�G�p�V�����P�D�M�G���H�J�\���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�L�J���p�V���V�]�D�N�D�G�i�V�L�J���H�O�Y�L�W�W���I�H�O�W�H�U�K�H�O�p�V���V�R�U�i�Q�� (b) 
�0�p�U�W�����V�]�•�U�N�H�����p�V���M�y�V�R�O�W�����I�H�N�H�W�H�����K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���D�]���H�O�V�����W�H�U�K�H�O�p�V�L���F�L�N�O�X�V���D�O�D�W�W�� 

 

�$�O�D�S�R�V�D�E�E�� �V�]�H�P�U�H�Y�p�W�H�O�H�]�p�V�V�H�O�� �P�H�J�I�L�J�\�H�O�K�H�W�M�•�N���� �K�R�J�\��egy fel-�O�H�W�H�U�K�H�O�p�V�L�� �F�L�N�O�X�V�� �Y�p��
�J�p�Q���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���Q�H�P���S�R�Q�W�R�V�D�Q���D���N�H�]�G�����p�U�W�p�N�U�H���W�p�U���Y�L�V�V�]�D�����K�D�Q�H�P���H�J�\���N�L�F�V�L�W���P�H�J�H�P�Hl-
�N�H�G�L�N���� �(�]�� �D�� �P�H�J�H�P�H�O�N�H�G�p�V�� �D�� �P�i�V�R�G�L�N���� �P�D�J�D�V�D�E�E�� �W�H�U�K�H�O�p�V�L�� �F�L�N�O�X�V�� �V�R�U�i�Q�� �Q�D�J�\�R�E�E. A 
�N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�W���N�L�]�i�U�K�D�W�M�X�N���H���G�L�V�V�]�L�S�i�F�L�y���R�N�D�N�p�Q�W. Zajlik azonban �H�J�\���P�i�V�L�N �Y�L�V�H�O�N�H�G�ps-
�I�D�M�W�D���� �D�� �U�H�R�O�y�J�L�D�� �L�V�� �D�� �V�]�L�O�i�U�G�� �D�Q�\�D�J�R�N�E�D�Q�����$�� �N�|�Y�H�W�N�H�]���� �V�]�D�N�D�V�]�E�D�Q�� �E�H�P�X�W�D�W�M�X�N���� �K�R�J�\�� �D��
�N�t�V�p�U�O�H�W�L�� �H�U�H�G�P�p�Q�\�H�N�� �K�R�J�\�D�Q�� �W�H�V�]�L�N�� �V�]�•�N�V�p�J�H�V�V�p�� �D�� �U�H�R�O�y�J�L�D�� �K�R�]�]�i�D�G�i�V�i�W�� �D�]�� �H�O�P�p�O�H�W�K�H�]����
�H�]�� �K�R�J�\�D�Q�� �W�H�K�H�W���� �P�H�J�� �L�U�U�H�Y�H�U�]�L�E�L�O�L�V�� �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�L�D�� �P�y�G�V�]�H�U�W�D�Q�X�Q�N�N�Dl,  hogyan hat�i��
�U�R�]�K�D�W�y�N���P�H�J���D���U�H�R�O�y�J�L�D�L �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N���D���N�t�V�p�U�O�H�W�L��adatok�E�y�O�����p�V���K�R�J�\���D���U�H�R�O�y�J�L�D���Q�H�P�F�V�D�N��
�D�� �P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L�� �Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�W�� �P�y�G�R�V�t�W�M�D���� �K�D�Q�H�P�� �D�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�� �D�O�D�N�X�O�i�V�i�K�R�]�� �L�V�� �H�J�\�� �W�R�Y�i�E�E�L��
�G�L�V�V�]�L�S�i�F�L�y�I�R�U�U�i�V�N�p�Q�W���M�H�O�H�Q�W�N�H�]�L�N. 
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4. A �5�(�2�/�Ï�*�,�$���7�(�5�0�2�'�,�1�$�0�,KAI �%�(�9�(�=�(�7�e�6�( 

 

A �U�H�R�O�y�J�L�D���W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L���P�H�J�I�R�J�D�O�P�D�]�i�V�D���E�H�O�V�����Y�i�O�W�R�]�y�N�� (�N�R�Q�N�U�p�W�D�E�E�D�Q�����G�L�Q�D�Pi-
�N�D�L���V�]�D�E�D�G�V�i�J�L���I�R�N�R�N [21]) �V�H�J�t�W�V�p�J�p�Y�H�O���W�H�K�H�W�����P�H�J. �$���K���W�i�J�X�O�i�V���p�V���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V���Q�pl-
�N�•�O�L�� �H�J�\�V�]�H�U�&�E�E�� �H�V�H�W�U�H�� �D�� �P�y�G�V�]�H�U�W�D�Q�W�� �D [12] munka ismertette. Mi itt ezt fogjuk kiter-
�M�H�V�]�W�H�Q�L���� �K���W�i�J�X�O�i�V�W���p�V���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�W���L�V���P�H�J�H�Q�J�H�G�Y�H. A [12]-�E�H�O�L�K�H�]�� �K�D�V�R�Q�O�y���U�p�V�]�O�H�We-
�N�H�W���F�V�D�N���W�|�P�|�U�H�Q���L�V�P�p�W�H�O�M�•�N���P�H�J�����D���N�•�O�|�Q�E�V�p�J�H�N�U�H���I�R�J�X�Q�N���I�y�N�X�V�]�i�O�Q�L. 

A �P�y�G�V�]�H�U�W�D�Q���V�]�H�U�L�Q�W���H�J�\���W�R�Y�i�E�E�L���P�H�Q�Q�\�L�V�p�J���O�p�W�p�W���W�p�W�H�O�H�]�]�•�N���I�H�O�����P�H�O�\�H�W���V�]�L�P�P�H�W�Ui-
�N�X�V���W�H�Q�]�R�U�N�p�Q�W���N�H�U�H�V�•�Q�N���� �D�Q�Q�D�N���P�H�J�I�H�O�H�O���H�Q�����K�R�J�\�� �D���U�H�R�O�y�J�L�D���H�O�V���V�R�U�E�D�Q�� �D���P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L��
�Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�E�H�Q�� �M�H�O�H�Q�W�N�H�]�L�N���� �H�J�\�� �W�R�Y�i�E�E�L�� �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�I�R�U�U�i�V�N�p�Q�W�� �± �J�R�Q�G�R�O�M�X�Q�N�� �S�p�O�G�i�X�O�� �H�J�\��
�E�H�O�V���� �F�V�L�O�O�D�S�t�W�y���H�U���U�H. �$�� �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J���i�O�W�D�O�i�Q�R�V�t�W�i�V�i�Q���W�~�O���D�]�W���L�V���I�H�O�W�p�W�H�O�H�]�]�•�N�����K�R�J�\�� �D���I�D�M�Oa-
�J�R�V���H�Q�W�U�y�S�L�D�����P�H�O�\���H�G�G�L�J���P�H�J�D�G�K�D�W�y���Y�R�O�W  �ò �p�V���A �I�•�J�J�Y�p�Q�\�H�N�p�Q�W, �P�R�V�W���H�W�W���O���D 
Æ �~�M���P�Hny-
�Q�\�L�V�p�J�W���O�� �L�V�� �I�•�J�J, �H�J�\�� �N�Y�D�G�U�D�W�L�N�X�V�� �D�G�G�L�W�t�Y�� �W�D�J�� �I�R�U�P�i�M�i�E�D�Q���� �P�H�O�\�� �E�L�]�W�R�V�t�W�M�D���� �K�R�J�\�� �W�H�U�Pi-
�N�X�V���H�J�\�H�Q�V�~�O�\�E�D�Q���D�]���H�Q�W�U�y�S�L�D���W�R�Y�i�E�E�U�D���L�V���P�D�[�L�P�i�O�L�V�����D���P�i�V�R�G�L�N���I���W�p�W�H�O�Q�H�N���P�H�J�I�H�O�H�O���H�Q. 
Azaz 

 �O�:�ò�á �A�á 
Æ�; L �O�c�b�b�g�e�g�:�ò�á �A�; F
�s
�t

�–�”
Æ�6�ä (27) 

�(�Q�Q�H�N�� �D�]�� �H�J�\�•�W�W�P�R�]�J�y�� �L�G���G�H�U�L�Y�i�O�W�M�i�W�� �N�p�S�H�]�Y�H�� �D�]�W�� �W�D�O�i�O�M�X�N���� �K�R�J�\��(17)-�H�Q�� �W�~�O�P�H�Q���H�Q�� �D�]��
�H�Q�W�U�y�S�L�D�S�U�R�G�X�N�F�L�y���N�p�W���H�[�W�U�D���W�D�J�R�W���N�D�S�� 

 
�s
�6

�–�”�:
ËÝ�ú�q�w�k�; F �÷�–�”�:�È�6�;�á (28) 

ahol 
ËÝ �M�H�O�|�O�L�� �D�� �U�H�R�O�y�J�L�D�L�� �H�U�H�G�H�W�&�� �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�M�i�U�X�O�p�N�R�W. �(�� �W�|�E�E�O�H�W-�H�Q�W�U�y�S�L�D�S�U�R�G�X�N�F�L�y��
�Q�H�P�Q�H�J�D�W�t�Y�V�i�J�i�Q�D�N��Onsager-�I�p�O�H�� �E�L�]�W�R�V�t�W�i�V�D�N�p�Q�W�� �D�� �N�|�Y�H�W�N�H�]���� �|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V�H�N�H�W�� �W�p�W�H�O�Hz-
�]�•�N���I�H�O�� 

 

ËÝ�b�c�t L �H�5�5

�b�c�t�ú�q�w�kE �H�5�6
�b�c�tkF�÷�6
Æ�b�c�to�á 
ËÝ�q�n�fL �H�5�5

�q�n�f�ú�q�w�kE �H�5�6
�q�n�fkF�÷�6
Æ�q�n�fo�á 

��
Æ�6�b�c�t L �H�6�5
�b�c�t�ú�q�w�kE �H�6�6

�b�c�tkF�÷�6
Æ�b�c�to�á������������������
Æ�6�q�n�fL �H�6�5
�q�n�f�ú�q�w�kE �H�6�6

�q�n�fkF�÷�6
Æ�q�n�fo 
(29) 

�D���S�R�]�L�W�t�Y���G�H�I�L�Q�L�W 

 �F
�H�5�5
�b�c�t �H�5�6

�b�c�t

�H�6�5
�b�c�t �H�6�6

�b�c�t�G �á �F
�H�5�5
�q�n�f �H�5�6

�q�n�f

�H�6�5
�q�n�f �H�6�6

�q�n�f�G (30) 

�H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�P�i�W�U�L�[�R�N�N�D�O���� �0�H�J�M�H�J�\�]�H�Q�G������ �K�R�J�\�� �P�H�J�H�Q�J�H�G�K�H�W�Q�p�Q�N�� �Rnsageri �F�V�D�W�R�O�y�G�i�V�W��
(17) �W�H�Q�]�R�U�L�����N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�V�H�O���N�D�S�F�V�R�O�D�W�R�V���U�p�V�]�p�K�H�]���L�V�����0�L�Q�G�D�]�R�Q�i�O�W�D�O���M�H�O�H�Q�O�H�J�L���F�p�O�M�D�L�Qk-
�U�D���D�]���i�O�W�D�O�i�Q�R�V�V�i�J���H�P�H���V�]�L�Q�W�M�H���H�O�H�J�H�Q�G�����O�H�V�]�� �$�]�W���I�R�J�M�X�N���X�J�\�D�Q�L�V���W�D�O�i�O�Q�L�����K�R�J�\���D�]���L�W�W���Pu-
�W�D�W�R�W�W�� �N�t�V�p�U�O�H�W�L�� �D�G�D�W�R�N�� �U�H�R�O�y�J�L�D�L�� �Y�R�Q�D�W�N�R�]�i�V�D�L�W�� �H�]�� �D�]�� �H�J�\�V�]�H�U�&�E�E�� �N�H�U�H�W�� �L�V�� �P�i�U�� �V�L�N�H�U�H�V�H�Q��
�P�D�J�\�D�U�i�]�]�D. 
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�$�� �W�R�Y�i�E�E�L�D�N�E�D�Q�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �N�•�V�]�|�E�� �D�O�D�W�W�L�� �I�R�O�\�D�P�D�W�R�N�D�W�� �W�H�N�L�Q�W�•�Q�N. �(�]�H�Q�N�t�Y�•�O�� �H�O�Ka-
nyagoljuk (9)-�E�H�Q�� �D�� �N�L�V�� �K���W�i�J�X�O�i�V�L�� �U�p�V�]�W���� �D�P�H�O�\�� �D�� ������ �i�E�U�i�Q�� �O�i�W�R�W�W�D�N�K�R�]�� �K�D�V�R�Q�O�y�� �N�L�V�� �K����
�P�p�U�V�p�N�O�H�W�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�K�R�]���W�D�U�W�R�]�L�N. Ekkor a 

 �ò�6L �ú�q�w�kL 
½�6 (31) 

�N�|�]�H�O�t�W�p�V�E�H�� �M�X�W�X�Q�N���� �(�]�]�H�O�� �S�i�U�K�X�]�D�P�R�V�D�Q���� �D�� �O�p�Q�\�H�J�p�E�H�Q�� �i�O�O�D�Q�G�y�� �D�E�V�]�R�O�~�W�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W��
mellett az �H �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�� �N�R�Q�V�W�D�Q�V�Q�D�N�� �W�H�N�L�Q�W�K�H�W���N���� �p�V�� �H�N�N�R�U��
Æ �N�L�N�•�V�]�|�E�|�O�K�H�W���� �D��(29) 
�H�J�\�H�Q�O�H�W�U�H�Q�G�V�]�H�U�E���O. �$�]���H�U�H�G�P�p�Q�\ 

 

Ë�b�c�tE �ì�b�c�t
Ë�6�b�c�t L �' �4

�b�c�t�ò�b�c�tE �'�5
�b�c�t�ò�6�b�c�tE �'�6

�b�c�t�ò�7�b�c�t�á 


Ë�q�n�fE �ì�q�n�f
Ë�6�q�n�fL �' �4
�q�n�f�ò�q�n�fE �'�5

�q�n�f�ò�6�q�n�fE �'�6
�q�n�f�ò�7�q�n�f�� 

(32) 

a teljes �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�U�H, �D�K�R�O���D�]�� �~�M���V�]�R�U�]�y�N���D���N�R�U�i�E�E�L �H �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N���H�J�\�V�]�H�U�&���N�R�P�E�L�Q�i�F�L�y�L. 

�$�P�L�W�� �N�D�S�W�X�Q�N���� �D�]�� �N�p�W�� �I�•�J�J�H�W�O�H�Q�� �O�L�Q�H�i�U�L�V�� �U�H�R�O�y�J�L�D�L�� �P�R�G�H�O�O���� �P�H�O�\ 
Ë, 
Ë�6, D, �ò�6, �ò�7 tagokat 
tartalmaz. Eszerint a klasszikus Kelvin�±Voigt-, Maxwell- �p�V Jeffrey-modell mind speci-
�i�O�L�V�� �H�V�H�W�H�� �D�]�� �L�O�\�H�Q�� �~�Q�� Kluitenberg�±�9�H�U�K�i�V-modelleknek (�D�]�� �H�O�Q�H�Y�H�]�p�V�� �H�U�H�G�H�W�p�W�� �p�V�� �Wo-
�Y�i�E�E�L�� �D�Q�D�O�t�]�L�V�W�� �O�G����[12]-ben). �(�� �U�H�R�O�y�J�L�D�L�� �P�R�G�H�O�O�H�N�� �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L�� �V�]�i�U�P�D�]�W�D�W�i�V�i�Q�D�N��
egyik fontos haszna, hogy �D���P�i�V�R�G�L�N���I���W�p�W�H�O�E���O���P�H�J�V�]�R�U�t�W�y���I�H�O�W�p�W�H�O�H�N���G�H�U�•�O�Q�H�N���N�L���D��(32)-
�E�H�O�L���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�U�D (�P�H�O�\���I�H�O�W�p�W�H�O�H�N���Q�H�P���P�i�V�R�N�����P�L�Q�W���D��(30) �P�i�W�U�L�[�R�N���S�R�]�L�W�t�Y���G�H�I�L�Q�L�W�V�p�J�H����
�O�H�I�R�U�G�t�W�Y�D���H�]�H�N�U�H���D�]���~�M���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�U�D���± �D�]���H�J�\�V�]�H�U�&���O�H�Y�H�]�H�W�p�V�W���O�G����[12]-ben)�����(���I�H�O�W�p�W�H�O�H�N��
�Q�p�P�H�O�\�L�N�H���Q�H�P�W�U�L�Y�L�i�O�L�V���p�V���I�L�J�\�H�O�H�P�U�H���P�p�O�W�y: 

 
�ì�b�c�t R �r�á�������������������'�4

�b�c�t � �' �b�c�t R �r�á�������������������'�5
�b�c�t R �ì�b�c�t�' �4

�b�c�t�á�������������������'�6
�b�c�t R �r�á 

�ì�q�n�fR �r�á�������������������'�4
�q�n�f� �' �q�n�fR �r�á�������������������'�5

�q�n�fR �ì�q�n�f�' �4
�q�n�f�á�������������������'�6

�q�n�fR �r�ä 
(33) 

 

5. A �5�(�2�/�Ï�*�,�$�,���(�*�<�h�7�7�+�$�7�Ï�.���0�(�*�+�$�7�È�5�2�=�È�6�$���.�Ë�6�e�5�/�(�7�,���$�'�$�7�2�.�%�Ï�/ 

 

�.�t�V�p�U�O�H�W�L�O�H�J�� �P�p�U�W�� �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J- �p�V�� �P�H�J�Q�\�~�O�i�V�D�G�D�W�� �R�N�E�y�O�� �D �ì, �' �Ü konstansok meghat�i��
�U�R�]�K�D�W�y�D�N. �(�K�K�H�]�� �D�]�� �H�O�V���� �O�p�S�p�V�� �D���ò �p�V 
½ �N�|�]�W�L�� �N�•�O�|�Q�E�V�p�J�� �N�H�]�H�O�p�V�H. �(�J�\�� �N�t�V�p�U�O�H�W�E�H�Q �ò 
�Q�H�P���I�H�O�W�p�W�O�H�Q�•�O���L�Q�G�X�O���Q�X�O�O�i�U�y�O���± �i�O�W�D�O�i�E�D�Q���V�]�•�N�V�p�J���Y�D�Q���Y�D�O�D�P�H�Q�Q�\�L���H�O���I�H�V�]�t�W�p�V�U�H���D���P�H�J�Ie-
�O�H�O���H�Q�� �H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&�� �N�H�]�G�H�W�L�� �i�O�O�D�S�R�W�� �E�L�]�W�R�V�t�W�i�V�i�K�R�] �±, �ps �D�� �Q�\�~�O�i�V�P�p�U���� �E�p�O�\�H�J�H�N��(vagy 
�P�i�V�� �Q�\�~�O�i�V�P�p�U���� �H�V�]�N�|�]�|�N) �D�G�D�W�D�L�� �L�V�� �V�R�N�V�]�R�U�� �H�J�\�� �Q�H�P�Q�X�O�O�D�� �p�U�W�p�N�U���O�� �L�Q�G�X�O�Q�D�N�� �D�� �N�t�V�p�U�O�H�W��
�N�H�]�G�����S�L�O�O�D�Q�D�W�i�E�D�Q�����(���N�|�U�•�O�P�p�Q�\�H�N���O�H�J�H�J�\�V�]�H�U�&�E�E�����p�V���V�R�N�V�]�R�U���P�H�J�N�H�U�•�O�K�H�W�H�W�O�H�Q�����N�H�]e-
�O�p�V�H���D�]�����K�D���Q�H�P���N�p�]�L���Q�X�O�O�i�]�i�V�R�N�D�W���K�D�M�W�X�Q�N���Y�p�J�U�H�����K�D�Q�H�P���H�O�I�R�J�D�G�M�X�N�����K�R�J�\ �ò �p�V��
½ kezdeti 
�p�U�W�p�N�H���N�|�]�|�W�W���H�J�\ 
¼ �H�O�W�R�O�y�G�i�V���Y�D�Q: 

 

Ë�b�c�tE �ì�b�c�t
Ë�6�b�c�t L 
¼�b�c�tE �'�4

�b�c�t
½�b�c�tE �'�5
�b�c�t
½�6�b�c�tE �'�6

�b�c�t
½�7�b�c�t�á 


Ë�q�n�fE �ì�q�n�f
Ë�6�q�n�fL 
¼�q�n�fE �'�4
�q�n�f
½�q�n�fE �'�5

�q�n�f
½�6�q�n�fE �'�6
�q�n�f
½�7�q�n�f�ä 

(34) 
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�$���N�R�Q�N�U�p�W 
¼ �p�U�W�p�N�H�N���W�H�K�i�W���Q�H�P���K�R�U�G�R�]�Q�D�N���V�H�P�P�L���H�O�Y�L���L�Q�I�R�U�P�i�F�L�y�W�����Q�H�P���D�Q�\�D�J�L���Y�D�J�\��
�P�i�V���I�R�Q�W�R�V���P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�H�N���� �K�D�Q�H�P���H�J�\�V�]�H�U�&�H�Q���D�� �N�t�V�p�U�O�H�W�L���N�|�U�•�O�P�p�Q�\�H�N egy technikai jel-
�O�H�P�]���M�H. 

�$���N�|�Y�H�W�N�H�]�����O�p�S�p�V���D�Q�Q�D�N���I�H�O�L�V�P�H�U�p�V�H�����K�R�J�\���H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&���N�t�V�p�U�O�H�W�H�N�E�H�Q���D�]���Ý�D kereszt-
�L�U�i�Q�\�~�� �Q�\�~�O�i�V�� �p�U�W�p�N�H�N�� �P�p�U�p�V�H�� �Q�D�J�\�I�R�Q�W�R�V�V�i�J�~. �,�J�D�]�� �X�J�\�D�Q���� �K�R�J�\�� �H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&�� �I�R�O�\�D�Pa-

�W�R�N�U�D�� �O�H�K�H�W�V�p�J�H�V��[12] (34)-�E�y�O�� �H�J�\�� �|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V�W�� �i�O�O�t�W�D�Q�L�� �I�H�O �ê���� �p�V �Ý���� �N�|�]�|�W�W. A kapott 

�|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V���D�]�R�Q�E�D�Q���G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N�D�W���L�V���W�D�U�W�D�O�P�D�]��  �ê����  �K�D�U�P�D�G�L�N���p�V  �Ý���� �Q�H�J�\�H�G�L�N���G�H�U�L�Y�i�O�W�M�D��
�U�H�Q�G�M�p�L�J, �p�V�� �K�H�O�\�H�W�� �N�D�S�� �E�H�Q�Q�H�� �P�L�Q�G��a nyolc �ì, �' �Ü konstans. Mind a konstansok nagy 
�V�]�i�P�D�� �p�V�� �D�]�� �L�O�\�H�Q�� �P�D�J�D�V�� �G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N�� �G�L�V�]�N�U�p�W�� �N�t�V�p�U�O�H�W�L�� �D�G�D�W�V�R�U�R�N�E�y�O�� �W�|�U�W�p�Q���� �H�O���i�O�O�t�W�i�V�D��
�R�O�\�D�Q���P�D�J�D�V���K�L�E�i�Y�D�O���M�i�U�����P�H�O�\���N�R�P�R�O�\���J�\�D�N�R�U�O�D�W�L���Q�H�K�p�]�V�p�J�H�N�H�W���M�H�O�H�Q�W. �5�i�D�G�i�V�X�O���P�p�J��ha 

�V�L�N�H�U�•�O�Q�H���L�V���D �ê���� �p�V �Ý���� �N�|�]�W�L���|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�L�W���Q�D�J�\���S�R�Q�W�R�V�V�i�J�J�D�O���H�O���i�O�O�t�W�D�Q�L�����D �ì, 
�' �Ü konstans�R�N�U�D�� �Y�D�O�y�� �L�Q�Y�H�U�W�i�O�i�V is �S�U�R�E�O�H�P�D�W�L�N�X�V���� �W�H�N�L�Q�W�Y�H�� �N�|�]�W�•�N�� �I�H�Q�Q�i�O�O�y�� �Q�H�P�O�L�Q�H�i�U�L�V��
�|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V�H�N�H�W. �.�X�O�F�V�I�R�Q�W�R�V�V�i�J�~�� �W�H�K�i�W���� �K�R�J�\�� �P�H�J�E�t�]�K�D�W�y �Ý�D �p�U�W�p�N�H�N�� �L�V�� �U�H�Q�G�H�O�N�H�]�p��
�V�•�Q�N�U�H���i�O�O�M�D�Q�D�N�����P�H�O�\�H�N���V�H�J�t�W�V�p�J�p�Y�H�O���N�L�V�]�i�P�R�O�K�D�W�M�X�N���D���G�H�Y�L�D�W�R�U�L�N�X�V���p�V���J�|�P�E�L���U�p�V�]�H�N�H�W���p�V��
�t�J�\���N�p�W���I�•�J�J�H�W�O�H�Q���L�O�O�H�V�]�W�p�V�L���S�U�R�E�O�p�P�i�U�D���U�H�G�X�N�i�O�W�X�N���D���I�H�O�D�G�D�W�R�W�����D�K�R�O���P�L�Q�G�N�H�W�W���E�H�Q���F�V�D�N��4 
�H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�W���N�H�O�O���P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�Q�L. 

A (34) egyenletek line�irisak az i�V�P�H�U�H�W�O�H�Q�� �S�D�U�D�P�pterekben, �W�H�K�i�W�� �H�J�\�� �O�H�J�N�L�V�H�E�E��
�Q�p�J�\�]�H�W�H�V�� �L�O�O�H�V�]�W�p�V�� �N�L�Y�L�W�H�O�H�]�K�H�W���Q�H�N�� �W�&�Q�L�N, ahol az adatpontok diszkr�pt sok pillanatban 
�i�O�O�Q�D�N�� �U�H�Q�G�H�O�N�H�]�p�V�U�H���� �p�V�� �D�� �G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N�D�W�� �L�V�� �H�]�H�N�E���O�� �D�]�� �D�G�D�W�R�N�E�y�O�� �V�]�i�U�P�D�]�W�D�W�Q�i�Q�N. A har-
�P�D�G�L�N���H�O�p�E�•�Q�N���i�O�O�y���Q�H�K�p�]�V�p�J���D�]�����K�R�J�\���H�J�\���L�O�\�H�Q���D�G�D�W�V�R�U�E�y�O���P�i�U���D�]���H�O�V�����p�V���P�i�V�R�G�L�N���G�H�Ui-
�Y�i�O�W�D�N�� �V�]�i�U�P�D�]�W�D�W�i�V�D�� �L�V�� �S�U�R�E�O�p�P�i�V���� �P�i�U�� �D�N�N�R�U���L�V���� �K�D�� �P�D�J�X�N�� �D�� �P�p�U�W�� �D�G�D�W�R�N�� �K�L�E�i�M�D�� �N�L�F�V�L: 
�H�]�H�N�� �D�� �K�L�E�i�N�� �Q�D�J�\�P�p�U�W�p�N�E�H�Q�� �I�H�O�H�U���V�|�G�Q�H�N�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�L�i�N�� �N�p�S�]�p�V�H�N�R�U���� �p�V�� �D�]�� �L�O�O�H�V�]�W�H�W�W��
�H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�� �Q�D�J�\�P�p�U�W�p�N�E�H�Q�� �P�H�J�E�t�]�K�D�W�D�W�O�D�Q�Q�D�N�� �E�L�]�R�Q�\�X�O�Q�D�N. �$�]�� �H�O�M�i�U�i�V���� �P�H�O�\�H�W�� �D�� ���D����
�i�E�U�i�Q���O�i�W�R�W�W�D�N�K�R�]���K�D�V�R�Q�O�y���D�G�D�W�V�R�U�R�N���H�V�H�W�p�U�H���N�L�G�R�O�J�R�]�W�X�Q�N�����D���N�|�Y�H�W�N�H�]��. 

�9�D�O�D�P�L�O�\�H�Q�� �V�L�P�t�W�i�V�W�� �V�]�H�U�H�W�Q�p�Q�N�� �Y�p�J�U�H�K�D�M�W�D�Q�L���� �(�]�p�U�W���� �D�K�H�O�\�H�W�W���� �K�Rgy egy (34) �W�t�S�X�V�~��
�H�J�\�H�Q�O�H�W�H�W�� �N�|�]�Y�H�W�O�H�Q�•�O�� �K�D�V�]�Q�i�O�Q�i�Q�N�� �I�H�O���� �W�H�N�L�Q�W�V�•�N�� �H�J�\�� �L�G���L�Q�W�H�J�U�i�O�M�i�W. �.�|�]�H�O�H�E�E�U���O���� �D�] �P 
�L�G���S�R�Q�W�U�D���I�H�O�t�U�W���H�J�\�H�Q�O�H�W�H�W���P�H�J�V�]�R�U�R�]�]�X�N���H�J�\���P �N�|�]�H�S�& �D�E�O�D�N�I�•�J�J�Y�p�Q�Q�\�H�O�����p�V���D���V�]�R�U�]�D�W�R�W��
�L�Q�W�H�J�U�iljuk. �$�]���~�M�G�R�Q�V�i�J���D�]�����K�R�J�\���R�O�\�D�Q �S�:�P�; �D�E�O�D�N�I�•�J�J�Y�p�Q�\�W���Y�i�O�D�V�]�W�X�Q�N�����P�H�O�\���F�V�D�N���H�J�\ 
�>�P�5�á �P�6�? �L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�E�D�Q�� �Q�H�P�Q�X�O�O�D���� �p�V�� �D�� �N�p�W�� �Y�p�J�S�R�Q�W�E�D�Q�� �R�O�\�D�Q�� �V�L�P�i�Q�� �W�D�U�W�� �Q�X�O�O�i�K�R�]���� �K�R�J�\��
�P�p�J���H�O�V�����p�V���P�i�V�R�G�L�N���G�H�U�L�Y�i�O�W�M�D���L�V���Q�X�O�O�i�K�R�]���W�D�U�W. �(�Q�Q�H�N���D�]���D�]���H�O���Q�\�H�����K�R�J�\���D���G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N�D�W��
�W�D�U�W�D�O�P�D�]�y���W�D�J�R�N�R�Q���~�J�\���K�D�M�W�K�D�W�X�Q�N���Y�p�J�U�H���S�D�U�F�L�i�O�L�V���L�Q�W�H�J�U�i�O�i�V�W�����K�R�J�\���D���I�H�O�•�O�H�W�L���W�D�J�R�N���Q�Xl-
�O�i�N���O�H�V�]�Q�H�N�����S�O�� 

± �ê�6�����:�P�;�S�:�P�;�†�P
�ç�.

�ç�-

L c�ê�����:�P�;�S�:�P�;g
�ç�-

�ç�. F ± �ê�����:�P�;�S�6�:�P�;�†�P
�ç�.

�ç�-

L F ± �ê�����:�P�;�S�6�:�P�;�†�P
�ç�.

�ç�-

�ä (35) 

�(�]�]�H�O���D�]���H�O�M�i�U�i�V�V�D�O���D���G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N���L�Q�W�H�J�U�i�O�M�D�L�W���D�]���H�U�H�G�H�W�L���I�•�J�J�Y�p�Q�\�H�N���L�Q�W�H�J�U�i�O�M�D�L�U�D���Y�H�]�H�W�K�Ht-
�M�•�N�� �Y�L�V�V�]�D�� ���D�K�R�O�� �D�]�� �D�E�O�D�N�I�•�J�J�Y�p�Q�\�� �H�O�V���� �Y�D�J�\�� �P�i�V�R�G�L�N�� �G�H�U�L�Y�i�O�W�M�i�Y�D�O�� �Y�D�Q�Q�D�N�� �|�V�V�]�H�L�Q�W�Hg-
�U�i�O�Y�D�����P�H�O�\�H�N���P�p�J���V�]�L�Q�W�p�Q���V�]�p�S���V�L�P�i�Q���Y�L�V�H�O�N�H�G�Q�H�N). �(�]�W���D���W�U�•�N�N�|�W���D���G�L�V�]�W�U�L�E�~�F�L�y�H�O�P�p�O�H�W��
�~�Q���� �W�H�V�]�W�I�•�J�J�Y�p�Q�\�H�L�� �P�R�W�L�Y�i�O�W�ik. G�\�R�U�V�� �p�V�� �N�p�Q�\�H�O�P�H�V�� �V�]�i�P�t�W�i�V�R�N�� �F�p�O�M�i�E�y�O���S-t polinom-
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�N�p�Q�W���N�H�U�H�V�W�•�N�����p�V���Q�p�P�L���N�t�V�p�U�O�H�W�H�]�p�V���X�W�i�Q���D �>F�s�á �s�? �L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P���V�]�p�O�H�L�Q���H�O�H�J�H�Q�G���H�Q���J�\�Rr-
�V�D�Q���H�O�W�&�Q�������O�G�����������i�E�U�D�������D���W�H�V�]�W�H�N�H�Q���M�y�O���W�H�O�M�H�V�t�W�� 

 �L�:�Q�; L �:�Q E �s�;�7�:�Q F �s�;�7�:�Q�6 E �s�; (36) 

polinomot �Y�i�O�D�V�]�W�R�W�W�X�N���� �(�]�X�W�i�Q�� �W�H�W�V�]���O�H�J�H�V �>�P�5�á �P�6�? intervallumokhoz �i�W�V�N�i�O�i�]�W�X�N�� �D�� �Y�il-
�W�R�]�y�M�i�W. �/�H�J�D�O�i�E�E���|�W���N�•�O�|�Q�E�|�]���� �L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�R�W���Y�i�O�D�V�]�W�X�Q�N���� �p�V���D�]���L�Q�W�H�J�U�i�O�W���p�U�W�p�N�H�N�U�H���Y�pg-
�]�•�Q�N���H�O���O�H�J�N�L�V�H�E�E���Q�p�J�\�]�H�W�H�V���L�O�O�H�V�]�W�p�V�W. 

 

 

 

 

 ������ �i�E�U�D���� ���D���� �$�]�� �D�E�O�D�N�I�•�J�J�Y�p�Q�\�� ���I�H�N�H�W�H�� �Y�R�Q�D�O���� �p�V�� �H�O�V���� ���V�]�D�J�J�D�W�R�W�W�� �Y�R�Q�D�O���� �p�V��
�P�i�V�R�G�L�N�� ���S�R�Q�W�R�]�R�W�W�� �Y�R�Q�D�O�� �G�H�U�L�Y�i�O�W�M�D���� �/�i�W�K�D�W�y�D�Q�� �P�L�Q�G�K�i�U�R�P�� �I�•�J�J�Y�p�Q�\�� �H�Oe-
�J�H�Q�G���H�Q���H�J�\�H�Q�O�H�W�H�V�H�Q���Y�H�V�]���P�L�Q�W�i�W���D�]���L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�E�y�O�����D�]���L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P���V�H�P�H�O�\�L�N��
�U�p�V�]���V�L�Q�F�V���N�•�O�|�Q�|�V�H�E�E�H�Q���H�O���Q�\�E�H�Q���U�p�V�]�H�V�t�W�Y�H���P�i�V���U�p�V�]�H�N�K�H�]���N�p�S�H�V�W��. 

 

Az adatsorok �L�Q�W�H�J�U�i�O�M�D�L numeri�N�X�V�D�Q�� �O�H�W�W�H�N���N�L�V�]�i�P�R�O�Y�D���� �G�H�� �L�W�W���L�V�� �M�D�Y�t�W�D�Q�L�� �D�N�D�U�W�X�N�� �D��
�V�]�i�P�t�W�i�V���M�y�V�i�J�i�W. �(�Q�Q�H�N���R�N�D���D�]�����K�R�J�\���D���J�\�D�N�R�U�O�D�W�E�D�Q���V�R�N�V�]�R�U���F�V�D�N���S�i�U���W�X�F�D�W���D�G�D�W�S�R�Q�W���i�O�O��
�U�H�Q�G�H�O�N�H�]�p�V�•�Q�N�U�H. �/�H�J�D�O�i�E�E�� �|�W�� �N�•�O�|�Q�E�|�]���� �L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�U�D�� �Y�D�Q�� �V�]�•�N�V�p�J�� �D�]�� �|�W�� �L�V�P�H�U�H�W�O�H�Q��
konstans meg�K�D�W�i�U�R�]�i�V�i�K�R�], �G�H�� �K�D�� �K�L�E�i�W�� �L�V�� �V�]�H�U�H�W�Q�p�Q�N�� �D�]�� �L�O�O�H�V�]�W�H�W�W�� �p�U�W�p�N�H�N�K�H�]�� �U�H�Q�G�H�O�Q�L 
���P�p�J�S�H�G�L�J���Y�D�O�D�P�L���L�Q�I�R�U�P�D�W�t�Y�����K�L�W�H�O�H�V���V�]�L�Q�W�H�Q�������O�H�J�D�O�i�E�E���K�p�W���L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P���D�M�i�Q�O�D�W�R�V. Ekkor 
a numerikus integ�U�il�R�N�Q�D�N�� �P�H�J�O�H�K�H�W���V�H�Q�� �P�H�J�E�t�]�K�D�W�y�D�N�Q�D�N�� �N�H�O�O�� �O�H�Q�Q�L�•�N���� �P�H�U�W�� �p�U�W�p�N�H�L�N��
nem fogna�N�� �Q�D�J�\�R�Q�� �H�O�W�p�U�Q�L�� �H�J�\�P�i�V�W�y�O���� �t�J�\�� �I�H�Q�Q�i�O�O�� �D��numerikus �P�H�J�E�t�]�K�D�W�D�W�O�D�Q�V�i�J�� �Ye-
�V�]�p�O�\�H. 

�(�� �F�p�O�E�y�O�� �P�y�G�R�V�t�W�R�W�W�X�N�� �D��numerikus integr�i�O�i�V klasszikus trap�pz�V�]�D�E�i�O�\�i�W. �$�� �W�U�D�S�pz-
�V�]�D�E�i�O�\�� �X�J�\�D�Q�L�V�� �D�]�� �L�Q�W�H�J�U�D�Q�G�X�V�W�� ���V�]�D�N�D�V�]�R�Q�N�p�Q�W���� �O�L�Q�H�i�U�L�V�� �I�•�J�J�Y�p�Q�Q�\�H�O�� �N�|�]�H�O�t�W�L. A mi 
�H�V�H�W�•�Q�N�E�H�Q��azonban egy szorzatot kell int�H�J�U�i�O�Q�L���� �p�V�� �D�E�O�D�N�I�•�J�J�Y�p�Q�\�•�Q�N�� �P�isodik deri-
�Y�i�O�W�M�D�� �P�i�U�� �H�O�N�H�U�•�O�K�H�W�H�W�O�H�Q�•�O�� �H�O�p�J�� �J�\�R�U�V�D�Q�� �Y�i�O�W�R�]�L�N. �(�]�� �P�i�U�� �|�Q�P�D�J�i�E�D�Q�� �M�H�O�H�Q�W���V�H�Q�� �pr-
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�Y�p�Q�\�W�H�O�H�Q�t�W�L���D�����V�]�D�N�D�V�]�R�Q�N�p�Q�W�L�����O�L�Q�H�i�U�L�V���N�|�]�H�O�t�W�p�V�W�����(�]�p�U�W���D�]���|�W�O�H�W���D�]�����K�R�J�\���F�V�D�N���P�D�J�i�W���D�]��
�D�G�D�W�V�R�U�W�� �N�|�]�H�O�t�W�V�•�N�� �O�L�Q�H�i�U�L�V�� �V�]�D�N�D�V�]�R�N�N�D�O���� �D�]�� �D�E�O�D�N�I�•�J�J�Y�p�Q�\�W (�L�O�O���� �P�H�J�I�H�O�H�O���� �G�H�U�L�Y�i�O�W�M�i�W) 
�Y�L�V�]�R�Q�W���H�J�]�D�N�W�X�O���Y�H�V�V�]�•�N���I�L�J�\�H�O�H�P�E�H. �Ë�J�\���S�p�O�G�i�X�O 

 ± �ê�����:�P�;�S�:�P�;�†�P
�ç�Í

�ç�Ì

N ± �H�ê�����:�P�Ô�; E
�ê�����:�P�Õ�; F �ê�����:�P�Ô�;

�P�ÕF �P�Ô
�:�P F �P�Ô�;�I �S�:�P�;�†�P

�ç�Í

�ç�Ì

�á (37) 

�P�H�O�\�Q�H�N���N�L�V�]�i�P�t�W�i�V�D���S�:�P�; �p�V �P�S�:�P�; �L�Q�W�H�J�U�i�O�M�i�U�D���Y�H�]�H�W�K�H�W�����Y�L�V�V�]�D, amiket egzaktul hat�i��
rozhatunk meg. 

�0�L�Q�G�H�]�H�Q���H�O���N�p�V�]�•�O�H�W�H�N���X�W�i�Q���D�����D���� �i�E�U�i�K�R�]�� �K�D�V�R�Q�O�y���D�G�D�W�V�R�U�R�N���I�H�O�G�R�O�J�R�]�K�D�W�y�Q�D�N���Ei-
zonyulnak. �5�H�R�O�y�J�L�D�L�� �N�R�Q�V�W�D�Q�V�R�N�� �F�p�O�M�i�U�D�� �D�� �I�R�O�\�D�P�D�W�R�N�� �R�O�\�D�Q�� �V�]�D�N�D�V�]�D�L�� �D�� �O�H�J�L�Qformat�t��
�Y�D�E�E�D�N�����D�K�R�O���J�\�R�U�V���Y�i�O�W�R�]�i�V���W�|�U�W�p�Q�L�N�����t�J�\���D���P�i�V�R�G�L�N���G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N�U�D���L�V���P�H�J�E�t�]�K�D�W�y���L�Q�I�R�U�P�i��
�F�L�y�W���N�D�S�X�Q�N�� Demonstr�i�Fi�y�V���F�p�O�E�y�O���P�R�V�W���D�����D�����i�E�U�D���H�O�V�����I�H�O-�O�H�W�H�U�K�H�O�p�V�p�Q�H�N���H�J�\���N�L�V���U�p�V�]�p��
�U�H���L�O�O�H�V�]�W�•�Q�N: �D���I�H�O�W�H�U�K�H�O�p�V���Y�p�J�p�U�H���p�V���D���O�H�W�H�U�K�H�O�p�V���H�O�H�M�p�U�H. �$���W�H�U�K�H�O�p�V�E���O���Y�L�V�V�]�D�W�H�U�K�H�O�p�V�E�H��
�W�|�U�W�p�Q����meredek �Y�i�O�W�i�V�W���N�R�F�N�i�]�D�W�R�V�Q�D�N���W�&�Q�K�H�W���I�H�O�K�D�V�]�Q�i�O�Q�L���� �G�H���L�J�D�]�i�E�y�O���D�]�� �L�O�\�H�Q���H�U���V�H�Q��
�Y�i�O�W�R�]�y�� �V�]�D�N�D�V�]�R�N�� �Q�\�~�M�W�D�Q�D�N�� �D�� �O�H�J�W�|�E�E�� �L�Q�I�R�U�P�i�F�L�y�W�� �D�� �G�H�U�L�Y�i�O�W�D�V�� �W�D�J�R�N�U�y�O���� �D�]�� �L�Q�W�H�J�U�i�O�R�V��
�V�L�P�t�W�i�V���S�H�G�L�J���L�Q�W�H�O�O�L�J�H�Q�V�H�Q���N�H�]�H�O�L���D���Y�D�G�X�O���Y�i�O�W�R�]�y���V�]�D�N�D�V�]�R�N�D�W. 

A �O�H�J�N�L�V�H�E�E���Q�p�J�\�]�H�W�H�V���L�O�O�H�V�]�W�p�V���P�y�G�V�]�H�U�H���K�L�E�D�V�]�i�P�t�W�i�V�W���L�V���E�L�]�W�R�V�t�W�����p�V���D�]���L�O�O�H�V�]�N�H�G�p�V��
�M�y�V�i�J�i�W�� �M�H�O�O�H�P�]�� �4�6 �p�U�W�p�N�� �L�V�� �V�]�i�P�R�O�K�D�W�y���� �G�H�� �P�L�Q�G�H�P�H�O�O�H�W�W�� �D�]�� �D�� �O�H�J�M�R�E�E���� �K�D�� �D�]�� �L�O�O�H�V�]�W�p�V��
�M�y�V�i�J�D���Y�L�]�X�D�O�L�]�i�O�K�D�W�y���L�V��. �(���F�p�O�E�y�O�����D�]���H�J�\�V�]�H�U�& 
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(38) 

�Q�X�P�H�U�L�N�X�V���V�p�P�i�W���P�H�J�R�O�G�Y�D���ê�á
�q�n�f-�U�H�����M�y�V�R�O�W �ê�q�n�f �p�U�W�p�N�H�N�H�W���V�]�i�P�t�W�R�W�W�X�Q�N���D���N�t�V�p�U�O�H�W�L �Ý�q�n�f 

�D�G�D�W�R�N�� �p�V�� �H�J�\�� �N�H�]�G�H�W�L �ê�q�n�f �p�U�W�p�N�� �V�H�J�t�W�V�p�J�p�Y�H�O (�p�V�� �D�� �G�H�Y�L�D�W�R�U�L�N�X�V�� �U�p�V�]�Q�p�O�� �X�J�\�D�Q�t�J�\�� �M�ir-
tunk el). �(�Q�Q�H�N���D�]���H�O���U�H�O�p�S�����V�p�P�i�Q�D�N���H�O���Q�\�H�����K�R�J�\���D�N�N�R�U���L�V���P�H�J�E�t�]�K�D�W�y�D�Q���D�O�N�D�O�P�D�]�Ka-
�W�y�����K�D���D�]���L�O�O�H�V�]�W�H�W�W���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N���Q�p�P�H�O�\�L�N�H���N�L�F�V�L�����Y�D�J�\ a priori nulla. 

A�K�R�J�\���P�i�U���H�P�O�t�W�H�W�W�•�N, a teljes folyamatnak csak egy kicsi �V�]�D�N�D�V�]�i�W���D�Q�D�O�L�]�i�O�M�X�N���L�W�W����
�K�R�J�\���p�O�H�V���K�H�O�\�]�H�W�E�H�Q���O�i�V�V�X�N���p�V���O�i�W�W�D�V�V�X�N���Q�X�P�H�U�L�N�X�V���H�O�M�i�U�i�V�X�Q�N���W�H�O�M�H�V�t�W���N�p�S�H�V�V�p�J�p�W. Har-
�P�L�Q�F�� �D�G�D�W�S�R�Q�W�R�W�� �K�D�V�]�Q�i�O�X�Q�N���� �p�V�� �K�p�W�� �L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�U�D�� �L�Q�W�H�J�U�i�O�X�Q�N. �(�Q�Q�p�O�I�R�J�Y�D�� �P�L�Q�G�H�J�\�L�N��
�L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�� �K�D�W�� �S�R�Q�W�E�y�O�� �i�O�O. (�$�� �V�]�R�P�V�]�p�G�R�V�� �L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�R�N�� �N�|�]�|�W�W�� �N�p�W�� �S�R�Q�W�Q�\�L�� �i�W�I�H�G�p�V��
van.) �1�\�L�O�Y�i�Q�Y�D�O�y�����K�R�J�\���K�D�W���S�R�Q�W���H�J�\���L�Q�W�H�U�Y�D�O�O�X�P�Q�D�N���H�O�p�J���G�X�U�Y�D���G�L�V�]�N�U�H�W�L�]�i�F�L�y�M�i�W���M�H�O�Hn-
�W�L���� �W�H�K�i�W�� �D�� �K�H�O�\�]�H�W�� �Y�D�O�y�E�D�Q�� �H�O�p�J�� �p�O�H�V. �$�]�� �L�O�O�H�V�]�W�p�V�V�H�O�� �N�D�S�R�W�W�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�D�W�� �p�V�� �D�]�� �i�O�W�D�O�X�N��
�M�y�V�R�O�W���I�R�O�\�D�P�D�W�V�]�D�N�D�V�]�W���D�]���D�O�i�E�E�L���W�i�E�O�i�]�D�W�E�D�Q���p�V���i�E�U�i�Q���O�i�W�K�D�W�M�X�N. 
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anyagi 

param�pter 
illesztett 

�p�U�W�p�N 
standard 

hiba 
 anyagi 

�S�D�U�D�P�p�W�H�U 
illesztett 

�p�U�W�p�N 
standard 

hiba 

�ì�b�c�t [s] 0,3600 �“����0659  �ì�q�n�f [s] 0,2329 �“��,0904 

�' �4
�b�c�t [Gpa] 0,8612 �“����0556  �' �4

�q�n�f [Gpa] 4,5708 �“����0392 

�' �5
�b�c�t �>�*�S�D���V�@ 0,4724 �“��,0686  �' �5

�q�n�f �>�*�S�D���V�@ 1,8566 �“����4401 

�' �6
�b�c�t �>�*�S�D���V2] 0,0029 �“����0010  �' �6

�q�n�f �>�*�S�D���V2] 0,0013 �“��,0220 

 

 

  

�G�H�Y�L�D�W�R�U�L�N�X�V���U�p�V�] �J�|�Pb�L���U�p�V�] 

 

 ������ �i�E�U�D. T�i�E�O�i�]�D�W:a�]�� �L�O�O�H�V�]�W�p�V�V�H�O�� �Q�\�H�U�W���U�H�R�O�y�J�L�D�L�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�� �p�V�� �K�L�E�i�L�N���� �*�|r-
�E�p�N���� �D�]�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�� �D�O�D�S�M�i�Q�� �V�]�i�P�R�O�W�� �H�O�P�p�O�H�W�L�� �M�y�V�O�D�W (folytonos vonal) illesz-
�N�H�G�p�V�H�� �D�� �P�p�U�W�� �p�U�W�p�N�H�N�U�H (pontok). �7�i�M�p�N�R�]�W�D�W�i�V�N�p�S�S�H�Q�� �i�E�U�i�]�R�O�i�V�U�D�� �N�H�U�•�O�W�� �D��
�U�H�O�D�W�t�Y���Q�\�~�O�i�V���P�p�U�W���D�G�D�W�V�R�U�D���L�V�����D�O�N�D�O�P�D�V���i�W�V�N�i�O�i�]�i�V�E�D�Q (�•�U�H�V���N�|�U�|k). 

 

�$���N�D�S�R�W�W���U�H�R�O�y�J�L�D�L���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�U�D���V�]�i�P�R�V���W�R�Y�i�E�E�L���H�O�O�H�Q���U�]�p�V���Y�p�J�H�]�K�H�W�����H�O. �(�O���V�]�|�U is 
�P�H�J�Q�\�X�J�W�D�W�y�D�Q���D�]�W���W�D�O�i�O�M�X�N���� �K�R�J�\�� �D (33) termodinamikai �I�H�O�W�p�W�H�O�H�N���Y�D�O�y�E�D�Q���W�H�O�M�H�V�•�O�Q�H�N. 

�0�i�V�R�G�V�]�R�U, a  �' �4
�b�c�t, �' �4

�q�n�f �U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�W�D�Q�L���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N���O�H�K�H�W���Y�p���W�H�V�]�L�N���D Poisson-�W�p�Q�\�H-
�]�����p�V���D Young-modulus �P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�i�V�i�W��(ld. [12]�����)�•�J�J�H�O�p�N). �(�O���E�E�L�U�H���D�]���t�J�\���D�G�y�G�y��0,37 
�p�U�W�p�N �V�]�p�S�H�Q���H�J�\�H�]�L�N���D��0,38 irodalmi adattal. A Young-modulus (1,2 GPa) a tipikus iro-
�G�D�O�P�L�� �p�U�W�p�N�W�D�U�W�R�P�i�Q�\ (1,9 GPa ~ 3,3 GPa) �D�O�i�� �H�V�L�N���� �G�H�� �H�U�U���O�� �D�]�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�U�y�O�� �W�X�G�K�D�W�y����
�K�R�J�\�� �H�U���V�H�Q�� �I�•�J�J�� �D�� �S�i�U�D�W�D�U�W�D�R�P�W�y�O (�H�]�p�U�W�� �R�O�\�D�Q�� �V�]�p�O�H�V�� �D�]�� �L�U�R�G�D�O�P�L�� �p�U�W�p�N�W�D�U�W�R�P�i�Q�\). 
Emellett azt sem szabad elfelejteni, hogy a Young-modulus �V�]�R�N�i�V�R�V���P�p�U�p�V�H���Y�p�J�H�V���I�Hl-
�W�H�U�K�H�O�p�V�L���V�H�E�H�V�V�p�J���P�H�O�O�H�W�W���W�|�U�W�p�Q�L�N�����p�V���D��longitudin�ilis �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�±�Q�\�~�O�i�V-�J�|�U�E�p�W���D���U�H�R�O�y-
�J�L�D���D�O�D�S�R�V�D�Q���E�H�I�R�O�\�i�V�R�O�M�D. �Ë�J�\�� �S�p�O�G�i�X�O���P�i�U���D���O�H�J�H�J�\�V�]�H�U�&�E�E�� �U�H�R�O�y�J�L�D�L���V�]�L�W�X�i�F�L�y�E�D�Q�����H�J�\��
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deviatorikus Kelvin�±Voigt-model�O���p�V���J�|�P�E�L Hooke-model�O���H�V�H�W�p�Q���D�]���H�U�H�G�����H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&��

egyenletben nemcsak �ê���� �p�V �Ý����, �K�D�Q�H�P���H�O�V�����G�H�U�L�Y�i�O�W�M�D�L�N���L�V���V�]�H�U�H�S�H�O�Q�H�N ([12], �)�•�J�J�H�O�p�N). 

�(�� �G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N�� �K�i�Q�\�D�G�R�V�D, �ê�6�������Ý�6���� domin�i�O�M�D�� �D�� �O�R�Q�J�L�W�X�G�L�Q�ilis �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�±�Q�\�~�O�i�V-�J�|�U�E�pt a 
�W�H�U�K�H�O�p�V�� �N�H�]�G�H�W�L�� �V�]�D�N�D�V�]�i�Q�� �p�V���� �Q�H�P�� �W�~�O�� �O�D�V�V�~�� �W�H�U�K�H�O�p�V�H�N�� �H�V�H�W�p�Q���� �D�� �W�R�Y�i�E�E�L�� �U�p�V�]�W�� �L�V�� 

�0�i�V�V�]�y�Y�D�O���� �H�� �G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�L�Q�D�N�� �K�i�Q�\�D�G�R�V�D (szisztematikus �M�H�O�|�O�p�V�V�H�O, �' �5
�������ì�5

����) 
egy dinamikai Young-modulus �V�]�H�U�H�S�p�W�� �M�i�W�V�V�]�D. N�D�P�i�U�P�R�V�W, a fent kapott reol�ygiai 
�H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�N�D�O�� �H�]�� �D dinamikai Young-modulus 1,47 GPa-nak bizonyul, mely 24%-kal 
magasabb a �V�]�W�D�W�L�N�X�V�Q�i�O. �0�H�J�M�H�J�\�H�]�]�•�N, hogy (33) �N�|�Y�H�W�N�H�]�P�p�Q�\�H�N�p�S�S�� �D��dinamikai 
Young-modulus �P�L�Q�G�L�J���Q�D�J�\�R�E�E���D���V�W�D�W�L�N�X�V�Q�i�O [12]. Bonyolultabb reol�ygi�i�N �± mint az itt 
�E�H�P�X�W�D�W�R�W�W���P�&�D�Q�\�D�J�p �± ese�W�pn �P�D�J�D�V�D�E�E�U�H�Q�G�&��dinamikai Young-modulusok (magasabb 
�G�H�U�L�Y�i�O�W�D�N�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�L�Q�D�N�� �K�i�Q�\�D�G�R�V�D�L) is jelen vannak. �$�� �P�i�V�R�G�U�H�Q�G�&��Young-modulus 
�S�p�O�G�i�X�O���D�]���L�W�W���E�H�P�X�W�D�W�R�W�W���H�V�H�W�E�H�Q���P�i�U 1,84 GPa. 

�$���V�]�L�O�i�U�G�W�H�V�W-�U�H�R�O�y�J�L�D���H�J�\�� �i�O�W�D�O�i�Q�R�V�� �I�L�J�\�H�O�P�H�]�W�H�W�p�V�H���� �K�R�J�\�� �D Young-modulus szok�i��
�V�R�V���� �D�� �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�±�Q�\�~�O�i�V-�J�|�U�E�p�E���O�� �V�]�i�U�P�D�]�W�D�W�i�V�D �K�L�E�i�V�D�Q�� �P�D�J�D�V�� �p�U�W�p�N�H�N�U�H�� �Y�H�]�H�W�K�H�W���� �K�D��
�U�H�R�O�y�J�L�i�W��elhanyagoljuk. �)�H�O�K�t�Y�M�X�N�� �D�� �I�L�J�\�H�O�P�H�W���� �K�R�J�\�� �U�H�R�O�y�J�L�i�Y�D�O�� �Q�H�P�F�V�D�N�� �P�&�D�Q�\�D�J�R�N 
[22] �p�V���K�D�V�R�Q�O�y���D�Q�\�D�J�R�N���H�V�H�W�p�Q���W�D�O�i�O�N�R�]�K�D�W�X�Q�N: �t�J�\���S�p�O�G�i�X�O���D���N���]�H�W�H�N��mechani�N�D�L���O�H�t�U�i�V�D��
�V�]�L�Q�W�p�Q���D���W�H�O�M�H�V (34) �U�H�R�O�y�J�L�D�L���P�R�G�H�O�O�S�i�U�W���L�J�p�Q�\�O�L��(ld. [23][24][25]). 

 

6. D�,�6�=�.�8�6�6�=�,�Ï 

 

�$�]�� �L�W�W�� �I�H�O�i�O�O�t�W�R�W�W�� �H�O�P�p�O�H�W�� �H�O�p�J�� �J�D�]�G�D�J�� �K�R�]�]�i���� �K�R�J�\�� �P�H�J�U�D�J�D�G�M�D�� �D�� �V�]�L�O�i�U�G�� �D�Q�\�D�J�R�N�� �U�X�J�Dl-
�P�D�V���� �K���W�i�J�X�O�i�V�L���� �U�H�R�O�y�J�L�D�L���p�V���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �D�V�S�H�N�W�X�V�D�L�W�� �0�L�Q�G�D�]�R�Q�i�O�W�D�O���H�]�H�N���P�L�Q�G�H�J�\�L�N�p�W���D��
�O�H�K�H�W�����O�H�J�H�J�\�V�]�H�U�&�E�E���N�R�Q�N�U�p�W���N�L�Q�H�P�D�W�L�N�D�L���p�V���N�R�Q�V�W�L�W�X�W�t�Y���Y�i�O�D�V�]�W�i�V�R�N���H�V�H�W�p�Q���P�X�W�D�W�W�X�N���E�H����
�K�R�J�\���P�H�J�N�|�Q�Q�\�t�W�V�•�N���D���N�t�V�p�U�O�H�W�L���D�G�D�W�R�N�N�D�O���Y�D�O�y���|�V�V�]�H�Y�H�W�p�V�W. �(�]�H�N���D���Y�i�O�D�V�]�W�i�V�R�N���M�y�O���Y�L�]s-
�J�i�]�W�D�N���D�]���L�W�W���E�H�P�X�W�D�W�R�W�W���P�p�U�p�V�L���D�G�D�W�R�N�N�D�O���Y�D�O�y���|�V�V�]�H�K�D�V�R�Q�O�t�W�i�V���V�R�U�i�Q. �(�Q�Q�H�N���H�O�O�H�Q�p�U�H���D�]��
�H�O�P�p�O�H�W���V�R�N�N�D�O���i�O�W�D�O�i�Q�R�V�D�E�E���I�R�O�\�D�P�D�W�R�N�D�W���p�V���D�Q�\�D�J�L���Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�H�N�H�W���L�V���O�H���W�X�G���t�U�Q�L�����P�L�Q�W���D��
�Q�D�J�\�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V�� �I�R�O�\�D�P�D�W�R�N, anyagi anizotr�ypia, nemline�ir�L�V�� �U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J, kifinomul-
�W�D�E�E�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�L�� �Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�H�N���� �p�V�� �P�L�Q�G�H�]�H�N�� �Q�H�P�N�R�Q�V�W�D�Q�V�� �U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�W�D�Q�L, �K���W�i-
�J�X�O�i�V�L, r�H�R�O�ygiai �p�V���P�i�V���H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�N�D�O. 

A�]�� �H�O�P�p�O�H�W�� �M�|�Y���E�H�Q�� �N�L�Y�L�W�H�O�H�]�K�H�W���� �i�O�W�D�O�i�Q�R�V�t�W�i�V�D�L�W�� �L�O�O�H�W���H�Q�� �H�O���V�]�|�U�� �L�V �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �p�V��
�U�H�R�O�y�J�L�D���Rnsageri �F�V�D�W�R�O�i�V�D���H�P�O�t�W�H�Q�G�����P�H�J. �0�i�V�R�G�V�]�R�U, a nem-Fourier-�K���Y�H�]�H�W�p�V���V�]�L�Q�W�p�Q��
�E�H�L�O�O�H�V�]�W�K�H�W��, �H�J�\�H�V�t�W�Y�H���D���P�H�U�H�Y���K���Y�H�]�H�W���N�U�H���D�O�N�D�O�P�D�]�R�W�W���E�H�O�V�����Y�i�O�W�R�]�y�V���H�O�M�i�U�i�V�W [11] az 
itt bemutatott termomechanikai oldallal. �$�� �W�|�Q�N�U�H�P�H�Q�H�W�H�O�� �X�J�\�D�Q�L�O�\�H�Q�� �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L��
�P�y�G�V�]�H�U�W�D�Q�Q�D�O�� �W�|�U�W�p�Q���� �E�H�Y�H�]�H�W�p�V�H�� �± a [9][10] �H�O���I�X�W�i�U�� �P�X�Q�N�i�N�U�D�� �W�i�P�D�V�]�N�R�G�Y�D�� �± egy 
�W�i�Y�R�O�D�E�E�L�����G�H���V�]�L�Q�W�p�Q���p�V�V�]�H�U�&���M�H�O�|�O�W. 
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�$���N�t�V�p�U�O�H�W�L���R�O�G�D�O�R�Q�����F�p�O�X�Q�N���L�W�W���D�]���Y�R�O�W�����K�R�J�\���S�p�O�G�i�N�D�W���P�X�W�D�V�V�X�Q�N���D�]���H�J�\�H�V���V�]�y�E�D���N�H�U�•��
�O�����M�H�O�H�Q�V�p�J�H�N�U�H. �(�]�H�N���D�]���D�V�S�H�N�W�X�V�R�N�����P�L�Q�W���S�p�O�G�i�X�O���D��Joule�±Thomson-�M�H�O�H�Q�V�p�J �p�V���D��Klui-
tenberg�±�9�H�U�K�i�V-reol�ygia �M�y�� �P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�L�� �H�J�\�H�]�p�V�W�� �P�X�W�D�W�W�D�N�� �D�]�� �H�O�P�p�O�H�W�L�� �Y�i�U�D�N�R�]�i�V�R�N�N�D�O. 
�$���M�|�Y���E�H�Q�����K�D�V�R�Q�O�y�����G�H���Q�D�J�\�R�E�E���S�R�Q�W�R�V�V�i�J�J�D�O���p�V���P�H�J�E�t�]�K�D�W�y�V�i�J�J�D�O���P�H�J�Y�D�O�y�V�t�W�R�W�W���N�t�V�pr-
�O�H�W�H�N�N�H�O���H�J�\���W�H�O�M�H�V���N�Y�D�Q�W�L�W�D�W�t�Y���H�J�\�H�]�p�V���L�V���H�O�p�U�K�H�W�����O�H�K�H�W. �Ë�J�\���S�p�O�G�i�X�O���P�i�U���D���M�H�O�H�Q�O�H�J�L���D�Ga-
�W�R�N�� �O�H�K�H�W���Y�p�� �W�H�V�]�L�N���� �K�R�J�\�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �I�R�O�\�i�V�K�D�W�i�U�W�� �E�H�D�]�R�Q�R�V�t�W�V�X�N 100 MPa �N�|�U�•�O�U�H��(a 
�I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�V�]�L�Q�W�U�H�����D�K�R�O���D��3a�����i�E�U�i�Q���D tranziens �P�H�J�I�L�J�\�H�O�K�H�W�������D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���S�H�G�L�J���H�P�Hl-
�N�H�G�Q�L�� �N�H�]�G�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �G�L�V�V�]�L�S�i�F�L�y�� �P�H�J�L�Q�G�X�O�i�V�D�� �P�L�D�W�W), �p�V�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�� �X�W�i�Q�L�� �p�V��
�H�O���W�W�L�� �P�H�U�H�G�H�N�V�p�J�H�N�� �K�i�Q�\�D�G�R�V�i�E�y�O�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �V�H�E�H�V�V�p�J�L�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�� �p�U�W�p�N�p�U�H�� �D�G�K�D�W�X�Q�N��
�N�|�]�H�O�t�W�����E�H�F�V�O�p�V�W [�Û N �r�á�s�y, ld. (18)], �G�H���H�]�H�N�E���O���D���V�]�H�P�S�R�Q�W�R�N�E�y�O���Q�D�J�\�R�E�E���S�R�Q�W�R�V�V�i�J�U�D��
�Y�D�Q���V�]�•�N�V�p�J�� �+�D���D���N�t�V�p�U�O�H�W�L���H�O�U�H�Q�G�H�]�p�V���N�p�S�H�V���H�O�H�J�H�Q�G���H�Q���J�\�R�U�V��fel- �p�V���O�H�W�H�U�K�H�O�p�V�W���E�L�]�W�R�V�t��
�W�D�Q�L�����P�H�O�\�U�H���D�� �U�H�R�O�y�J�L�D���W�D�Q�X�O�P�i�Q�\�R�]�i�V�D���P�L�D�W�W���Y�D�Q���V�]�•�N�V�p�J������ �P�L�N�|�]�E�H�Q���P�L�Q�G�H�Q���Q�\�~�O�i�V�L����
�H�U��- �p�V���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�D�G�D�W���P�H�J�E�t�]�K�D�W�y�D�Q���p�V���Q�D�J�\���S�R�Q�W�R�V�V�i�J�J�D�O���U�H�Q�G�H�O�N�H�]�p�V�U�H���i�O�O�����D�N�N�R�U���D�]��
�|�V�V�]�H�V�� �D�Q�\�D�J�L�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�� �O�H�L�O�O�H�V�]�W�p�V�H�� �X�W�i�Q�� �D�]�� ��. szakaszban �O�i�W�R�W�W�� �Q�X�P�H�U�L�N�X�V�� �V�p�P�D�� �D�]��
�H�J�p�V�]���L�G���E�H�O�L���I�R�O�\�D�P�D�W�R�W���U�H�S�U�R�G�X�N�i�O�Q�L tudhatja. 

�$�]�� �L�G���I�•�J�J�p�V�H�N�� �M�y�V�O�i�V�i�U�D�� �P�X�W�D�W�R�W�W�� �Q�X�P�H�U�L�N�X�V�� �V�p�P�D�� �P�H�O�O�H�W�W�� �P�y�G�V�]�H�U�W�� �P�X�W�D�W�W�X�Q�N�� �D��
�U�H�R�O�y�J�L�D�L�� �H�J�\�•�W�W�K�D�W�y�N�� �O�H�L�O�O�H�V�]�W�p�V�p�U�H���� �P�H�O�\�� �N�H�Y�p�V�� �D�G�D�W�� �H�V�H�W�p�Q�� �L�V�� �M�y�O�� �Y�L�]�V�J�i�]�R�W�W. Hangs�~��
lyoztuk annak font�R�V�V�i�J�i�W���� �K�R�J�\�� �D�� �N�H�U�H�V�]�W�L�U�i�Q�\�~�� �P�H�J�Q�\�~�O�i�V�� �L�V�� �P�L�Q�G�L�J�� �P�p�U�Y�H�� �O�H�J�\�H�Q����
�P�H�U�W�� �H�]�� �y�U�L�i�V�L�� �P�p�U�W�p�N�E�H�Q�� �P�H�J�N�|�Q�Q�\�t�W�L�� �D�]�� �L�O�O�H�V�]�W�p�V�� �I�H�O�D�G�D�W�i�W�� �P�H�U�W�� �I�H�O�R�V�]�W�M�D�� �D�� �S�U�R�E�O�p�P�i�W��
�N�p�W�� �N�L�V�H�E�E�� �p�V�� �N�|�]�Y�H�W�O�H�Q�H�E�E�•�O�� �H�O�Y�p�J�H�]�K�H�W���� �U�p�V�]�U�H (deviatorikus �p�V �J�|�P�E�L), �P�t�J�� �D�� �Q�\�R�O�F��
�S�D�U�D�P�p�W�H�U�W���Q�H�P�O�L�Q�H�i�U�L�V�D�Q���W�D�U�W�D�O�P�D�]�y���H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&���H�U�H�G�� szitu�i�Fi�y���J�\�D�N�R�U�O�D�W�L�O�D�J���N�H�]�H�O�Ke-
tetlen lehet. 

�$�� �P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L�� �P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�H�N�� �Q�\�R�P�R�Q�� �N�|�Y�H�W�p�V�p�Q�� �I�H�O�•�O�� �p�U�W�p�N�H�V�� �W�R�Y�i�E�E�L�� �L�Q�I�R�U�P�i�F�L�y�W��
�V�]�R�O�J�i�O�W�D�W���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���P�p�U�p�V�H. �$���U�X�J�D�O�P�D�V���� �U�H�R�O�y�J�L�D�L���p�V���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�I�R�U�P�i�N��
�X�J�\�D�Q�L�V���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���L�G���E�H�O�L���D�O�D�N�X�O�i�V�i�Q���L�V���M�y�O���O�i�W�K�D�W�y���Q�\�R�P�R�W���K�D�J�\�Q�D�N. �$���W�H�U�P�L�N�X�V���p�V��
�P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L�� �D�V�S�H�N�W�X�V�R�N�� �|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V�H�� �P�L�D�W�W�� �Y�D�O�y�M�i�E�D�Q�� �F�V�D�N�� �~�J�\�� �Q�\�H�U�K�H�W�•�Q�N�� �]�i�U�W���� �P�Hg-
�R�O�G�K�D�W�y���H�J�\�H�Q�O�H�W�U�H�Q�G�V�]�H�U�W�����K�D���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���L�V���W�H�O�M�H�V���M�R�J�~���W�D�J�N�p�Q�W���Y�D�Q���N�H�]�H�O�Y�H. A termo-
dinamika-�D�O�D�S�~ �P�H�J�N�|�]�H�O�t�W�p�V�� �U�i�Y�L�O�i�J�t�W�� �D�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�� �M�H�O�H�Q�W���V�p�J�p�U�H�� �R�O�\�D�Q�� �I�R�O�\�D�P�D�W�R�N��
�H�V�H�W�p�Q���L�V�����P�H�O�\�H�N���K�D�J�\�R�P�i�Q�\�R�V�D�Q���S�X�V�]�W�i�Q���P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L�Q�D�N���Y�R�O�W�D�N���W�H�N�L�Q�W�Y�H�� 

�$�� �N�t�V�p�U�O�H�W�L�� �D�G�D�W�R�N�� �H�O�H�P�]�p�V�H�� �H�J�\�p�U�W�H�O�P�&�H�Q�� �O�i�W�W�D�W�W�D�� �D�� �U�H�R�O�y�J�L�D�� �M�H�O�H�Q�W���V�p�J�p�W�� �D�� �Y�L�]�V�J�i�O�W��
�P�&�D�Q�\�D�J�� �P�L�Q�W�D�� �H�V�H�W�p�Q���� �G�H�� �K�D�V�R�Q�O�y�� �W�D�S�D�V�]�W�D�O�D�W�R�N�� �L�V�P�H�U�W�H�N�� �M�y�Y�D�O�� �����V�]�L�O�i�U�G�D�E�E�¶�¶�� �D�Q�\�D�J�R�N����
�t�J�\�� �N���]�H�W�H�N���H�V�H�W�p�Q���L�V [23][24][25]. �$�P�L���H�O�V���� �U�i�Q�p�]�p�V�U�H���Q�H�P�O�L�Q�H�i�U�L�V���U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�Q�D�N���W�&��
�Q�L�N�� �H�J�\�� �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�±�P�H�J�Q�\�~�O�i�V-�J�|�U�E�p�Q���� �D�]�� �L�G���E�H�O�L�V�p�J�� �H�O�H�P�]�p�V�H�� �X�W�i�Q�� �N�|�Q�Q�\�H�Q�� �E�L�]�R�Q�\�Xl-
�K�D�W�� �U�H�R�O�y�J�L�i�Q�D�N. Fontos viszont arra is odafigyelni, hogy a k�t�V�p�U�O�H�W�L�� �H�O�U�H�Q�G�H�]�p�V�E�H�Q (a 
�W�H�U�K�H�O�p�V���N�L�Y�L�W�H�O�H�]�p�V�p�E�H�Q���p�V���N�R�Q�W�U�R�O�O�i�O�i�V�i�E�D�Q�����D���P�p�U���H�V�]�N�|�]�|�N���Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�p�E�H�Q���V�W�E��) fell�p��
�S�����N�p�V�O�H�O�W�H�W�p�V�H�N�H�W���Q�H���N�H�Y�H�U�K�H�V�V�•�N���|�V�V�]�H���D���P�L�Q�W�i�Q���E�H�O�•�O�L���U�H�R�O�y�J�L�D�L���N�p�V�O�H�O�W�H�W�p�V�H�N�N�H�O. Nagy 
�N�t�V�p�U�O�H�W�L���J�R�Q�G�R�V�V�i�J�U�D���Y�D�Q���V�]�•�N�V�p�J���± �D���P�H�J�I�H�O�H�O�����H�O�P�p�O�H�W�L���p�U�W�H�O�P�H�]�p�V���P�H�O�O�H�W�W���± �D���V�]�L�O�i�U�G��
�D�Q�\�D�J�R�N�E�D�Q���]�D�M�O�y���U�H�R�O�y�J�L�D���P�H�J�E�t�]�K�D�W�y���N�L�P�X�W�D�W�i�V�i�K�R�]. �$���P�H�J�E�t�]�K�D�W�y���U�H�R�O�y�J�L�D�L���L�Q�I�R�U�P�i��
�F�L�y�N�� �D�O�N�D�O�P�D�]�i�V�L�� �N�|�Y�H�W�N�H�]�P�p�Q�\�H�L�� �P�H�V�V�]�H�Q�\�~�O�y�D�N (�D�O�D�J�X�W�D�N�� �K�R�V�V�]�~�W�i�Y�~�� �Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V�H����
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�V�]�H�U�N�H�]�H�W�L���D�Q�\�D�J�R�N���E�L�]�W�R�Q�V�i�J�L���N�p�U�G�p�V�H�L���V�W�E��). A termikus, ru�J�D�O�P�D�V���p�V���U�H�R�O�y�J�L�D�L���M�H�O�H�Q�V�p��
�J�H�N�� �N�|�]�W�L�� �|�V�V�]�M�i�W�p�N�� �V�]�L�Q�W�p�Q�� �M�H�O�H�Q�W���V���� �$�� �V�]�L�O�i�U�G�� �W�H�V�W�H�N termodinamika-�D�O�D�S�~�� �W�i�U�J�\�D�O�i�V�D��
�P�L�Q�G�H�]�H�Q���M�H�O�H�Q�V�p�J�H�N���O�H�t�U�i�V�i�U�D���P�H�J�E�t�]�K�D�W�y���H�O�P�p�O�H�W�L���N�H�U�H�W�H�W���E�L�]�W�R�V�t�W. 

K�g�6�=�g�1�(�7�0�2�1�'�È�6 

 

�-�H�O�H�Q���P�X�Q�N�i�W���D���%�R�O�\�D�L���-�i�Q�R�V���.�X�W�D�W�i�V�L���|�V�]�W�|�Q�G�t�M�����Y�D�O�D�P�L�Q�W��az OTKA K81161 �S�i�O�\�i��
�]�D�W�D���W�i�P�R�J�D�W�W�D. 

F�h�*�*�(�/�e�. : �$���0�e�5�e�6�(�.���.�,�9�,�7�(�/�(�=�eS�e�5���/ 

 

�$�� �P�p�U�p�V�H�N�� �D�� �J�|�G�|�O�O���L��Me�]���J�D�]�G�D�V�i�J�L G�p�Ses�tt�psi I�Q�W�p�]�H�W�E�H�Q�� �W�|�U�W�p�Q�W�H�N���� �H�J�\��Instron 
5581 univer�]�ilis �D�Q�\�D�J�Y�L�]�V�J�i�O�y���E�H�U�H�Q�G�H�]�p�V�H�Q. �$�]���H�O�U�H�Q�G�H�]�p�V�W���D���������i�E�U�D���P�X�W�D�W�M�D���E�H. 

 

 

 

 

 

�������i�E�U�D�����$���P�p�U�p�V�L���|�V�V�]�H�i�O�O�t�W�i�V�� 

 

�$���P�L�Q�W�i�N�����O�G�������E�����i�E�U�D�����K�R�V�V�]- �p�V���N�H�U�H�V�]�W�L�U�i�Q�\�~���P�p�U�H�W�Y�i�O�W�R�]�i�V�D�L�W��HBM 3/350 XY11 t�t�Su-
�V�~ �Q�\�~�O�i�V�P�p�U�����E�p�O�\�H�J�H�N �P�p�U�W�p�N (�������i�E�U�D). �$���E�p�O�\�H�J�H�N���H�O�O�H�Q�i�O�O�i�V�D R=350 �Ÿ�����D �E�p�O�\�H�J�W�p��
�Q�\�H�]�����p�U�W�p�N�H��k=1,98 (G�s�¨ �����D���J�\�i�U�W�y���V�]�R�O�J�i�O�W�D�W�W�D technika�L���S�D�U�D�P�pterek szerint).  
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�������i�E�U�D�����$���I�H�O�E�p�O�\�H�J�]�H�W�W���P�L�Q�W�D�� 

 

�$�� �S�U�y�E�D�W�H�V�W�U�H�� �I�H�O�E�p�O�\�H�J�]�H�W�W�� �Q�\�~�O�i�V�P�p�U���� �E�p�O�\�H�J�H�N�� �I�p�O�K�t�G�E�D�Q�� �N�H�U�•�O�W�H�N�� �E�H�N�|�W�p�V�U�H���� �R�O�\��
�P�y�G�R�Q�����K�R�J�\���D�]���D�N�W�t�Y���E�p�O�\�H�J���D���S�U�y�E�D�W�H�V�W�U�H���I�H�O�U�D�J�D�V�]�W�R�W�W���E�p�O�\�H�J���Y�R�O�W�����D���K�t�G�i�J���P�i�V�L�N���I�H�O�H��
�S�H�G�L�J���H�J�\���W�H�K�H�U�P�H�Q�W�H�V�t�W�H�W�W���I�p�P�O�H�P�H�]�U�H���N�H�U�•�O�W���I�H�O�E�p�O�\�H�J�]�p�V�U�H�����$���P�p�U�p�V�H�N���V�R�U�i�Q���D���I�p�O�K�t�G���D��
Spider-�����P�p�U���H�U���V�t�W�����6�5-�������Y�L�Y���I�U�H�N�Y�H�Q�F�L�i�V���P�R�G�X�O�M�i�Q�D�N���E�H�P�H�Q�H�W�p�U�H���F�V�D�W�O�D�N�R�]�R�W�W�� 

 �$�� �P�p�U�p�V�H�N�K�H�]�� �H�J�\ ThermaCAM PM695 �W�t�S�X�V�~�� �Y�D�O�y�V�L�G�H�M�&�� �W�H�U�P�R�Namer�i�W�� �K�D�V�]�Q�il-
�W�X�Q�N�����O�G�������E�����i�E�U�D�D�O�i�t�U�i�V��. Emellett egy infra�Y�|�U�|�V �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�p�U�]�p�N�H�O���Y�H�O (�I�R�U�J�D�O�P�D�]�y����
Optrics GmbH, OPTCTLT10FCB3 �W�t�S�X�V) �L�V���J�\�&�M�W�|�W�W�•�Q�N���D�G�D�W�R�N�D�W��   

S�]�D�E�Y�i�Q�\���P�L�Q�W�i�N�D�W���K�D�V�]�Q�i�O�W�X�Q�N�����P�p�U�H�W�H�]�p�V�•�N�H�W���D�]�����E�����i�E�U�D���P�X�W�D�W�M�D. A �P�H�J�P�X�Q�N�i�O�i�V��
�X�W�i�Q���D���P�L�Q�W�i�N�D�W���W�H�K�H�U�P�H�Q�W�H�V�t�W�p�V���F�p�O�M�i�E�y�O���S�L�K�H�Q�W�H�W�W�•�N�����P�D�M�G���D���E�p�O�\�H�J�H�N���I�H�O�U�D�J�D�V�]�W�i�V�D���X�W�i�Q��
�N�D�O�L�E�U�i�O�W�X�N.  
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Ez a tanu�O�P�i�Q�\�� �D��MONTAVID TERMODINAMIKAI K�8�7�$�7�Ï�&�6�2�3�2�5�7 �P�X�Q�N�D�W�i�U�V�D�L�Q�D�N���D�]�� �H�O�P�~�O�W��9 �p�Y�E�H�Q��
�V�]�•�O�H�W�H�W�W [1�±7], az irreverzibilis �W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D���D�O�D�S�H�O�Y�H�L�U�H���p�S�•�O�������D�]���D�Q�\�D�J�W�|�U�Y�p�Q�\�U�H���Y�R�Q�D�W�N�R�]�y���H�U�Hd-
�P�p�Q�\�H�L �H�J�\���U�p�V�]�p�W foglalja �|�V�V�]�H�� �D���O�H�J�I�U�L�V�V�H�E�E���I�H�O�L�V�P�H�U�p�V�H�N���i�O�W�D�O���N�L�H�J�p�V�]�t�W�Y�H�����(�Q�Q�H�N���D���F�L�N�N�Q�H�N���N�p�W���F�p�O�M�D��
�Y�D�Q���� �(�J�\�U�p�V�]�W���� �K�R�J�\�� �H�J�\�H�W�O�H�Q�� �K�H�O�\�H�Q�� �P�H�J�W�D�O�i�O�K�D�W�y�� �O�H�J�\�H�Q�� �P�L�Q�G�H�Q�� �R�O�\�D�Q���� �D�� �N�R�Q�V�W�L�W�~�F�L�y�V�� �H�J�\�H�Q�O�H�W�H�N�U�H��
�Y�R�Q�D�W�N�R�]�y�� �|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V���� �D�P�H�O�\�H�N�U�H�� �D�� �P�p�U�Q�|�N�L�� �D�O�N�D�O�P�D�]�i�V�R�N�Q�i�O�� �p�S�t�W�H�Q�L�� �p�U�G�H�P�H�V. �0�i�V�U�p�V�]�W, mivel az 
ed�G�L�J�L�H�N�E�H�Q���Y�L�]�V�J�i�O�D�W�D�L�Q�N�D�W (a [9] �N�L�Y�p�W�H�O�p�Y�H�O) mindig izotermikus esetre vonatkoztattuk, �P�R�V�W���H�O���V�]�|�U��
�O�p�S�•�Q�N���H�]�H�Q���W�~�O�� Jelen cikkben az eddigi gondolatmenete�W���N�|�Y�H�W�M�•�N, kieg�p�V�]�t�W�Y�H���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�I�•�J�J�p�V�V�H�O�� 
E�P�L�D�W�W���V�]�i�P�R�V���P�D�J�\�D�U�i�]�D�W�R�W���Q�H�P���L�V�P�p�W�Hl�•�Q�N�����Y�L�V�V�]�D�X�W�D�O�X�Q�N���D��[7]-re. 

A termodinamika �P�i�V�R�G�L�N���I���W�p�W�H�Oe �D�]���D�Q�\�D�J���V�W�D�E�L�O�L�W�i�V�i�Q�D�N���H�O�Y�H�����V���H�]���I�H�M�H�]���G�L�N���N�L���D�]���D�Q�\�D�J�W�|�U�Y�p�Qy-
ben. �Ë�J�\��a �M�H�O�H�Q�� �W�D�Q�X�O�P�i�Q�\�� �D�� �P�i�V�R�G�L�N�� �I���W�p�W�H�O�E���O�� �O�H�Y�H�]�H�W�Y�H �t�U�M�D�� �O�H��az izotrop kontinuumok rugalmas�±
�N�p�S�O�p�N�H�Q�\���D�Q�\�D�J�W�|�U�Y�p�Q�\�p�W���P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���p�V���W�H�U�P�L�N�X�V���N�|�O�F�V�|�Q�K�D�W�i�V���H�V�H�W�p�Q�����D���P�&�V�]�D�N�L���J�\�D�N�R�U�O�D�W�E�D�Q���P�Hg-
�H�Q�J�H�G�K�H�W�����H�J�\�V�]�H�U�&�V�t�W�p�V�H�N�N�H�O�� 

 

B�(�9�(�=�(�7�e�6 

 

�-�H�O�H�Q���W�D�Q�X�O�P�i�Q�\�E�D�Q���D�]�R�Q���H�U�H�G�P�p�Q�\�H�N�H�W���I�R�J�O�D�O�M�X�N���|�V�V�]�H�����D�P�H�O�\�H�N���W�H�U�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�i�U�D���p�S�•�O����
kontinuum�P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���N�R�Q�V�W�L�W�X�W�t�Y���H�J�\�H�Q�O�H�W�H�N�U�H��vonatkoznak, �P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���p�V���W�H�U�P�L�N�X�V���N�|�O�F�V�|n-
�K�D�W�i�V�� �H�V�H�W�p�U�H�� A k�R�U�i�E�E�L�D�N�E�D�Q�� �W�L�V�]�W�i�Q�� �P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L�� �K�D�W�i�V�R�N�D�W�� �Y�H�W�W�•�Q�N�� �I�L�J�\�H�O�H�P�E�H���� �Yagyis izo-
termikus [T = T0 = constans] estre �Y�R�Q�D�W�N�R�]�W�D�N���D�]���H�U�H�G�P�p�Q�\�H�N �D�Q�Q�D�N���H�O�O�H�Q�p�U�H�����K�R�J�\���D�]���D�Q�\a-
�J�R�N���P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���L�J�p�Q�\�E�H�Y�p�W�H�O�H���P�L�Q�G�L�J���H�J�\�•�W�W���M�i�U���D�]���D�Q�\�D�J���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�p�Q�H�N���Y�i�O�W�R�]�i�V�i�Y�D�O���� 
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�$���O�H�J�X�W�y�E�E�L���L�G���E�H�Q��C�6�$�7�È�5��ATTILA  �N�t�V�p�U�O�H�W�Hi �G�|�E�E�H�Q�W�H�W�W�H�N���U�i���E�H�Q�Q�•�Q�N�H�W arra, hogy a h����
�P�p�U�V�p�N�O�H�W�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�D�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\ �i�O�O�D�S�R�W�E�D�Q�� �L�J�H�Q�� �M�H�O�H�Q�W���V�� �O�H�K�H�W���� �V�� �H�N�N�R�U�� �P�i�U�� �D�]�� �L�]�R�W�H�U�P�L�N�X�V��

�I�H�O�W�p�W�H�O�H�]�p�V���Q�H�P���H�Q�J�H�G�Ke�W�����P�H�J���� 

A [9]-ben [F�h�/�g�3 �± V �È�1 �± C�6�$�7�È�5, 2013] �L�O�O�X�V�]�W�U�i�Fi-
�y�N�p�Q�W�� �E�Hmutatott �± �H�J�\�H�Q�O�H�W�H�V�� �W�H�U�K�H�O�p�V�Q�|�Y�H�N�H�G�p�Vsel 
�Y�p�J�]�H�W�W�� �± egy�W�H�Q�J�H�O�\�&�� �K�~�]�y�N�t�V�p�U�O�H�W�Q�p�O�� �D�� �S�U�y�E�D�W�H�V�W��kiin-
�G�X�O�i�V�L���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�H������������o�&���Y�R�O�W�����D�P�H�O�\���D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L��
�K�D�W�i�U�L�J�� ����������oC-�U�D�� �F�V�|�N�N�H�Q�W���� �P�D�M�G�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V�� �Vo-
�U�i�Q���L�Q�W�H�Q�]�t�Y�H�Q���Q�|�Y�H�N�H�G�H�W�W�����p�V���D���S�U�y�E�D�W�H�V�W���H�O�V�]�D�N�D�G�i�Vakor 
�P�i�U������������oC lett. ���$�]���H�U�H�G�H�W�L���N�t�V�p�U�O�H�W���Q�p�K�i�Q�\���K���N�D�P�H�U�i�V��
pillanatfelv�p�W�H�O�p�W���D [15] �������i�E�U�i�M�D��mutatja.) 

A 24 oC �± 68 oC �N�|�]�|�W�Wi �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�Q�|�Y�H�N�H�G�p�V min-
d�|�V�V�]�H��7 �P�i�V�R�G�S�H�U�F���D�O�D�W�W���M�i�W�V�]�ydott le. (Figyelembe kell 
venni azt is���� �K�R�J�\�� �D�� �P�p�U�p�V�� �D�� �S�U�y�E�D�W�H�V�W�� �I�H�O�•�O�H�W�p�Q���W�|r�W�p�Q�W����
�W�H�K�i�W�� �Q�H�P�� �W�•�N�U�|�]�L�� �D�� �W�H�V�W�� �E�H�O�V�H�M�p�Q�H�N�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W-
eloszl�i�V�i�W).  

�(�]���D���K�D�W�D�O�P�D�V���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�Y�i�O�W�R�]�i�V���Q�H�P���H�Q�J�H�G�L���P�H�J����
�K�R�J�\���H�O�W�H�N�L�Q�W�K�H�V�V�•�Q�N���H�W�W���O���D���K�D�W�i�V�W�y�O, �P�p�J��akkor sem, ha 

�D�]���D�Q�\�D�J���F�V�D�N���P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L���L�J�p�Q�\�E�H�Y�p�W�H�O�Q�H�N���Y�D�Q���N�L�W�p�Y�H, vagyis nincs sem �K���N�|�]�O�p�V, �V�H�P���K���Hl-
�Y�R�Q�i�V���� 

M�(�*�(�1�*�(�'�+�(�7���1�(�.���9�e�/�7���.�g�=�(�/�Ë�7�e�6�(�. 

 

A�]���H�O�P�~�O�W���p�Y�H�N�E�H�Q���L�J�\�H�N�H�]�W�•�Q�N���D���W�i�U�J�\�D�O�i�V�Q�i�O���D���V�]�&�N�t�W�����p�V���N�R�U�O�i�W�R�]�y���I�H�O�W�p�W�H�O�H�N�H�W���N�L�K�D�J�\�Q�L����
�L�O�O�H�W�Y�H���H�]�H�N�U�H���D�]���i�O�W�D�O�i�Q�R�V���O�H�Ye�]�H�W�p�V���X�W�i�Q���U�i�P�X�W�D�W�Q�L���� 

Ezen �|�V�V�]�H�I�R�J�O�D�O�y�E�D�Q���D�]���i�O�W�D�O�i�Q�R�V�V�i�J�R�W���P�i�U���N�H�]�G�H�W�E�H�Q���V�]�&�N�t�W�M�•�N���D�]�R�Q���N�|�]�H�O�t�W�p�V�H�N���H�O�I�R�Ja-
�G�i�V�i�Y�D�O�����D�P�H�O�\�H�N�H�W���D���P�p�U�Q�|�N�L���J�\�D�N�R�U�O�D�W���± �H�J�\�V�]�H�U�&�V�t�W�ps�U�H���Y�R�Q�D�W�N�R�]�y���± �L�J�p�Q�\�H��megengedhe�W��-
nek tekint. �(�]�H�N���D���N�R�U�O�i�W�R�]�y���I�H�O�W�H�Y�p�V�H�N���D�]���H�O�I�R�J�D�G�K�D�W�y�Q�D�N���Y�p�O�W �O�L�Q�H�D�U�L�]�i�O�i�V�E�y�O���N�|�Y�H�W�N�Hznek. 
 
 1.  K�g�=�(�/�Ë�7�e�6: K �,�6���'�(�)�2�5�0�È�&�,�Ï�.���)�(�/�7�e�7�(�/�(�=�e�6�(. Az [1�±7] �W�D�Q�X�O�P�i�Q�\�R�N�E�D�Q bemutattuk, 
hogy �H�]�� �D�� �I�H�O�W�H�Y�p�V�� �D�� �P�p�U�Q�|�N�L�� �J�\�D�N�R�U�O�D�W�E�D�Q�� �i�O�W�D�O�i�E�D�Q�� �P�H�J�Hn�J�H�G�K�H�W����  �(�E�E���O�� �D�� �G�H�I�R�U�P�i�F�L�y-
�V�H�E�H�V�V�p�J�H�N���|s�V�]�H�D�G�K�D�W�y�V�i�J�D���N�|�Y�H�W�N�H�]�L�N����azaz 
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S TIZDv �D����� �’ �� .                                (1)  

�7�H�K�i�W�� �D�� �N�L�Q�H�W�L�N�X�Venergia-�P�p�U�O�H�J�E�H�Q���� �L�O�O���� �D�� �E�H�O�V��energia-�P�p�U�O�H�J�E�H�Q�� �V�]�H�U�H�S�O���� ��P ���W�p�U�I�R�J�D�W�H�Jy-
�V�p�J�U�H���M�X�W�y�����G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V���W�H�O�M�H�V�t�W�P�p�Q�\ 
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�������i�E�U�D�����(�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&���K�~�]�y�N�t�V�p�U�O�H�W 
(F �± �K�~�]�y�H�U�������H �± �|�V�V�]�H�V�� �G�H�I�R�U�P�i�F�L�y����
�Hel �± �U�X�J�D�O�P�D�V���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y����  �Hpl �± ma-
�U�D�G�y���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�� T �± �K���P�p�U�V�pklet) 
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S TP IZDv �1�1�1�1 �D:��::: ����� �’�{

��

                                     (2) 

�I�R�U�P�i�E�D�Q�� �t�U�K�D�W�y�� �I�H�O��1 ahol �< �D�� �P�i�U�� �P�H�J�L�V�P�H�U�W�� �N�H�W�W���V��HEAVISIDE-�I�p�O�H�� �H�J�\�V�p�J�X�J�U�i�V-�I�•�J�J�Y�p�Q�\����

�D�P�H�O�\�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L�� �K�D�W�i�U�W�� �M�H�O�|�O�L�� �N�L�� �>�U�X�J�D�O�P�D�V�� �W�D�U�W�R�P�i�Q�\�E�D�Q�����< � �� ������ �W�H�K�i�W�� �Q�L�Q�F�V�� �P�D�U�D�G�y��

�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y���� �P�t�J�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �W�D�U�Wo�P�i�Q�\�E�D�Q���< = 1, vagyis a rugalmas mellett megjelenik a 

�P�D�U�D�G�y���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y���L�V�@�����+�D���D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L���K�D�W�i�U���D���W�R�U�]�X�O�i�V�L���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V���P�X�Q�N�D��d
fW  �p�U�W�p�N�p��

�K�H�]���N�|�W�K�H�W�� [2], akkor 

�� �� �� �� �� ��
�°�¯

�°
�®
�

�t�t

����
� �<�˜���<� �<� �<

.0és,ha,1

,0vagy,ha,0
, dd

f
d

dd
f

d
d

H
d
f

d
H

dd

WWW

WWW
WWWWW ��

��
����     (3) 

Az (1) j�H�O�|�O�p�V�H�L�E���O�� �O�i�W�V�]�L�N���� �K�R�J�\�� �P�t�J��D, a �U�X�J�D�O�P�D�V�� �G�H�I�R�U�P�i�O�W�V�i�J�� �p�V��T���D , a �K���W�i�J�X�O�i�V�� �±
�i�O�O�D�S�R�W�M�H�O�O�H�P�]��k ���W�H�O�M�H�V�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�L�i�Ook������ �D�G�G�L�J�� �Q�L�Q�F�V�� �R�O�\�D�Q�� �I�•�J�J�Y�p�Q�\���� �D�P�H�O�\�E���O�� �L�G���� �V�]�H�U�L�Q�W�L��
�G�H�U�L�Y�i�O�i�V�V�D�O�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �V�H�E�H�V�V�p�J �H�O���i�O�O�t�W�K�D�W�y lenne, �W�H�K�i�W�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �G�H�I�R�U�P�i�O�y�G�i�V���i�O�W�D�O�i��
ban �I�R�O�\�D�P�D�W�I�•�J�J���� �± vagyis �Y�i�O�W�R�]�i�V�M�H�O�]��. ���.�L�Y�p�W�H�O�W�� �N�p�S�H�]�� �D�]�� �D�]�� �H�V�H�W���� �D�P�L�N�R�U�� �O�p�W�H�]�L�N�� �N�p�S�O�p��
�N�H�Q�\���S�R�W�H�Q�F�L�i�O�����W�H�K�i�W���D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�H�G�p�V���L�V���W�H�O�M�H�V���G�L�I�I�H�U�H�Q�F�L�i�O�����V���H�N�N�R�U���H�]���L�V���i�O�O�D�S�R�W�M�H�O�O�Hm�]��.) 

 

A �'�(�)�2�5�0�È�&�,�Ï�.�� �e�5�7�(�/�0�(�=�e�6�(. E�J�\�� �P�H�F�K�D�Q�L�N�D�L�� ���p�V/vagy �W�H�U�P�L�N�X�V���� �I�R�O�\�D�P�D�W�� �H�V�H�W�p�Q��le-
gyen t = 0 �D���I�R�O�\�D�P�D�W���N�H�]�G���� �L�G���S�R�Q�W�Ma���� �D�P�L�N�R�U���D�]�� �D�Q�\�D�J���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�H���H�J�\�� �W�H�W�V�]���O�H�J�H�V���S�R�Qt-

ban T0 . Legyen 0�tft  �D�]�� �D�]�� �L�G���S�L�O�O�D�Q�D�W�� �D�P�L�N�R�U�� �D�]�� �D�Q�\�D�J�� �W�H�W�V�]���O�H�J�H�V�� �S�R�Q�W�M�D�� �H�O�p�U�L�� �D�� �N�p�S�O�p��

�N�H�Q�\�V�p�J�L���K�D�W�i�U�W�����Y�D�J�\�L�V���P�H�J�M�H�O�H�Q�L�N���D���P�D�U�D�G�y���D�O�D�N�Y�i�O�W�R�]�i�V����Az (1)-�E���O �L�G�����V�]�H�U�L�Q�W�L �L�Q�W�H�J�U�i�O�issal 
kapjuk a de�I�R�U�P�i�O�y�G�i�V���P�p�U�W�p�N�p�W�� 

�±   a �U�X�J�D�O�P�D�V���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y:  �� �� el

t

t

tdt �0DD � � �³
� 0

�� ,2  

�± a �W�H�U�P�L�N�X�V���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y��  �� ���� �� th

t

t

TtTdtT �0II � ��� �³
� 

0
0

�D�D�� ,2 

�± a �N�p�S�O�p�N�H�Q�\���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y��  �, �,
t

tpl

t

tt

t

tt

t

t

t

t f
ff

f

dtdtdtdt �0ZZZZ � �³� �³ �<���³ �<� �³�<
� � � � 10 00

,3 

�± az �|�V�V�]�H�V���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y��  �� �� t

t

t

t

t

t

Sdt
00

0

:
� � �6

� 

� � �’�³ �0�0v �$ , 

vagyis    
t

tplth
t
t f

�0�0D�0 ����� 
0

,  �L�O�O�H�W�Y�H���U�|�Y�L�G�H�Q����  plthel �0�0�0�0 ����� . 

 

                                                 
1 �$���W�|�P�H�J�H�J�\�V�p�J�U�H���M�X�W�y���~�Q�� �I�D�M�O�D�J�R�V���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V���W�H�O�M�H�V�t�W�P�p�Q�\�����U/Pp � .  
2 �I�•�J�J�H�W�O�H�Q���D�]���D�O�D�N�Y�i�O�W�R�]�i�V�L���~�W�W�y�O�����F�V�D�N���D���N�H�]�G��- �p�V���Y�p�J�S�R�Q�W���I�•�J�J�Y�p�Q�\�H. 
3 �I�•�J�J���D�]���D�O�D�N�Y�i�O�W�R�]�i�V�L���~�W�Y�R�Q�D�O�W�y�O�� 
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�$���N�|�Y�H�W�N�H�]���N�E�H�Q���P�L�Q�G�K�i�U�R�P���|�V�V�]�H�W�H�Y���W���Y�H�J�\�•�N���V�R�U�E�D�Q���Y�L�]�V�J�i�O�D�W���D�O�i�� 

A termikus �Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V��  

2. K�g�=�(�/�Ë�7�e�6: A �7�(�5�0�,�.�8�6�� �9�È�/�7�2�=�È�6�� �,�=OTR�Ï�3�,�È�-�$ �e�6�� �/�,�1�(�$�5I�7�È�6�$. Mivel ekkor a h���W�i-
gu�O�i�V���F�V�X�S�i�Q���D���W�p�U�I�R�J�D�W�Y�i�O�W�R�]�i�V���I�•�J�J�Y�p�Q�\�H�����H�]�p�U�W az 

                  IT���D       (4) 

�P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�� �D�� �J�p�S�p��
szeti- �p�V�� �P�p�O�\�p�S�t�W�p��
si gyakorlatban leg-
in�N�i�E�E�� �V�]�R�N�i�V�R�V��
40oC�±200o�&�� �N�|�]�|�W�W��
�Q�D�J�\�R�Q�� �M�y�� �N�|�]�H�O�t��
�W�p�V�V�H�O�� �i�O�O�D�Q�G�y�Q�D�N��

�W�H�N�L�Q�W�K�H�W���� ahol �D a 
�W�p�U�I�R�J�D�W�L�� �K���W�i�J�X�O�i�V�L��
t�p�Q�\�H�]��.  

Az ������ �i�E�U�D��leg-
�D�O�V�y���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�L���G�L�D�J�U�D�P�M�D, amelyet a �������i�E�U�D���U�p�V�]�O�H�W�H�], �N�p�W���U�p�V�]�E���O���W�H�Y���G�L�N���|�V�V�]�H���� 

(a) �± �D���W�p�U�I�R�J�D�W�Y�i�O�W�R�]�i�V�E�y�O a�G�y�G�y���O�H�K�&�O�p�V�E���O�� �Y�����P�H�O�H�J�H�G�p�V�E���O��  
(b) �± �D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\���Y�i�O�W�R�]�i�V���R�N�R�]�W�D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W-�Q�|�Y�Hke�G�p�V�E���O ���P�L�Q�G�H�Q���H�V�H�W�E�H�Q���P�H�O�H�J�H�G�ps-

�E���O�����D�N�i�U���K�~�]�i�V�U�y�O���D�N�i�U nyo�P�i�V�U�y�O���Y�D�Q���V�]�y��. �/�i�W�K�D�W�y�����K�R�J�\ az �D-�E�y�O���D�G�y�G�y���K���W�i�J�X�O�i�V (�D  10-5 

�«���� -6 1/K �Q�D�J�\�V�i�J�U�H�Q�Gje miatt) a rugalmas t�D�U�W�R�P�i�Q�\�E�D�Q �i�O�W�D�O�i�E�D�Q �H�O�K�D�Q�\�D�J�R�O�K�D�W�y. E�]�p�U�W 
�I�L�J�\�H�O�H�P�E�H�� �Y�p�W�H�O�p�U�H�� �F�V�D�N a �N�p�S�O�p�N�H�Qy �]�y�Q�i�E�D�Q�� �Y�D�Q�� �V�]�•�N�V�p�J���� �D�K�R�O�� �M�H�O�Hn�W���V�� �D�� �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W-
�Q�|�Y�H�N�H�G�p�V���� 

A �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W-�Q�|�Y�H�N�H�G�p�V�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �i�O�O�D�S�R�W�E�D�Q �R�O�\�D�Q�� �P�D�U�N�i�Q�V���� �K�R�J�\�� �I�H�O�K�D�V�]�Q�i�O�K�D�W�y�� �D��
�P�D�U�D�G�y�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�� �P�H�J�M�H�O�H�Q�p�V�p�Q�H�N ���D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L�� �K�D�W�i�U���� �P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�i�V�i�K�R�]���� �(�]�L�G�i�L�J�� �D��
�I�R�O�\�i�V�K�D�W�i�U���P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�i�V�D��mindig �D���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y �P�p�U�p�V�H �D�O�D�S�M�i�Q���W�|�U�W�p�Q�W���O�D�E�R�U�D�W�y�U�L�X�P�L���N�t�V�p�U�Oe-
�W�H�N�E���O�������0�L�Y�H�O���P�p�U�Q�L���F�V�D�N���D�]���|�V�V�]�H�V���Y�i�O�W�R�]�i�V�W���W�X�G�M�X�N�����H�]�p�U�W��az eddigi �N�t�V�p�U�O�H�W�H�N���Vo�U�i�Q mindig 
�V�]�•�N�V�p�J���Y�R�O�W���W�H�K�H�U�P�H�Q�W�H�V�t�W�p�V�U�H�����K�R�J�\���P�H�J�i�O�O�D�S�t�W�K�D�V�V�X�N�����K�R�J�\���D�]���|�V�V�]�G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�E�y�O���P�H�Q�Q�\�L���D��
�P�D�U�D�G�y�� �0�R�V�W���P�i�U���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�P�p�U�p�V�E���O is meg�K�D�W�i�U�R�]�K�D�W�M�X�N���D���I�R�O�\�i�V�K�D�W�i�U���p�U�W�p�N�p�W���D�N�N�R�U���L�V����
�K�D���D���N�t�V�p�U�O�H�W �V�R�U�i�Q���Q�L�Q�F�V���W�H�K�H�U�P�H�Q�W�H�V�t�W�p�V�����Y�D�J�\is ha a �Y�L�]�V�J�i�O�D�W�R�W �D���W�|�Q�N�U�H�P�H�Q�H�W�H�O�L�J���Y�p�J�Hz�]�•�N. 

�$���U�X�J�D�O�P�D�V���Y�L�V�H�O�N�H�G�p�V��  

3. K�g�=�(�/�Ë�7�e�6: A �5�8�*�$�/�0�$�6���9�,�6�(�/�.�(�'�e�6��IZOTR�Ï�3�,�È�-�$ �e�6 �/�,�1�(�$�5�,�7�È�6�$. �,�V�P�H�U�W���p�V���i�O�W�D�O�i�Qo-
san (CAYLEY �±HAMILTON -�W�p�W�H�O) �E�L�]�R�Q�\�t�W�R�W�W�����K�R�J�\���D���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�W�H�Q�]�R�U���p�V��a �U�X�J�D�O�P�D�V���G�H�I�R�U�P�i�Ots�i�J 
�W�H�Q�]�R�U�D���N�|�]�|�W�W���D���N�D�S�F�V�R�O�D�W���N�Y�D�G�U�D�W�L�N�X�V�����(�K�H�O�\�H�W�W���P�H�J�H�Q�J�H�G�M�•�N���D���O�L�Q�H�i�U�L�V���I�R�U�P�i�W�����D�P�H�O�\��a gya-
korlatban �P�D�[�L�P�i�O�L�V�D�Q�� �������±1 �V�]�i�]�D�O�p�N�R�V �K�L�E�i�W��okoz. �(�]�� �D�� �O�L�Q�H�i�U�L�V�� �|�V�V�]�H�I�•�J�J�p�V�� ���+�R�R�N�H-
�W�|�U�Y�p�Q�\��: 

dd GD�1 2�  �p�V�� oo 3 D�1 K� , azaz  �� �� oo 23232 DDDD�1 GKGKG d ����� ��� ,     (5) 

ahol a G �p�V��K  �D�Q�\�D�J�i�O�O�D�Q�G�y�N��csak a T �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���I�•�J�J�Y�p�Q�\�H�L�����p�V 
 .0,0 �t�t KG  

rugalmas 
�]�y�Q�D 

�N�p�S�O�p�N�H�Q�\ 
�]�y�Q�D 

T 

(a) 

(b) 

�.�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L���K�D�W�i�U 

rugalmas 
�]�y�Q�D 

�N�p�S�O�p�N�H�Q�\ 
�]�y�Q�D 

T 

(a) 

(b) 

t 

�7�|�U�p�V�L���K�D�W�i�U �.�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L���K�D�W�i�U �7�|�U�p�V�L���K�D�W�i�U 
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�$���P�p�U�Q�|�N�L���O�p�W�H�V�t�W�P�p�Q�\�H�N���W�H�U�Y�H�]�p�V�p�Q�p�O���V�]�•�N�V�p�J�•�Q�N���Y�D�Q az anyag �U �W�|�P�H�J�V�&�U�&�V�p�J�p�Q���N�t�Y�•�O��a 

�D�� �U�X�J�D�O�P�D�V�� �p�V�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�� �D�Q�\�D�J�i�O�O�D�Q�G�y�N���� �Y�D�O�D�P�L�Q�W�� �D�� �N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L�� �p�V�� �W�|�U�p�V�L�� �K�D�W�i�U�� �L�V�P�H�U�H�W�p�U�H����
�D�P�H�O�\�H�N�H�W���O�H�J�W�|�E�E�V�]�|�U���W�|�U�p�V�L�J���Y�p�J�]�H�W�W���H�J�\�W�H�Q�J�H�O�\�&���O�D�E�R�U�N�t�V�p�U�O�H�W�E���O���K�D�W�i�U�R�]�X�Q�N���P�H�J: 

(a)  �U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�L���D�Q�\�D�J�i�O�O�D�Q�G�y�N:  

 G  �± �D���F�V�~�V�]�W�D�W�y���U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�L���P�R�G�X�O�X�V��  K �± �D���W�p�U�I�R�J�D�W�L �U�X�J�D�O�P�D�V�V�i�J�L���P�R�G�X�O�X�V��  
 �W  �± �D���U�H�O�D�[�i�F�L�y�V���L�G�� (deviatorikus),  �W o  �± �D���W�p�U�I�R�J�D�W�L���U�H�O�D�[�i�F�L�y�V���L�G���� 
 �K  �± �D���Y�L�V�]�N�R�]�L�W�i�V�L���W�p�Q�\�H�]������ Kv �± �D���W�p�U�I�R�J�D�W�L���Y�L�V�]�N�R�]�L�W�i�V�L���W�p�Q�\�H�]���� 
  �T   �± �D���W�H�K�H�W�H�W�O�H�Q�V�p�J�L���W�p�Q�\�H�]������ �T o  �± �D���W�p�U�I�R�J�D�W�L���W�H�K�H�W�H�W�O�H�Q�V�p�J�L���W�p�Q�\�H�]��,  

(b)  �D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L���K�D�W�i�U: 

       d
fW �± �N�p�S�O�p�N�H�Q�\���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�N���P�H�J�M�H�O�H�Q�p�V�p�K�H�]���N�D�S�F�V�R�O�K�D�W�y �W�R�U�]�X�O�i�V�L���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V���P�X�Q�N�D, 

(c)  �D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L���F�V�~�V�]�W�D�W�y���P�R�G�X�O�X�V:   

   Gpl �± �D���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L���P�R�G�X�O�X�V,  �Kpl = �K + 2Gpl�W   �N�p�S�O�p�N�H�Q�\���Y�L�V�]�N�R�]�L�W�i�V�L���W�p�Q�\e�]���� 

(d)  �D���W�|�Q�N�U�H�P�H�Q�H�W�H�O�L���K�D�W�i�U: 

   d
tL �±  �D���W�|�U�p�V�K�H�]���N�D�S�F�V�R�O�K�D�W�y �W�R�U�]�X�O�i�V�L���G�H�I�R�U�P�i�F�L�y�V���P�X�Q�N�D.  

1.  �$���N�t�V�p�U�O�H�W�Q�p�O �N�|�]�Y�H�W�O�H�Q�•�O���D��0/ ll�'  �K�R�V�V�]�L�U�i�Q�\�~���L�O�O����0/dd�'  �N�H�U�H�V�]�W�L�U�i�Q�\�~���Q�\�~�O�i�V�W�����D�]��F terhe-
�O�p�V�W���p�V���D���S�U�y�E�D�W�H�V�W���S�D�O�i�V�W�M�i�Q�D�N��T  �K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�p�W���P�p�U�M�•�N���D�]���L�G�����I�•�J�J�Y�p�Q�\�p�E�H�Q�� 

2.  �(�]�H�Q�� �D�G�D�W�R�N�� �L�V�P�H�U�H�W�p�E�H�Q�� �V�]�i�P�t�W�i�V�V�D�O�� �H�O���i�O�O�t�W�M�X�N�� �D�]��||�H  �K�R�V�V�]�L�U�i�Q�\�~�� �L�O�O�����A�H  �N�H�U�H�V�]�W�L�U�i�Q�\�~��

�G�H�I�R�U�P�i�O�W�V�i�J�R�W���p�V���D��||�V  hossz�L�U�i�Q�\�~���I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�H�W���D�]���L�G�����I�•�J�J�Y�p�Q�\�p�E�H�Q. 

3.  Az ||�H , �A�H  �p�V��||�V  �L�V�P�H�U�H�W�p�E�H�Q �P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�]�X�N�� �D�� �G�H�Y�L�D�W�R�U�L�N�X�V�� �p�V�� �J�|�P�E�L�� �N�R�P�S�R�Q�H�Q�V�H�N�H�W�� �D�]��
�L�G�����I�•�J�J�Y�p�Q�\�p�E�H�Q�� 

4.  �(�U�U�H���L�O�O�H�V�]�W�Y�H���S�O�����D���O�H�J�N�L�V�H�E�E���Q�p�J�\�]�H�W�H�N���P�y�G�V�]�H�U�p�Y�H�O���V�]�i�P�R�O�M�X�N���N�L���D�]���D�Q�\�D�J�i�O�O�D�Q�G�y�N���p�U�W�p�N�p�W�� 

5.  �$���N�p�S�O�p�N�H�Q�\�V�p�J�L���K�D�W�i�U�W���D���K���P�p�U�V�p�N�O�H�W���M�H�O�H�Q�W���V�H�E�E���P�H�J�Q�|�Y�H�N�H�G�p�V�p�K�H�]���N�D�S�F�V�R�O�M�X�N�����D�K�R�O���Xg-
�U�i�V���M�H�O�H�Q�W�N�H�]�L�N���D��dtdT/  �p�U�W�p�N�p�E�H�Q). Ezt a �K���P�p�U�V�p�N�O�H�Wet Tf �±fel�����D�]���L�G���W���S�H�G�L�J��tf -fel �M�H�O�|�O�M�•�N����
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s �U�|�J�]�t�W�M�•�N �D�� �K�R�]�]�i �W�D�U�W�R�]�y�� �I�H�V�]�•�O�W�V�p�J�� �>d
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A Volterra-elv egy olyan módszer, mellyel egy lineáris reológiai anyagtörvény�u szilárd kö-

zeg mechanikai folyamatát egy egyszer�ubb feladat: a megfelel�o Hooke-rugalmasságtani probléma

megoldásából származtathatjuk. A Volterra-elv sajnos korlátozott érvényességi kör�u, például id�o-

függ�o peremfeltételek esetén – így például egy alagútnyitás okozta reológiaiid�ofüggés meghatáro-

zására – nem alkalmazható. Ad azonban egy ötletet : a Hooke-állandók id�ofügg�ové tételét, mellyel

bizonyos id�ofügg�o peremfeltétel�u reológiai problémák megoldhatóak, amint azt itt két alagútnyi-

tási példán bemutatjuk. A módszer általánosításával a jöv�oben remélhet�oleg bonyolultabb, csak

numerikusan kezelhet�o Hooke-feladatok reológiai kiterjesztései is megoldhatók lesznek – e törek-

vésünkhöz a motivációt Marta Dole�alová munkássága adta.

1. A CÉLKIT �UZÉS MEGFOGALMAZÁSA

Tekintsünk egy homogén, izotrop Hooke-rugalmas közeget, azaz melyben bármelyr
helyen a������ feszültségtenzor és az"""""" deformációtenzor között

������ dev = E dev""""""dev; ������ sph = E sph"""""" sph; Edev = 2G; E sph = 3K (1)

alakú anyagtörvény – konstitúciós összefüggés – teljesül,aholdev éssph a tenzorok devia-
torikus (nyom nélküli) és gömbi (az1 egységtenzorral arányos) részét jelölik :

" sph =
1
3

(tr """""" ); """""" sph = " sph1; """"""dev = """""" � """""" sph: (2)

Ha ezt kiegészítjük a mechanikai mozgásegyenlet er�oegyensúlyi közelítésével és a defor-
mációtenzor „duplaörvény-mentességével” :

������ �
 

r = 0;
!

r � """""" �
 

r = 0; (3)
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továbbá a közeg által kitöltött tartomány peremére kirótt megfelel�o peremfeltételekkel –
alábbi példáinkban: a feszültség normálirányú komponensének el�oírt értékével –, akkor a
probléma megoldása létezik és egyértelm�u.

Ez a megoldás létezik és egyértelm�u, de nem feltétlenül könny�u megkapni ezt a bi-
zonyos megoldást. Ugyan lineáris egyenletrendszerrel vandolgunk, de míg (1)-ben a ten-
zorok deviatorikus része közötti kapcsolat eltér a gömbi részek közöttit�ol (E dev 6= E sph

esetén), addig a (10)-beli mindkét egyenlet a deviatorikusés gömbi komponens összecsa-
toltjára, összegére ró ki feltételt – a peremfeltételek pedig szintén. Ennek megfelel�oen a
feladat jóval komplikáltabb, mint egy egyszer�u potenciálfeladat.

Ezért amikor egy ilyen szituáció reológiai általánosításával találkozunk, ahol az id�o-
beliség is bejön a képbe, ésszer�u törekvés, hogy a feladat térbeli bonyolultságával ne kell-
jen foglalkozni : próbáljunk meg a megfelel�o rugalmasságtani megoldásra támaszkodni.
Hogyan néz ki egy (lineáris) reológiai általánosítás: (1) helyett

Sdev������ dev = Edev""""""dev; Ssph������ sph = Esph"""""" sph (4)

áll el�ottünk, aholSdev, Ssph, Edev ésEsph a @
@t id�oderiváló operátor polinomjai : az elméle-

tileg és kísérletileg egyaránt kitüntetett [1, 2, 3] Kluitenberg–Verhás-modellcsalád esetén
például

Sdev = 1 + � dev @
@t

; Edev = E dev + Ê dev @
@t

+ ^̂E dev

�
@
@t

� 2

; (5)

Ssph = 1 + � sph @
@t

; Esph = E sph+ Ê sph @
@t

+ ^̂E sph

�
@
@t

� 2

; (6)

melyben az együtthatók további anyagi paraméterek. A peremfeltételek mellett pedig már
kezdeti feltételekre is szükség van.

Láthatóan itt a deviatorikus és a gömbi rész még sokkal függetlenebbül akar alakulni,
jóval nehezebb biztosítani, hogy továbbra is minden id�opillanatban teljesítse az összegük
a (10) feltételeket, továbbá a peremfeltételeket is. Ezértnagy érték�u tehát, ha Hooke-
rugalmasságtani információkra támaszkodva nem kell a térbeli feltételekkel bajlódnunk,
hanem koncentrálhatunk az id�ofüggés behozta bonyodalmakra.

Egy ilyen lehet�oséget nyújt a Volterra-elv [4, 5, 6], mely szerint a reológiai megoldás
megkapható úgy, hogy a Hooke-rugalmas megoldásban azE dev, E sph állandókat azSdev,
Ssph, Edev, Esph-ból képzett megfelel�o operátorokkal helyettesítjük, és a kapott id�obeli dif-
ferenciálegyenleteket megoldjuk. Sajnos a Volterra-elv nem tétel, azaz nem ismeretesek
pontos matematikai szinten, hogy ez az út mikor járható és mikor nem. Az elvégzend�o
számítás módja is felvet matematikai kérdéseket. Emelletttöbb szerz�o is felhívja a �gyel-
met, hogy az elv id�ofügg�o peremfeltételek esetén nem alkalmazható [5, 6].

68



Alagútreológiai feladatok megoldásához tehát például nemhasználható, ahol az üreg-
nyitás – mint megkerülhetetlenül id�ofügg�o, s�ot többnyire igencsak rövid id�oskálán változó
peremfeltétel – indítja el a közeg id�obeli folyamatát (mely aztán hónapokig-évekig tartó
mozgást jelent).

Azonban ha közvetlenül nem is alkalmazhatjuk a Volterra-elvet ilyen helyzetekben,
a benne rejl�o mélyebb gondolatot – hogy próbáljunk támaszkodni a térbeli feltételek-
re ismert megoldásra – más módon is kiaknázhatjuk. Ebben az alternatív változatban a
Hooke-állandókat nem operátorokkal, hanem id�ofügg�o függvényekkel helyettesítenénk.
Mintha az anyag rugalmasságtani állandói id�ofügg�ové válnának. Ekkor minden pillanat-
ban kielégítettük a térbeli feltételeket – egy épp aktuálisE dev(t), E sph(t) értékpárral –, így
csak az ezekre generálódó id�obeli differenciálegyenleteket kell megoldani.

Közelebbr�ol megnézve, a térbeli feltételek egy része������ -ra vonatkozik (ilyen a moz-
gásegyenlet és a feszültségperem – a továbbiakban ilyen peremfeltételekre fogunk szorít-
kozni), másik része""""""-ra (a duplaörvény-mentesség). Így a térbeli feltételrendszer úgy is
teljesíthet�o, ha megengedjük, hogy a feszültség rugalmasságtani megoldásába tettE dev

� (t),
E sph

� (t) pár eltérhet a deformáció megoldásába tettE dev
" (t), E sph

" (t) pártól. Ha ez a négy
szabad függvény nem lenne elegend�o a (4) jelentette feltételek kielégítésére, akkor több
ilyen feszültség-megoldás szuperpozíciójaként is kereshetjük a megoldást, különböz�o
E dev

� (t), E sph
� (t) párokkal, és a deformáció ugyanígy kereshet�o szuperpozícióként. Az itt

vizsgált egyszer�ubb geometriájú konkrét esetekben erre nem lesz szükség, viszont bonyo-
lultabb helyzeteket a jöv�oben majd ilyen megoldáskombinációk formájában szeretnénk
megpróbálni tárgyalni.

2. HOMOGÉN, IZOTROP FESZÜLTSÉGMEZ�OBEN NYITOTT ALAGÚT

Az „id �ofügg�o állandók” ötletének m�uködését el�oször egy olyan egyszer�u ese-
ten mutatjuk meg, melyre a megoldás más úton már ismert [8, 9]. Egy vég-
telen, hengerszer�u alagút nyitását tekintjük izotrop (csak gömbi részt tartalma-
zó), helyfüggetlen feszültségmez�oben. A nyitást úgy modellezzük, hogy a henger-
palást mentén el�oírt peremfeltételt, a normális feszültségkomponenst egyid�ofügg�o

szorzó révén egy[t1; t2] id�ointervallum során fokozatosan nul-
lává tesszük. At < t 1 id�okre a kiinduló, ún. primer fe-
szültségmez�o uralkodik: a hengerhez illeszked�o r; '; z henger-
koordinátarendszerben egyetlen komponens értékével az egész
feszültség – és így az egész deformáció – jellemezhet�o:

A
AA

'

r

R�
��	

z

.

"!

# 

������ (t < t 1) = ������� = ������� sph = �� rr 1; """""" (t < t 1) = �"""""" = �"""""" sph =
1

E sph
������� sph: (7)
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A megnyitott (t > t 2), R sugarú alagút esetén két peremfeltétel van jelen:

� rr (R; '; z ) = 0 ; lim
r !1

������ (r; '; z ) = ������� (8)

(utóbbi egy aszimptotikus feltétel). A nyitás során� rr (R; '; z ) -t csökkentenénk le�� rr -r�ol
nullára.

Az itt bemutatandó módszerhez olyan id�ofügg�o peremfeltételek lesznek szükségesek,
ahol minden peremfeltétel ugyanazzal a� (t) id�ofügg�o függvénnyel kell átskálázódjon.
Ha a helyzet nem ilyen, mint jelen példánkban (mert a végtelenbeli feltétel id�ofüggetlen
marad), akkor a problémát szétszedjük ilyenek összegére. Esetünkben ez egyszer�uen a
primer mez�o levonásával érhet�o el, ezért a továbbiakban a

�̂����� := ������ � ������� ; "̂""""" := """""" � �"""""" (9)

ún. kiegészít�o mez�okre átfogalmazott

�̂����� �
 

r = 0;
!

r � "̂""""" �
 

r = 0; �̂ rr (R; '; z ) = � �� rr ; lim
r !1

�̂����� (r; '; z ) = 0 (10)

Hooke-rugalmasságtani feladat lesz a kiindulópontunk, melynek ismert megoldása [9, 8]

�̂����� (r ) = �̂����� dev(r ) = �� rr

0

@
� R2

r 2

R2

r 2

0

1

A =: �̂����� 1(r ); "̂""""" (r ) = "̂"""""dev(r ) =
1

E dev
�̂����� 1(r )

(11)

(az elmozdulásmez�onek nevezett mennyiséggel nem lesz szükséges foglalkoznunk). Az
alábbiak szempontjából két fontos tulajdonságot �gyeljünk itt meg: hogy a feszültség
tisztán deviatorikus, és hogy független a rugalmasságtaniállandóktól. Dimenziós alapon
annyit tudhattunk számolás nélkül, hogy mivel a peremfeltétel feszültséget ír el�o, a meg-
oldás ezzel arányos kell legyen, következésképp csak a dimenziótlan

� :=
E dev

E sph
(12)

kombinációtól [avagy a� = (1 � � )=(2 + � ) Poisson-tényez�ot�ol] függhet. Történetesen
az eredmény ennél speciálisabbnak bizonyul :� -függetlennek.

Az alagútnyitást a már mondottak alapján a

�̂ rr (t; R; '; z ) = � (t) � [� �� rr ] (13)

módon modellezzük, ahol� (t)-r�ol elég annyit megkötnünk, hogy

- t

� (t )
6

t1 t2

1

� (t) :=

8
<

:

0; ha t � t1;
1; ha t � t2;

közben sima.
(14)
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Az ehhez tartozó – továbbra is rugalmasságtani – megoldás

�̂����� el(t; r ) = �̂����� dev
el (t; r ) = � (t) � �̂����� 1(r ); "̂"""""el(t; r ) = "̂"""""dev

el (t; r ) =
� (t)
E dev

� �̂����� 1(r ): (15)

Ezzel el�okészítettük a terepet az „id�ofügg�o állandók” módszeréhez egy (4) reo-
lógiai közeg tárgyalásához: a (15) megoldásban egyedül el�oforduló E dev Hooke-
rugalmasságtani együttható helyére helyettesítünk egy ismeretlen id�ofügg�o függvényt:

�̂����� reol(t; r ) = �̂����� dev
reol(t; r ) = � (t) � �̂����� 1(r ); "̂""""" reol(t; r ) = "̂"""""dev

reol(t; r ) =
� (t)

E dev
" (t)

� �̂����� 1(r ):

(16)

Egy ilyen megoldás minden pillanatban kielégíti a térbeli feltételeket, hiszen minden pil-
lanatban egy Hooke-rugalmasságtani probléma megoldása: azegyetlen tennivalónk (4)
kirovása.

Esetünkben ez is egyszer�u: a gömbi egyenlet triviálisan teljesül, egyedül az

Sdev� = Edev�; � (t) :=
� (t)

E dev
" (t)

(17)

egyenlet oldandó meg, olyan kezdeti feltételekkel, s�ot, el�oélettel, hogy� (t < t 1) = 0
(üregnyitás el�ott a kiegészít�o feszültség és deformáció nulla). Ennek az egyenletnek egy-
értelm�u megoldása van, tehát készen vagyunk. Az eredménytösszehasonlíthatjuk az is-
mert, más úton nyert megoldással [8, 9], és megnyugtató egyezést találunk.

3. HOMOGÉN, ANIZOTROP FESZÜLTSÉGMEZ�OBEN NYITOTT ALAGÚT

A második, bonyolultabb példánk az el�oz�o általánosítása: tetsz�oleges – de továbbra is
helyfüggetlen –������� primer mez�oben nyitunk hengerszer�u üreget. A nyitás utáni kiegészít�o
mez�ok Hooke-rugalmas esetben [7]1 :

�̂����� (r ) = c(� )�̂����� 1(r ) + �̂����� 2(r ); c(� ) =
1 � �
2 + �

; �̂����� 1(r ) =

0

@
0

0
� 4

�
R
r

� 2
�� � (' )

1

A ;

(18)
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(19)

1 Megoldásukat ellen�oriztük és néhány kisebb sajtóhibát kijavítottunk.
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a ������� primer feszültségmez�ovel kapcsolatos

�� + =
1
2

�
�� xx + �� yy

�
; �� � (' ) =

1
2

�
�� xx � �� yy

�
cos(2' ) + �� xy sin(2' ); (20)

�� r' (' ) = �
1
2

�
�� xx � �� yy

�
sin(2' ) + �� xy cos(2' ); (21)

�� rz (' ) = �� xz cos' + �� yz sin'; �� 'z (' ) = � �� xz sin' + �� yz cos'; (22)

segédjelölésekkel, és

"̂""""" =
1

E sph

�
c(� )

�
�̂����� dev

1 +
1
�

�̂����� dev
2 + c(� )�̂����� sph

1 + �̂����� sph
2

�

=
1

E sph

�
c(� )

�
�̂����� dev

1 +
1
�

�̂����� dev
2 + [ c(� ) + 1] �̂����� sph

1

�
; (23)

ahol felhasználtuk azt az észrevételt is, hogy�̂����� sph
1 = �̂����� sph

2 : Értelemszer�uen a hengerpalást
menti peremfeltétel itt is a primer mez�o rr -komponensének ellentettjével való egyenl�o-
ség.

Az üregnyitást is az el�oz�o esethez hasonlóan egy� (t) szorzóval modellezzük, és ek-
kor ez a szorzó kerül rá a fenti feszültség- és deformáció-megoldásra, ugyanúgy, ahogy
az el�obb (11)-b�ol (15)-re jutottunk:

�̂����� el(t; r ) = � (t)
n

c(� )�̂����� 1(r ) + �̂����� 2(r )
o

; (24)

"̂"""""el(t; r ) =
� (t)
E sph

�
c(� )

�
�̂����� dev

1 +
1
�

�̂����� dev
2 + [ c(� ) + 1] �̂����� sph

1

�
: (25)

A reológiai eset megoldását ismét a Hooke-rugalmasságtaniállandók helyére helyet-
tesített id�ofüggvényekkel reméljük megtalálni : jelen esetben a feszültségbeli� -t is helyet-
tesítjük, egy

� � (t) :=
E dev

� (t)

E sph
� (t)

(26)

ismeretlen függvénnyel, a deformációbelit pedig egy másik,

� " (t) :=
E dev

" (t)

E sph
" (t)

(27)

kombinációval, és természetesen maga a deformációban szerepl�o E sph helyére isE sph
" (t)-

t írunk. Mivel a feszültségE dev
� (t)-nek ésE sph

� (t)-nek csak a hányadosától függ, e két
függvény egyike szabadon megválasztható vagy éppen rögzíthet�o, ezért élhetünk a leg-
egyszer�ubb,E sph

� (t) := E sph választással.

Három szabad, keresett függvényünk van tehát. Ezekre a (4) reológiai összefüggé-
sek épp három egyenletet rónak ki. Ugyanis a deformációban három lineárisan független
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tenzormez�o szuperponálódik :̂������ dev
1 (r ), �̂����� dev

2 (r ) és�̂����� sph
1 (r ). Így mindegyik független mez�o

id�ofügg�ové vált együtthatójára egy-egy egyenlet fog származni : azels�o kett�oére a devia-
torikus, a harmadikéra a gömbi reológiai összefüggésb�ol. Lássuk is ezeket az egyenleteket
konkrétan:

Sdev[�c (� � )] = Edev

�
�

E sph
"

c(� " )
� "

�
; (28)

Sdev� = Edev

�
�

E sph
"

1
� "

�
; (29)

Ssph
�

�
�
c(� � ) + 1

�	
= Esph

�
�

E sph
"

�
c(� " ) + 1

�
�

: (30)

Ez az egyenletrendszer egy kissé z�urösen néz ki, de valójában jelent�osen leegyszer�u-
síthet�o. Bevezetve ugyanis a

� 1 := �c (� � ); � :=
�

E sph
"

1
� "

; � 1 :=
�

E sph
"

c(� " )
� "

(31)

segédfüggvényeket, továbbá észrevéve, hogy

c(� ) + 1 =
1
�

�
1 � 2c(� )

�
; (32)

a következ�o letisztult, lineáris differenciálegyenlet-rendszert kapjuk e három ismeretlen
segédfüggvényre (� pedig ugyebár el�oírt) :

Sdev� 1 = Edev� 1; (33)

Sdev� = Edev�; (34)

Ssph(� 1 + � ) = Esph(� � 2� 1) : (35)

Kezdeti feltételként a kiegészít�o mez�ok nulláról indulnak, ez mindhárom segédfüggvény-
re azonosan nulla el�oéletet jelent. Ekkor e differenciálegyenlet-rendszer megoldása egy-
értelm�u. A segédfüggvényekb�ol pedig az eredeti keresettE dev

� , E dev
" , E sph

" függvények
egyértelm�uen határozhatók meg.

4. AZ ANIZOTROP ESET MEGOLDÁSAKELVIN –HOOKE-REOLÓGIA

ESETÉN

Általános vizsgálatok helyett most a legegyszer�ubb reológia, a deviatorikusan Kel-
vin-, térfogatilag Hooke-modell esetére mutatjuk meg a megoldást, amikor is (4) konkré-
tan a következ�o egyenletpárt jelenti :

������ dev = E dev"""""" + Ê dev @
@t

""""""dev; ������ sph = E sph"""""" sph: (36)

73



Az üregnyitás menetét jellemz�o � függvény menetét a következ�onek választottuk:

� (t) =
1
2

�
1 + sin

�
�

t � t1+ t2
2

t2 � t1

��
: (37)
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1. ÁBRA. Lassú, közepes és gyors üregnyitás

Bár egy lineáris egyenletrendszer ilyen speciális inhomogén taggal analitikusan is
megoldható, szemléltetés céljából elegend�o egy numerikus, egyszer�u id�oléptetéses meg-
oldás is.

A feladatban két id�oskála van, a reológiaîE dev=Edev és az üregnyitás sebességét jel-
lemz�o t2 � t1. Az id�olépésközt a kisebbik id�oskála pl. 1/100-adrészének választhatjuk.
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Kíváncsiak voltunk lassú, a közepes és a gyors üregnyitás esetére egyaránt (ez alatt a két
id�oskála viszonya értend�o). Egy közepes Poisson-tényez�o-értéket választottunk:

� = 0;25 =) � = 0;4: (38)

A három keresett függvényt,E dev
� -t, E dev

" -t ésE sph
" -t a rögzítettE sph

� = E sph-vel leosztva a
három hányados egyértelm�uen határozódik meg a megoldásból, ezeket ábrázoltuk három
nyitási sebesség esetére: amikor a reológiai id�oskála jóval kisebb a nyitás id�oskálájánál,
amikor összemérhet�oek, és amikor a nyitás ideje a sokkal rövidebb.

F�oleg a gyors nyitás esetén szembeszök�o, hogy mindhárom keresett függvény még
jóval a nyitás után is id�ofügg�oen viselkedik. Ez látszik tehátE dev

� (t)=Esph = � � (t) -n,
így a megfelel�o � � (t) := [1 � � � (t)]=[2 + � � (t)] „id �ofügg�o effektív Poisson-tényez�on”
is. Ezt látva lesz�urhetjük, hogy megoldásunk eltér a [7]-ben található, a Volterra-elvet
alkalmazni próbáló megoldástól, amelyben a nyitás után� � (t) állandó, értéke a Hooke-
rugalmas értékkel egyezik.

5. TOVÁBBI TENNIVALÓK ÉS LEHET �OSÉGEK

Vizsgálatainkban egyel�ore idáig jutottunk. Egy következ�o feladat az anizotrop esetre
más módon kiszámolt reológiai megoldással [7] való részletesebb összevetés.

Egy másik továbblépési lehet�oség más analitikusan ismert Hooke-rugalmasságtani
megoldások reológiai kiterjesztése, a módszer további tesztelése. Bonyolultabb, több
helyfügg�o tenzormez�ob�ol szuperponálódó megoldások esetén a legfeljebb négy szabad
id�ofüggvény kevés lehet a sok független id�obeli egyenlet megoldásához. Meg lehet vi-
szont próbálni több ilyen megoldás id�ofügg�o együtthatós szuperpozíciójaként keresni a
megoldást.

Logikusan ezután következik az a cél, hogy a módszert használhatóvá tegyük nume-
rikusan – például végeselemes módon – meghatározott Hooke-rugalmasságtani megoldá-
sokból építkezésre. Ennek gyakorlati haszna jelent�os lenne. Megjegyezzük mindamellett,
hogy már az analitikusan tárgyalható feladatok megoldása is értékes, mert tesztelni lehet
velük más analitikus vagy numerikus megoldások jóságát is.

KÖSZÖNETMONDÁS

Köszönettel tartozunk Marta Dole�alovának, aki csoportjával az itt tárgyaltaknál sok-
kal bonyolultabb, összetettebb problémákat oldott meg, ésaki magyarázataival sokat segí-
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H �OVEZETÉS EGYENLETEINEK ELMÉLETE, NUMERIKUS

VIZSGÁLATA ÉS KÍSÉRLETI ELLEN �ORZÉSE

Kovács Róbert
BUDAPESTI M �USZAKI ÉS GAZDASÁGTUDOMÁNYI EGYETEM, MSC 2. ÉVF.

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST

A h�ovezetés, mint jelenség és mechanizmus többféle megközelítését vizsgáltam és hasonlítot-

tam össze. Ezek közül a f�o modellcsalád a Fourier-egyenlet termodinamikai alapú gyengén nem-

lokális általánosításai.

A vizsgált egyenletekben lév�o paraméterek szerepét a diszperziós reláció származtatásával

elemeztem. A megoldásokhoz véges differencia sémát dolgoztam ki, melyet a lézerimpulzus kísér-

letnek megfelel�o kezdeti- és peremfeltételekre oldottam meg. Bizonyítottam a séma konvergenci-

áját és becslést adtam a séma pontosságára tetsz�oleges frekvencia tartományra vonatkozólag. A

vizsgált modelleket kvalitatív módon hasonlítottam össze egymással a h�oterjedés anyagi mecha-

nizmusaira koncentrálva. A lézerimpulzus kísérletre vonatkozó megoldások segítenek a valóság-

ban is azonosítani a vizsgált jelenségeket. Ennek megfelel�oen az eredményeket összevetettem az

irodalomban fellelhet�o és az Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszéken végzett kísérletek ered-

ményeivel. A dolgozat az egyes modellek alkalmazhatósági lehet�oségeinek elemzésével zárul.1

1. BEVEZETÉS

A technika fejl�odésének köszönhet�oen elkezd�odött a mikroszkopikus léptéknél is ki-
sebb „világ” alakítása, ahol a folyamatok karakterisztikus ideje kicsi. Az attoszekundum
karakterisztikus idej�u lézerek [1] kifejlesztése és alkalmazása (ELI-ALPS nagyberende-
zés; például az atomi szint�u kémiai reakciók követésére használható); a nanotechnológia
fejl �odése nanomérnököket követel. Ismert, hogy az a leíró elmélet, ami makroszkopikus
lépték�u jelenséget megfelel�oen ír le, nem feltétlen - s�ot szinte biztosan - nem m�uködik
molekuláris lépték�u jelenség esetén. Ennek oka, hogy ilyen kis anyagi lépték�u vizsgálat

1 A BME 2014. november 11-i Tudományos Diákköri Konferenciájára készült dolgozat. Konzulens:
Ván Péter.
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esetén nagyon ritkán tételezhetünk fel izotróp tulajdonságokat, a karakterisztikus hosszak
nagyon kicsik. A különböz�o transzport folyamatok leírása más megközelítést igényel.

Ebben a dolgozatban speciálisan a h�oterjedésr�ol, mint transzport mechanizmusról lesz
szó. Nem tárgya viszont a különböz�o h�oátadási módozatok (h�osugárzás, h�oátadás) rész-
letezése és az ezekre való alkalmazása a különböz�o h�ovezetési modelleknek. Jóllehet,
már több, mint 60 éve kimutatták a második hang létezését szuperfolyékony2 héliumban
[2, 3], ezt a hullámjelenséget ezidáig nem sikerült hétköznapi környezetben, hétköznapi
anyagok esetén kimutatni. De ami még fontosabb, azóta sincs egy egységes, mindenki
által elfogadott olyan kontinuumelmélet, ami megfelel�oen írná le a kívánt jelenségeket.
A fononok kinetikus elméletéb�ol származtatott momentum sorfejtés egyenletei – bár a
legjobb kontinuum modellt adják a ballisztikus h�oterjedés leírására – több szempontból
sem megfelel�oek. A legfontosabb hiányosságuk, hogy a kísérletileg meg�gyelt terjedé-
si sebességet csak 30 db növekv�o tenzori rend�u csatolt egyenlet megoldásával képesek
reprodukálni (tehát a legmagasabb rend�u egyenlet 30-ad rend�u tenzorokra vonatkozik).

A Fourier-egyenlet egyik legf�obb problémája az egyenlet parabolikus volta, mely
paradoxonként végtelen sebesség�u jelterjedéshez vezet [4]. Ennek els�o módosítása a
Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet (MCV) volt [5], el�onye az egyenlet hiperbolikussá-
ga3, azaz véges jelterjedési sebessége. Barletta, Zanchini, Dedeurwaerdere és munkatár-
sai felhívják rá a �gyelmet, hogy az irreverzibilis termodinamika keretein belül a lokális
egyensúlyi leírásban nem kompatibilis, az egyensúlyhoz közeledve csökken az entrópia
[6, 7, 8], azonban ezt a problémát a kiterjesztett irreverzibilis termodinamika általáno-
sított entrópia alkalmazásával kiküszöböli [9, 10]. A második hang terjedését bár képes
modellezni, de még mindig hiányzik a longitudinális és a transzverzális ballisztikus jel-
terjedés leírása. Guyer és Krumhansl a Boltzmann-egyenlet linearizálásával számaztattak
a fononok hidrodinamikai leírására alkalmas egyenletet [11], amellyel megjósolhatóvá
vált a második hang megjelenési h�omérséklet tartománya, ez az úgynevezett ablakfelté-
tel. Tzou az egyszeres fáziskésés�u modellt javasolta [12], de ez csak az id�otartományra
vonatkozott, mint egyfajta memória hatás, és a ballisztikus terjedéshez szükséges térbe-
li nemlokalitás leírásához ez még nem elegend�o. Chen a tranziens Boltzmann-egyenlet
közelítésével származtatta a ballisztikus-diffúzív modellt ; továbbá részletesen vizsgálta
a Fourier-, a MCV- és a Boltzmann-egyenlet viselkedését különböz�o Knudsen-számok
esetén [13]. Ezzel megmutatta, hogy a MCV-egyenlet mesterséges oszcillációt idéz el�o
a h�oáramban, így az nem alkalmas nanostruktúrák modellezésére. Cimmellinek és mun-
katársainak munkássága a nanorendszerekben jellemz�o nemegyensúlyi nemlokális fonon
transzportra koncentrálódik [14, 15, 16]. Wang és Guo a h�otömeg elmélet alapján szár-

2 A jelenség rendkívül alacsony h�omérsékleten (1-3 K) jelentkezik, ilyenkor elvben viszkozitás men-
tes lesz a folyadék. Leírására a kvantummechanikát használják.

3 A hiperbolicitás vizsgálatáról és el�onyeir�ol kés�obb b�ovebben szó lesz.
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maztatták a saját nem-Fourier-egyenletüket [17, 18, 19]. Munkájukat Tolman általános
relativitáselméleti megfontolása inspirálta, mely szerint létezik a h�o - tömeg dualitás és a
h�oterjedés szintén rendelkezik tehetetlenséggel [20]. E számos modell sem képes egyér-
telm�uen, tisztán leírni a ballisztikus jelterjedést, mivel ez összességében tekintve rendkí-
vül összetett, ennek egyik oka:

– A h�oterjedést 3 módus (a terjedés „sajátirányai”) írja le, 1 longitudinális és 2 transz-
verzális, különböz�o jelterjedési sebességekkel. Ebb�ol kifolyólag a ballisztikus ter-
jedés anizotróp, azaz irányfügg�o. Yanbao Ma itt felhívja a �gyelmet arra, hogy sok
modellben nem tesznek különbséget ezen módusok között [21].

Landau komplex viszkozitási elmélete [22] alapján Rogers egy olyan fonongáz mo-
dellt származtatott [23], amely megtudja magyarázni az els�o és a második hang közötti
természetes átmenetet az alacsony h�omérséklet�u lézerimpulzus kísérletek kapcsán. Hátrá-
nya, hogy nem tesz különbséget a longitudinális és a transzverzális módusok között. Ma
egy hibrid modellt alkalmaz, mely felhasználja a komplex viszkozitást, de mellé egy új
fenomenológiai leírást is kidolgozott a longitudinális fonon terjedésre [21, 24]. Az irrever-
zibilis termodinamikailag konzisztens elméletek eddig a MCV-egyenletet tudták származ-
tatni [25, 10], illetve a Guyer-Krumhansl-egyenletet disszipatív kiterjesztéssel [26, 27]. A
ballisztikus jelterjedésnek nincs (eddig nem volt) irreverzibilis termodinamikai elmélete.

A célunk egy egységes modellcsalád bevezetése, melyre csak a termodinamika má-
sodik f�otétele jelent megszorítást, az entrópiaprodukció pozitivitása. Az ebb�ol származ-
tatható, a már eddig ismert modellek összehasonlítása alapján kiválasztjuk azt, amir�ol
úgy gondoljuk, hogy az igazolni kívánt jelenségkört kell�oképp és hiteles módon leírja.
A megoldások során olyan jellegzetes, karakterisztikus, Fourier-jelleg�u megoldástól való
eltéréseket keresünk, amelyeket kísérleti szempontból makroszkópikus léptékben is meg
lehet találni és ki lehet mutatni, azaz támpontként szolgál arra nézve, hogy mit és hol ke-
ressünk. Az egyenleteket a lézerimpulzus kísérletnek megfelel�o peremfeltételek mellett
fogjuk tesztelni. Ez a munka a tavalyi TDK dolgozatomban [28] kezd�odött, ez annak egy
jelent�os továbbfejlesztése.

A dolgozat két nagyobb részre tagolható. Az els�o részben bemutatjuk a leíró keret-
elméleteket, a modellek származtatását. A dolgozatban kizárólag parciális differenciál-
egyenletek megoldásáról lesz szó, így az elméleti összefoglalásban röviden a különböz�o
típusokról is szót ejtünk a numerikus problémákra való tekintettel. A matematikai jelleg�u
vizsgálatok szükségesek a gyakorlati problémák megoldásához, a modellek tulajdonsá-
gainak részletes feltérképezéséhez, ezért részletesen tárgyaljuk a rendszerre jellemz�o jel-
terjedési sebességeket a hiperbolicitás és a diszperziós relációk fejezetekben. A dolgozat
második nagy részében a megoldásokat fogjuk tárgyalni, illetve elemezni. Ehhez feltétlen
be kell mutatni a kidolgozott numerikus módszert és kulcsfontosságú lesz az algoritmus
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stabilitási kérdése. Emellett bizonyítjuk a séma konzisztenciáját, mely a konvergencia és a
hibabecslés szempontjából lényeges. Ezután kísérleteket elemzünk, részletesen tárgyaljuk
a NaF kísérleteket és az Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszéken végzett méréseket
is.

Végezetül a további kutatási lehet�oségek összegzésével és az eddigi eredmények
összefoglalásával zárjuk a dolgozatot.

2. A H �OVEZETÉSI EGYENLETEK ÁLTALÁNOSÍTÁSA

Az általánosítás célja magasabb rend�u mennyiségek bevezetése a konstitutív egyen-
letekbe. Hogyan is kell ezt érteni? A konstitutív egyenletek az anyagra vonatkozó, annak
viselkedését leíró egyenletek, szigorúan anyagi paramétereket és objektív mennyiségeket
felhasználva. A �zikai érzékünk is azt súgja, hogy a közeg egy pontjának tulajdonságai
függnek a pont környezetét�ol valamilyen módon, de ezt még nem ismerjük. Továbbá jog-
gal feltételezhetjük azt is, hogy a közeg el�oélete is szerepet játszhat. Az el�obb felsorolt
tulajdonságokat nevezzük térbeli és id�obeli nemlokalitásnak. Nézzük ezt kicsit részlete-
sebben.

2.1. MEMÓRIA ÉS NEMLOKÁLIS HATÁSOK

A valóságban egy valamilyen módon – legyen most h�oáram-impulzus – ger-
jesztett közegben a zavarás, azaz a h�omérséklet változása nem végtelen sebességgel
terjed. Ezt jól szemlélteti a Fourier-egyenlet példája. A rendszer4 parabolikus volta
(matematikailag kissé pongyolán fogalmazva, egy id�oderivált hiánya) eredményezi
a végtelen jelterjedési sebességet. Makroszkopikus skálán, a mérnöki problémák
jelent�os hányadában viszont jól alkalmazható elmélet, a rendszer egyszer�u, ala-
posan kidolgozott megoldási módszerek állnak rendelkezésre a megoldásához, és
ami a legfontosabb, ilyen lépték esetén kontinuumokra helyes eredményt szolgáltat,
mivel a konstitutív egyenletekben megjelen�o magasabb rend�u (id�o- és térderivál-
tak) tagok egyáltalán nem dominálnak és a h�ovezetés diffúzív jellege lesz a mérvadó.

Másik fontos szempont a térbeli nemlokalitás. Ahogy már említettem, az elgondo-
lás hasonló, de itt nem id�oben, hanem térben terjesztjük ki a modellt, azaz a szomszédos
pontok állapotait is �gyelembe vesszük. Erre többféle módszer is létezik, a három legfon-
tosabb elmélet :

1. Bels�o változók elmélete: új változók bevezetésén alapul.
4 Rendszer alatt mindig a bels�o energia mérlegegyenletét és a konstitutív egyenlet(ek)et értem.
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2. Er�osen nemlokális elmélet : memóriafunkcionálokon és térintegrálokon alapul. Ke-
vésbé elterjedt, mivel nem könny�u használni.

3. Gyengén nemlokális elmélet : a klasszikusnál magasabb rend�u tér és id�oderiváltak
bevezetésén alapul.

Ezek közül mi az els�o és a harmadik elmélet egyesítését fogjuk alkalmazni. A következ�o
fejezetet a [9, 25, 29, 30, 31, 27] alapján foglalom össze.

2.2. A H �OVEZETÉSI ELMÉLET ÁLTALÁNOSÍTÁSA, A HIERARCHIKUS RENDSZER

Az egyszer�uség kedvéért tételezzük fel, hogy az anyag merev és izotróp. A levezetés
során az indexes jelölésmódot alkalmazom az Einstein-féle összegzési konvencióval. A
bels�o energia mérlegegyenletéb�ol indulunk ki :

� _e+ @i qi = 0; (1)

ahol� az anyag s�ur�usége,e jelöli a fajlagos bels�o energiát, konstans fajh�o eseténe = cT,
ahol c és T az izokor fajh�o és a h�omérséklet. A@i a térderiváltat jelenti, aqi pedig a
bels�o energia árams�ur�uségének a konduktív része, azaz a h�oáram. A pont jelöli a szubsz-
tanciális id�oderiváltat. A kiindulási feltételünk – miszerint merev közeget vizsgálunk –
eredményezi, hogy a szubsztanciális id�oderivált megegyezik a parciális id�oderiválttal, va-
lamint az árams�ur�uségnek nincs konvektív része.

A klasszikus elmélet kiterjesztéséhez felhasználtunk egy bels�o változót, méghozzá
vektorként. De miért pont vektorként? A bels�o változók elméletében erre vonatkozólag
nincs konkrét kikötés, viszont gondoljuk el, mit is szeretnénk elérni. Kiakarjuk egészíteni
a már ismert Fourier-egyenletet. Az egyenlet minden tagja vektoriális, a h�oáram vektor
mennyiség, a h�omérséklet gradiense szintén vektoriális. Célszer�uvé válik a kiterjesztést
vektoriális rendben feltételezni. A bels�o változó további szerepe, hogy egyensúlyban el-
t�unik, vagyis az egyensúlytól való eltérést mutatja, ezért nevezik még dinamikai szabad-
ságfoknak is [32]. A kiterjesztésnek egy másik módja kerül most bemutatásra.

Az entrópia függvényét másképp de�niáljuk, mint [27, 33, 28] irodalmakban; az aláb-
bi megfontolás [34] által egyszer�ubb módon érhetjük el a kompatibilitást a kinetikus elmé-
lettel és a kiterjesztett termodinamikával [4, 9]. Ebben az esetben nem használunk vektori
bels�o változót, helyébe a h�oáramot helyettesítettük és kvadratikus az új tagban, azaz a
h�oáram, mint alapváltozó és nem, mint bels�o változó jelenik meg a modellben

s(e; qi ; Qij ) = ŝ(e) �
m1

2
qi qi �

m2

2
Qij Qij : (2)

Legyen az entrópia árams�ur�usége

J i = B ij qj + C ijk Qjk : (3)
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Az els�o tag már ismert, a második tag most az érdekes; aQij a h�oáramnál magasabb
tenzoriális rend�u mennyiség, mint bels�o változó vezetjük be a modellbe. Figyeljük meg,
hogy az egyensúlytól való eltérés minimális, de termodinamikailag kompatibilis [35]. To-
vábbá azt is vegyük észre, hogy mindig egy tenzoriális renddel magasabb mennyiséggel
szorozzuk ezeket az áramokat; aC ijk szerepe is hasonló aB ij -hez, szintén konstitutív
függvény. Ez a fajta kiterjesztés vezet a h�ovezetési egyenletek hierarchikus szerkezeté-
hez. Helyettesítsünk be az entrópia mérlegegyenletébe

� _s + @i J i = � � 0; (4)

így megkapjuk az entrópiaprodukció egyenl�otlenségét, azaz

@i qj
�

B ij �
1
T

� ij
�

+ B ij (@i qj ) + qj
�
@i B ij � m1

_qi
�

+ Qjk
�
@i C ijk � m2

_Qij
�

+ C ijk (@i Qjk ) � 0: (5)

Klasszikus Kiterjesztett Bels�o változós I Bels�o változós II
Áramok _qi � @i B ij B ij � 1

T � ij _Qjk � @i C ijk C ijk

Er�ok qi @i qj � Qij @j qk � Qjk @i Qjk

1. TÁBLÁZAT . A hierarchikus rendszerre jellemz�o termodinamikai er�ok és áramok.

Ekkor már de�niálhatjuk a termodinamikai er�ok és áramok közötti kapcsolatokat, az
egyenl�oségek bal oldalán az áramok, a jobb oldalán az er�ok vannak:

m1
_qi � @i B ij = � l1qi ; (6)

m2
_Qjk � @i C ijk = � k1Qjk + k12@j qk ; (7)

B ij �
1
T

� ij = � k21Qij + k2@i qj ; (8)

C ijk = n@i Qjk : (9)

A második f�otétel egyenl�otlenségének teljesülése megköveteli az

l1; k1; k2; n � 0; (10)

K = k1k2 � k12k21 � 0 (11)

egyenl�otlenségek teljesülését. Egyszer�ubb alakot kapunk, ha elimináljuk aB ij és C ijk

konstitutív függvényeket, valamint aQij tenzoriális bels�o változót. Ezzel az alábbi egyen-
lethez jutunk (egy térdimenzióban):

m2@xt
1
T

� n@3
x

1
T

+ k1@x
1
T

=

m1m2@tt q+ ( m2l1 + m1k1)@tq � (m2k2 + nm1)@xxt q+ (12)

+ nk2@4
x q� (K + nl1)@xx q + k1l1q :
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Az alábbi feltevésekkel a teljes rendszer az alábbi konstitutív egyenletekre redukál-
ható.

– Fourier-egyenlet: A legegyszer�ubb és a mérnöki alkalmazásokban leginkább elter-
jedt model;n = m1 = m2 = k2 = 0 ésk12 = 0, ezzel kapjuk:

l1q = @x
1
T

: (13)

A jobb oldalon lév�o reciprok h�omérséklet deriválását elvégezve ésl1-el osztva:

q = �
1

l1T2
@xT ; (14)

ahol a Fourier-féle h�ovezetési együtthatóra a� = 1
l1T 2 paraméter megfeleltetés el-

végezhet�o és a továbbiakban is alkalmazható.

– Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: A modell validitása nagyon alacsony h�o-
mérsékleten – nagyságrendileg 10 K – történ�o h�ovezetés esetén helytálló, mivel
képes visszaadni a második hang jelenségét, azaz a h�ovezetés hullámtermészetét.
Az erre vonatkozó javaslatot Gyarmati írta meg [9]. Han = k2 = m2 = k12 = 0,
akkor adódik, hogy

m1@tq+ l1q = @x
1
T

: (15)

Újabb paraméterként a h�oáramhoz tartozó relaxációs id�o jelenik meg, azaz� q = m1
l1

.

– Guyer-Krumhansl-egyenlet: Érdekessége, hogy képes visszaadni a Fourier-
egyenlet és a MCV-egyenlet megoldásait is (és az ezekre hasonlító, de alulcsillapí-
tott esetet), valamint van a megoldásoknak egy további tartománya – túlcsillapított
eset – ahol a megoldás jellegzetes; an = m2 = 0 paraméterekkel származtatható:

� K@xx q+ m1k1@tq+ k1l1q = k1@x
1
T

: (16)

A K együtthatóra az eddig megismert anyagi paraméterek bevezetése után aza =
= K

k1 l1
megfeleltétést használjuk és disszipációs együtthatónak fogjuk nevezni.

– Jeffreys-típusú termodinamikai egyenlet(vagy duális fáziskésés�u modell) :n =
= m1 = k2 = k12 = 0, ekkor

m2l1@tq+ l1k1q = k1@x
1
T

+ m2@xt
1
T

: (17)

Fontos kiemelni, hogy eltér�o jelentéssel bír az itt megjelen�o relaxációs id�o, mint
az el�oz�o egyenletek esetén, ugyanis a� = m2

k1
megfeleltetés végezhet�o el, ami nem

azonos� q-val. A � jelentésére a kinetikus elméleti leírást bemutató fejezetben té-
rünk rá és a ballisztikus-diffúzív modellben lesz jelent�osége. Mi ezzel a konstitutív
egyenlettel nem foglalkozunk.
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– Green-Naghdi-egyenlet: Két féle változata is létezik, az általános és az egyszer�u
GN-egyenlet. Ami mindkett�ore jellemz�o, hogy szükség van a Casimir-féle recip-
rocitási relációra. A dolgozatban az egyszer�u típust tárgyaljuk, a származtatásához
n = m2 = l1 = 0 szükséges,

� K@xx q+ m1k1@tq = k1@x
1
T

: (18)

Az eddig bevezetett anyagi paraméterek itt is bevezethet�ok. További érdekesség,
hogy reverzibilis esetben – azaz amikor nulla az entrópiaprodukció – eredményez-
het h�ovezetést a klasszikusJ i = qi

T entrópiaáram forma mellett.

– Cahn-Hilliard-egyenlet : n = m1 = m2 = 0 esetén adódik, hogy

k1l1q� K@xx q = k1@x
1
T

: (19)

Ezzel az egyenlettel sem foglalkozunk a továbbiakban.

– Általánosított egyenlet: han = m1 = 0, akkor visszakapjuk [27] szerinti általános
egyenletet :

m2l1@tq� m2k2@xxt q� K@xx q+ l1k1q = k1@x
1
T

+ m2@xt
1
T

: (20)

– Ballisztikus-diffúzív egyenlet: n = k2 = 0 felhasználásával kapjuk. Így az egyen-
letrendszer

m1
_qi � @i B ij = � l1qi ; (21)

m2
_Qjk = � k1Qjk + k12@j qk ; (22)

B ij �
1
T

� ij = � k21Qij ; (23)

valamint a konstitutív egyenlet

m2@xt
1
T

+ k1@x
1
T

=

m1m2@tt q + ( m2l1 + m1k1)@tq� K@xx q+ k1l1q : (24)

Ekkor az entrópiaprodukció növekedése megkívánja, hogyK = � k12k21 � 0 is
teljesüljön, ami csak úgy lehetséges, hak12 ésk21 el�ojele ellentétes. A továbbiakban
ezért bevezetjük a~k12 = � k12 > 0 jelölést. Ennek a modellnek központi szerepe lesz
a dolgozatban.

Ezzel megmutattuk, hogy a [27] irodalomban bevezetett általánosítást teljesen magá-
ba foglaló keretelméletet állítottunk fel, de ennél többet is kaptunk. A (6)-(9) rendszer
képes a ballisztikus h�oterjedési mechanizmus leírására is.

Érdekesség még, hogy a Fourier-egyenletet összesen 3 módon tartalmazza a rendszer
[36, 37]:
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– Az egyszeri aláhúzás jelöli az eredeti Fourier-egyenletet.

– A kétszeres aláhúzás jelöli a Fourier-egyenlet id�oderiváltját.

– A felülvonás jelöli a Fourier-egyenlet kétszeri térderiváltját.

m2@xt
1
T

� n@3
x

1
T

+ k1@x
1
T

=

m1m2@tt q+ ( m2l1 + m1k1)@tq � (m2k2 + nm1)@xxt q+ (25)

+ nk2@4
x q� (K + nl1)@xx q + k1l1q :

Fontos megjegyeznünk, hogy a megoldásai során mindign = k2 = 0 paraméterek-
kel fogunk dolgozni a lehet�o legkisebb csillapítás végett. Ez teljesen kizár egy Fourier-
jelleg�u megoldást (kék szín�ut). Figyeljük meg, hogy aqh�oáram második id�oderiváltjának
nincs „párja”, azaz nem szerepel a h�omérsékletek oldalán hozzá tartozó tag. Ez azt jelen-
ti, hogy nem tudjuk tisztán a Fourier-egyenletet reprodukálni, csak közelíteni azzal, ha
valamely paraméterek „kicsik” és ezáltal elhanyagolható mérték�u lesz a számításokban.
Erre a megoldások fejezetben látunk példát. A következ�o fejezet röviden összefoglalja a
ballisztikus energiatranszport kinetikus elméleti leírásmódját, valamint összehasonlítjuk
a két modellt.

2.3. A H �OVEZETÉS KINETIKUS ELMÉLETE

Természetesen más módszerek is léteznek a h�ovezetési jelenség leírására, ilyenek pél-
dául a fononok közötti kölcsönhatáson alapuló modellek [4, 38]. Ez a fajta leírásmód nem
követi a kontinuum szemléletet, a statisztikus �zikára alapozva írja le a jelenségeket, mint
kvázirészecskék5 kölcsönhatása. A h�ovezetés leírására el�oször egy rugókból és tömegpon-
tokból álló rezg�orendszer modellt dolgoztak ki, azonban ennek egzakt megoldása [40, 22]
nem disszipatív és végtelen jelterjedési sebességet ad. Landau [41] Debye és Born mun-
kái alapján felhívja rá a �gyelmet, hogy egy kristály rácsbeli atomjainak anharmonikus
rezgéseinek a jellegét is �gyelembe kell venni a kristály h�ovezet�o képességének vizsgála-
takor. Ez viszont már nemlineáris rendszer, és végül a szolitonok felfedezéséhez vezetett
a h�ovezetés leírása helyett. Ashcroft és Mermin szerint a szigorúan harmonikus kristály
végtelen h�ovezetési tényez�ovel kellene rendelkezzen és az anharmonikus rezgések azok,
melyekt�ol az energiatranszport véges sebesség�u marad [42].

Fononok között alapvet�oen kétféle6 kölcsönható folyamatot különböztethetünk meg
([4, 43] alapján összefoglalva).

5 A kvázirészecske nem igazi részecske. A fonon, mint ilyen részecske, fontos szerepet játszik a h�o-
vezetésben és az elektromos vezet�oképesség jelenségének leírásában [39].

6 Létezik egy harmadik típus is, az úgynevezett Umklapp-folyamatok, ekkor sem az energia, sem
pedig a momentum nem marad meg [43].
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– Normál (N) jelleg�u kölcsönhatás: ilyenkor a fononok momentuma megmaradó
mennyiség.

– Rezisztív (R) jelleg�u kölcsönhatás: az N-folyamat ellenéte, ilyenkor a momentum
nem konzervatív mennyiség.

Mindkét folyamatban közös, hogy az energia is megmaradó mennyiség. A h�ovezetési
tényez�o az R-folyamatokhoz kapcsolódik, illetve azok1

� R
frekvenciájához, azaz

� =
c2

3
cv � R ; (26)

ahol c a fononok Debye sebessége7, cv az állandó térfogaton mért fajh�o, � R pedig az
R-folyamatok karakterisztikus ideje. Ebben a leírásmódban a Fourier-féle h�ovezetési tör-
vény akkor alkalmazható, ha lényegesen több R-folyamat van jelen a rendszerben, azaz
a diffúzivitás dominál. Ezzel ellentétben – ahogy a h�omérsékletet csökkentjük – egyre
inkább az N-típusú folyamatok kezdenek dominálni és a h�ovezetés hullámszer�uvé válik
(második hang jelensége). Ennek módosítása a MCV-egyenlet [4] :

@Qi
@t

+
c2

3
cv

@T
@xi

= �
1
� R

Qi : (27)

Viszont még mindig lefedetlen egy harmadik mechanizmus, a ballisztikus fononok általi
energiatranszport. Ezek f�o jellemz�oje, hogy a fononok mindenféle interakció nélkül jut-
nak keresztül a kristályon. Ezzel kapcsolatos legismertebb kísérletek Jackson, Walker és
McNelly [44, 45] nevéhez köthet�ok (1. ábra).

Az említett kísérletekben nagyon alacsony, 10-15 K körüli NaF-ot használtak, ilyen-
kor már a disszipációk nagyon kis mértékben vannak jelen, bemutathatóvá válik a h�oter-
jedés hullámtermészete.

Az 1. ábrán T bet�u jelöli a transzverzális ballisztikus fononok észlelésének idejét. Ezt
a jelenséget a kinetikus elmélet a fonongáz modellezésével írja le az alábbi módon. Külön
kell de�niálni az R- és az N-folyamatokra is a fáziss�ur�uséget8. A rezisztív folyamatokf R

eloszláshoz, míg a normál folyamatokf N eloszláshoz tartanak:

f R =
y

exp
�

hck
kB T

�
� 1

; (28)

f N =
y

exp
n

hck
kB T

�
1 � 3

4
cpi n i
aT 4

�o
� 1

: (29)

Továbbá a modell feltételezi, hogy a fononok energias�ur�uségét a testT h�omérséklete
meghatározza:

e = aT4; a =
4� 5
5

k4
B

h3c3
; (30)

7 A transzverzális és a longitudinális hangsebességek középértéke [4].
8 A Callaway-modell kombinálja a két eloszlást a relaxációs id�okkel súlyozott módon.
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1. ÁBRA. NaF-ban mért fonon terjedés. Bal oldali ábra: tiszta NaF esete [44]. Jobb ol-
dali ábra: nagyon tiszta NaF esete [45]. Ballisztikus jelterjedés; L a longitudnális és T a
transzverzális jel.

ahol h a Planck-állandó,kB a Boltzmann-állandó,k pedig a hullámszám. Az eloszlás-
függvények momentumait véve vezetünk be újabb mennyiségeket9 az alábbi módon

uhi 1 i 2 :::i N i =
Z

knhi 1 :::i n i fdk: (31)

Az els�o momentum az energias�ur�uség, a második az impulzuss�ur�uség, a harmadik az
energia áram, a negyedik pedig a nyomás deviatorikus része, azaz

e = hcu; pi = hui ; Qi = hc2ui ; Nhij i = hcuhij i : (32)

A momentumok képzésével mindig együtt jár a lezárás problémája [46]. Ez azt jelenti,
hogy minden momentumképzésnél egy új mennyiséget kapunk, mely nem csak, hogy bo-
nyolultabbá teszi a rendszer leírását10, de csak a következ�o momentum egyenlet határozná
meg az értékét, de abban újra kapunk egy meghatározatlan mennyiséget. Erre a problé-
mára számos lezárási eljárás létezik, a legegyszer�ubb a csonkolásos eljárás, amelyben a
legmagasabb rend�u („N + 1”-k) momentumot nullának vesszük. Ezt alkalmazva jutunk
az alábbi egyenletrendszerhez:

@uhni

@t
+

n2

4n2 � 1
c
@uhn� 1i

@x
+ c

@uhn+1 i

@x
=

8
>><

>>:

0 n = 0
� 1

� R
uh1i n = 1

�
�

1
� R

+ 1
� N

�
uhni 2 � n � N

(33)

9 Nem minden momentumhoz kapcsolódik valós �zikai háttér. Például a numerikus áramlástanban
elterjed�oben lév�o módszer, a Rács-Boltzmann módszer is kinetikus megközelítést alkalmaz. Abban
a leírásban csak az els�o 3 momemntumnak van értelme.

10A gyakorlatban nem szoktak 3 momentumnál többet alkalmazni.
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Ez a rendszer csakN = 30 egyenlet esetén adja vissza a ballisztikus fononok helyes
terjedési sebességét. Természetesen egy ekkora rendszer a gyakorlat számára jóformán
kezelhetetlen, deN = 3 már elegend�o a megfelel�o közelítéshez észben tartva, hogy a ter-
jedési sebesség nem megfelel�o. El�onye viszont, hogy két paraméterrel karakterizálható
a rendszer, ez kevesebb, mint amit a ballisztikus-diffúzív egyenlet tartalmaz. Ezzel meg-
kaptuk a kinetikus szemlélet�u h�ovezetési egyenletrendszert az alábbi formában:

@e
@t

+ c2 @p
@x

= 0;

@p
@t

+
1
3

@e
@x

+
@N
@x

= �
1
� R

p; (34)

@N
@t

+
4
15

c2 @p
@x

= �
� 1

� R
+

1
� N

�

N:

Ha a mi kontinuum megközelítésünkb�ol elhagyjuk a disszipatív tagokat, azazn = k2 = 0
(! ballisztikus-diffúzív modell), akkor struktúrálisan ezzel egyez�o rendszerhez jutunk,
az alábbi megfeleltetésekkel :

q = c2p; Q = N ;
1
�

=
� 1

� R
+

1
� N

�

! � q = � R ; � Q = �; (35)

� =
� R

3
� ĉc2 ! c2 =

3�
� q� ĉ

; ~k12k21 =
4
15

� q� Qc2; (36)

ahol most̂c jelöli a fajh�ot, megkülönböztetve ac hangsebességt�ol. Ezzel a mi rendsze-
rünk:

� ĉ
@T
@t

+
@q
@x

= 0;

� q
@q
@t

+ �
@T
@x

+ k21
@Q
@x

= � q; (37)

� Q
@Q
@t

+ ~k12
@q
@x

= � Q:

Az együtthatók és a változók megfeleltetése után a Q bels�o változóról elmondhatjuk, hogy
a h�oáram áramát reprezentálja. Az itt bemutatott kinetikus elmélet és a kontinuum elmélet
által adott rendszerek hiperbolikusak, egzakt terjedési sebesség jellemz�o rájuk, az ehhez
kapcsolódó számításokról kés�obb lesz szó.

2.4. AZ EGYENLETEK SKÁLAFÜGGETLENSÉGE

Ez alatt azt értjük, hogy az egyenletrendszernek létezik olyan alakja, mely invariáns a
mértékegységekre, azaz egy dimenziótlan, skálafüggetlen alak. De�niáljuk hát az alábbi
dimenziótlan paramétereket [47, 34]:

T̂ =
T � T0

Tend � T0
; h�omérséklet,
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Tend = T0 +
1

� � c � L
�

Z tp

0
q0(t)dt; egyensúlyi h�omérséklet,

q̂ =
q
�q0

; �q0 =
1
tp

�
Z tp

0
q0(t)dt; h�oáram és átlagos h�oáram,

(38)

Fo =
� � t
L2

; � =
�

� � c
; Fourier-szám (id�o), h�odiffuzivitási tényez�o,

� =
x
L

; hely koordináta,

�̂ q =
� � � q

L2
; �̂ Q =

� � � Q

L2
; relaxációs id�ok,

� � =
� � tp

L2
; Q̂ =

s
k12

k21
�q0Q; impulzus hossz és a h�oáram árama,

�̂ =

q
~k12k21

L
keresztcsatolási tényez�o.

Ezeket behelyettesítve az egyenletekbe kapjuk azok dimenziótlan alakját. Ennek el�onye,
hogy átláthatóbb és könnyebben kezelhet�o a rendszer a kevesebb anyagi paraméter miatt,
könnyebb illeszteni kísérleti eredményekhez. Természetesen adott dimenziótlan paramé-
terekb�ol visszanyerhet�o minden adat. Az eddig bemutatott egyenleteket fogjuk átírni di-
menziótlan formába, viszont a jelölések könnyebb értelmezhet�osége miatt maradunk an-
nál, ahogy bevezettük ezeket az egyenleteket, vagyis az id�ot t-vel és nemFo-val fogjuk je-
lölni, hasonlóan a tér koordinátáknál, ott is azx-et preferáljuk. A relaxációs id�ok eseténél
elhagyjuk a kalapot a� fölül. Szem el�ott kell tartanunk, hogy innent�ol kizárólag dimen-
ziótlan formákkal foglalkozunk. Alábbiakban összegzem a ballisztikus-diffúzív modell
dimenziótlan formáját, valamint a bel�ole származtatható további konstitutív egyenleteket.

– Ballisztikus-diffúzív modell :

� q
@q
@t

+ q+ � �
@T
@x

+ �
@Q
@x

= 0; (39)

� Q
@Q
@t

+ Q + �
@q
@x

= 0:

– Fourier-egyenlet: ha� = � q = 0,

q+ � �
@T
@x

= 0: (40)

– Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: ha� = 0,

� q
@q
@t

+ q+ � �
@T
@x

= 0: (41)
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– Guyer-Krumhansl-egyenlet: ha� Q = 0 és felhasználjuk, hogy� 2 = â disszipációs
paraméter,

� q
@q
@t

+ q+ � �
@T
@x

� â
@2q
@x2

= 0: (42)

– Green-Naghdi - egyenlet: speciális eset, nem követelhetjük meg, hogyq = 0 le-
gyen, mert akkor minden tag kiesik,

� q
@q
@t

+ � �
@T
@x

� â
@2q
@x2

= 0: (43)

Ezen egyenletek mindegyikéhez csatolni kell a bels�o energia mérlegegyenletét is:

� �
@T
@t

+
@q
@x

= 0: (44)

A megoldások fejezetben bemutatásra kerül, hogy bizonyos paraméterek együttállása ese-
tén is reprodukálhatóak további, önhasonló megoldások.

3. PARCIÁLIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK

A leíró elméletekben gyakorlatilag mindenhol megjelennek a parciális differenciál-
egyenletek. Ismeretük nélkülözhetetlen a modern �zikai és mérnöki tudományok meg-
értéséhez. A közönséges differenciálegyenletekkel szemben itt nem egyváltozós függvé-
nyekr�ol van szó és ennek ténye bizonyos esetekben nagyon meg tudja nehezíteni a megol-
dásukat, s�ot még a megoldások létezésének a bizonyítása is lényegesen körülményesebb.
Szükségesnek érezzük, hogy a numerikus megoldások szempontjából röviden szót ejt-
sünk err�ol. Ismeretes, hogy a lineáris parciális differenciálegyenletek osztályozhatóak az
alábbiak szerint :

– Elliptikus egyenletek: a megoldás függvény analitikus11, peremérték problémákra
jellemz�o típus, állandósult megoldást ad eredményül. A megoldásfüggvény „globá-
lis”, azaz a teljes tartománytól függ a megoldás. Tipikus példa a Laplace, Helmholtz
és a Poisson-egyenletek. Numerikus szempontból a megoldásuk nem okoz különös
gondot. Ebben a dolgozatban nem foglalkozunk elliptikus egyenletekkel.

– Hiperbolikus egyenletek: különlegességük, hogy olyan megoldásokat is megen-
gednek, melyek nem folytonosak; numerikus szempontból ez komoly problémát
jelenthet. További sajátosságuk, hogy relativisztikus megfoglamazás nélkül is a
rendszerre jellemz�o jelterjedési sebesség véges12. Rendszerint a disszipációmen-
tes hullámegyenletek tartoznak ebbe a csoportba, ilyen például a Sommerfeld-féle

11A végtelenszer differenciálható függvényeket nevezik így, azaz ha a Taylor-sora bármely tartomá-
nyon el�oállítja magát a függvényt.

12A sokat emlegetett Fourier-egyenlet végtelen jelterjedési sebessége relativisztikus átírással meg-
szüntethet�o.
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hullámegyenlet és a rezg�o húr egyenlete, vagy egy távolabbi �zikai problémakört
tekintve a relativisztikus kvantummechanikából ismert Klein-Gordon egyenlet is.
Ebben a dolgozatban is több olyan egyenletet fogunk vizsgálni, melyek hiperbo-
likusak – ezeket bizonyítani is fogjuk – ilyen a disszipáció mentes GN-egyenlet,
a MCV- és a ballisztikus-diffúzív egyenlet is. Matematikai és �zikai hátterükr�ol a
[48], a numerikus megoldásaikról pedig a [49] irodalmak szolgáltatnak részletes
leírást.

– Parabolikus egyenletek: általában, hasonlóan az elliptikus egyenletekhez, a meg-
oldásfüggvény szintén sima, szakadásmentes. Azonban a rendszerre jellemz�o jelter-
jedési sebesség végtelen, ez �zikailag ellentmondásos. Diffúzív és disszipatív rend-
szerekre jellemz�o, ilyen például a Fourier-féle h�ovezetési egyenlet, vagy a disszi-
patív GN- és GK-egyenlet.

3.1. HIPERBOLICITÁS

Ebben a fejezetben a bemutatott rendszerekre jellemz�o terjedési sebességeket hason-
lítjuk össze, illetve megállapítjuk, hogy mely rendszerek hiperbolikusak, vagy épp para-
bolikusak. Ehhez de�níció szerint [50] egy adott formára kell hoznunk a rendszert és az
A ij együttható mátrix sajátértékeit kell vizsgálni. Legyen a rendszerünk az alábbi formá-
ban:

@tui + A ij @xui + B ij ui = F: (45)

Amennyiben a rendszern � n méret�uA ij együttható mátrixa diagonizálható és a saját-
értékei valósak, úgy a rendszer hiperbolikus. Ha az összes sajátérték különböz�o, akkor a
rendszer szigorúan hiperbolikus; ha azA ij mátrix szimmetrikus is, akkor szimmetrikus
hiperbolikus rendszerr�ol beszélünk. Ittui a változók vektora,F pedig tetsz�oleges szaka-
szonként folytonos függvény. Ennek megfelel�oen rendre minden rendszerünk ilyen alak-
ra kell hozni ahhoz, hogy vizsgálható legyen. A bels�o energia mérlegegyenletével nincs
gond, viszont egyes konstitutív egyenletek hiányosak. Ekkor új változót fogunk bevezetni
és ennek megfelel�oen fogjuk a rendszert kezelni.

– Fourier-egyenlet: ekkor a változóink azu1 = T ésu2 = q, azonban az egyenlet
hiányos, így a h�oáram id�oderiváltját egy" paraméterrel együtt vezetjük be,

� � @tT + @xq = 0;

"@tq+ q+ � � @xT = 0: (46)

Ezzel együtt írjuk fel az együttható mátrixot :A =

 
0 1

� �
� �
" 0

!

, melynek sajátér-

tékei �
1

p
"

. Ilyenkor, mivel" csak egy mesterséges paraméter volt, tartassuk nul-
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lához. Ezzel a sajátértékek tartanak a végtelenhez, ami azt jelenti, hogy a rendszer
parabolikus.

– Maxwell-Cattaneo-Vernotte-egyenlet: ezzel könny�u dolgunk van, mivel az el�oz�o
konstitutív egyenlet megegyezik a MCV-egyenlettel, ha" = � q ; azaz a sajátértékek
végesek és különböz�oek, a rendszer hiperbolikus.

– Guyer-Krumhansl-egyenlet: ebben az egyenletben egy disszipatív taggal van
több, mely egy másodrend�u térderivált,

� � @tT + @xq = 0;

� q@tq+ q+ � � @xT � â@xx q = 0: (47)

Ahhoz, hogy a megfelel�o alakra hozzuk, be kell vezetni egy újabb változót, azaz
u1 = T;u2 = q; u3 = @xq. Ezzel a rendszerünk:

@tu1 +
1

� �
@xu2 = 0;

@tu2 +
1
� q

u2 +
� �

� q
@xu1 �

â
� q

@xu3 = 0;

"@tu3 + u3 � @xu2 = 0:

Így az együttható mátrix a következ�o formát ölti :A =

0

B
B
@

0 1
� �

0
� �
� q

0 � â
� q

0 � 1
" 0

1

C
C
A , sajátér-

tékei a0; �
p

" + a
p "� q

, ahol szintén"-t nullához tartva végtelen terjedési sebességeket

kapunk, azaz a rendszer parabolikus.

– Green-Naghdi-egyenlet: az új változó bevezetése a GK eset példájából itt is adó-
dik. Ha azâ disszipációs anyagi paraméter zérus, akkor a rendszer hiperbolikus
lesz, a MCV-egyenletre jellemz�o terjedési sebességgel, ellenkez�o esetben pedig pa-
rabolikus.

– Ballisztikus-diffúzív modell : a rendszer már eleve nagyon kényelmes formában
van, a változók kézenfekv�oenu1 = T; u2 = q; u3 = Q. A konstitutív egyenletek:

� � @tT + @xq = 0;

� q@tq+ q+ � � @xT + �@xQ = 0; (48)

� Q@tQ + Q + �@xq = 0:

A vizsgált együttható mátrix tehátA =

0

B
B
@

0 1
� �

0
� �
� q

0 �
� q

0 �
� Q

0

1

C
C
A , melynek sajátértékei a

0 és a�

q
� 2 + � Q
p � q� Q

. Láthatóan a keresztcsatolási paramétereknek köszönhet�oen két
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terjedési sebesség van a modellben, amennyiben ezt a csatolást megszüntetjük, úgy
a MCV-egyenletre redukálódik a rendszer.

További megjegyzés, hogy ha a (45) egyenletben szerepl�o B ij együttható mátrix nul-
la, akkor a rendszer homogén. A rendszer lineáris marad ha aB ij lineárisan függui vál-
tozóktól [50].

3.2. DISZPERZIÓS RELÁCIÓ

A �zika számos területén el�obukkanó fogalom, használják minden olyan területen,
ahol hullámokról, illetve azok viselkedésér�ol van szó; f�obb területek az optika, kvantum-
mechanika13, elektrodinamika. A diszperziós reláció14 leírja a hullám frekvenciája és a
hullámszáma közötti kapcsolatot.

Tételezzük fel egy egyenlet megoldását síkhullám formájában, azaz

� = Aei (kx � ! (k)t ) ; (49)

ahol A a hullám amplitúdója,k � 2�
� a hullámszám és! (k) a hullám frekvenciája, ami

függ a hullámszámtól. A hullám fázissebességét avp = !
k , a csoportsebességet pedig a

vg = d!
dk relációk fejezik ki. Ez a két fogalom nem tévesztend�o össze. A fázissebesség a

hullám azonos fázisú pontjainak haladási sebességére vonatkozik. A csoportsebesség több
hullám szuperpozíciójára érvényes fogalom; az egyes hullámok különböz�o fázissebes-
séggel rendelkeznek, ezáltal maga a hullámcsomag is mozog a térben, ennek sebessége a
csoportsebesség [52]. A két sebesség nemlineárisw(k) függvény esetén nem azonos, azaz
ha a terjedési sebesség is függ a hullámszámtól. További fontos megjegyzés, hogy a rend-
szerek stabilitásának vizsgálatához is hatékony eszközt nyújt. Az exponenciális függvény
akkor konvergál egy véges számhoz, ha a kitev�ojének valós része negatív.

Energiaszempontú megközelítés esetén elmondható, hogy amennyiben a rendszer
konzervatív, úgy a csoportsebesség megegyezik az energiatranszport sebességével, azaz
vg = ve = �F

�E , ahol �F az átlagos energia áram és�E az átlagos mechanikai energia. Viszont
ha a vizsgált közeg elnyel�o tulajdonságú, úgy a csoportsebesség és az energiatranszport
sebessége nem egyezik meg és a csoportsebesség komplex érték�u lesz; általában véve a
hullámcsoport centrális hullámszáma sem állandó és az energia szempontú megközelítés
nem ad egyértelm�u választ a kérdésre [53].

13A diszperziós reláció fontos szerepet játszott a fény részecske- és hullámtermészetének a vizsgála-
tában, illetve az 1924-ben de Broglie által felálított hipotézisben is, hogy minden anyagi részecske
rendelkezik ezzel a dualitással.

14Matematikai értelemben vett diszperziós relációnak nevezzük azokat a komplex függvényeket, me-
lyek képzetes és valós részei között létezik egy integrál kapcsolat, az úgynevezett Kramers-Kronig
reláció. A fény esetében a refrakciós index diszerperzív (valós) és az abszorptív (képzetes) részei
között teremt kapcsolatot [51].
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Ebben a fejezetben a bemutatott h�ovezetési modellekre jellemz�o diszperziós reláció-
kat vizsgáljuk, azzal a céllal, hogy a paraméterek szerepér�ol többet megtudjunk. Fontos
megemlíteni, hogy a dimenziótlan paraméterek miatt a frekvencia és a hullámszám, vala-
mint az ebb�ol ered�o fázissebesség és csoportsebesség esetén nincs értelme dimenziókról
beszélni.

3.2.1. FOURIER-EGYENLET:

Az egyenletrendszer az alábbi alakot ölti :

� � @tT + @xq = 0; (50)

q+ � � @xT = 0: (51)

Helyettesítsük be a (49) egyenletet mindkét mez�ore vonatkozólag, ezzel egy algebrai
egyenletrendszert kapunk. Ennek az egyenletrendszernek azM együttható mátrixát kell
vizsgálnunk.

M =

 
� !� � k
ik� � 1

!

detM = 0 ! k2 = i! (52)

Ebb�ol az következik, hogy a fázissebesség tisztán képzetes, de ennek valós �zikai jelen-
tése nincs, így ezzel nem foglalkozunk tovább.

3.2.2. GUYER-KRUMHANSL-EGYENLET:

Adott az alábbi egyenletrendszer

� � @tT + @xq = 0; (53)

� q@tq+ q+ � � @xT � â@xx q = 0: (54)

Járjunk el hasonlóképp, helyettesítés után szintén egy algebrai rendszerhez jutunk, ennek
az együttható mátrixa:

M =

 
� !� � k
ik� � 1 � i!� q + âk2

!

detM = 0 ! k =

s

�
� i! 2� q + !

! â + i
(55)

Viszont a komplex értékek miatt ebben a formában nagyon nehézkes elvégezni a gyökvo-
nást, így tegyük meg az alábbi átalakítást

k2 =
1

! 2â2 + 1

�
! 2(� q � â) + i (! 3� qâ + ! )

�
: (56)
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Legyen ak2 egyz = x + iy komplex számmal egyenl�o, ahol

x =
! 2(� q � â)
! 2â2 + 1

; y =
! 3� qâ + !
! 2â2 + 1

: (57)

Ekkor a z komplex számot írhatjuk az = rei� alakban is, aholr =
p

x2 + y2 és � =
= arctan ( y=x). A gyökvonás m�uvelete így könnyen elvégezhet�o, ugyanis

p
z =

p
rei �

2 ,
azaz elég az argumentumot kett�ovel osztani, így megkaptuk ak(w) függvényt, melynek
valós része az exponenciális tag felbontása után

Ref k(! )g = 4

s
! 4� 2

q + ! 2

! 2â2 + 1
cos

 
1
2

arctan

 
! 2â� q + 1
! (� q � â)

!!

: (58)

Komplex diszperziós reláció esetén a csoportsebességet azw(k) függvény valósré-
szének a deriváltja határozza meg, azaz

vg =
dRef ! g

dk
: (59)

De az! (k) függvény ismeretlen; ezzel ellentétben ak(w) függvényt már ismerjük, így
ennek a deriváltja is megfelel�o a dRef ! (k)g

dk =
�

dRef k(! )g
d!

� � 1
összefüggés felhasználásával.

A csoportsebesség így

vg = 1=

0

B
@

! (1 + � 2
q ! 2(2 + â2! 2)) cos(1

2 arctan(1+ â� q ! 2

â! � � q ! ))

2(1 + a2! 2)2( ! 2+ � 2
q ! 4

1+ â2 ! 2 )
3
4

+

+
(� â + � q)! 2(� 1 + â� q! 2) sin( 1

2 arctan(1+ â� q ! 2

â! � � q ! ))

2(1 + a2! 2)2( ! 2+ � 2
q ! 4

1+ â2 ! 2 )
3
4

1

C
A : (60)

A formula meglehet�osen bonyolult, de nézzük mit tudunk kiolvasni bel�ole.

– Fourier eset: ha â = � q = 0, akkor a diszperziós relációra a Fourier esetet kapjuk
vissza, ez nem közvetít �zikai információt számunkra.

– MCV eset: ha â = 0, akkor a MCV-egyenletre redukálódik a rendszer, mellyel a
diszperziós relációra

k2 = ! 2� q + i! (61)

adódik. Ekkor ak(! ) függvény valós része az (58) egyenl�oséget felhasználva

Ref k(! )g = 4
q

! 4� 2
q + ! 2 cos

 
1
2

arctan

 
1

!� q

!!

: (62)

Nézzünk most kétféle közelítést.
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1. Legyen a� q paramétere kicsi, azaz� q << 1. Ekkor mondhatjuk, hogy� 2
q � 0

és azarctan függvény tart a�
2 -höz, mely által acos-os tag tart az1p

2
-höz. A

frekvencia szigorúan pozitív, így a gyök alatti kifejezés4
p

! 2 !
p

! módon
egyszer�usödik. Ezt felhasználva

Ref k(! )g �=
r

!
2

: (63)

Egyszer�u számolás megmutatja, hogy amíg� q � 0:001, addig 100 Hz-es ger-
jeszt�o frekvenciáig a hiba 5 % alatt marad. Ezzel az egyszer�ubb relációval a
fázissebességvp = 2k, a csoportsebesség pedigvg = 4k, azaz jó közelítéssel
a hullámszám valós részével egyenesen arányosak.

2. Legyen most a� q nagy paraméter, azaz� 2
q >> 1 és! > 1, mellyel ! 4 >> ! 2.

Az el�oz�o esethez hasonlóan eljárva ak(! ) függvény az alábbira egyszer�usö-
dik:

Ref k(! )g �= !
p

� q: (64)

A hullámszám és a frekvencia közötti kapcsolat lineáris, így a fázissebesség
és a csoportsebesség megegyezik, azazvp = vg = 1p

� q
, mely azonos a hiper-

bolicitás vizsgálatánál is levezetett eredménnyel. Ez azt jelenti, hogy a cso-
portsebesség fordítottan arányos a� q paraméterrel, azaz nagyobb paraméter
mellett lassabb jelterjedés tapasztalható.

– GK eset: ilyenkor egyik paramétert sem tekintjük nullának, továbbá a fázissebes-
ség és a csoportsebesség összefüggései sem lineárisak, csak speciális közelítések
sorozatával mondhatnánk róla többet. Érdekesebb megnézni azâ és a� q paraméte-
rek együttállását. Ekkor a diszperziós reláció a Fourier-egyenlethez tartozó relációra
egyszer�usödik, amib�ol a csoportsebességre kapjuk, hogyvg =

p
8! .

Fontos észrevenni, hogy a GK-egyenlet esetén a csoportsebesség nem tud komplex értéket
felvenni, mivel a konstansok pozitív de�nitek a második f�otétel teljesülése miatt. Figyel-
jük meg, hogy a csoportsebesség azâ paraméter növelésével szintén növekszik, azaz a
jelátvitel sebessége n�o (3. ábra), erre példát a megoldásoknál fogunk még látni.

A 2. ábrán látható a csoportsebesség frekvencia tartományon való ábrázolása. Kis
frekvenciák esetén meg�gyelhet�o a nemlineáris jelleg, valamint a függvény széls�oérték-
kel rendelkezik. A nemlinearitás a magasabb frekvenciák irányában teljesen elhal és egy
konstans értékhez konvergál a csoportsebesség.
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2. ÁBRA. A GK-egyenletre jellemz�o csoportsebesség különböz�o � q paraméterek melletti
ábrázolása a frekvencia függvényében,â = 0:001disszipációs paraméter állandó.

3.2.3. GREEN-NAGHDI-EGYENLET:

A szituáció hasonló a GK esethez, de abból ezt nem tudjuk egyszer�u paraméter he-
lyettesítéssel visszakapni a konstitutív egyenletb�ol hiányzó h�oáram miatt :

� � @tT + @xq = 0; (65)

� q@tq+ � � @xT � â@xx q = 0: (66)

A már bevett eljárással számoljunk tovább.

M =

 
� !� � k
ik� � � i!� q + âk2

!

detM = 0 ! k2 =
i! 2� q

! â + i
(67)

– Disszipáció mentes eset: ekkor â = 0 így a h�omérsékletre nézve egy másodrend�u
hullámegyenletet eredményez, melyre a MCV-egyenletre is jellemz�o 1p

� q
fázisse-

besség és csoportsebesség adódik.

– GN eset: ak(! ) függvény valós része

Ref k(! )g = 4

s
! 4� 2

q

! 2â2 + 1
cos

� 1
2

arctan(â! )
�

: (68)

Figyeljük meg, hogy a GK esettel összhangban itt is csökken a hullám amplitúdója
azâ paraméter növelésével. A csoportsebesség pedig

vg =
2(! + â2! 3)

4

r
! 4 � 2

q

! 2 â2+1 ((2 + â2! 2) cos(12 arctan(â! )) � â! sin(1
2 arctan(â! )))

: (69)
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3. ÁBRA. A GK-egyenletre jellemz�o csoportsebesség különböz�o � q paraméterek melletti
ábrázolása aẑa dimenziótlan disszipációs együttható függvényében, állandó frekvencia
mellett.

A GK esethez hasonlóan a disszipációs együttható növekedése szintén növeli a cso-
portsebességet. A megoldások fejezetben arra is mutatunk példát, hogy a Fourier-
egyenlet megoldása ezzel az egyenlettel is közelíthet�o, méghozzá nagy� q ésâ pa-
raméterekkel úgy, hogy� q = â is teljesüljön. A csoportsebesség összefüggésében is
elvégezve ezeket a közelítéseket kapjuk, hogyvg =

p
8! , ami pontosan a Fourier-

egyenletre jellemz�o csoportsebesség.

4. ÁBRA. A GN-egyenletre jellemz�o csoportsebesség különböz�o � q paraméterek melletti
ábrázolása a frekvencia függvényében,â = 0:001disszipációs paraméter állandó.

Figyeljük meg, hogy a csoportsebesség állandó értéket fesz fel a frekvencia tartomá-
nyon a relaxációs id�ot�ol függ�oen (4. ábra). A disszipációs együttható növekedésével me-
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5. ÁBRA. A GN-egyenletre jellemz�o csoportsebesség különböz�o � q paraméterek melletti
ábrázolása aẑa dimenziótlan disszipációs együttható függvényében, állandó frekvencia
mellett.

redeken növekszik a csoportsebesség, továbbá a GK-egyenlettel azonosan függ a disszi-
pációs együtthatótól (5. ábra).

3.2.4. BALLISZTIKUS -DIFFÚZÍV MODELL :

El�oször nézzük a már bemutatott hierarchikus egyenletrendszert :

� � @tT + @xq = 0; (70)

� q@tq+ q+ � � @xT + �@xQ = 0; (71)

� Q@tQ + Q + �@xq = 0: (72)

A síkhullám megoldás behelyettesítésével kapjuk az alábbi együttható mátrixot és disz-
perziós relációt.

M =

0

B
@

� !� � k 0
k� � � !� q � i k�
0 k� � !� Q � i

1

C
A

detM = 0 ! k2 =
! 2� q + i!

1 + � 2 !
!� Q + i

(73)

A valós és képzetes részeket elkülönítve kapjuk, hogy

k2 =
1

! 2(� Q + � 2)2 + 1

�
! 4(� 2

Q � q + � Q � q� 2) + ! 2(� q � � 2) + i [! 3(� 2
Q + � Q � 2 + � q� 2) + ! ]

�
:

(74)
Vegyük sorra az egyes aleseteket.
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– MCV eset: a legszembet�un�obb eset, ha megszüntetjük a konstitúciós egyenletek
közötti csatolást, akkor azonnal a MCV-egyenletre redukálódik a rendszer a disz-
perziós relációval együtt.

– Fourier eset: az el�oz�o gondolatot folytatva, ha� q zérus, akkor tovább redukáljuk a
rendszerünk és a Fourier-egyenlethez jutunk. Másik lehet�oség, hogy ha egyik para-
méter sem zérus, akkor a� és a� q legyenek „kis” paraméterek, ekkor a Fourier-hez
nagyon hasonló megoldást fogunk kapni.

– GK eset: legyen� 2 = â és� Q = 0, úgy a GK-egyenletre jellemz�o diszperziós relá-
ciót kapjuk vissza, ami az egyenletrendszerb�ol is jól látható.

– Ballisztikus-diffúzív eset: ak(! ) függvény valós része

Ref k(! )g = 4

vu
u
t ! 2(1 + � 2

q ! 2)(1 + � 2
Q! 2)

1 + ! 2(� Q + � 2)2
� (75)

� cos

 
1
2

arctan

 
1 + ! 2(� 2

Q + � 2(� q + � Q))
! (� q � � 2) + ! 3� q� Q(� Q + � 2)

!!

A fenti alak csak a csoportsebesség meghatározására lesz hasznunkra. Ha még
azonnal a determináns képzésekor elhagyjuk a képzetes tagokat, akkor abból a fá-
zissebességre visszakapjuk a hiperbolicitás vizsgálatának során meghatározott jel-
terjedési sebességet, azaz

vp =

vu
u
t � 2 + � Q

� q� Q
: (76)

Vegyük észre, hogy amíg� q és � Q kicsi paraméterek,� > 1, valamint igaz még,
hogy � q! = � Q! = 1, akkor az egészRef k(! )g összefüggés közelíthet�o 1

� -val,
a fázissebesség pedig�! -val. A csoportsebességre kapott összefüggés túl hosszú,
közlését�ol eltekintünk. Ebben az esetben sem lehet komplex érték�u a csoportsebes-
ség. A paraméterekt�ol való függést szemléletesen a csoportsebesség függvényének
képével mutathatjuk be (6. és 7. ábrák).

Fontos észrevennünk a 6. ábrán, hogy avg(! ) függvénynek széls�oértéke van, mely a
már említett ablakfeltételre utalhat. Azonban ennek jelentése további vizsgálatokat
igényel. A csoportsebesség minden esetben a GN-egyenlet általi értékekhez kon-
vergál és szintén konstans marad a frekvencia tartományban. Érdekes tulajdonsága,
hogy a� paraméter növelésével növekszik a csoportsebesség (7. ábra), de másképp,
mint a GK- és GN-egyenleteknél.

A ballisztikus tartományban15 szemléltetett paraméterek esetén az alábbiak szerint
alakul a csoportsebesség frekvencia függése. Figyeljük meg, hogy ebben az esetben
két maximum hellyel is rendelkezik a függvény.

15Megoldások fejezet, 33. ábra
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6. ÁBRA. A ballisztikus-diffúzív egyenletre jellemz�o csoportsebesség különböz�o � q és� Q

paraméterek melletti ábrázolása a frekvencia függvényében,� = 0:001paraméter állandó.
A GK-egyenlettel megegyez�o karakterisztikát láthatunk.

Ezzel a fejezettel pontosabb képet kaphattunk arról, hogy milyen módon módosítják
az egyes paraméterek a kapott megoldásokat a terjedési sebességekre fókuszálva. Lát-
hattuk, hogy a legtöbb diszperziós relációban jelen vannak a frekvencia magasabb rend�u
hatványai is, ami disszipációra és diszperzióra utal. A numerikus megoldások pontosságá-
ban ennek a két jelenségnek nagy szerepe van. A disszipáció a hullám ellapulását okozza,
míg a diszperzió egy állandó érték körüli oszcillációként jelentkezik. Egy numerikus séma
stabilitásának vizsgálata során olyan feltételeket határozunk meg, melyek nem engedik,
hogy ezek a mesterséges oszcillációk az id�oben el�orehaladva növekedjenek. A lézerim-
pulzus kísérlet bemutatása után részletesen tárgyaljuk a konvergencia bizonyítását, mely
szoros kapcsolatban áll a stabilitással.

4. A LÉZERIMPULZUS KÍSÉRLET

A bemutatott h�ovezetési modelleket a széles körben elterjedt lézerimpulzus kísérle-
ten „teszteljük”. Ezt a módszert az anyagok h�o�zikai paramétereinek (h�ofokvezetési és
h�ovezetési tényez�o) mérésére használják. Több oka van annak, hogy ezt a kísérletet vá-
lasztottuk:

– A módszert több, mint 50 éve használják, jól kidolgozott, a technikai fejl�odésének
hála folyamatos fejlesztés alatt van.

– A mérnöki gyakorlat számára jól ismert, a mérés egyszer�u és könnyen reprodukál-
ható, széles körben alkalmazott mérési eljárás az anyagok h�ovezetési tényez�ojének
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7. ÁBRA. A ballisztikus-diffúzív egyenletre jellemz�o csoportsebesség különböz�o � q és
� Q paraméterek melletti ábrázolása a� dimenziótlan paraméter függvényében, állandó
frekvencia mellett.

mérésére.

– Ami a számunkra legfontosabb, a Fourier-féle h�ovezetésen túli jelenségek kimu-
tatására a legalkalmasabb módszer lehet a kis karakterisztikus idej�u h�oimpulzus
miatt.

A mérés során a minta hátfalán mérik a h�omérséklet id�obeli változását és abból vissza
számolhatóak a kívánt h�o�zikai paraméterek, így f�oként mi is ezt a fajta karakterisztikát
fogjuk �gyelemmel kísérni. A mérés vázlata a 9. ábrán látható.

4.1. KEZDETI ÉS PEREMFELTÉTELEK

A kezdeti feltételek megadásakor homogén mez�oket tételezünk fel a dimenziótlan
egyenletekben, egyformán zérus kiindulási értékkel. A peremfeltételek nem ilyen egy-
szer�uek. A legtöbb modell esetén a h�omérséklet és a h�oáram mez�ovel dolgozunk, a
ballisztikus-diffúzív modell esetén viszont egy harmadik mennyiség is fellép, a h�oáram
árama. Induljunk ki abból, hogy a lézerimpulzus egy h�oáram, ennek megfelel�oen a h�o-
áram mez�ore adunk meg peremfeltételt. Nem foglalkozunk a minta leh�ulésével, így a
h�oáram impulzus után a minta mindkét oldalán állandó nulla h�oáramot de�niálunk.

Ha az egyenletrendszereinket csak a h�omérsékletet tartalmazó formára hoznánk, az-
az kiküszöbölnénk a h�oáramot (és esetleg a h�oáram áramát), akkor úgy gondolhatjuk,
hogy az egyenlet térbeli rendjéb�ol egyértelm�uen meghatározható a szükséges peremfelté-
telek száma. Ez általában véve igaz is, viszont magát a peremfeltételt megadni közel sem
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8. ÁBRA. A ballisztikus-diffúzív egyenletre jellemz�o csoportsebesség különböz�o
� q = 1:9, � Q = 0:07 és� = 0:2 paraméterek melletti ábrázolása a frekvencia függvényé-
ben.

9. ÁBRA. A lézerimpulzus mérési módszer sematikus vázlata.

egyszer�u. Mivel ilyenkor nem szerepel explicit módon a h�oáram az egyenleteinkben, így
elkerülhetetlen a konstitutív egyenletek alkalmazása. A térben nemlokális egyenleteknél
(például a GK- és GN-egyenletek) mindenképp szükség van a h�oáram mez�ore, egészen
pontosan annak „féloldalas” deriváltjára. A [28] dolgozatban láthattuk, hogy ennek hi-
ánya a megoldások egy bizonyos paraméter tartományán „�zikátlan” eredményre vezet,
negatív h�omérséklet alakul ki.

A ballisztikus-diffúzív modell esetén a helyzet még bonyolultabb, mivel a h�omérsék-
let harmadik deriváltját is ismernünk kéne a peremeken. Így lényegesen egyszer�ubb - és
a lézerimpulzus kísérletben kézenfekv�obb is - a h�oáramot megadni a peremen. A rend-
szereink ilyen szempontú megoldása vezetett minket egy olyan diszkretizálási eljáráshoz,
ahol a peremfeltételeket különleges módon kezelhetjük, err�ol részletesen a következ�o fe-
jezetben lesz szó, most csak a h�oáram mez�ore vonatkozó peremfeltételek tárgyaljuk.

A lézerimpulzust de�niáljuk az alábbi módon [47]:

103



qx=0 =

(
1 � cos(2� � t

tp
) ha0 < t � tp

0 hat > t p

Ennek ábrázolása látható a 10. ábrán.

10. ÁBRA. Lézerimpulzus peremfeltétel.

Fontos észrevenni, hogy a függvény „simán” indul, azaz a deriváltja a kezdeti id�o-
pontban nulla, valamint a hullám kifutása is ilyen. Ez numerikus szempontból fontos. A
nem nulla derivált mesterséges numerikus perturbációt idéz el�o. Ez jól érzékeltethet�o az
egységugrás függvény példáján. A kiindulási id�opontban lév�o hirtelen ugrás (a derivált itt
végtelen) lehetetlenné teszi a véges differenciával történ�o „sima” megoldást, bármilyen
�nom is a diszkretizáció, teljesen nem fognak elt�unni a kéretlen numerikus hibák.

Természetesen a valóságban a kísérletek során nem ilyen jelalak jelenik meg. Mi a
jelalaktól való függést nem vizsgáljuk, az egyenletek kvalitatív viselkedésének tanulmá-
nyozásához ez is elegend�o. Viszont az impulzus hossza a kísérlet id�otartamához képest
kicsi, ezért várhatóan a pontos jelalak nem játszik lényeges szerepet.

5. NUMERIKUS MÓDSZER

Az egyenletek megoldásához a véges differencia módszert használtuk. Ennek vannak
el�onyei és hátrányai is:

– Könny�u a diszkretizálás, jól követhet�o a séma pontossága, peremfeltételt�ol függet-
lenül használható, egyszer�u leprogramozni.

– Mesterséges numerikus jelenségek, oszcillációk és fázishiba lehet�osége. A hirtelen
változó megoldásokat körülményes kezelni.
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11. ÁBRA. Diszkretizálási eljárás.

Célunk volt egy könnyen kezelhet�o explicit sémát írni, mely hasonló szerkezet�u
egyenletrendszerekre könnyen kiterjeszthet�o. Mivel a vizsgált h�ovezetési modellek rend-
re hasonló struktúrával bírnak, így ez egy fontos szempont, viszont a stabilitás vizsgálata
elengedhetetlen. A séma konzisztenciájának a vizsgálatára is szükség van, melynek igazo-
lásával a Lax-Richtmyer tétel16 [54] alapján a séma konvergenciája17 is biztosítottá válik.
A konzisztencia vizsgálattal együtt a séma hibájára is becslést tudunk majd adni.

5.1. DISZKRETIZÁLÁS

A sémánk sajátossága, hogy egymáshoz képest eltolt mez�oket alkalmaz, melyet az
alábbi 11. ábra is szemléltet.

Az egyik mez�o a minta teljes tértartományát lefedi (a fenti szélesebb), addig a másik
� x
2 -vel el van tolva. Képzeljük el magunk el�ott, hogy a mintát kis darabokra bontjuk, kon-

tinuumok kölcsönhatását számoljuk. Ezzel a fajta diszkretizálással megkülönböztetünk
felület jelleg�u és térfogat jelleg�u mennyiségeket, azaz ami a teljes tartományt lefedi, ott a
cellák határaira írjuk fel az egyenleteket, az eltolt mez�o esetén pedig a cellák középpont-
jára, mint egyfajta átlagként kezelve az adott cellára vonatkozólag. További tualjdonsága,
hogy így a térfogati mennyiségekre nem szükséges peremfeltételeket de�niálnunk. Ez-
zel a megfontolással tehát elegend�o lesz számunkra a h�oáram, mint peremfeltétel, a többi
mennyiséget eltoltnak tekintjük. Ez a választás viszont önkényes, ha h�omérsékletet szeret-
nénk de�niálni a peremen, akkor a többi mennyiséget fogjuk eltolni. Vegyes peremfeltétel
esetén viszont megfontolandó a választás.

16Másnéven Lax ekvivalencia tétele.
17Liu [55] is felhívja rá a �gyelmet, hogy a különböz�o diszkretizációs eljárásoknak eltér�o a pon-

tossága, konvergenciájának sebessége és a rendszerre jellemz�o fázissebessége, melynek vizsgálata
kevéssé terjedt el.
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A bels�o energia mérlegegyenlete minden modellhez szükséges és egységes, ennek
diszkretizált formája a h�omérsékletre rendezve:

Tn+1
j = Tn

j �
� t

� � � x
(qn

j +1 � qn
j ): (77)

Nézzük most modellenként a konstitutív egyenleteket:

– Fourier-egyenlet:

qn+1
j = �

� �

� x
(Tn

j � Tn
j � 1): (78)

– Guyer-Krumhansl-egyenlet:

qn+1
j = qn

j �
� t
� q

qn
j �

� � � t
� q� x

(Tn
j � Tn

j � 1) +
â� t

� q� x2
(qn

j +1 � 2qn
j + qn

j � 1): (79)

Ebb�ol az Maxwell-Cattaneo-Vernotte modell visszakapható azâ = 0 paraméter
mellett.

– Green-Naghdi-egyenlet:

qn+1
j = qn

j �
� � � t
� q� x

(Tn
j � Tn

j � 1) +
â� t

� q� x2
(qn

j +1 � 2qn
j + qn

j � 1): (80)

– Ballisztikus-diffúzív egyenlet:

qn+1
j = qn

j �
� t
� q

qn
j �

� � � t
� q� x

(Tn
j � Tn

j � 1) �
� � t
� q� x

(Qn
j � Qn

j � 1); (81)

Qn+1
j = Qn

j �
� t
� Q

Qn
j �

� � t
� Q � x

(qn
j +1 � qn

j ): (82)

A ballisztikus-diffúzív modellben nem csak a h�omérséklet, de a h�oáram árama is eltolt
mennyiség a diszkretizáció szempontjából. A séma roppant egyszer�u, id�oben el�orelép�o,
térben pedig visszalép�o. Ez persze csak a séma szempontjából igaz, �zikailag a diszkre-
tizáció miatt centrális. A sémánk f�o hátránya a pontossága, mivel a közelítés mindenhol
els�orend�u; de el�onye a roppant egyszer�u felépítése és kis számításigénye.

5.2. KONZISZTENCIA

Egy numerikus séma konzisztens, ha� x; � t tart a nullához, úgy a numerikus megol-
dás is tart a pontos megoldáshoz. Ennek bizonyításához nem kell mást tenni, mint a séma
egyes elemeit Taylor-sorba fejteni, majd visszahelyettesíteni a sémába. Ezzel megkapjuk
az egyes h�o�zikai mennyiségekre ható numerikus („diszkrét”) operátort. Ezt kivonva az
eredeti egyenlet folytonos értékkészlet�u operátorából nullát kell kapjunk.
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Nézzük el�oször a bels�o energia mérlegegyenletét ; írjuk fel az eredeti egyenletet és a
sémát az alábbi formákban:

� � @tT + @xq = 0; (83)

P1 = � �
@
@t

; P2 =
@

@x
;

aholP1 ésP2 a h�omérséklet és a h�oáram operátorai.

� �
Tn+1

j � Tn
j

� t
+

qn
j +1 � qn

j

� x
= 0 (84)

Fejtsük sorba aTn+1
j ésqn

j +1 tagokat az alábbi módon:

Tn+1
j = Tn

j + � t@tT +
� t2

2
@tt T + O(� t3); (85)

qn
j +1 = qn

j + � x@xq+
� x2

2
@xx q+ O(� x3); (86)

és (84) egyenletbe helyettesítve:

� �

�

@tT +
1
2

� t@tt T + O(� t2)
�

+
�

@xq+
1
2

� x@xx q+ O(� x2)
�

= P1� t; � x T + P2� t; � x q;
(87)

aholP1� t; � x ésP2� t; � x diszkrét operátorok. Ezután tartassuk nullához a differencia tago-
kat, majd vonjuk ki az eredeti egyenletb�ol ; az eredmény nulla. A séma a léptékek csök-
kentésével a valós megoldáshoz tart. A séma konzisztencia rendje 1, így a konvergencia
rendje is 1.

Az összes modell közül csak a GK esetre fejtjük ki a levezetést, mivel egyrészt a
szerkezete megegyezik az összes többivel, illetve egyértelm�uen lehet bel�ole származtatni
is a Fourier és MCV modelleket, valamint a GN egyenlettel is nagy hasonlóságot mu-
tat. Másrészt a ballisztikus modell esetén a diszkretizálás szerkezete teljesen megegyez�o,
ugyanolyan konzisztencia és konvergencia rend jellemz�o az összes sémára.

Ebben az esetben az alábbi tagok sorfejtésére van szükség:

Tn
j � 1 = Tn

j � � x@xT +
1
2

� x2@xx T � O(� x3); (88)

qn
j � 1 = qn

j � � x@xq+
� x2

2
@xx q�

� x3

6
@3

x q+
� x4

24
@4

x q� O(� x5); (89)

qn
j +1 = qn

j + � x@xq+
� x2

2
@xx q+

� x3

6
@3

x q+
� x4

24
@4

x q+ O(� x5); (90)

qn+1
j = qn

j + � t@tq+
1
2

� t2@tt q+ O(� t3): (91)

A h�oáram két tagját magasabb rendig kellett sorbafejteni a sémában szerepl�o másodrend�u
derivált miatt. Visszahelyettesítve (79) egyenletbe:

� q

�

@tq+
1
2

� t@tt q+ O(� t2)
�

+ qn
j + � �

�

@xT �
1
2

� x@xx T � O(� x2)
�

+

� â
�

@xx q+
1
12

� x2@4
x q+ O(� x4)

�

: (92)
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Ebb�ol látható, hogy a másodrend�u centrális derivált másodrendben pontos, de a séma
legalacsonyabb rendje számít, így ennek is a konzisztencia rendje 1.

Néhány fontos megjegyzés a konzisztenciával kapcsolatban:

– Az el�obbiekben bemutatott levezetés a sémánk gyenge („w-consistent”) konzisz-
tenciát bizonyítja. Konvencionális értelemben ezt szokták egy séma konzisztenci-
ája alatt érteni. Viszont ez azzal jár, hogy a differenciaegyenleteink nem biztos,
hogy örökölnek minden tulajdonságot ami a differenciálegyenletekre vonatkozik
[56]. Az er�os konzisztencia („s-consistent”) bizonyítása lényegesen körülménye-
sebb. Számunkra jelenleg a gyenge konzisztencia is elegend�o.

– A már említett Lax-Richtmyer ekvivalencia elv pontosabb megfogalmazása: egy
kezdetiérték problémára vonatkozó lineáris parciális differenciálegyenlet vele kon-
zisztens véges differenciákkal való közelítése konvergens, ha a séma stabil. A kez-
detiérték probléma korrekt kit �uzöttség�u kell legyen, azaz

1. létezik megoldás,

2. ez a megoldás egyértelm�u,

3. a megoldás folytonosan függjön a kezdeti és peremfeltételekt�ol,

ahol az els�o két pont, a megoldás létezése és unicitása magában foglalja a perem-
feltételek ellen�orzését is.

Azaz a konvergencia biztosításához a sémánk stabilitását még bizonyítani kell. Szimmet-
rikus hiperbolikus rendszerekre könnyen tudunk korrekt kit �uzöttség�u problémát megadni
[43]. Ennek további vizsgálatát, a szükséges tételek bizonyítását és pontosabb matemati-
kai megfogalmazását [57] részletezi.

5.3. STABILITÁSVIZSGÁLAT

A numerikus séma akkor marad stabil, ha a közelítés hibája véges marad. Ennek
ellen�orzésére a Neumann- és Jury-módszereket alkalmazzuk. El�oször nézzük a Neumann-
féle eljárást közelebbr�ol. Tételezzük fel az egyenleteink megoldását az alábbi formában:

� n
j = � neikj � x ; (93)

ahol i a képzetes egység,k a hullámszám,j � x a „j”-edik térlépés,n pedig az id�olépés
indexe. A séma stabil, ha a� növekményi faktorra igaz, hogyj� j � 1. Ha j� j = 1, ak-
kor a sémát konzervatívnak nevezzük. Helyettesítsünk vissza a sémákba, kezdjük a bels�o
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energia mérlegegyenletével :

� Tn+1
j + Tn

j �
� t

� � � x
(qn

j +1 � qn
j ) = 0 ; (94)

(� � 1)T0 +
� t

� � � x

�
eik � x � 1

�
q0 = 0: (95)

Mivel két mennyiséggel, a h�omérséklettel és a h�oárammal dolgozunk, ezért egy lineáris
algebrai egyenletrendszerre fogunk jutni. A legegyszer�ubbel, a Fourier-egyenlettel kezd-
jük,

�q0 +
� �

� x

�
1 � e� ik � x

�
T0 = 0: (96)

Így a rendszer az alábbi formát ölti

0

@
� � 1 � t

� � � x

�
eik � x � 1

�

� �
� x

�
1 � e� ik � x

�
�

1

A �

 
T0

q0

!

= 0:

A rendszernek akkor van triviálistól különböz�o megoldása, amikor az együttható mátrix
determinánsa zérus. Ezáltal a rendszerF (� ) karakterisztikus polinomja a következ�o:

F (� ) = � 2 � � �
� t

� x2
(2 cos(k� x) � 2) = 0: (97)

Fontos észrevétel, hogy a polinomot úgy kell rendezni, hogy a legmagasabb fokú tag
együtthatója pozitív legyen. A h�ovezetési modellek vizsgálatakor amíg a rendszer másod-
rend�u marad, nem okoz gondot. Egyedül a ballisztikus modell harmadrend�u, ott ezt fel-
tétlen �gyelembe kell venni, mivel a Jury-kritériumok alkalmazásakor relációt változtat.
Továbbá megjegyzend�o, hogy a Jury-kritériumok diszkrét rendszerek vizsgálatára alkal-
masak, míg a közismertebb Routh-Hurwitz kritériumok folytonos rendszerekre, illetve
bilinieáris transzformációval diszkrét rendszerre is alkalmazható [58]. A stabilitási kri-
tériumok szerepe, hogy a karakterisztikus polinom együtthatóiból következtethetünk a
gyökeire. Amíg a gyökök a komplex számsíkon elhelyezked�o egységkörön belül vannak,
addig a differenciaegyenlet egyensúlya aszimptotikusan stabil. Általános szabály, hogy
„n”-ed rend�u polinomhoz n+1 számú feltétel tartozik.

Most nézzük az általános Jury feltételeket:

1. F (� = 1) � 0

2. F (� = � 1) � 0 ha n páros ésF (� = � 1) � 0 ha n páratlan

3. ja0j � an , azaz ha a legmagasabb fokú tag együtthatója 1, úgy a triviális megoldás
esetén is biztosítja, hogy a konstans nulladrend�u tag ne legyen nagyobb egynél.
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Ha ezek a feltételek teljesülnek, akkor a séma stabil és a növekményi faktorra igaz lesz,
hogy j� j � 1. A továbbiakban csak a karakterisztikus polinomot írjuk fel és a kritérium
számára utalunk.

– Fourier-egyenlet: a polinomot már levezettük, nézzük a kritériumokat:

1. 4� t
� x2 > 0; ez minden esetben teljesül.

2. 1 + 2� t
� x2 > 0; szintén minden paraméter kielégíti.

3. � t < � x2

4 ; a harmadik Jury-kritérium feltételt szab az id�olépésre nézve.

– Guyer-Krumhansl-egyenlet: tekintsük a polinomot aza2� 2 + a1� + a0 = 0 alak-
ban, ahol

a2 = 1;

a1 =
� t
� q

� 2 �
â� t

� q� x2
(2 cos(k� x) � 2) ;

a0 = 1 �
� t
� q

+
â� t

� q� x2
(2 cos(k� x) � 2) �

� t2

� q� x2
(2 cos(k� x) � 2) :

A cos(k� x) = � 1 érték jelenti a széls�oértéket, minden esetben ezt vesszük alapul.
Ezt �gyelembe véve a kritériumokra kapjuk, hogy:

1. 4� t2

� q � x2 > 0;

2. � x2

4

�
2� q

� t � 1
�

+ � t
2 > â:

3. Az abszolút érték miatt két feltételt kapunk;� t � � x2

4 < â.

A másik kritérium pedig� x2

4

�
2� q

� t � 1
�

+ � t > â, mely gyengébb, mint a 2.
pontban leírt, mivel� t

2 < � t.

A MCV-egyenletre vonatkozó feltételt̂a = 0 mellett kapjuk meg.

– Green-Naghdi-egyenlet: a konstitutív egyenletb�ol a GK esethez képest hiányzik
a h�oáram nulladrend�u deriváltja, így nem meglep�o, hogy a � t

� q
paraméter fog hiá-

nyozni a polinom együtthatóiból, azaz:

a2 = 1;

a1 = � 2 �
â� t

� q� x2
(2 cos(k� x) � 2) ;

a0 = 1 +
â� t

� q� x2
(2 cos(k� x) � 2) �

� t2

� q� x2
(2 cos(k� x) � 2) :

Így a stabilitás feltételei :

1. 4� t2

� q � x2 > 0; vagyis ez egyezik a GK esettel.
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2. � q � x2

2� t + � t
2 > â:

3. Az abszolút érték miatt most is két feltételt kapunk;� t < â feltétel kizárja az
â = 0 esetet, ami összhangban áll a termodinamikai feltételekkel is.

A másik kritérium pedig� q � x2

2� t + � t > â; most is ez a gyengébb, mivel� t >
> � t

2 .

– Ballisztikus-diffúzív egyenlet: a rendszer 3 egyenletb�ol áll, így a polinom is har-
madfokú, együtthatói a következ�ok.

a3 = 1

a2 =
� t
� q

+
� t
� Q

� 3

a1 =
� t2

� q� Q
+ 3 �

2� t
� q

�
2� t
� Q

�

 
� 2� t2

� q� Q � x2
+

� t2

� q� x2

!

(2 cos(k� x) � 2)

a0 =
� t
� q

+
� t
� Q

�
� t2

� Q � q
� 1 +

 
� 2� t2

� q� Q � x2
�

� t2

� q� x2

 
� t
� Q

� 1

!!

(2 cos(k� x) � 2)

Az eddig szokásos követelményeken kívül szükség van még egy negyedik követel-
ményre is, mégpedig:

jb0j > jb2j, aholb0 =

�
�
�
�
�

a0 a3

a3 a0

�
�
�
�
�
ésb2 =

�
�
�
�
�

a0 a1

a3 a2

�
�
�
�
�
.

Jól láthatóan nagyon gyorsan elbonyolódnak a kritériumok, ennél az esetnél a nu-
merikus kiértékelés javallott. Az els�o 3 kritériumot még le lehet vezetni analitiku-
san, de a formulák nem olyan átláthatóak ahogy eddig, nem szolgáltatnak többlet
információt, ezért ezek közlését�ol eltekintünk.

Ezzel a stabilitásvizsgálat végére értünk, a sémák konvergenciája biztosított.

6. MEGOLDÁSOK ÉS ÖSSZEHASONLÍTÁSOK

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy az egyenletekben szerepl�o paraméterek milyen
hatást gyakorolnak a megoldásokra. A rendszerek fontos tulajdonsága, hogy a paraméte-
rek bizonyos együttállásakor vagy akár a köztük lév�o nagyságrendi különbség hatására
visszakapjuk a Fourier-egyenlet megoldását. Olyan kvalitatív analízist folytatunk, melyre
kísérletet lehet tervezni, vagyis olyan különbségeket keresünk, mely kísérletileg is meg-
fogható. A megoldások elemzését a Fourier-egyenlettel kezdjük, ez egy standard karakte-
risztikát fog jelenteni, az ett�ol való eltéréseket fogjuk keresni.
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6.1. A FOURIER-EGYENLET MEGOLDÁSAI

Ha a dimenziótlan, h�omérsékletre rendezett (98) Fourier-egyenletet vizsgáljuk, ak-
kor láthatóan az egyenlet nem tartalmaz paramétert. Kizárólag a peremfeltételben jelenik
meg a rendszer egyetlen id�oparamétere amit�ol a megoldás függ: a� � impulzushossz. Az
egyenlet :

@tT = @xx T: (98)

Felhívjuk rá a �gyelmet, hogy ezzel a dimenziótlanítással maga� � tartalmazza a szük-
séges anyagi paramétereket, amib�ol mindent vissza lehet számolni egy esetleges illesztés
során. A legtöbb megoldás esetén a� � = 0:04 értékkel fogunk dolgozni Czél és mun-
katársai [47] alapján, ez alól csak a ballisztikus modell lesz kivétel. Itt emeljük ki, hogy
egyetlen h�omérsékletre rendezett egyenlet sem tartalmazza ilyen formában a� � paramé-
tert. A megoldásokat a 12. és 13. ábrák mutatják.

12. ÁBRA. A h�omérsékletmez�o 3D reprezentációja a Fourier-egyenlet megoldásánál.

13. ÁBRA. Fourier-egyenlet megoldása� � = 0:04paraméterrel. A többi egyenlet megol-
dását ezzel hasonlítjuk össze.
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6.2. A MAXWELL -CATTANEO-VERNOTTE-EGYENLET MEGOLDÁSAI

A Fourier-egyenlet kiegészül egy id�oderiválttal, ennek megfelel�oen a h�ovezetést csil-
lapított hullámterjedés formájában írja le:

� q@tt T + @tT = @xx T: (99)

A � q ha tart a nullához, akkor tartunk a Fourier-egyenlet megoldásához. Ha viszont egyre
nagyobb a� q paraméter, annál inkább er�osödik a megoldás hullámjellege (14., 15., 16. áb-
rák) és egy másodrend�u hullámegyenlet megoldásához (disszipáció mentes GN-egyenlet)
tart. Meg�gyelhet�o még, hogy a� q paraméter növelésével a jelterjedési sebesség csökken.

14. ÁBRA. MCV-egyenlet megoldása� � = 0:04 és� q = 0:02 paraméterekkel. A jobbol-
dali ábrán már jól meg�gyelhet�o a hullámszer�u terjedés, valamint helyesen visszakaptuk
a rendszer karakterisztikus1p

� q
jelterjedési sebességét.

15. ÁBRA. MCV-egyenlet megoldása� � = 0:04és� q = 0:06paraméterekkel.
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16. ÁBRA. MCV-egyenlet megoldása szintvonalas ábrázolásban� � = 0:04 és� q = 0:06
paraméterekkel. A h�oimpulzus visszaver�odik, majd kisimul.

6.3. A GUYER-KRUMHANSL-EGYENLET MEGOLDÁSAI

Ahogy eddig is láttuk,̂a = 0 paraméter visszaadja a MCV-egyenletet, így ezzel itt már
nem foglalkozunk. Ahogy ezt a paramétert növeljük, úgy egyre disszipatívabb a rendszer,
n�o a csillapítás (17. ábra). Az alábbi, (100) h�omérsékletre rendezett egyenletben érdemes
észrevennünk, hogy nem csak az eredeti Fourier-egyenlet, hanem annak az id�oderiváltja
is benne van:

� q@tt T + @tT = @xx T + â@txx T: (100)

Ebb�ol következ�oen, ha� q = â, akkor olyan egyenlethez jutunk, mely pontosan a Fourier-
egyenlet megoldását adja vissza (18. ábra).

17. ÁBRA. GK-egyenlet alulcsillapított (MCV-jelleg�u) megoldása� � = 0:04;
� q = 0:02;â = 0:001paraméterekkel. A jobboldali ábrán a hullámszer�u terjedés még ki-
vehet�o.

Ha tovább növeljük a disszipációs paramétert, akkor a rendszer túlcsillapítottá válik,
melynek érdekessége, hogy megn�o a jelterjedési sebesség (19. ábra). Figyeljük meg, hogy
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18. ÁBRA. GK-egyenlet Fourier-jelleg�u megoldása� � = 0:04; � q = â = 0:02 paraméte-
rekkel. Ekkor pontosan a 13. ábrán látható megoldást kapjuk vissza.

ez a tapasztalatunk összhangban áll a diszperziós relációból számolt csoportsebességgel.

19. ÁBRA. GK-egyenlet túlcsillapított megoldása� � = 0:04; � q = 0:02; â = 0:04 para-
méterekkel. A h�omérséklet hamarabb kezd emelkedni, mint a Fourier-egyenlet esetében
(13. és 18. ábrák).

6.4. A GREEN-NAGHDI-EGYENLET MEGOLDÁSAI

Bár a konstitutív egyenletb�ol nem látszik, a h�omérsékletre rendezett (101) formából
láthatóan csillapított hullámegyenlettel van dolgunk. Amennyibenâ = 0, úgy a rendszer
disszipációmentes, azonban ezt az esetet a termodinamikai feltételek kizárják. A h�omér-
sékletre rendezett GN-egyenlet :

� q@tt T = @xx T + â@txx T: (101)

A 20. ábra egy gyengén csillapított megoldást mutat. A h�omérsékletcsúcsok a hul-
lám visszaver�odését szemléltetik, melyet a szintvonalas (21. ábra) reprezentációval job-
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ban meg lehet érteni.

20. ÁBRA. GN-egyenlet megoldása� � = 0:04; � q = 0:02; â = 10� 4 paraméterekkel. Jól
kivehet�o a hullám visszaver�odése és gyengülése.

21. ÁBRA. GN-egyenlet megoldása szintvonalas ábrázolásban� � = 0:04;
� q = 0:02; â = 10� 4 paraméterekkel.

Láthatóan a hullám kezd kiszélesedni, vagyis a hullám energiája eloszlik a térben
az id�o múlásával. Kis mérték�u csillapítás esetén az eddigi megoldások karakterisztikus
idejéhez18 mérten elég sokáig tart.

A 22. és 23. ábrák egy olyan megoldást mutatnak, ahol a csillapítás mértéke az el�o-
z�onél jóval nagyobb, a hullám gyorsan disszipálódik a térben.

Ha párhuzamosan növeljük a� q ésâ paramétereket, melyeknek ugyanolyan értéket
adunk, akkor kezdjük közelíteni a Fourier-egyenlet megoldását, ezek eredményét a 24. és
25. ábrák szemléltetik.

18Az eddig tapasztalt megoldásoknál az id�ointervallum 0-tól 1-ig tartott, ekkorra már a rendszer majd-
nem minden esetben elérte a stacionárius állapotát. Ebben az esetben pedig egy nagyságrenddel több
id�ore van szükség.
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22. ÁBRA. GN-egyenlet megoldása� � = 0:04; � q = 0:02; â = 0:02paraméterekkel.

23. ÁBRA. A h�omérsékletmez�o 3D reprezentációja a GN-egyenlet� � = 0:04;
� q = 0:02; â = 0:02paraméterekkel való megoldásánál.

Ha a� q paramétert változatlanul hagyjuk és csak azâ paramétert növeljük, úgy egy
túlcsillapított hullámot kapunk, mely gyorsan eléri az állandósult állapotát és gyorsan
terjed (26. ábra).

6.5. A BALLISZTIKUS -DIFFÚZÍV EGYENLET MEGOLDÁSAI

Fontos felhívni rá a �gyelmet, hogy a hierarchikus rendszer továbbiakban részlete-
zett vizsgálatakor nem vettünk számításba minden paramétert, azaz leegyszer�usítettük a
rendszert. Az itt bemutatott ballisztikus-diffúzív modell h�omérsékletre rendezett alakja a
következ�o:

� Q � q@ttt T + ( � Q + � q)@tt T + @tT = @xx T + ( � Q + � 2)@txx T: (102)

Mint látható, tartalmazza a Fourier-egyenletet, de felfogható a GK-egyenlet egy memória
kiterjesztéseként is. A� Q id�o paraméter nem csak a harmadrend�u id�oderivált együttha-
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24. ÁBRA. GN-egyenlet megoldása� � = 0:04; � q = 0:8; â = 0:8 paraméterekkel.

25. ÁBRA. GN-egyenlet Fourier-jelleg�u megoldása� � = 0:04; � q = 10; â = 10 paramé-
terekkel.

tójaként jelenik meg, hanem másik két tagnál is szerepel. Továbbá érdemes észrevenni,
hogy a csatolási paraméterek azâ paraméterhez hasonlóan a disszipációt er�osítik. Ebb�ol
láthatóan reprodukálni lehet az eddig tárgyalt modellek megoldásait, viszont nem csak
egyszer�u paraméter beállítások mellett, nem elég egyszer�uen egyenl�ové tenni két paramé-
tert a� Q miatt.

6.5.1. FOURIER-TÍPUSÚ MEGOLDÁSOK

– „Kicsinek” választva a� Q; � q; � paramétereket, példaként legyen� Q = � q = � =
= 0:001, úgy az egyenletünk az eredeti Fourier-egyenlethez tart (27. ábra).

– Az el�oz�o esett�ol eltér�oen legyen most a� Q lényegesen nagyobb. Ekkor a GK-
megoldás által is reprodukált, az eredeti Fourier-egyenlet id�oderiváltjának a megol-
dása is szerepet játszik és szintén Fourier-típusú lefutást tapasztalhatunk (28. ábra).
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26. ÁBRA. GN-egyenlet megoldása� � = 0:04; � q = 0:02; â = 0:06paraméterekkel.

27. ÁBRA. A ballisztikus egyenlet Fourier-jelleg�u megoldása� Q = � q = � = 0:001para-
méterekkel.

– A ballisztikus-diffúzív modell bevezetésekor19 tárgyalt okok miatt a harmadik
Fourier-féle megoldás nem reprodukálható.

6.5.2. MCV-TÍPUSÚ MEGOLDÁSOK

Ha az egyenlet rendszerben megszüntetjük a csatolást a h�oáram és a h�oáram árama
között, vagyis� = 0, akkor a két mennyiség teljesen független lesz egymástól, a jelter-
jedés így független lesz a� Q paramétert�ol20 is, és tisztán MCV megoldásokat tudunk
reprodukálni (29. ábra).

19Lásd: A h�ovezetési elmélet általánosítása, a hierarchikus rendszer cím�u fejezetet.
20Lásd a hiperbolicitás fejezetet.
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28. ÁBRA. A ballisztikus egyenlet Fourier-jelleg�u megoldása� Q = 1; � q = � = 0:001pa-
raméterekkel.

29. ÁBRA. A ballisztikus egyenlet MCV-jelleg�u megoldása� q = 0:02;� = 0:001paramé-
terekkel.

6.5.3. GK-TÍPUSÚ MEGOLDÁSOK

Legyen� Q << � q, ekkor a harmadrend�u id�oderivált együtthatója is kicsi marad, a
vegyes derivált tag együtthatóinál pedig legyen� = 0:25, így igaz lesz, hogy� 2 >> � Q.
Mivel a keresztcsatolási paraméterek szerepe hasonló a GK-egyenletben látottâ disszipá-
ciós paraméterhez, így ezzel közelítjük ezt a fajta karakterisztikát. Ebben az esetben egy
túlcsillapított esetet szemléltetünk a 30. ábrán.

Hasonló elgondolással egyéb GK-típusú megoldásokat is reprodukálni lehet.

6.5.4. GN-TÍPUSÚ MEGOLDÁS

Hasonló jelleg�u hullámterjedés is reprodukálható ahhoz, amit a GN-egyenlet megol-
dásainál is láttunk a� q = 0:7; � Q = 15;
� = 9; � � = 0:04paramétereket mellett, melyeket a 31. és 32. ábrák szemléltetnek.
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30. ÁBRA. A ballisztikus egyenlet GK-jelleg�u megoldása� q = 0:02; � Q = 0:001;
� = 0:25paraméterekkel.

31. ÁBRA. A ballisztikus egyenlet GN-jelleg�u megoldása� q = 0:7; � Q = 15;
� = 9; � � = 0:04paraméterekkel.

6.5.5. BALLISZTIKUS MEGOLDÁSOK

Ezalatt az 1. ábrán látható karakterisztikát értjük, azaz tipikusan olyan megoldásokat
keresünk, ahol a két h�omérsékletcsúcs jelen van. Itt fontos szerepet játszik a lézerimpulzus
hossza, mivel jelent�osen befolyásolja a ballisztikus jel meglétét, erre példát a következ�o
két ábra, a 33. és a 34. mutatnak.

7. KÍSÉRLETEK

7.1. BALLISZTIKUS MODELLEK ÖSSZEHASONLÍTÁSA A KÍSÉRLETEKKEL

Ebben az alfejezetben a NaF kísérletet vetjük össze 3 elmélettel :
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32. ÁBRA. A h�omérsékletmez�o 3D reprezentációja a ballisztikus egyenlet
� q = 0:7; � Q = 15; � = 9; � � = 0:04paraméterekkel való GN-jelleg�u megoldásánál.

33. ÁBRA. A ballisztikus egyenlet ballisztikus-diffúzív megoldása� q = 1:9;
� Q = 0:07; � = 0:28; � � = 0:065paraméterekkel.

1. Dreyer és Struchtrup kinetikus elméleti modellje [4],

2. Yanbao Ma által használt komplex viszkozitás modell [21, 24],

3. Kontinuum termodinamikai úton származtatott ballisztikus-diffúzív modell [34].

A fenti modellekben közös, hogy mind a NaF kísérletek alapján mérik a modell „jósá-
gát”, azonban különböz�o részletekre helyezik a hangsúlyt. Amíg Dreyer és Struchtrup a
kvalitatív reprezentációra helyezi a hangsúlyt, addig Ma már kvantitatív egyezést kap. A
dimenziótlanítást a NaF 13 K h�omérsékleten jellemz�o anyagi paramétereire [59] végez-
zük el, melyek az alábbiak:

� = 2866
kg
m3

; c = 2:774
J

kgK
; � = 20500

W
mK

; (103)

ahol � a s�ur�uség,c a fajh�o és� a h�ovezetési tényez�o. Dreyer és Struchtrup más lézerim-
pulzus szélesség (� t1) és minta szélesség(L1) paramétereket használ, mint Ma (� t2 és
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34. ÁBRA. A ballisztikus egyenlet ballisztikus-diffúzív megoldása� q = 1:9;
� Q = 0:07; � = 0:2; � � = 0:12paraméterekkel.

L2) a Jackson - Walker kísérletek reprodukálására, pont az el�obb említett eltérés miatt, de
nagyságrendileg megegyeznek.

� t1 = 10� 7s; L1 = 6:26mm; � t2 = 2:4 � 10� 7s; L2 = 7:9mm (104)

Ezek alapján a teljes dimenziótlanítás elvégezhet�o. A cikkekben adottak a relaxációs id�ok,
a � paramétert pedig a megfelel�o jelterjedési sebességhez kell állítani21. El�oször nézzük
a Dreyer - Struchtrup kinetikus modelljével való összevetést. A karakterisztika aminek a
reprodukálása a célunk, a 35. ábrán látható.

35. ÁBRA. Dreyer és Struchtrup által megoldott kinetikus modell a� R = 10:4� t;
� = 2:1� t dimenziós paraméterekkel, ahol� t az impulzus szélessége [4].

A 36. ábra mutatja a mi eredményünket. A kinetikus elmélettel való összevetés meg-
mutatja, hogy a közegre jellemz�o hangsebességet az alábbi összefüggés adja meg dimen-

21Ebb�ol a szempontból a hiperbolicitás vizsgálata alapvet�o jelent�oség�u.
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36. ÁBRA. A mi modellünk megoldása a� q = 0:068; � Q = 0:0137; � = 0:102;
� � = 0:0065dimenziótlan paraméterekkel.

ziós és dimenziótlan formában:

c =

s
3�
� q

; ĉ =

s
3
�̂ q

; (105)

ahol c a dimenziós,̂c a dimenziótlan hangsebesség,� a h�odiffúzivitás, mely az anyagi
paraméterek alapján szintén adott,� q pedig a h�oáramhoz tartozó relaxációs id�o. Ezt fel-
használva a hangsebesség értékec = 2724:3m

s . Ezáltal a� paramétert be lehet állítani oly
módon, hogy visszakapjuk a hangsebességet. Fontos újra megemlíteni, hogy a kinetikus
elmélet csakN = 30 egyenlet mellett adja vissza helyesen a terjedési sebességet, nekünk
is ehhez kell igazodni ha Dreyer és Struchtrup eredményét szeretnénk reprodukálni. A�
paramétert az alapján állítottuk be, hogy a megfelel�o dimenziótlan id�opontban érzékeljük
a ballisztikus jelet, ebben az esetben ezFo = 0:196. Összegezve a paramétereinket:

� q = 0:068; � Q = 0:0137; � = 0:102; � � = 0:0065: (106)

A modellünk reprodukálja Dreyer és Struchtrup jelterjedési sebességeit [4].

Nézzük most Yanbao Ma adatait [24]. Megadja a relaxációs id�o adatokat, valamint a
hangsebességet is amivel számol:

� R = 0:937�s ; � N = 0:338�s ; ! � Q = 0:248�s ; c = 3187
m
s

: (107)

A 37. ábra Ma eredményeit mutatja, melyek közül a 13 K-hez tartozó görbét kell
támpontnak vennünk. A ballisztikus-diffúzív modellel történ�o illesztés eredményét a 38.
ábra mutatja. A görbe karakterisztikája egyezik a mért adatokkal, ellenben a terjedési
sebességet nem helyesen adta vissza. A dimenziós paramétereink:

� q = 0:937�s ; � Q = 0:168�s ; c = 1849
m
s

: (108)
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37. ÁBRA. Yanbao Ma illesztése; baloldali képen a mért eredmények, a jobboldali képen
pedig az illesztett görbéi láthatóak [24]. Ezek közül számunkra a 13 K-hez tartozó görbe
a releváns.

Sem a Dreyer-Struchtrup modellben, sem Ma modelljében nem egyértelm�u a hátolda-
li peremfeltétel. Az általunk használt adiabatikus peremfeltétel helyett nem világos, hogy
a kísérleti feltételeknek mi felelne meg jobban.

7.2. TOVÁBBI ALKALMAZÁSOK

– A ballisztikus-diffúzív modellek alkalmazása nem korlátozódik az alacsony h�omér-
séklet�u h�ovezetési jelenségek leírására. Fontos alkalmazási területet képviselnek a
nanométer méret�u elektromos eszközök is. A h�oelektromos hatás együtt jár a h�ove-
zetési tényez�o változásával is, ami nagyban befolyásolhatja az eszköz hatásfokát,
m�uköd�oképességét [60].

– A kinetikus modellel való összevetés megmutatta, hogy a közegre jellemz�o hang-
sebesség a h�ovezetési tényez�ovel is kapcsolatban áll. Mechanikai alakváltozások
�gyelembevételével a helyzet tovább bonyolódik, a viszkozitás is szerepet fog ját-
szani [61].

– Figyelmet érdemel a Knudsen-szám függ�o h�ovezetési együtthatóval való leírásmód.
Amikor a minta karakterisztikus hossza egy nagyságrendbe esik a közepes szabad
úthosszal22, akkor a ballisztikus terjedés játszik szerepet. Alvarez és Jou megmu-
tatták [62], hogy a Knudsen-szám h�ovezetési együtthatóban történ�o �gyelembevé-
tele a MCV-egyenletben jobb közelítést eredményez, mint a szokásos megoldásai

22Egy részecske által két ütközés között átlagosan megtett út. A Knudsen-szám a közepes szabad
úthossz és a minta karakterisztikus hoszzának az aránya.
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38. ÁBRA. A ballisztikus-diffúzív modell illesztése a� q = 0:039; � Q = 0:007;
� � = 0:01; � = 0:04 paraméterekkel. A görbe karakterisztikája helyes, de a ballisztikus
terjedési sebesség nem egyezik,Fo = 0:12-nél kellene kezd�odjön a felfutás.

a MCV-egyenletnek. Ekkor Chen [13] cikkében említett h�oáramoszcilláció meg-
szüntethet�o, továbbá a Fourier-egyenlet helyett a ballisztikus-diffúzív modellhez
fog konvergálni a h�oáram nagy id�ointervallumot tekintve.

7.3. AZ EGR-KÍSÉRLET KIÉRTÉKELÉSE

El�ozetes mérések alapján 2014. június 3-án az Energetikai Gépek és Rendszerek Tan-
széken Both Soma (mérés), Gróf Gyula (kalibráció) és Ván Péter (minta el�okészítés és
mérés) végeztek kísérleteket makroszkópikus nem-Fourier h�ovezetés észlelése céljából.

Fourier-jelleg�u h�oterjedést�ol várhatóan nem csak akkor tapasztalhatunk eltérést, ha
alacsony, néhány K h�omérsékleten vizsgáljuk az anyag tulajdonságait, hanem inhomogén
összetétel�u anyagok esetén is [63, 64, 65]. A modelljeink effektívek, vagyis az egyenletek-
ben szerepl�o anyagi paramétereink összességében jellemzik az anyag inhomogenitását is.
A kísérletekhez els�osorban réteges szerkezet�u minták készültek, mivel ezeket könnyebb
legyártani és a komponensek is ismertek. Több kísérlet készült, ezek közül most csak
egyet nézünk meg részletesebben.

Ez a minta 16 rétegb�ol áll, összesen 8 réteg, 180 g-os papír és 8 réteg alumínium fólia
követi egymást felváltva, a minta teljes vastagsága 3,35 mm. A kísérlet felépítése megfe-
lel az eddig tárgyalt numerikus szimulációknak. Az alábbi, 39. ábrán látható az impulzus
alakja, mely bár eltér a szimulációkban alkalmazottól, a peremfeltételek tárgyálasánál
említett okok miatt alkalmazható. A 40. ábrán a mért h�omérséklet látható az id�o függvé-
nyében. Mivel ez a görbe a trigger jelt�ol indul, így a szimulációval való összevetéshez az
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origóba kell tolni. Következ�o lépésként az egyensúlyi h�omérsékletre kell normálni, azaz
úgy kell leosztani a görbe minden pontját, hogy az egyensúlyi h�omérséklet egynél legyen.

39. ÁBRA. A kísérletben használt jelalak.

40. ÁBRA. A minta hátfalán mért h�omérséklet értékek.

Ez a mérési eredmény azért érdekes, mert egyrészt nagyon gyors a h�omérséklet felfu-
tás, másrészt azonnal az elején mintha látható lenne egy kiugró „púp”. A gyors, azonnali
h�omérséklet emelkedés több más mintánál is meg�gyelhet�o volt. Az illesztést el�oször a
Fourier-egyenlettel kezdjük a h�odiffúzivitás megállapítására, mivel ebben az esetben ez az
egyetlen illesztend�o paraméter. A többi modell ennek értékét örökölni fogja. Az illesztést
másik két modellel is elvégzem, az egyik a GK-egyenlet lesz a másik pedig a ballisztikus-
diffúzív rendszer. Ezzel a két modellel befolyásolható a jelterjedés sebessége, ugyanez a
Fourier-egyenletr�ol nem mondható el. A MCV- és a GN-egyenletekkel itt nem foglalko-
zunk. Az illesztések jóságát az abszolút hibával szemléltetjük és a négyzetes eltéréssel
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jellemezzük:

� =
s X

i

� x2
i ; (109)

ahol � jelöli a négyzetes eltérést,� x a számított és a mért értékek közötti eltérést, azi
index pedig a mérési pontokra vonatkozik. Az összegzés az összes mérési pontra vonat-
kozik.

7.3.1. FOURIER-EGYENLET ILLESZTÉSE

A h�odiffúzivitás paraméterét állítva el�oször dimenziótlanítottuk a mért értékeket,
majd számoltuk a h�omérsékleteloszlást. Ebben az esetben

� = 1:59� 10� 7 m2

s
(110)

bizonyult a legjobb értéknek, ezt a többi modell is örökölni fogja.

41. ÁBRA. A minta hátfalán a mért és számolt h�omérsékleteloszlás dimenziótlan formá-
ban. A sima görbe mutatja a számított értékeket.

A 41. ábra mutatja az illesztés eredményét, a piros görbe a számított értékeket. Lénye-
ges eltérés a mérés elején mért értékekhez képest tapasztalható, a Fourier-egyenlet szerint
a jelfelfutás kés�obb indulhat meg, mint ahogy azt a mérés mutatja. Ez jól látszik a 42.
ábrán is.

7.3.2. GUYER-KRUMHANSL-EGYENLET ILLESZTÉSE

Ebben az esetben befolyásolni tudjuk a jelterjedés sebességét a disszipációs para-
méterrel. Ekkor olyan megoldás is el�oállítható, melyben a hátoldali h�omérséklet felfutás
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42.ÁBRA. Az abszolút hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az átlagos abszolút
hibát jelöli (E = 0:054). A négyzetes eltérés pedig� = 2:254.

szinte azonnal megindul (43. ábra). A felhasznált paraméterek:

� = 1:59� 10� 7 m2

s
; � q = 0:141s; a = 2:244� 10� 7m2: (111)

43. ÁBRA. A minta hátfalán a mért és számolt h�omérséklet eloszlás dimenziótlan formá-
ban. A sima görbe mutatja a számított értékeket.

Figyeljük meg, hogy ilyen paraméterbeállítás mellett a megoldásban nem jelentkezik
a GK-tartomány egy másik jellegzetessége, a „sarkosodás”, azaz a h�omérsékletfelfutás
nem meredeken indul [34]. A gyors jelterjedésnek köszönhet�oen a mérés elején lév�o hirte-
len h�omérséklet emelkedéshez jobban illeszkedik (44. ábra), ebb�ol ered�oen jobb illesztés
érhet�o el a GK-egyenlettel, mint a Fourier-egyenlettel.
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44.ÁBRA. Az abszolút hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az átlagos abszolút
hibát jelöli (E = 0:0442). A négyzetes eltérés pedig� = 1:75.

7.3.3. BALLISZTIKUS -DIFFÚZÍV MODELL

A célunk a mérés elején látható „púp” reprodukálása volt, erre a másik két modell
nem képes. A paraméterek:

� = 1:59� 10� 7 m2

s
; � q = 0:21s; � Q = 0:28s; � = 0:155: (112)

45. ÁBRA. A minta hátfalán a mért és számolt h�omérséklet eloszlás dimenziótlan formá-
ban. A sima görbe mutatja a számított értékeket.

A 45. ábrán látható megoldásban bár sikerült a mérés elején tapasztalható „púpot”
reprodukálni, a keskeny impulzus szélesség numerikus hibát okozott, ezért tapasztalható
az oszcilláció. Ebb�ol kifolyólag a hibaeloszlás (46. ábra) ebben a tartományban nem fedi
a modell valós illeszthet�oségét. Ennek ellenére közel azonos az átlagos hiba mértéke,
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46.ÁBRA. Az abszolút hiba az egyes mérési pontokban. A piros vonal az átlagos abszolút
hibát jelöli (E = 0:0459). A négyzetes eltérés pedig� = 2:035.

mint a GK-egyenlet esetében. Az utóbbi két modell kedvez�obb karakterisztikát tudott
reprodukálni, amik összességében jobb illesztést eredményeztek.

8. ÖSSZEFOGLALÁS

A dolgozat els�o felében részletesen ismertettük a hierarchikus rendszer származta-
tását és kapcsolatát a kinetikus elmélettel. Ellen�oriztük az egyes rendszerek hiperbolici-
tását, a jelterjedési sebességeket is megállapítottuk. További vizsgálatokat végeztünk a
diszperziós relációkon keresztül az egyes paraméterek szerepének feltérképezésére, szin-
tén a jelterjedési sebességre fókuszálva. A megállapított tulajdonságokat is felhasználtuk
a megoldások elemzésében. Láttuk, hogy a ballisztikus-diffúzív modell képes reprodukál-
ni a Fourier-, a MCV-, a GK- és a GN-egyenletek megoldásait. Ezen felül tartalmazza a
ballisztikus h�ovezetési jelenséget is, melynek különleges jelent�osége van nanorendszerek
esetén.

Részletesen elemeztük a modellek megoldására alkalmazott numerikus eljárást, bi-
zonyítottuk a stabilitását és a konvergenciáját. További lehet�oség a séma fejlesztése, a
mesterséges numerikus diszperzió csökkentése lehet. Ezzel csökkenne a szükséges térlé-
pések száma, azaz csökkenne a séma számításigénye. Ezzel szorosan összefügg a séma
pontossága, illetve a pontos megoldáshoz való konvergencia sebessége.

Az alkalmazási területeken belül részletesen elemeztük a NaF-on alacsony h�omérsék-
leten végzett mérési eredményeket. Dreyer és Struchtrup által számolt eredményt ponto-
san visszakaptuk, azonban láttuk, hogy Yanbao Ma paramétereit felhasználva a terjedési
sebességet nem ugyanúgy adja meg. Ez további vizsgálatokat igényel, ugyanis Ma más
modellt használ, nem feltétlenül lehet egyenesen megfeleltetni egymásnak az anyagi pa-
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ramétereket.

Az EGR-kísérlet kiértékelése alapján elmondható, hogy a GK-egyenlet reális modell
lehet inhomogén anyagok modellezésére. A jelterjedési sebesség jól kezelhet�o és reáli-
sabb eredményt kaptunk, mint a Fourier-egyenlet megoldásával. A ballisztikus-diffúzív
egyenlettel a meg�gyelt (de nem túlságosan kiugró) „púpot” is modellezni tudjuk. Ez a
jelenség a makroszkópikus ballisztikus terjedés els�o meg�gyelése lehet. Oka nem lehet
a második hang. Természetesen további kísérleti és elméleti vizsgálatokra van szükség
ebben az irányban. A mesterséges oszcillációk miatt az illesztés jóságára nem mondha-
tunk biztosat, pontosabb sémával az éles ugrásoknál jelentkez�o hibákat el�obb meg kell
szüntetni.

A ballisztikus-diffúzív modellnek f�o alkalmazási területe azonban a nanoeszközök
megfelel�o modellezése. A h�oelektromos hatás, a mechanikai deformáció, mind hatással
vannak a h�ovezetésre, a ballisztikus jelterjedésre. További kutatási lehet�oség a mecha-
nikai modellekkel való kapcsolatának részletes feltérképezése, például a deformációkkal
való csatolt modell létrehozása, melyben az akusztikai és relaxációs, reológiai jelenségek
f �oszerepet kapnának. Ezzel párhuzamosan változna a h�ofeszültségek leírásának módja is
[66, 36, 67].
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GALILEI -RELATIVISZTIKUS FOLYADÉKMECHANIKA

Ván Péter
MTA W IGNER FIZIKAI KUTATÓKÖZPONT RÉSZECSKE- ÉS MAGFIZIKAI INTÉZET, BUDAPEST,

BME ENERGETIKAI GÉPEK ÉSRENDSZEREKTANSZÉK, BUDAPEST,
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST

Megadjuk a nemrelativisztikus, más néven Galilei-relativisztikus disszipatív folyadékok alap-

mennyiségeit, mérlegeit, termodinamikai összefüggéseit és kiszámoljuk az entrópiaprodukciót a

vonatkoztatási rendszert�ol függetlenül.

A szokásos alapmennyiségek, tömeg, impulzus, energia, h�oáram, nyomás és diffúziós áram-

s�ur�uség, a harmadrend�u energia-lendület-tömegs�ur�uség tenzor tér- és id�oszer�u komponenseiként

adódnak. Levezetjük az alapmennyiségek és mérlegek transzformációs szabályait és bebizonyítjuk,

hogy a nemegyensúlyi termodinamikai keretelmélet, azaz a Gibbs-reláció, az extenzivitási feltétel

és az entrópiaprodukció is abszolút, azaz független a vonatkoztatási rendszert�ol. Végül értelmez-

zük és felírjuk a szokásos relatív kontinuitási-Fourier-Navier-Stokes-féle egyenleteket.

Az elmélet egyik következménye, hogy a bels�o energia, kinetikus energia és a teljes energia

közti kapcsolat a Galilei-kovariáns energia transzformációs szabálya.

1. BEVEZETÉS

A kis sebesség�u �zikai folyamatokra vonatkozó tapasztalataink leírására kialakult
az abszolút, mozgástól függetlenül múló id�o fogalma. A tér azonban ekkor is rela-
tív, különbözik az egyes meg�gyel�ok számára. A nemrelativisztikus térid�o Galilei-
relativisztikus. A nagy sebesség�u mozgások és a �zika mez�oelméletei alapján ismert
(speciális) relativisztikus térid�o fogalmai segítségével a négydimenziós, abszolút id�ot
és relatív teret tartalmazó, klasszikus térid�onek is adhatunk pontos matematikai modellt
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. Mivel mindennapi tapasztalataink körében magabiztosabban moz-
gunk, ezért egy ilyen modell haszna prediktív �zikai elméletként els�o pillantásra nem
nagyon világos. Ne feledjük azonban, hogy a klasszikus térfogalom fejl�odése folyamán
a matematikai eszközöknek a valódi �zikai tartalomhoz történ�o igazítása mennyire fon-
tos volt. Például a koordinátázás kiküszöbölése és az absztraktabb, valós számhármasok
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helyett vektorterekre alapozott modell és jelölésmód lényegesen megkönnyítette az el-
vi kérdések megfogalmazását és átlátását. Ma már a koordinátamentes jelölés és az erre
alapozott számítási módszerek általánosan elterjedtek a mérnöki gyakorlatban is.

Ebben a munkában az egykomponens�u folyadékok példáján amellett érvelünk, hogy
az id�ot is érdemes bevonnunk egy hasonló leírásba, ilyen módon a koordinátázáshoz ha-
sonlóan kiküszöbölve a vonatkoztatási rendszert a folyadékok leírásából. Így a legmeg-
szokottabb összefüggéseink átláthatóbbak, világosabbak, szebbek és legf�oképpen általá-
nosíthatóbbak, ezáltal végs�o soron alkalmazhatóbbak lesznek.

A Galilei-relativisztikus térid�o legfontosabb sajátossága, hogy az id�o abszolút, az-
az függetlenül telik a különféleképpen mozgó meg�gyel�ok számára. Azabszolútjelz�ot
a továbbiakban pontosan ilyen értelemben, a vonatkoztatási rendszert�ol való független-
ség jelzésére fogjuk használni, élesen megkülönböztetve a hasonló jelentés�u, de többféle
értelemben használt objektív vagy kovariáns jelz�okt�ol.

Régóta ismeretes, hogy tér és az id�o nem vektortér, hanem valójában af�n tér, hiszen
nincs kitüntetett középpontja [1, 3, 4]. A mi tárgyalásunkban ez most nem fontos, ezért
bármily egyszer�u is a megfelel�o általánosítás, ebben a munkában lényegében csak vek-
torterek fordulnak el�o, a Galilei-relativisztikus térid�o egy egyszer�usített modelljét hasz-
náljuk. Az A. Függelékben adjuk meg pontosabban, hogy milyen értelemben. Hasonló-
an nem foglalkozunk a mértékegységek megfelel�o matematikai reprezentációjával, bár-
mennyire is érdekes ez gyakorlati és elvi szempontból is [9, 10].

A középpontmentesség, illetve a mértékegységek elégtelen matematikai reprezentá-
ciója mellett megszokott térid�o képünkben van egy másik probléma, amely els�o pillan-
tásra az el�obbiekt�ol is egyszer�ubbnek és kevésbé fontosnak t�unhet:az abszolút id�o nem
részhalmaza a négydimenziós Galilei-relativisztikus térid�onek. Id�onek és térnek nincs be-
zárt szöge, ezért aztR4-ként, vagy más módon euklidészi terek Descartes-szorzataként
reprezentálva máris meg�gyel�ot�ol függ a leírásunk. Az id�o megfelel�o reprezentációjának
nagyon lényeges következményei vannak. Egyik legfontosabb, hogy nemrelativisztikus
�zikai elméletekben térid�o vektorok és kovektorok között nincs kitüntetett megfeleltetés.
Ebben a tekintetben a Galilei-relativisztikus térid�o nem határesete a bonyolultabb mate-
matikájú speciális vagy általános relativitáselméletnek, az objektív �zikai mennyiségek
kezelése különbözik a relativisztikus számításokban megszokottól, a relativisztikus szá-
mításokban járatosak számára is oda�gyelést igényel. Például másodrend�u tenzornak és
kotenzornak nincs nyoma (spurja). Ezért térid�okovektornak nincs abszolút divergenciá-
ja és térid�ovektornak nincs abszolút rotációja. Ugyancsak ennek a következménye, hogy
vektorok és kovektorok nem ugyanúgy transzformálódnak, vagyis egyik meg�gyel�o rela-
tív mennyiségeit átszámolva a másik meg�gyel�o mennyiségeire más a szabály. A harma-
dik lényeges dolog, ahol a Galilei-relativisztikus térid�o különbözik a speciális relativisz-
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tikustól, az, hogy nemcsak a térid�omennyiségek abszolútak, hanem típustól függ�oen azok
bizonyos részei is. Vektor id�oszer�u komponense, kovektor térszer�u komponense abszolút.

Számos olyan probléma jelentkezik a nemrelativisztikus �zikában, amely a térid�o
pontatlan modellje miatt lép fel.

1. Egyik legfontosabb és nagyon sokrét�uen vitatott az úgy nevezett anyagi objektivi-
tás elve. Az elv �zikailag magától értet�od�o állítást fogalmaz meg, azt mondja ki,
hogy az anyag független a meg�gyel�ot�ol és ezért az anyagot leíró �zikai mennyisé-
gek, vonatkozó mozgásegyenletek és anyagtörvények is azok kell legyenek. Nem-
relativisztikusan, az abszolút id�o miatt, általában csak a hármasvektorként repre-
zentálható mennyiségekre vonatkozó transzformációs invarianciaként adják meg az
elv matematikai megfogalmazásait. Könnyen látható, hogy kontinuumok esetén a
szokásos inerciarendszerekre alapozott Galilei-transzformációra invariáns formák
megkövetelésénél több kell, ezért az elv legelfogadottabb, Nolltól származó meg-
fogalmazása a forgásinvarianciát is megköveteli [11, 12, 13, 14, 15]. Mind a meg-
fogalmazás, mind maga az elv nagyon kiterjedt vitát gerjeszt máig is a kontinuum-
�zika alapjai iránt érdekl�od�ok körében. A legfontosabbnak t�un�o munkák a teljesség
igénye nélkül : [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41].

A Galilei-relativisztikus térid�o-modell segítségével megmutatható, hogy egyrészt
a formális invariancia (forgó meg�gyel�o szögsebességét�ol való függetlenség) nem
megfelel�o követelmény, s�ot a vonatkoztatási rendszert�ol való függetlenség megkö-
vetelheti, hogy a transzformációs szabályok tartalmazzák a relatív mozgás jellem-
z�oit [42]. Ez a Galilei-transzformáció esetén elég nyilvánvaló, mint látni is fogjuk.
Másrészt pedig térid�o szempontból a Noll-féle anyagi objektivitás de�níció önel-
lentmondásos [43].

2. A kontinuummechanikai alapmennyiségekt�ol szintén elvárható a vonatkoztatási
rendszert�ol függetlenség. Például a véges rugalmas deformáció végtelen sok Noll-
értelemben objektív mértéke helyett a térid�omodell egyértelm�uen kitüntet egyetlen
természetes deformációfogalmat [44, 45, 46], amely más szempontokból is megkü-
lönböztetett [47, 48, 49, 50, 51].

3. Egy másik problémakör a folyadékok leírásának alapmennyiségére, a folyadék se-
bességére vonatkozik. Brenner szerint a kontinuitási egyenletben és a lendületmér-
legben el�oforduló sebességek nem nyilvánvalóan ugyanazok [52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 59, 60, 61]. Ez a kérdés analóg a relativisztikus elméletekben felmerül�o áram-
lásválasztás kérdésével [62]. Végs�o soron az a kérdés, hogy mi tulajdonképpen a
folyadék sebessége? Mi mozog a folyadékban, a tömege, lendülete vagy energiá-
ja? Van választásunk ennek kijelölésében? Mivel az összes egyenletünkben relatív

139



sebességek fordulnak el�o, ezért ennek a kérdésnek megválaszolásához a térid�ovi-
szonyok pontos átgondolása is szükséges.

4. Egy másik, természetesen felvet�od�o szempont a relativisztikus disszipatív folyadé-
kok elméletével való konzisztencia. Ennek kapcsán talán a legszembet�un�obb elté-
rés, hogy relativisztikusan az energia-impulzus tenzor kovariáns és ennek termé-
szetes része az energia, transzformációs tulajdonságai pedig ebb�ol következnek. Mi
lehet az ennek megfelel�o �zikai mennyiség Galilei-relativisztikusan? A kinetikus
energia a relatív sebességgel kifejezve nyilvánvalóan nem objektív mennyiség. De
tulajdonképpen hogyan transzformálódik az energia?

5. Természetesen a statisztikus leírásokkal, pontosabban a kinetikus gázelmélettel va-
ló konzisztencia is lényeges. Hiszen onnan kiindulva a térid�o-beágyazottság meg-
határozható, legalábbis bizonyos transzformációs szabályokra következtethetünk
[63, 64]. Másrészt pedig a kontinuum-alapmez�oknek és az ezekre vonatkozó moz-
gásegyenleteknek a származtatási módja (Chapman–Enskog- vagy momentum-
sorfejtéssel) a termodinamikai mennyiségekre vonatkozóan is informatív, például
az energia a nyomással szoros kapcsolatban határozódik meg. Ugyanakkor érde-
kes módon magának a kinetikus elméletnek az objektivitása is kérdésessé vált az
elégtelen térid�o modell használata miatt [64].

6. Kérdés még a kontinuumok esetén lokális egyensúlyként értelmezett termodinami-
kai háttér relatív vagy abszolút volta is. Relativisztikusan a mozgó testek termodina-
mikai leírásától, beleértve els�osorban a Gibbs-relációt, alapvet�oen elvárjuk a kova-
rianciát, és ez egy lényeges kérdés már speciális relativitáselmélet kezdetei óta (lásd
pl. [65]). Érdekes módon nemrelativisztikusan ez csak ritkán merül fel [66], pedig a
lokális egyensúly csak lokális homogenitást jelent. A termodinamikai mennyiségek
Galilei-invarianciája egyáltalán nem nyilvánvaló, gondoljunk csak az el�oz�o pont-
ban emlegetett energiára. Ezért az egész Gibbs-reláció Galilei-invarianciája sem az.
Ugyanide tartozik a disszipáció, illetve a termel�od�o h�o objektivitása is. Függhet ez
attól, hogy milyen vonatkoztatási rendszerb�ol nézem?

A továbbiakban a legegyszer�ubb, Galilei-relativisztikus folyadékok abszolút alapme-
z�oit, a rájuk vonatkozó mérlegeket, termodinamikai összefüggéseket és végül az entrópia-
produkciót számoljuk ki. Ezzel párhuzamosan a relatív, szokásos tárgyalást is beillesztjük
a gondolatmenetbe, párhuzamosan megadva a megfelel�o transzformációs szabályokat és a
pontos feltételeket is, amelyekkel az abszolút egyenletekb�ol a relatív kontinuitás-Navier–
Stokes–Fourier-egyenletrendszer megkapható.

Ebben az írásban egy sajátos indexes formalizmust használunk, amely remélhet�oleg
elégé áttekinthet�o és rugalmas ahhoz, hogy a folyadékmechanika relatív térvektorainak
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egyszer�uen megértsük a vonatkoztatási rendszert�ol független értelmét, illetve az abszolút
térid�o tenzorokkal számításokat végezzünk. Háromféle indexet vezetünk be. A Galilei-
relativisztikus térid�o tenzorainak kontravariáns komponenseit fels�o a; b; c; :::, a kovariáns
komponenseket alsóa; b; c; :::indexekkel jelöljük. Továbbra is az abc elejér�ol választva,
de felülvonással a térszer�u négyesvektori és négyeskovektori indexeket jelöljük,�a;�b;�c; ::-
vel. A megszokott relatív háromdimenziós vektorok és tenzorok indexeit megkülönböz-
tetetteni; j; k; l; :: jelöli. A térid�omodellt, az alkalmazott számítási módot és jelölésrend-
szert részletesen a Függelékek tartalmazzák. A tárgyalás kezdett�ol fogva alapoz a Galilei-
relativisztikus térid�omodell alapjait ismertet�o (A) és a legfontosabb transzformációs sza-
bályokat levezet�o (B) Függelékek részletes ismeretére.

2. MÉRLEGEK ÉS TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAIK

A kontinuum�zika alapvet�o mérlegei az egyes �zikai mennyiségek extenzivitását ki-
fejez�o térid�o-s�ur�uségvektorok négyesdivergenciái. Egy adott térid�otartományban a �zikai
mennyiség megváltozása a térfogatban történ�o lokális változásból és annak határán tör-
tén�o kiáramlásból adódik össze. Ezt szokásosan megfelel�o széthasított mennyiségekkel
fejezzük ki. Tehát egyAa vektormez�o esetén annakAa = Aua + A �a u-formáját használ-
va:

@aAa = ( � a(du � ub@b))( Aua + A �a) = duA + A@�aua + r �aA �a = 0; (1)

ahol a térid�oindex, �a térszer�u index.A = � aAa ésA �a = � �a
bA

b az Aa vektor id�o- ésu-
térszer�u részei, illetvedu = ua@a ésr �a = � b

�a @b a térid�o deriválás id�o- és térszer�u része,
azaz a relatívu-id�oderivált és az abszolút térderivált (lásd A. Függelék). (1) az abszolút
mérleg mérlegu-relatív mennyiségekkel, azAa térid�o vektor és a@a deriválásu-id�oszer�u
ésu-térszer�u részeivel kifejezett formája.

A relatív mérlegeket többféle módon is meg szokás adni, aszerint, hogy a mérleg
egyes részei milyen sebesség szerint vannak széthasítva id�o- és térszer�u részekre. Ha a
deriválást, a négyes s�ur�uséget és azua sebességmez�ot is ua szerint széthasított relatív
formában adjuk meg, akkor:

@aAa u
�

�
du r i

�
�

A
A i

�
= duA + r i A i = 0: (2)

Amennyibenua-t a közeg lokális sebességének tekintjük, akkor ez a közeghez rögzített
anyagi(szilárd testek esetén anyagi sokaságon értelmezett) formája az abszolút mérleg-
nek. A mérlegszubsztanciálisformáját akkor kapjuk, ha egy másik "labor" vonatkoztatási
rendszeru0a sebességével széthasított id�o- és térszer�u mennyiségeket fejezzük ki azua
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komponensekkel :

�
du0 r 0

i

�
�

A0

A0i

�
=

�
du � vi r i r i

�
�

A
A i + Av i

�
= duA + Ar i vi + r i A i = 0; (3)

aholvi = ua � u0a a küls�o, labormeg�gyel�onek a közeghez képesti relatív sebességét je-
löli. A mérleglokális formáját akkor kapjuk, ha a szubsztanciális mérlegben azu0a szerint
széthasított deriváltnak megtartjuku0a szerinti komponenseit :

�
du0 r 0

i

�
�

A0

A0i

�
=

�
du0 r i

�
�

A
A i + Av i

�
= du0A + r i (A i + Av i ) = 0 : (4)

A küls�o, labormeg�gyel�o szerintidu0 id�oderivált a szokásos parciális id�oderivált, az ab-
szolút térderiválás pedig azA0i lokális árams�ur�uségre hat, amit azA i szubsztanciális u-
árams�ur�uséggel fejeztünk ki.

Tehát a mérlegek három alapvet�o alakja, azaz az anyagi, a szubsztanciális és a lokális
forma a közegua és a meg�gyel�o u0a sebességmez�oje szerinti széthasított négyesderivált
és széthasított négyesvektormez�o kombinációitól függ. Mindegyik alak a vektormez�o ab-
szolút, vonatkoztatási rendszert�ol független négyesdivergenciája két tetsz�oleges négyes-
sebességmez�o segítségével kifejezve. A Galilei-transzformációs szabályok segítségével
közvetlenül is belátható a mérlegek vonatkoztatási rendszert�ol független volta [40].

Az alapvet�o �zikai mennyiségek azonban nemcsak négyesvektorok, hanem magasabb
vagy alacsonyabb rend�u tenzorok is lehetnek. A speciális relativitáselmélet alapján pél-
dául egy energia- vagy tömegimpulzus tenzor bevezetése látszik kézenfekv�onek. Kérdés,
hogy Galilei-relativisztikusan mi lehet az egykomponens�u folyadékokat jellemz�o �zikai
mennyiség?

2.1. HÁNYAD REND �U TENZOR VAGY KOTENZOR?

A Galilei-relativisztikus térid�o szigorúbb feltételeket jelent, mint a speciális relati-
visztikus, mert a térid�ovektorok és kovektorok között csak a lineáris szerkezet jelent
összeköttetést. Térid�o-kovektormez�onek, -kotenzormez�onek nem képezhet�o divergenci-
ája és így mérlege sem lehet alapvet�o, illetve vegyes tenzoroknak nem tudjuk sem a szim-
metrikus, sem az antiszimmetrikus részét képezni.

Másrészt az ismert �zikai mennyiségeknek ismert transzformációs tulajdonságai van-
nak. A vonatkoztatási rendszert�ol független, térid�ore alapozott tárgyalás esetén a tér- és
id�oszer�u komponensek transzformációs szabályai következnek a térid�on de�niált mennyi-
ségek tulajdonságaiból. Ezt az elméleti keretet kell összehangolni a tapasztalattal. Példá-
ul az energias�ur�uség transzformációs szabálya elvileg ismert. Legalábbis tudjuk, hogy a
hármasvektorok a helyzethez hasonlóan Galilei-traszformálódnak. Azonban van néhány

142



más, kézenfekv�oen transzformációs szabálynak tekinthet�o megszokott összefüggésünk is.
Például, a teljes energia a bels�o és a kinetikus energia összege, ami azt jelentik, hogy az
anyaghoz rögzített vonatkoztatási rendszerb�ol nézve az energia maga az bels�o energia,
ahhoz képest adott sebességgel mozogva pedig kiegészít�odik a kinetikus energiával. Ezek
szerint, az energias�ur�uség transzformációs szabálya a tapasztalat szerint :

eT = eb +
�
2

v2:

A f �o kérdés, hogy ez alapján miféle �zikai mennyiségr�ol lehet szó? A B. Függelékben
megadtuk, hogy egy transzformációs szabály két különböz�o meg�gyel�o, azaz vektorme-
z�o, által id�o- és térszer�u részekre bontott négyestenzorok komponenseinek viszonyát adja
meg a relatív sebességek segítségével. Kiszámoltuk továbbá a térid�o vektorok, kovekto-
rok és a másodrend�u tenzorok transzformációs tulajdonságait. Ez alapján látjuk, hogy egy
legalább másodrend�u tenzor valamelyik komponensér�ol lehet szó. Másodrend�u kotenzor
id�o-id�oszer�u komponense, másodrend�u tenzornak pedig a tér-térszer�u komponense, ame-
lyik sebességgel négyzetesen transzformálódik.

Mivel másodrend�u kotenzornak Galilei-relativisztikusan nem képezhetjük a divergen-
ciáját, ezért az energia lehet például egyharmadrend�u kontra-kokovariáns tenzorid�o-
id�oszer�u komponense. A fenti transzformációs szabály egyértelm�uen ilyen tenzort ered-
ményez, feltételezve, hogy az energia skalár mennyiség, továbbá, hogy másodrend�u ko-
tenzornak nem létezik a négyes divergenciája, és így nem írható fel a abszolút mérlege.

Egy másik lehet�oség, hogy �gyelembe vesszük a kinetikus elmélettel való kompa-
tibilitás követelményét is. Ekkor észrevesszük, hogy energia egy másodrend�u tenzornak
a nyoma, pontosabban az egyrészecske-valószín�uségs�ur�uség függvény sebességgel képe-
zett második momentumának nyomaként adódik [64, 67]. A kinetikus elméletben ezzel
összefüggésben, az ideális gáz nyomásra vonatkozó állapotegyenletével összekötve kap-
juk az energiát. Térid�o-szempontból azonban másodrend�u tenzor nem elegend�o, hiszen
az energiamérleghez az energia árama, azaz a következ�o momentum, mint harmadren-
d�u hármastenzor is kell. Ezt kiválóan mutatja a másodrend�u tenzoron alapuló Galilei-
relativisztikus abszolút elmélet, ahol az energiamérleg függetlenül léphet csak fel [68].
A kinetikus elmélet harmadik momentumára tekintettel pedig megsejthetjük, hogy a fe-
nomenologikus elméletben harmadrend�u kontravariáns tenzor az alapmennyiség. Ennek
divergenciája egyszerre kell megadja a Galilei-relativisztikus kontinuumelmélet alapmér-
legeit a tömegre, a lendületre és az energiára vonatkozóan. A következ�o fejezetekben
megmutatjuk, hogy ennek az alapmennyiségnek a segítségével valóban következetes el-
méletet építhetünk fel.

Meglep�o módon elég hasonló eredményt kapunk akkor is, ha feltesszük, hogy egy
harmadrend�u kontra-kokovariáns tenzor az alapmennyiség. Mindkét esetben ugyanazok
a transzformációs szabályok és ugyanaz az entrópiaprodukció. (A transzformációs sza-
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bályokat illet�oen lásd a C. Függeléket.) A kinetikus elmélettel való teljes kompatibilitás
azonban egyértelm�uen a harmadrend�u kontravariáns tenzor választását tünteti ki, ezért
a továbbiakban ezt tekintjük a Galilei-relativisztikus kontinuumok objektív �zikai alap-
mennyiségének.

3. A TÖMEG-LENDÜLET-ENERGIA TENZOR ÉS TRANSZFORMÁCIÓS

SZABÁLYAI

Ezek után tekintsünk egyZ abc : M ! M 
 M _ M tenzormez�ot, az egykomponen-
s�u egyszer�u anyagtömeg-lendület-energia tenzoránaknevezünk. Feltételezzük, hogy a
tenzormez�o második és harmadik rendjében szimmetrikus, ezt jelzi a_ szimbólum az ér-
tékkészlet jelölésében. A továbbiakban ezt a szimmetriát nem jelöljük külön, csak utalunk
rá a fontos esetekben. Ez a tenzor egy tetsz�olegesen adottua 2 V(1) négyessebességgel
képzett komponenseivel a következ�o általánosu-formába írható:

Z abc = zbcua + z�abc

=
�

�u buc + p
�buc + ubp�c + e

�b�c
�

ua +
�

j �aubuc + P �a�buc + P �a�cub + q�a�b�c
�

; (5)

ahol

zbc = � aZ abc;

z�abc = � �a
dZ dbc: (6)

Ez a két komponens a s�ur�uségek és az áramok tenzorai, azaz azbc tömeg-lendület-
energias�ur�uség tenzor, illetvez�abc a diffúzió-nyomás-energiaárams�ur�uség tenzor.� a az
id�okiértékelés,� �a

b pedig a négyesvektoroku-térszer�u részét képez�o u-projekció. A továb-
bi jelölések pedig:

– � = � b� czbc = � a� b� cZ abc a tömeg-lendület-energia tenzor id�o-id�o-id�oszer�u része, a
s�ur�uség.

– p�b = � �b
d� czdc = � a� �b

d� cZ adc a tömeg-lendület-energia tenzor id�o-id�o-térszer�u része,
a lendülets�ur�uség. A tenzor szimmetriája miatt ez megegyezik ap�c = � b� �c

dzbd id�o-
tér-id�oszer�u résszel.

– e�b�c = � �b
d� �c

ez
de = � a� �b

d� �c
eZ

ade az energias�ur�uség-tenzor, a Z abc tenzor id�o-tér-
térszer�u része.

– j �a = � �a
d� b� cZ dbc adiffúziós árams�ur�uség, aZ abc tenzor tér-id�o-id�oszer�u része.

– P �a�b = � �a
d� �b

e� cZ dec a nyomás, a Z abc tenzor tér-id�o-térszer�u része. A tenzor szim-
metriája miatt ez egyenl�o P �a�c = � �a

d� b� �c
eZ

dbe -vel.
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– q�a�b�c = � �a
d� �b

e�
�c
f Z def az energiaárams�ur�uség-tenzor, a Z abc tenzor tér-tér-térszer�u

része.

Ezenkívül, a megfelel�o tenzorok rendjét kett�ovel redukálva bevezetjük az energias�u-
r�uséget és a h�oárams�ur�uséget, a kinetikus elmélet de�nícióinak megfelel�oen:

– e = 1
2e�a

�a azenergias�ur�uség,

– q�a = 1
2q�a�b

�b ah�oárams�ur�uség.

3.1. AZ ID �O- ÉS TÉRSZER�U RÉSZEK TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAI

Az u0a sebességgel képzett id�o- és térszer�u komponenseket azua sebességgel képzett
komponensekkel kifejezve nevezzük az adott objektív �zikai mennyiség transzformációs
szabályának. A B. Függelékben megadtuk az els�o és másodrend�u tenzorok transzformá-
ciós szabályait, amelyet úgy kapunk, hogy a tenzoroku-formáját azu0 sebesség szerint
hasítjuk szét. A tömeg-lendület-energia tenzor esetén is ugyanígy járunk el.

Az u0-energiát azZ abc tenzoru-komponenseivel és av�a = ua � u0a relatív sebességgel
fejezzük ki. Ha az el�obbiekhez hasonlóanua-t a folyadék,u0a pedig a meg�gyel�o sebessé-
gének tekintjük, akkorv�a a folyadék sebessége a meg�gyel�ohöz képest. Ekkor az alábbi
transzformációs szabályok a meg�gyel�o széthasított mennyiségeit adják meg a folyadék
megfelel�o széthasított �zikai mennyiségeivel kifejezve.

A � s�ur�uség Galilei-invariáns:

� 0= � a� b� cZ abc = �: (7)

A lendülets�ur�uség úgy transzformálódik, mintha s�ur�uséggel négyesvektort alkotná-
nak:

p0
�b = � 0�b

d� czdc = � 0�b
d� c(�u duc + p

�duc + udp�c + e
�d�c) = ( �

�b
�d � u0b� d)( �u d + p

�d)

= p
�b + �v

�b: (8)

Az (ön)diffúziós árams�ur�uség a lendülets�ur�uséghez hasonlóan a s�ur�uséggel vett né-
gyesvektor térszer�u komponenseként transzformálódik:

j 0�a = j �a + �v �a: (9)

Az energias�ur�uség viszont nem Galilei-skalár:
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e0=
� �b�c

2
� 0�b

d� 0�c
ez

de =
� �b�c

2
(�

�b
�d � u0b� d)( � �c

�e � u0c� e)
�

�u due + p
�due + udp�e + e

�d�e
�

=
� �b�c

2

�
�v

�bv�c + p
�bv�c + v

�bp�c + e
�b�c

�
= e+ p�av�a +

�
2

v�av�a: (10)

A nyomástenzor transzformációja:

P0�a�b = � 0�a
d� 0�b

e� cZ dec = ( � �a
�d � u0a� d)( �

�b
�e � u0b� e)

�
�u due + p

�due + udj �e + P
�d�e

�

= P �a�b + p
�bv�a + j �av

�b + �v �av
�b: (11)

Végül a legbonyolultabb a h�oárams�ur�uség transzformációs szabálya:

q0�a =
� �b�c

2
q0�a�b�c =

� �b�c

2
� 0�a

d� 0�b
e�

0�c
f Z def

=
� �b�c

2
(� �a

�d � u0a� d)( �
�b
�e � u0b� e)( � �c

�f � u0c� f )
��

�u euf + p�euf + uep
�f + e�e�f

�
ud+

�
j

�dueuf + P
�d�euf + P

�d�f ue + q
�d�e�f

��

= q�a + ( e+ p�bv
�b +

�
2

v�bv
�b)v�a + P �a�bv�b + j �a v�bv�b

2
: (12)

A hagyományos 3-as indexes jelölésekkel összefoglalva a transzformációs szabályo-
kat:

� 0= �; (13)

p0i = pi + �v i ; (14)

j 0i = j i + �v i ; (15)

e0= e+ pi vi +
�
2

v2; (16)

P0ij = P ij + �v i vj + pj vi + j i vj ; (17)

q0i = qi + vi
�

e+ pj vj +
�
2

v2
�

+ P ij vj + j i v
2

2
; (18)

Az abszolút tárgyalásban két újszer�u �zikai mennyiség bukkant fel. A tömegnek általában
van nem konvektív árams�ur�usége, ez voltj i , illetve van lendülets�ur�uség mindenféle rela-
tív sebességt�ol függetlenül, amelyetpi -vel jelöltünk. Szerepük részletesebb elemzéséhez
fel kell írnunk a folyadék abszolút és széthasított mérlegeit.
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4. AZ EGYKOMPONENS�U FOLYADÉKOK ALAPMÉRLEGE ÉS

KOMPONENSEI

A tömeg-lendület-energia tenzor divergenciájából vezethetjük le a hagyományosan
három külön egyenletként jelentkez�o alapmérlegek rendszerét. Az abszolút forma:

@aZ abc = @a
�
zbcua + z�abc

�
= _zbc + zbc@aua + @az�abc

= (_�u c + � _uc + _p�c)ub + ( � _ub + _p
�b)uc + p

�b _uc + p�c _ub + _e
�b�c+

�
�u buc + p

�buc + ubp�c + e
�b�c

�
@aua + ubuc@aj �a + j �auc@aub + j �aub@auc+

P �a�b@auc + uc@aP �a�b + P �a�c@aub + ub@aP �a�c + @aq�a�b�c = 0bc: (19)

Itt bevezettük a pontot azu-id�oderivált jelölésére,ua@a = du =_. (19) id�oszer�u része
a tömeg-lendület mérleg:

� c@aZ abc = _�u b + � _ub + _p
�b + ( �u b + p

�b)@aua + ua@aj �a + j �a@aub + @aP �a�b = 0b: (20)

A tömeg-lendület mérleg id�oszer�u része pedig a tömegmérleg:

� b� c@aZ abc = _� + �@aua + @aj �a = 0; (21)

illetve térszer�u része a lendületmérleg:

�
�b
d� c@aZ adc = � _ub + _p

�b + p
�b@aua + j �a@aub + @aP �a�b = 0

�b: (22)

Az energia mérlege a tömeg-lendület-energia mérleg tér-térszer�u része, illetve annak
nyoma:

� �b�c

2
�

�b
d� �c

e@aZ ade =
� �b�c

2

�
_e
�b�c + e

�b�c@aua + p
�b _uc + p�c _ub + P �a�b@auc + P �a�c@aub

+ @aq�a�b�c
�

= _e+ e@aua + p
�b _ub + P �a

�b@aub + @aq�a = 0: (23)

Egyszer�u további számítással, az abszolút (19) mérlegu0a szerinti széthasításával kap-
juk a szubsztanciális, relatív mérlegeket. Azu0a meg�gyel�o a hozzá képestv�a = ua �
� u0a sebességgel mozgó folyadékra vonatkozó saját lokális mérlegegyenleteit a folyadék
mennyiségekkel kifejezve:

_� + �@i vi + @i j i = 0 (24)

_pi + pi @j vj + � _vi + j u@j vi + @j P ji = 0 i ; (25)

_e+ e@i vi + @i qi + pi _vi + P ij @i vj = 0: (26)

147



Ezek a tömeg, az lendület és az energia mérlegei. Az energia mérlege látszólag bels�o
energia mérlegére vonatkozik, összhangban azzal, hogy a meg�gyel�o számárae0 a teljes
energia ése a bels�o. A szokásosan felírt mérlegekt�ol az újonnan fellép�o j i (ön)diffúziós
áramot és api sajátlendületet tartalmazó tagokban különbözik. Ez a két �zikai mennyiség
a P ij nyomástenzorra és aqi h�oárams�ur�uségre vonatkozó további feltételek megadását
teszi szükségessé az egyenletek lezárásához. A mérlegek lezárásához a termodinamikai
feltételeket kell megvizsgálnunk.

5. A MOZGÁS TERMOSZTATIKÁJA, AVAGY TERMOSZTATODINAMIKA

A szakasz címe önellentmondónak látszik, ugyanakkor jól megmutatja a mozgást is
tartalmazó 'termosztatika' paradigmatikus dilemmáját. A termodinamika irodalmában a
sebesség nem lehet állapothatározó. Galilei-relativisztikusan ez a kérdés megvizsgálható.

5.1. ABSZOLÚT RELÁCIÓK

A klasszikus „egyensúlyi” termodinamika, azaz a termosztatika valójában nemegyen-
súlyi és id�ofügg�o. 1 Más részr�ol érdemes �gyelembe venni a relativisztikus kinetikus el-
méletben levezetett/beépített termodinamikai hátteret, esetleg egyb�ol a szokásos kereteket
meghaladó módon [71, 72].

Termodinamikai alapfeltevésünk teljesen megszokott, csak térid�oszempontból kifejt-
ve. Adott az entrópia-négyesvektormez�o, amely adott meg�gyel�ore nézve s�ur�uség és áram
is: Sa = sua + s�a. Ennek s�ur�usége az extenzívek s�ur�uségeit�ol függ azaz egy szimmetrikus
másodrend�u térid�otenzor függvénye:s = s(zbc). Ez az összefüggés meg�gyel�ofügget-
len, mert mind az entrópias�ur�uség, mind a tömeg-lendület-energias�ur�uség tenzor abszolút.
Ennek a függvénynek a deriváltja a termodinamikai intenzív mennyiségek szimmetrikus
másodrend�u kotenzora, amit a továbbiakbankémiaipotenciál-termosebesség-h�omérséklet
kotenzornaknevezünk és� bc-vel jelölünk. Tehát ds

dzbc = � bc: Ezt a deriválást termodinami-
kai szokás szerint Gibbs-relációnak hívjuk és jelöljük:

ds = � bcdzbc: (27)

Részletes felírásához elnevezzük az intenzív mennyiségek abszolút kotenzorának
komponenseit. E kotenzor egy tetsz�olegesua sebességmez�o segítségével a következ�o-
képpen hasítható tér- és id�oszer�u komponensekre (lásd (75) az A. Függelékben):

� bc = � b� c + � b�e� �e
c = ( �� b + � �d�

�d
b )� c + ( � �e� b + � �d�e�

�d
b )� �e

c : (28)

1 Akit az ezzel kapcsolatos a szokásos félreértések és összemosások zavarnak, mindenképpen olvassa
el Matolcsi Tamás nagyszer�u könyvét angolul, vagy könnyedebb verzióját magyarul [69, 70].
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Itt az egyes �zikai mennyiségek a következ�oek:

– Az energia tenzorhoz konjugált intenzív a� bc kotenzor tér-térszer�u része, ennek
nyomából képezzük a� reciprok h�omérsékletet:

� =
1
T

=
1
6

�
�b�c� e

�c � d
�b � de =

2
3

�
�b

�b : (29)

Mivel most az energia tenzoriális formáját nem vizsgáljuk, ezért speciálisan felté-
telezzük, hogy a reciprok h�omérséklet kotenzor az egységtenzorral arányos:

� �b�c =
�
2

�
�b�c: (30)

– A � kémiai potenciála kémiaipotenciál-termosebesség-h�omérséklet kotenzor id�o-
id�oszer�u részéb�ol képezhet�o:

� = � Tubuc� bc: (31)

– A sajátlendülethez tartozówb intenzív mennyiségettermosebességnekfogjuk ne-
vezni, és a következ�oképpen adjuk meg:

w�b = � 2Tuc� d
�b � dc: (32)

Ezek után a Gibbs-relációu-széthasított formája ezek után a következ�oképpen szá-
molható:

ds = � bcdzbc =

� �
�

�� b� c +
1
2

(w�d�
�d

b � c + w�e� �e
c � b) � T � �d�e�

�d
b � �e

c

�
�

�
ubucd� + �u cdub + �u bduc + ucdp

�b + p
�bduc + ubdp�c + p�cdub + de

�b�c
�

= � �
�

�d� + �w �bdub + �w �bdp
�b � p�bdub � de

�
: (33)

Tehát az abszolút Gibbs-relációu-széthasított mennyiségekkel felírva végül az alábbi
formát ölti :

de= Tds+ �d� + w�adp�a + ( �w a � pa)dua: (34)

Ezenkívül képezhetjük a négyes entrópia Legendre-transzformáltját, bevezetve az~Sa

konjugált entrópiát :

Sa � � bcZ abc = ~Sa: (35)
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Ez semmiféle feltételt nem jelent mindaddig, amíg a jobboldali négyesvektor általános.
Bontsuk fel~Sa-t célszer�uen egy tetsz�olegesen adottua négyessebességgel párhuzamos és
térszer�u komponensekre a többi mennyiséghez hasonlóan:

~Sa = �p (ua + r �a); (36)

aholr �aua = 0. Ekkor a (35) vektoregyenlet abszolút id�oszer�u részét, azextenzivitási relá-
ciót, a kifejezés� a-val történ�o szorzásával kapjuk:

s � ��� � �w �bp
�b � �e = �p; (37)

illetve azu-térszer�u rész, az entrópiaáram kifejezése, azu-ra mer�oleges� �a
b-vel projekci-

óval adódik:

s�a � ��j �a � �p �a�bw�b + �q �a = �pr �a: (38)

5.2. TERMODINAMIKAI ÖSSZEFÜGGÉSEK TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAI

Az entrópia deriváltjaként bevezetett intenzív mennyiségek kotenzor komponensei,
ezért a B. Függelék (97) egyenlete alapján egyu0a sebesség szerinti id�o- és térszer�u kom-
ponenseket egy másik,ua sebesség által széthasított komponensekkel és av�a = ua � u0a

relatív sebességgel kifejezve kapjuk a transzformációs szabályokat:

� 0= �; (39)

w0i = wi + vi ; (40)

� 0= � � wi vi �
v2

2
: (41)

A négyesvektorokra vonatkozó (78) transzformációs szabályok és~Sa (36) felbontása
alapján adódik, hogy

p0= p és r 0i = r i + vi : (42)

Ezeknek és a� , p�a, eextenzívekre vonatkozó (13), (14) és (16) transzformációs szabá-
lyok alapján ellen�orizhetjük, hogy a (37) abszolút extenzivitási reláció Galilei-invariáns:

e0+ p � Ts � � 0� � w0
i p

0i = e+ p � Ts � �� � wi pi = 0: (43)

Az entrópiaáram-s�ur�uség transzformációs szabálya szerint pedig térvektor, ahogy el-
várható:

s0i = � (q0i � � 0j 0i � P0ij w0
j + pr0i ) = � (qi � �j i � P ij wj + pr i ) + svi = si + svi ; (44)
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ahol felhasználtuk� , qi , � , j i , P ij , wi , p és r i el�oz�oekben levezetett transzformációs
szabályait.

Fontos még a relatív formában megadott Gibbs-reláció,

de= Tds+ �d� + wi dpi (45)

transzformációs értése is. Ez alapján, ha valamely meg�gyel�o a fenti Gibbs-relációt álla-
pítja meg, akkor a hozzá képestvi sebességgel mozgó folyadék �zikai mennyiségeivel ez
az összefüggés úgy fejezhet�o ki, hogy

de0� Tds� � 0d� � w0
i dp0i = de� Tds� �d� � wi dpi � (�w i � pi )dvi : (46)

Tehát a Gibbs-reláció abszolút, de nem Galilei-invariáns, különböz�o meg�gyel�ok általá-
ban a relatív sebesség változásától függ�oen az energia megváltozását mérhetik. Kivéve,
ha az utolsó tag nulla, azaz

wi =
pi

�
: (47)

Ez az összefüggés egy állapotegyenlet,impulzusfeltételneknevezzük a továbbiakban. Az
intenzív termosebesség speciális függését adja a sajátimpulzustól és a s�ur�uségt�ol. Ha tel-
jesül, akkor a Gibbs-reláció Galilei-invariáns.

5.3. ABSZOLÚT ENTRÓPIA, RELATÍV ÁLLAPOTEGYENLETEK

Az entrópias�ur�uség potenciálja az intenzívek tenzorának, azok deriváltként történ�o
de�níciója szerint, (27) alapján. Az abszolút (27) összefüggés szerint az entrópias�ur�uség
egyváltozós függvény, változója a tömeg-lendület-energias�ur�uség tenzor. Az entrópias�u-
r�uség abszolút, a változója is, de ezt a változót széthasított formájával is kifejezhetjük.
Azaz ha azt nézzük, hogy egy adottu0a meg�gyel�o entrópias�ur�uség-függvénye hogyan
függ a meg�gyelt folyadék saját s�ur�uségét�ol, saját lendülets�ur�uségét�ol és saját energias�u-
r�uségét�ol, akkor a meg�gyel�o és a folyadék relatív sebességét�ol is függeni fog.

(46) jobb oldali Gibbs-relációja a meg�gyel�o u0-mennyiségeinek a folyadéku-
mennyiségeivel kifejezett termodinamikai viszonya. A Gibbs-reláció ebben a formá-
ban hasonlít a meg�gyel�oket kever�o szubsztanciális mérlegekre. Azu0-széthasítástu-
mennyiségekkel reprezentáljuk, ennek megfelel�oen a Gibbs-reláció – szubsztanciális for-
mája – mozgó kontinuumokra a következ�o:

de= Tds+ �d� + wi dpi + ( �w i � pi )dvi : (48)

Ezt a kifejezést lehet a szubsztanciális mérlegekkel együtt az entrópiaprodukció kiszá-
mítására használni, ez a Gibbs-reláció hagyományos relatív értelmezése. (48) analóg
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a relativisztikus esetben a kinetikus kompatibilitás �gyelembe vételével kapott alakkal
[71, 72, 73], azzal a különbséggel, hogy itt az utolsó tagban a s�ur�uség szerepel, relativisz-
tikusan pedig az entalpia.

A (48) Gibbs-relációban a sebesség nem független változó. Vizsgáljuk az impulzusra
és a relatív sebességre vonatkozó intenzív mennyiségek között fennálló Maxwell-relációt,
azaz a vegyes parciális deriváltak egyenl�oségére vonatkozó feltételt. Ezt célszer�u izoterm
folyamatokra vizsgálni :

@2e
@vj @pi

=
@wi
@vj

=
@(�w j � pj )

@pi
=

@2e
@pi @vj

: (49)

Mivel wj (�; p i ; e; vi ) állapotfüggvényen kívül a többi mennyiség változó, ezért (49) te-
kinthet�o a termosebesség meghatározására vonatkozó parciális differenciálegyenletnek:

@wi
@vj

= �
@wj
@pi

� pj : (50)

Ennek általános megoldása

wi (�; p i ; e; vi ) =
pi

�
+ A ij

�
vj +

pj

�

�
+ ŵi ; (51)

ahol A ij és ŵi tetsz�oleges�; e függvények. A továbbiakban nem vizsgáljuk ezeknek a
függvényeknek a �zikai jelentését, és azt tételezzük fel, hogy nullák. Vegyük észre, hogy
ekkor, más gondolatmenettel, de ismét a (47) állapotegyenletet kaptuk.

Ez a szokott lendület-tömeg-sebesség viszony termodinamikai általánosítása, nem kö-
t�odik a mechanikai levezetésekben feltételezett speciális alakú Lagrange-függvény léte-
zéséhez, amelynek formája a Newton-egyenlet következménye, és Noether-tétel sem kell
hozzá.

6. ABSZOLÚT ENTRÓPIAMÉRLEG

Az abszolút termodinamikai feltételekb�ol következ�o (34) Gibbs-reláció és (38) entró-
piaáram megadják, hogy adott entrópias�ur�uség ésu-entrópiaáram hogyan függ a megfe-
lel�o termodinamikai intenzív állapotjelz�okt�ol. Így ki tudjuk fejezni az abszolút entrópia-
produkciót azu-hasított mennyiségekkel :

@aSa = _s + s@aua + @as�a =

� _e� �� _� � �w �a _p�a + � (p�a � �w �a) _ua + s@aua+

@a

�
�q �a � ��j �a � �P �a�bw�b + �pr �a

�
: (52)
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Behelyettesítve a (21), (22) és (23) tömeg, lendület és energiamérlegeket, felhasznál-
va a (37) extenzivitási relációt, illetve annak és a (34) Gibbs-reláció következményeként
adódó alábbi Gibbs-Duhem relációt,

�dp = � hd� + �d (�� ) + p�ad(�w �a) � � (�w �a � p�a)dua; (53)

azt kapjuk, hogy

@aSa = ( s � �e + ��� + �w �ap�a)@aua + q�a@a� � j �a@a(�� )�

�P �a
�b@a(ub + w�b) + �w �aj

�b@bua � P �a�bw�b@�a� + �p@ar �a + r �a@a(�p ) =

(�r �a � j �a)
�
@a(�� ) � �w �b@aub

�
+

�
q�a � hr �a � (P �a�b � r �ap

�b)w�b + pra
�

@a� �

�
�
P �a

�b � r �ap�b � p� �a
�b

�
@a(ub + w

�b) + �p@a(r �a � w�a) =

(�r �a � j �a) @a

�
�

�
� +

w2

2

��
+

�
q�a � er�a � (P �a�b � r �ap

�b)w�b � (�r �a � j �a)
w2

2

�
@a� �

�
�
P �a

�b � j �aw�b � r �a(p�b � �w �b) � p� �a
�b

�
@(ub + w

�b) + �p@a(r �a � w�a) � 0:
(54)

A fenti egyenl�otlenség a Galilei-relativisztikus folyadékok abszolút entrópiaprodukciója.
Az elvárt módon kvadratikus kifejezés els�o tagja az anyagáramlásra vonatkozik, aj �a dif-
fúziós árams�ur�uség a konstitutív mennyiség benne. A szorzat másik felében pedig a meg-
felel�o termodinamikai er�ot, a kémiai potenciál gradiensét �gyelhetjük meg. A második
tag a termikus eredet�u entrópiaprodukció, ahol aq�a h�oárams�ur�uség a konstitutív mennyi-
ség és a reciprok h�omérséklet gradiense,@a� a termodinamikai er�o. Végül a harmadik
tag a mechanikai eredet�u disszipációval azonosítható, benne aP �a�b nyomástenzorral, mint
konstitutív mennyiséggel és a sebesség gradiensével mint termodinamikai er�ovel. Ponto-
sabban a viszkozitás szempontjából releváns sebesség a tetsz�olegesen választottua és a
w�a termikus sebesség összege. Figyeljük meg, hogyua, a folyadék sebességmez�oje exp-
liciten csak itt, a mechanikai disszipációt leíró részben, a sebességgradiensben szerepel.
A negyedik tag új, benne azr �a nyomássebesség tekinthet�o konstitutív mennyiségnek. Ez
a tag nulla, ha a nyomássebesség azonos a termikus sebességgel.

Az abszolút entrópiaprodukció egyenl�otlensége tehát megoldható, a kvadratikus for-
ma minden tagjában vannak konstitutív mennyiségek. Emiatt bevezethet�oek termodinami-
kai er�ok és áramok, és közöttük a szokott lineáris kapcsolat feltételezve kapjuk az egyen-
l �otlenség megoldását, az együtthatók el�ojelei megfelel�oen választva. A konstitutív elmélet
analóg a hagyományossal, és le is zárja az alapmérlegek differenciálegyenlet-rendszerét,
mert az ott szerepl�o szokásos alapváltozók, a� s�ur�uség,ua sebesség ésT h�omérséklet
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mellett a konstitutív mennyiségeket az entrópia egyenl�otlenségnek megfelel�oen rögzít-
hetjük. A w�a termikus sebesség pedig az entrópia parciális deriváltja, termodinamikai
értelemben intenzív mennyiség, állapotegyenlet rögzíti, amit ráadásul jól meg is tudtunk
határozni (47)-ben és (51)-ben. De vajon mit jelent és hogyan egyszer�usíthet�o az er�ok és
áramok termikus sebessséget tartalmazó bonyolult formája? Ezt vizsgáljuk a következ�o
szakaszban.

7. MI A FOLYADÉK SEBESSÉGE?

Az entrópiaprodukció negyedik tagjának szerepét nem vizsgáljuk a továbbiakban, hi-
szen amennyiben a relativisztikus kinetikus elmélettel összhangban a konjugált entrópia-
vektor térszer�u részét párhuzamosnak választjuk a h�omérsékletvektorral, akkor könnyen
értelmezhet�o egyszer�u formulákat kaphatunk. Tegyük fel tehát, hogy

r �a = w�a: (55)

Ekkor a fenti entrópiaprodukció a következ�o alakúra egyszer�usödik:

@aSa = ( �w �a � j �a) @a

�
�

�
� +

w2

2

��
+

�
q�a � w�a(e� p

�bw�b) � (�w �a � j �a w2

2
� P �a�bw�b

�
@a� �

�
�
P �a

�b � j �aw�b � w�a(p�b � �w �b) � p� �a
�b

�
@a(ub + w

�b) � 0: (56)

Érdemes felírnunk az abszolút entrópiaprodukciónak egy küls�o,u0a meg�gyel�o szem-
szögéb�ol megjelen�o relatív formáját. Legyen szokás szerint a relatív sebességua � u0a =
= v�a. Azt kapjuk, hogy

@aSa =
�
�w i � j i

�
@i

�
1
T

�
� +

w2

2

��
+

�
qi � wi (e� pkwk + � +

w2

2
) + j i w

2

2
) � P ik wk

�
@i

1
T

�

1
T

�
P ik + �w i wk � wi pk � j i wk � p� ik

�
@i (vk + wk) � 0: (57)

Megjegyzés: ugyanezt kapjuk, ha a relatív, szubsztanciális mérlegek (24), (25) és (26)
segítségével, illetve a (48) relatív Gibbs-reláció és a megfelel�o Gibbs–Duhem-reláció és
entrópiárams�ur�uség ((38) relatív formája) segítségével számoljuk ki az entrópiaproduk-
ciót. Természetesen ezeket az összefügéseket (és lehet�oleg a �zikai mennyiségek transz-
formációs szabályait is) valahonnan meg kell tudnunk. Térid�omodell nélkül ez nehezen
elképzelhet�o.
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Hogyan zárjuk le az egyszer�u folyadékok mozgásegyenleteit, azaz hogyan tehet�o az
egyenletek száma az ismeretlenek számával egyenl�ové? Vagyis mi a konstitutív elmé-
let? Vegyük észre, hogy a fenti entrópiaprodukció szokásos lineáris megoldásából ka-
pott három összefüggés nem elég az egyenletrendszer lezárásához, hiszen az alapváltozó-
ink megszokott rendszere, azaz a s�ur�uség, bels�o energia és a folyadék sebessége mellett
két további mez�ot kellene megadnunk: a folyadékpi sajátimpulzusát és a termosebessé-
get,wi -t. Viszont két további lehet�oségünk is van, hogy lezárjuk a konstitutív elméletet.
Egyrésztwi -re termodinamikai állapotegyenlet vonatkozik. Másrészt pedig vegyük észre,
hogy tulajdonképpen eddig nem rögzítettük, hogy mit is értünk folyadéksebesség alatt,
hiszen a fenti egyenletrendszerben a relatív sebességmez�o tetsz�oleges lehet, bármely két
meg�gyel�o között. Egyiket valamilyen �zikai módon célszer�u a folyadékhoz rögzíteni. A
folyadék sebességének rögzítésétáramlásválasztásnaknevezzük.

Elvileg a sebességet rögzíthetjük a folyadék tetsz�oleges extenzív tulajdonságához,
például a tömeghez (j i = 0), energiához (qi = 0) vagy lendülethez (pi = 0), de bonyo-
lultabb módon is. Ezek után a relatív sebesség már a folyadék tömegének, energiájának,
illetve lendületének áramlását jellemzi a küls�o meg�gyel�ohöz képest. Bonyolultabb áram-
lásokra példa tiszta anyagi (tömeg) és energiaáram keveréke [73]. Van szabadságunk az
áramlás rögzítésére, amit az abszolút egyenletekben azua sebesség tetsz�oleges válasz-
tása jelent. Az egyes választások azonban gyakorlati szempontból nem egyenérték�uek.
Az entrópiaprodukció fenti formája azt sugallja, hogy az áramlásválasztások közül kü-
lönösen egyszer�u konstitutív függvényeket kapunk, ha az áramlást a termosebességhez
kötjük, azazwi = 0 módon választjuk a folyadék sebességét. Ezt a választást nevezhetjük
termoáramlásnak. Ekkor az entrópiaprodukció:

@aSa = � j i @i
�
T

+ qi @i
1
T

�
1
T

�
P ij � p� ij

�
@i vj � 0: (58)

Ez a választás természetes is abban az értelemben, hogy visszapillantva a diffúziós áram-
s�ur�uség, h�oárams�ur�uség, impulzuss�ur�uség és nyomás (15), (18), (14) és (17), illetve a
kémiai potenciál, a h�omérséklet és a termikus sebesség (41), (39) és (40) transzformá-
ciós szabályaira, felismerhetjük egy olyanu0 meg�gyel�o �zikai mennyiségeit, amelynek
relatív sebessége a folyadéku sebességére vonatkoztatva pontosanvi = � wi . Ezért tehát
az entrópiaprodukció (58) formája azonos minden, a termoáramlással de�niált közeghez
képestvi sebességgel mozgó meg�gyel�o számára.

Ahogy az el�oz�o fejezet mozgási termosztatika elemzése mutatta, a sebesség és az
impulzus viszonyára az entrópia létezése egy kitüntetett állapotegyenletet eredményez a
termodinamikai sebesség és a sajátimpulzus között, azazpi = �w i . Ez azt jelenti, hogy
a termoáramlás választása ezzel az állapotegyenlettel egyben lendületáramlást is jelent.
Vagy, fordítva, ha a folyadék lendülete az, ami áramlik, akkor az állapotegyenlet miatt az
áramlás egyúttal a termosebességgel történik.
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Diffúziós Termikus Mechanikai

Er�o -@i
�
T @i

1
T @i vj

Áram j i qi - 1
T (P ij � p� ij )

1. TÁBLÁZAT . Termodinamikai er�ok és áramok

Ebben az esetben, tehát awi = 0 termoáramlással de�niált, éspi = �v i termosebes-
ség állapotegyenlettel megadott közegre a (24), (25) és (26) relatív tömeg-, lendület- és
energiamérlegek szubsztanciális formája:

_� + �@i vi + @i j i = 0 (59)

� _vi + j j @j vi + @j P ji = 0 i ; (60)

_e+ e@i vi + @i qi + P ij @i vj = 0: (61)

Az abszolút (34) és (37) Gibbs-reláció és extenzivitási relációk megfelel�o relatív for-
mában a következ�oképpen írhatók:

de= Tds+ �d� + vi d(�v i ); ! deb = Tds+ � bd�; (62)

e+ p = Ts+ �� + �v 2 ! eb + p = Ts+ � b�; (63)

ahol eb = e � � v2

2 a bels�o energiaés � b = � + v2

2 a bels�o kémiai potenciál. Ezekkel a
mennyiségekkel a termodinamikai alapösszefüggések a szokott formában írhatóak. Az
extenzivitási relációban a mozgási energiát a nyomáshoz szokták sorolni a kémiai po-
tenciál helyett. A Bernoulli-egyenletként jelenik meg az extenzivitási reláció és benne a
dinamikus nyomás (a torlónyomás és statikus nyomás különbsége).

Az entrópia (38) árams�ur�uségének vonatkozó relatív formája:

si =
1
T

�
qi � �j i � P ij vj + pvi

�
: (64)

Az (59)–(64) termodinamikai összefüggések és a mérlegek alapján az entrópiapro-
dukció közvetlenül számolható, és pontosan (58) lesz. Ennek megfelel�oen az 1. táblázat-
ban megadott termodinamikai er�oket és áramokat azonosíthatjuk.

Lineáris összefüggést feltételezve, izotrop folyadékra azt kapjuk, hogy

j i = � �@i
�
T

+ � 1@i
1
T

; (65)

qi = � � 2@i
�
T

+ �@i
1
T

; (66)

P ij = p� ij � � v@kvk � ij � �
�

@i vj + @j vi �
2
3

@kvk � ij

�
: (67)
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Itt � az (ön)diffúziós együttható,� 1 és� 2 a Soret–Dufour-együtthatók,� a termodinami-
kai h�ovezetési együttható (mert� F = T2� a Fourier-féle h�ovezetési együttható),� v és� a
térfogati és nyíró viszkozitás.

Az alapmérlegek (59)–(61) rendszere, együtt a (65), (66) és (67) konstitutív összefüg-
gésekkel zárt és az (ön)diffúziós árams�ur�uség kivételével azonos a szokásos kontinuitás-
Fourier–Navier–Stokes-egyenletrendszerrel. Az öndiffúziós árams�ur�uség nem küszöböl-
het�o ki áramlásválasztással, elhagyása �zikai feltételt jelent.

8. ÖSSZEFOGLALÁS

Ebben a munkában megmutattuk, hogy a nemrelativisztikus, azaz Galilei-relativiszti-
kus, egykomponens�u disszipatív folyadékok hogyan tárgyalhatóak a vonatkoztatási rend-
szert�ol függetlenül, és milyen feltételekkel kaphatjuk meg a leírásukra általában hasz-
nált vonatkoztatási rendszert�ol függ�o, relatív Fourier–Navier–Stokes-egyenletrendszert.
A vonatkoztatásirendszer-függetlenséget a Matolcsi-féle Galilei-relativisztikus térid�omo-
dell keretei között tárgyaljuk [5, 6], ahol a Galilei-relativisztikus térid�o az eredeti Weyl-
féle, af�n terekre alapozott koncepció kibontott matematikai megfogalmazása. Tárgyalá-
sunk vektortereket használ, és indexes formalizmusra alapozott egyszer�u számítási mód-
szert vezet be.

A �zikai alapmennyiség a tömeg-lendület-energia tenzor, egy két indexében szim-
metrikus harmadrend�u négyestenzor. Ez kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-
sorfejtésével, például az energia bevezetését illet�oen. Ennek négyesdivergenciája a fo-
lyadék tömeg-energia-lendületének megmaradását adja, amelyet tetsz�olegesen adott né-
gyessebesség a tömegmérlegre, lendületmérlegre és energiamérlegre bont. A harmadren-
d�u négyestenzor négyesdivergenciája egy másodrend�u négyestenzor-egyenlet. A tömeg-
mérleg ennek id�o-id�oszer�u, az impulzusmérleg az id�o-térszer�u része (illetve a szimmetria
miatt tér-id�oszer�u is), az energiamérleg pedig a tér-térszer�u résznek, amely egy másod-
rend�u hármastenzor egyenlet, a nyoma.

Az abszolút tárgyalásból levezettük a relatív �zikai mennyiségek és a mérlegek
transzformációs szabályait. Az elmélet egyik következménye, hogy a bels�o energia, ki-
netikus energia és a teljes energia közti szokásos kapcsolat egy transzformációs szabály.
A kinetikus energia tartalmazza a folyadék sajátlendületét, amely általában nem köthet�o
valamely relatív sebességhez. Nincs abszolút energia, de van kovariáns energia, azaz az
energia egy abszolút mennyiség meghatározott része.

A termodinamika is vonatkoztatási rendszert�ol függetlenül adódik, pusztán annyit
feltételezve, hogy az entrópia négyesvektor id�oszer�u része, az entrópias�ur�uség a tömeg-
lendület-energia s�ur�uségt�ol függ. Ez vonatkoztatási rendszert�ol független, abszolút állítás.
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Az entrópias�ur�uség deriváltja adja az intenzív mennyiségek másodrend�u négyestenzo-
rát, a h�omérséklet-termosebesség-kémiai potenciál tenzort, abszolút módon. A mozgási
mennyiségeket is tartalmazó Gibbs-reláció szubsztanciális formája tartalmazza az impul-
zushoz konjugált intenzív mennyiséget, a termosebességet és a relatív sebességet is, de a
teljes formula vonatkoztatási rendszert�ol független. Ekkor viszont a mozgási intenzívekre
vonatkozó állapotegyenletek nem függetlenek. A vegyes parciális deriváltak egyenl�osége,
a megfelel�o Maxwell-reláció az impulzuss�ur�uséget a termosebesség és a s�ur�uség szorza-
taként adja, lényegében egyértelm�uen.

Mivel az entrópiaáram formája is következmény és levezethet�o az alapfeltevésekb�ol,
az entrópia négyesvektor divergenciáját, az entrópiaprodukciót ezek után abszolút módon
számolhatjuk. A folyadék áramlása tetsz�olegesen rögzíthetjük, akár a tömeghez (Eckart-
áramlás), akár az energiához (Landau–Lifsic-áramlás), illetve más módokon is.

Az entrópiaprodukció konkrét formája megmutatja, hogy a folyadék mozgását érde-
mes a termosebességhez kötni. Ekkor az impulzusfeltétel állapotegyenlete miatt a min-
denkori meg�gyel�ohöz viszonyított relatív sebességgel adható meg a relatív impulzuss�u-
r�uség és a vonatkoztatási rendszert�ol független entrópiaprodukció lényegében a megszo-
kott formát ölti. Az eltérés az öndiffúziós tag jelenléte. Ezt nem lehet megfelel�o áramlás-
választással kiküszöbölni úgy, hogy a többi tag szokott formáját meg�orizzük. Ha nullának
tekintjük, akkor az az anyagra vonatkozó �zikai feltételként interpretálható, vagy megsérti
az entrópiaprodukció elvárt függetlenségét a vonatkoztatási rendszert�ol.

Megjegyzések:

– Ha a Galilei-relativisztikus alapmennyiség harmadrend�u kontra-kokotenzor, ugyan-
olyan mérlegegyenleteket kapunk, azonos transzformációs szabályokkal. Ekkor az
energia és h�omérséklet helyett a tömegs�ur�uség és a kémiai potenciál reprezentáló-
dik másodrend�u hármastenzorként. Ez az alapmennyiség a kovariáns komponensei
miatt azonban nem kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-sorfejtésével kapott
egyenletrendszerrel. A transzformációs szabályokat a C. Függelékben kiszámoltuk.

– Az egyszer�u anyagok semleges körülmények közötti stabilitása alapvet�o az egész �-
zikában. E nélkül nincs objektív meg�gyelés, a nem reprodukálhatóak a jelenségek.
Ennek az elvnek �zikai-matematikai modellje a termodinamika maga. Az entrópia
létezése és növekedése, az egész termodinamikai keretrendszer ezt eredményezi és
ezt jelenti. A termodinamika ilyen felfogása egyúttal önellen�orzési lehet�oség is. El-
várható, hogy az egyszer�u folyadék homogén egyensúlya elszigetelt rendszerben
pusztán a termodinamikai feltételek miatt stabil legyen. A most levezetett folya-
dékmodell ehhez teljesít egy fontos szükséges feltételt.

Belátható, hogy a kapott (59)–(61), (65)–(67) egyenletrendszer generikusan stabil,
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azaz a homogén egyensúlya linearisan stabil, ha a termodinamikai stabilitás teljesül
(az entrópia konkáv) és a transzportegyütthatók nemnegatívak, illetve

�
@
@�

�
T

� �
@
@e

1
T

+ ( � 1 + � 2)
@
@e

�
T

� 0: (68)

Itt az els�o két tag és a harmadik tag együtthatója termodinamikai feltételek miatt
nemnegatív, egyedül az utolsó tagban szerepl�o parciális derivált vezethet az egyen-
l �otlenség sérüléséhez.

– Ennek a munkának a f�omotivációját a relativisztikus folyadékok hasonló problémái
jelentették [74, 75, 76, 62, 77, 65, 71, 72, 78, 79, 73].

A. FÜGGELÉK. GALILEI -RELATIVISZTIKUS TÉRID �O

Itt röviden ismertetésre kerül a Galilei-relativisztikus térid�omodell.

A Galilei-relativisztikus térid�omodellben van:

1. Az M térid�o azx 2 M események(vagyvillanatok) négydimenziós irányított af�n
tere azxa 2 M térid�otartamoknégydimenziós vektortere felett.

2. Az I id�o egy dimenziós irányított af�n tér at 2 I id�otartamok egydimenziós irányí-
tott vektortere felett.

3. A � : M ! I id�okiértékelésegy af�n szürjekció a� a : M ! I lineáris leképezés, az
id�otartamkiértékelésfelett.

4. D a távolságmértékegyenese, amely egydimenziós irányított vektortér.

5. A � �a�b : E � E ! D 
 D euklidészi szerkezet egy szimmetrikus bilineáris leképezés,
aholE := Ker (� ) � M a térvektorokháromdimenziós lineáris altere.

M duálisát, azaz azM ! R lineáris leképezések vektorterétM � -al jelöljük. M � =
= Lin (M;R) elemeit kovektoroknak nevezzük és alsó indexszel jelöljük. Hasonlóképpen
E duálisaE� . Ezek az indexek absztraktok abban az értelemben, hogy nem vonatkoznak
semmilyen koordináta- vagy vonatkoztatási rendszerre, egyszer�uen a különféle rend�u és
típusú tenzoriális mennyiségek egyértelm�u jelölését jelentik. A fels�o index kontravariáns,
az alsó index kovariáns, kovektor komponenseket jelöl.

Az x; y 2 M események közöttid�otartamot � (x) � � (y) = � axa módon számoljuk,
aholxa = x � y. Két eseményegyidej�u, ha a közöttük eltelt id�otartam nulla. Két egyide-
j�u esemény különbségetérszer�uvektor. Ezeket felülhúzott indexszel, megkülönböztetett
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1. ÁBRA. A Galilei-relativisztikus térid�o, id�opontok és világvonalak.

módon jelöljük:x �a 2 E, illetve x �a 2 E� . Egyx �a térszer�u vektorhosszakxk =
p

x �a� �a�bx
�b,

ahol� �a�b = IdE.

A modell legfontosabb elemeit az 1. ábrán mutatjuk be. Láthatjuk, hogy az id�o és az
id�okiértékelés egy fóliázást vezet be a térid�on: az egyidej�u események térszer�u altereinek
egymásutánja h�uen modellezi klasszikus tér- és id�ofogalmunkat.

Ha xa egy kovektor, azaz egyxa : M ! R lineáris leképezés, akkor annakE-re tör-
tén�o megszorítását,x �a 2 E� -t az eredetixa kovektor abszolút térszer�u részének nevez-
zük. A megszorítás projekciójánakjelölésére bevezetjük a� a

�b 2 Lin (M � ;E� ) jelölést.
Tehát� b

�a xb = x �a. Fontos megjegyezni, hogy az euklidészi szerkezet lehet�ové tesziE és
E� azonosítását, de ezt nem tehetjük megM-vel ésM � -al, mert nincs rajta sem euklidészi,
sem pszeudoeuklidészi szerkezet: a térid�otartamok vektorterén nincsenek térid�ohosszak.
Absztrakt indexes jelölésünkbena; b; c; d; e; f; gindexeket használunk a négydimenziós
térid�o abszolút �zikai mennyiségeire,�a;�b;�c;�d;�e;�f ; �g indexeket a háromdimenziós tér �-
zikai mennyiségeire a térid�obe ágyazva értend�oek. Továbbái; j; k; l; m -el jelöljük a szo-
kásos háromdimenziós relatív mennyiségek indexeit, ha a relatív sebesség is megjelenik a
formulákban. Ez fog el�ofordulni a különféle transzformációs szabályoknál, illetve amikor
a szokásosan szerepl�o formulákat értelmezzük. Az ilyen indexek két abszolút sebesség-
mez�o jelenlétét jelzik.

A vektorok és kovektorok fenti jelölésrendszere azt a tényt formalizálja, hogy az id�o
nincs beágyazva a térid�obe.
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A.1. SZÉTHASÍTÁSOK

A térid�oben történ�o létezést világvonalak segítségével, id�ob�ol térid�obe léképez�o
r : I ! M világvonalfüggvényekkelírjuk le. A világvonalfüggvényeknek a térid�o szer-
kezetéb�ol következ�o triviális tulajdonsága, hogy� (r (t)) = t. Ennek megfelel�oen bármi-
lyen id�opontban képezett id�oderiváltjaik, a Galilei-relativisztikusnégyessebességekolyan
speciális négyesvektorok, amelyek id�okiértékelése,� aua = 1. Egy négyesvektor�zikai
mennyiségtérszer�u részétegy adottua négyessebesség irányú vetületével képezzük. Az
ua irányú vetít�o függvény, azu-projekció� �a

b = � a
b � ua� b : M ! E lesz, ahol� a

b az iden-
titásM-en.

A � a id�okiértékelés és az el�obbi u-projekció mellett még két fontos függvényünk
van, amely azM térid�otartamokat azI id�otartamokkal és azE térvektorokkal kapcsolja
össze. A négyes kovektorokat térszer�ure megszorító el�obbi � a

�b 2 Lin (M � ;E� ) függvény
duálisával a� a

�b 2 Lin (E;M) függvénnyel ágyazhatunk be hármasvektorokat a térid�obe,
id�otartamhoz egy négyessebességgel hozzárendelhetünk egy térid�otartamot, hiszenua :
I ! M. A négy alapvet�o leképezést még egyszer felsoroljuk:

– � a : M ! I ,

– ua : I ! M,

– � �a
b = � �a

b � ua� b : M ! E,

– � a
�b : E ! M,

A duálisaik a megfelel�o duális terek közötti leképezéseket adják meg:

– � a : I ! M � ,

– ua : M � ! I ,

– � �b
a : E� ! M � ,

– � a
�b : M � ! E� .

Itt felhasználtuk, hogy egydimenziós vektorterek kanonikusan azonosíthatóak duáli-
sukkal (id�o = koid�o), a transzponáltakat pedig az indexek eltolásával jelöltük. A fentiekb�ol
a következ�o azonosságok vezethet�oek le:

� aua = 1; � a� a
�b = 0 �b; �

�b
aua = ( � b

a � ub� a)ua = 0
�b � �a

b�
b
�c = � �a

�c: (69)
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Két ábrába összefoglalva megjegyezhet�obbek a viszonyok:

E
� �a

b ��!
� a

�b

M
� a�! �
ua

I E �
� a

�b ��!
� �a

b

M �
ua

�! �
� a

I �

A fenti diagramok fels�o sorának leképezései egy térid�ovektor és kovektor id�o- és
térszer�u részre történ�o széthasítását adják meg.

A.2. VEKTOR u-FORMÁJA

A vektorok maguk el�oállíthatóak egyua sebességgel széthasított részeikb�ol. A to-
vábbiakban az ilyen el�oállítást a vektoru-formájánaknevezzük. Legyen példáulAa egy
térid�ovektor. Ekkor id�o- ésu-térszer�u részeinek és a széthasítóua négyessebesség segít-
ségével el�oállítható:

Aa = Aua + A �a; (70)

ahol A = � aAa a vektor id�oszer�u része,A �a = � �a
bA

b pedig azu-térszer�u része. Vektor
id�oszer�u része nem függu-tól, ezért abszolút, a térszer�u része viszont függ. Speciálisan
egy ua sebességvektor id�oszer�u része1, egy másiku0a sebesség szerinti térszer�u része
pedig

� 0�a
bu

b = ( � a
b � u0a� b)ub = ua � u0a = v�a;

ua relatív sebességeu0a-hoz képest.

Galilei-relativisztikus térid�on az extenzív mennyiségek természetes módon négyes-
vektorok, amelyek id�oszer�u része a s�ur�uség,u-térszer�u része az árams�ur�uség. Az exten-
zív mennyiségek s�ur�usége független a széthasító sebességt�ol, térszer�u része nem. Látni
fogjuk, hogy azu-függetlenség Galilei-invarianciát is jelent.

A.3. KOVEKTOR u-FORMÁJA

Hasonló módon kovektorok is általánosan felírhatóku-id�o és térszer�u komponenseik
és a széthasításhoz használt négyessebesség segítségével. EgyBa kovektor:

Ba = B� a + �
�b

a B �b: (71)

aholB = uaBa ésB �a = � b
�a Bb.

Figyeljük meg, hogyBa térszer�u ésu-id�oszer�u részei valóbanB �a ésB, de ellentétben
a vektor (70) el�oállításával itt ez közvetlenül nem látszik. Továbbá fenti felbontásban �-
gyelnünk kell, hogy� �b

a nem szedhet�o szét két részre, pontosabbanu�bB �b önmagában nem

162



képezhet�o, hiszenB �b 2 E� ésE� nem részhalmazaM � -nak. Tehát a fenti formulaBa =
= B� a + B �a � � au�bB �b = ( B � ubB �b)� a + B �a, kényelmesnek t�un�o csoportosítása végs�o
soron helytelen. Azonban a térszer�u-id�oszer�u felbontás szemléletessége, és az abszolút
térszer�u rész önálló megjelenése miatt a számolások áttekinthet�oségéb�ol származó el�o-
nyök nagyobbak, mint a hibázás lehet�osége, ezért a továbbiakban mégis használni fogjuk,
ügyelve arra, hogy� �b

a két része pontosan szerepeljen a formulákban.

Speciálisan a térid�o deriválása@a, mint kovektor, a következ�oképpen írható fel egy
ua négyessebesség szerint széthasított id�o- és térszer�u komponenseivel :

@a = � a(du � ubr �b) + r �a; (72)

aholdu = ua@a azu-id�oderivált,r �a pedig a térderivált. Az id�oderiváltu-függ�o, a térde-
rivált nem az.

Megadjuk a másodrend�u tenzoroku-széthasított részekb�ol összetett formáját is.

A.4. TENZOR u-FORMÁJA

EgyTab 2 M 
 M kontra-kontravariáns tenzoru-formája a következ�o:

Tab = tuaub + uat
�b + t �aub + t �a�b; (73)

ahol

– t = � a� bTab aTab tenzorid�o-id�oszer�u része. Láthatóan ezu-független, abszolút.

– t �a = � �a
bT

bc� c a Tab tenzortér-id�oszer�u része, illetve t�b = � cTca� �b
a az id�o-térszer�u

rész.

– t �a�b = � �a
cT

cd� �b
d aTab tenzortér-térszer�u része.

A.5. VEGYES TENZORu-FORMÁJA

EgyQa
b 2 M 
 M � kontra-kovariáns tenzoru-formája a következ�o:

Qa
b = qa� b + � �c

b qa
�c = qua� b + q�a� b + ua� �c

b q�c + q�a
�c�

�c
b =

(ua(q � ucq�c) + q�a � q�a
�cu

c) � b + q�bu
a + q�a

�b; (74)

ahol

– qa = ubQa
b, aQa

b vegyes tenzorko-id�oszer�u része,
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– qa
�b = � c

�bQ
a
c, aQa

b vegyes tenzoru-függetlenko-térszer�u része

– q = ub� aQa
b, aQa

b vegyes tenzorid�o-id�oszer�u része,

– q�a = ub� �a
cQ

c
b, aQa

b vegyes tenzortér-id�oszer�u része,

– q�b = � a� c
�b Qa

c, aQa
b vegyes tenzorid�o-térszer�u része. Ez a részu-független, abszo-

lút.

– q�a
�b = � �a

c�
d

�b Qc
d, aQa

b vegyes tenzortér-térszer�u része,

A.6. KOTENZORu-FORMÁJA

EgyRab 2 M � 
 M � ko-kovariáns tenzoru-formája a következ�o:

Rab = ra� b + ra�c� �c
b = ( r� a + r �c� �c

a ) � b + r �c� a� �c
b + r �c�d� �c

b �
�d

a =
�
r � 2r �cuc + r �c�ducud

�
� a� b +

�
r �b � r �b�dud

�
� a +

�
r �a � r �a�dud

�
� b + r �a�b; (75)

ahol

– ra = ubRab, azRab kotenzorko-id�oszer�u része,

– ra�b = � c
�b Rac, azRab kotenzoru-függetlenko-térszer�u része,

– r = uaubRab, azRab kotenzorid�o-id�oszer�u része,

– r �a = � c
�a ubRcb, az Rab kotenzortér-id�oszer�u része, illetve r �b = � c

�b uaRac, az id�o-
térszer�u része,

– r �a�b = � c
�a � d

�b Rcd, azRab kotenzortér-térszer�u része. Ez azu-független rész.

B. FÜGGELÉK. MEGFIGYEL �OK ÉS GALILEI -TRANSZFORMÁCIÓ

A térid�omodell pontosan tükrözi azt a mindennapi tapasztalatunkat, hogy az id�o t�o-
lünk függetlenül telik, de a tér, a környezetünkben lev�o tárgyak által kirajzolt környezet
szubjektív, meg�gyel�ofügg�o. Az id�o abszolút, a tér relatív. A relatív szempontokat a meg-
�gyel �ok segítségével értelmezzük. Egy meg�gyel�o általában a térid�on megadott globális
sima sebességmez�o (lásd [6]), amit a továbbiakban egyetlen sebességgel, lényegében lo-
kálisan reprezentálunk. A lokálisan egyetlen sebességet gondolatban az egész térid�ore
kiterjesztve, azaz globális homogén sebességmez�ot bevezetve kapjuk az inerciális meg�-
gyel�oket. A meg�gyel�o alatt általában adott tartományon sima sebességmez�ot értünk [6],
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nem kell, hogy mindenütt értelmezett, azaz globális legyen. Minden esetben elegend�o,
hogy adott térid�opontban négyessebessége id�ore és térre bontja a térid�ot, és az abszo-
lút �zikai mennyiségeket id�o- és térszer�u részekre hasítja fel a térid�o minden pontjában.
Éppen ezért a transzformációs formulák és egyenletek nemcsak a szokásos inerciális meg-
�gyel �okre vonatkozó Galilei-transzformációk, hanem – amennyiben a széthasító sebesség
állandósága nincs kihasználva – minden meg�gyel�ore vonatkoznak. Az abszolút jelz�o ál-
talánosan meg�gyel�ofüggetlenséget jelent.

Láthattuk, hogy egy Galilei-relativisztikus térid�omodellben egy sebességmez�o segít-
ségével egyértelm�uen meg tudjuk adni a �zikai mennyiségek id�o- és térszer�u részeit. Egy
másik sebességmez�o pedig másképpen bontja id�o- és térszer�u részre ugyanazt az abszo-
lút �zikai mennyiséget. Azt is ki tudjuk számolni, hogy egyik meg�gyel�o által észlelt
komponensekb�ol hogyan képz�odnek egy másik meg�gyel�o által észlelt id�o- és térszer�u
komponensek. Ezeket atranszformációs szabályokategy térid�omodellben egyértelm�uen
kiszámolhatjuk, nem szükséges intuitívan bevezetni.

B.1. VEKTOROK

Láttuk, hogy egyAa vektort azua meg�gyel�o A = � aAa id�oszer�u ésA �a = � �a
bA

b

u-térszer�u részekre bontja. A nemrelativisztikus �zikai elméletek térid�otudatlanul ezeket
a mennyiségeket önállóan használják, leválasztva a térid�or�ol. Két különböz�o ua és u0a

négyessebesség általában különböz�o id�o- és térszer�u komponenseket eredményezhet:

Aa u
�

�
A
A i

�
; Aa u0

�
�

A0

A0i

�
;

ahol i = 1;2;3 hármasvektor indexeit jelöli,
u
� pedig azua szerinti széthasítást. A meg�-

gyel�ok közötti váltást megadó transzformációs szabályok megmondják, hogy azA0ésA0i

hogyan függA-tól ésA i -tól. Térid�omodellünkben ezt egyszer�uen úgy számolhatjuk ki,
hogy aua-val széthasított komponensekkel kifejezett �zikai mennyiséget, jelen esetben
ezAa = Aua + A �a-t, széthasítjuku0a szerint. Tehát egy vektor id�oszer�u komponense:

A0= � aAa = � a(Aua + A �a) = A; (76)

nem változik, nem transzformálódik, azaz Galilei-invariáns. Ez nem meglep�o, mert a szét-
hasító függvény nem függ a sebességekt�ol. EgyAa vektor térszer�u komponense:

A0�a = � 0�a
bA

b =
�
� a

�b � ua� b
� �

Aub + A
�b
�

= Aua + A �a � Au0a = A �a + A(ua � u0a):

(77)

Az ua-naku0a-ra vonatkoztatott relatív sebességére bevezetjük av�a = ua � u0a jelö-
lést és áttérünk hármasindexekre. Ekkor a négyesvektor térszer�u komponensének transz-
formációs szabálya

A0i = A i + Av i ;
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pontosan a szokásos Galilei-transzformáció. Azi; j; k hármasindexek megjelenése általá-
ban azt jelzi, hogy az adott formulában egyszerre két sebességmez�o is jelen van a relatív
sebesség miatt. A teljes transzformációs szabály:

�
A0

A0i

�
=

�
A

A i + Av i

�
: (78)

Speciálisan a sebességek transzformációs szabálya ebb�ol közvetlenül is származtatható.
Egy négyessebesség önmaga szerinti széthasítása

ua u
�

�
1
0i

�
:

Illetve a térszer�u komponensének transzformációs szabálya egyszer�uen a relatív sebessé-
get adja,

� 0�a
bu

b = ( � a
b � u0a� b)ub = ua � u0a = v�a; (79)

ahogy ezt vártuk is. A teljes szabály furcsán hat:
�

1
0i

�
=

�
1
vi

�
; (80)

de egyszer�uen azt jelenti, hogy az önmagához képest 'állónak' tekintettua meg�gyel�o
állása másiku0a meg�gyel�o számáravi sebességgel történ�o mozgásnak látszik. Fontos
megértenünk, hogy az összes többi transzformációs szabály jelentése mutatis mutandis
ugyanezt jelenti.

Általában csak a Galilei-invariáns �zikai mennyiségeket tartják vonatkoztatási rend-
szert�ol függetlennek, holott nemcsak azok, hanem transzformálódó mennyiségek meg-
felel�o kombinációja is abszolút lehet, amennyiben egy abszolút térid�omennyiségr�ol van
szó. Egy négyesvektorral megadott abszolút �zikai mennyiség (pl. egy extenzív) id�oszer�u
komponense (a s�ur�usége) Galilei-invariáns és ezért abszolút, a térszer�u komponense (azaz
az árams�ur�usége) transzformálódik, ezért nem abszolút, de ez nem változtat semmit azon,
hogy az egész extenzív vektors�ur�uség abszolút. Ugyanez érvényes a sebességre, ahol a
négyessebesség abszolút, annak ellenére, hogy látszólag csak a térszer�u komponens hor-
doz �zikai információt. Térid�omodellben megfogalmazva egy �zikai elméletet pontosan
eldönthet�o, hogy függ-e a vonatkoztatási rendszert�ol, vagy nem.

B.2. KOVEKTOROK

Láttuk, hogy egyBa kovektort azua sebességB = uaBa id�oszer�u ésB �a = � b
�a Bb

térszer�u részekre bont. A kovektorok széthasított komponenseit alsó indexszel és sorvek-
torokkal reprezentáljuk:

Ba
u
� (B; B i ):
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Az el�obbiek alapján az id�oszer�u komponens transzformációs szabálya:

B 0= u0aBa = u0a(B� a + �
�b

a B �b) = B � v�aB �a; (81)

ahol felhasználtuk (79)-t, illetve a (69) azonosságokat. A térszer�u komponens transzfor-
mációs szabálya:

B 0
�a = � b

�a Bb = � b
�a (B� b + � �c

b B �c) = B �a; (82)

A teljes szabály:

(B 0; B 0
i ) = ( B � vi B i ; B i ): (83)

Ezt például a@a térid�oderiválásra alkalmazva kapjuk, hogy:

(du0; r 0
i ) = ( du � vi r i ; r i ): (84)

Speciálisan, ha azua sebesség valamely közeg sebességmez�oje,u0a pedig egy meg�gye-
l �oé, akkordu a szubsztanciális id�oderivált,vi a meg�gyel�onek a közeghez viszonyított
sebessége ésdu0 = du � vi r i a du0 = @t parciális id�oderivált és adu szubsztanciális id�o-
derivált közötti összefüggés:@t = dt � vi r i .

B.3. TENZOROK

Egy Tab másodrend�u kontravariáns tenzort azua meg�gyel�o t = � a� bTab id�o-
id�oszer�u,t �a = � �a

c� bTcb id�o-térszer�u ést �a�b = � �a
c�

�b
dTcd tér-térszer�u komponensekre hasít

szét. Azaz

Tab u
�

�
t t i

t j t ij

�
:

A megfelel�o transzformációs szabályok a következ�o módon számolhatóak. Az id�o-
id�oszer�u komponens invariáns:

t0= � a� bTab = t: (85)

Az id�o-térszer�u komponens transzformációs szabálya olyan, mint egy hármasvektoré:

t0�a = � 0�a
c� bTcb = ( � a

c � u0a� c)( tuc + t �c) = tua � tu0a + t �a = t �a + tv �a: (86)

A tér-térszer�u komponensé bonyolultabb:

t0�a�b = � 0�a
c�

0�b
dTcd = � 0�a

c�
0�b
d(tucud + t �cud + uct

�d + t �c�d) =

tv �av
�b + t �av

�b + t
�bv�a + t �a�b: (87)

Itt ismét felhasználtuk (79)-t, illetve azt, hogy térszer�u vektorok tetsz�oleges sebesség-
irányban vett vetülete maga a térszer�u vektor� �a

bt
�b = ( � a

b � ua� b)t
�b = t �a.

A teljes transzformációs szabály:
�

t0 t0i

t0j t0ij

�
=

�
t t i + tv i

t j + tv j t ij + t i vj + t j vi + tv i vj

�
: (88)
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B.4. VEGYES MÁSODREND�U TENZOROK

Egy Qa
b másodrend�u kontra-kovariáns tenzort azua meg�gyel�o q = � aubQa

b id�o-
id�oszer�u,q�a = � �a

cu
bQc

b tér-id�oszer�u,q�b = � a� d
�b Qa

d id�o-térszer�u ésq�a
�b = � �a

c�
d

�b Qc
d tér-

térszer�u komponensekre hasít szét. Azaz

Qa
b

u
�

�
q qi

qj qi
j

�
:

A megfelel�o transzformációs szabályok a következ�o módon számolhatóak. Az id�o-
id�oszer�u komponensre:

q0= � au0bQa
b = u0b(q�b + � �c

b q�c) = q� v�cq�c: (89)

A hármasvektornak kinéz�o id�o-térszer�u komponens nem transzformálódik:

q0
�b = � a� c

�b Qa
c = � c

�b (q�c + �
�d

c q�d) = q�b: (90)

Itt felhasználtuk, hogy� c
�b � c = 0 �b és� c

�b � �a
c = � �a

�b . A tér-id�oszer�u komponens transzformá-
ciós szabálya:

q0�a = � 0�a
cu�bQ

c
b = � 0�a

c(quc + q�c � ucv
�dq�d � q�c

�dv�c) = q�a + qv�a � v�av
�bq�b � q

�d
�bv

�b: (91)

A tér-térszer�u komponens transzformációs szabálya:

q0�a
�b = � 0�a

c�
d

�b Qc
d = � 0�a

c(q�bu
c + q�c

�b) = q�a
�b + v�aq�b: (92)

Itt ismét felhasználtuk az eddigi azonosságokat. A teljes transzformációs szabály:
�

q0 q0
i

q0j q0j
i

�
=

�
q � vi qi qi

qj + vj (q � vkqk) � qj
kvk qj

i + qi vj

�
: (93)

B.5. MÁSODREND�U KOTENZOROK

Egy Rab másodrend�u ko-kovariáns tenzort azua meg�gyel�o r = uaubRab id�o-
id�oszer�u,r �a = � c

�a ubRcb tér-id�oszer�u ésr �a�b = � c
�a � d

�b Rcd tér-térszer�u komponensekre hasít
szét. Azaz

Rab
u
�

�
r r i

r j r ij

�
:

A megfelel�o transzformációs szabályok a következ�o módon számolhatóak. Az id�o-
id�oszer�u komponensre:

r 0= u0au0bRab = u0au0b
�

r� a� b + r �c� �c
a � b + r �c� a� �c

b + r �c�d� �c
b �

�d
a

�
=

u0a
�

r� a + r �c� �c
a � r �c� av�b � r �c�dvb�

�d
a

�
= r � 2r �cvc + r �c�dvcv

�d: (94)
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Az id�o-térszer�u komponens transzformációs szabálya:

r 0
�a = � c

�a u0bRcb = � c
�a

�
r� c + r �d�

�d
c � r �d� cv

�d � r �d�ev
�e�

�d
c

�
= r �a � r �a�dv

�d: (95)

A tér-térszer�u komponens invariáns:

r 0
�a�b = � c

�a � d
�b Rcd = r �a�b: (96)

Itt ismét felhasználtuk az eddigi azonosságokat. A teljes transzformációs szabály:
�

r 0 r 0
i

r 0
j r 0

ji

�
=

�
r � 2vi r i + vi vj r ij r i � vj r ij

r j � vk t jk r ij

�
: (97)

C. FÜGGELÉK: HARMADREND �U VEGYES KONTRA-KOKOTENZOR

TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAI

A fentiek alapján tekintsünk egyM a
bc : M ! M 
 M � 
 M � tenzormez�ot, amelyet

az egykomponens�u egyszer�u anyagenergia-impulzus-tömeg tenzoránakfogunk tekinteni.
Feltételezzük, hogy a tenzormez�o kovariáns indexeiben szimmetrikus. Egy adottua 2
2 V(1) négyessebességgel képzett komponenseivel a következ�o általános formába írha-
tó:

M a
bc = mbcuam�a

bc =
�

e�b� c �
1
2

p�d� �a
b� c �

1
2

p�e� �e
c� b +

1
2

� �d�e�
�d
b�

�e
c

�
ua+

�
q�a� b� c �

1
2

P �a
�d�

�d
b � c �

1
2

P �a
�e�

�e
c � b +

1
2

m�a
�d�e�

�d
b � �e

c

�
; (98)

ahol

mbc = � aM a
bc; és m�a

bc = � �a
dM d

bc: (99)

Ezek a s�ur�uségek és áramok tenzorai,mbc az energia-impulzus-tömegs�ur�uség kotenzor,
illetve m�a

bc az energiárams�ur�uség-nyomás-diffúziós árams�ur�uség tenzor. A további részek
pedig:

– e= ubucmbc = � aubucM a
bc az energia-lendület-tömeg tenzor id�o-id�o-id�oszer�u része,

azenergias�ur�uség.

– p�a = � 2uc� d
�b mdc = � 2� auc� d

�b M a
dc az energia-lendület-tömeg tenzor id�o-id�o-

térszer�u részéhez köt�od�o, a lendülets�ur�uség, illetve p�a = � 2ub� d
�c mbd = �

� 2� aub� d
�c M a

cd az id�o-tér-id�oszer�u részhez tartozik.
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– � bc = 2� d
�b � e

�c mde = 2� a� d
�b � e

�c M a
de a tömegs�ur�uség-kotenzor, azM a

bc tenzorid�o-tér-
térszer�u részéhezköt�odik.

– q�a = ucubm�a
bc = ucub� �a

dM d
bc az energiaárams�ur�uség, az M a

bc tenzor tér-id�o-
id�oszer�u részéhez.

– P �a
�b = � 2uc� e

�b m�a
ec = � 2uc� e

�b � �a
dM d

ec a nyomás, azM a
bc tenzortér-id�o-térszer�u ré-

széheztartozik és a tenzor szimmetriája miatt ez egyenl�o P �a
�c = � 2ub� e

�c m�a
be-vel.

– M �a
�b�c = 2� e

�b � f
�c � �a

dM d
ef adiffúziós árams�ur�uség, azM a

bc tenzortér-tér-térszer�u része-
nekkétszerese.

A változó el�ojelek és kettes faktorok oka, hogy a hagyományos mennyiségeket a mér-
legekben és a transzformációs szabályokat a lehet�o legpontosabban szeretnénk visszakap-
ni.

C.1. A TÉR- ÉS ID �OSZER�U RÉSZEK TRANSZFORMÁCIÓS SZABÁLYAI

Az adott objektív �zikai mennyiség transzformációs szabályának azt nevezzük, ami-
kor u0a sebességgel képzett id�o- és térszer�u komponenseket azua sebességgel képzett
komponensek és a relatív sebesség függvényében adjuk meg. A B. Függelékben meg-
adtuk, a különféle els�o és másodrend�u tenzorok transzformációs szabályait. A számítás
során a tenzoroku-formáját azu0sebesség szerint hasítjuk szét. A tömeg-energia-lendület
tenzor esetén is hasonlóan járunk el :

Az u0-energia azM a
bc tenzoru-komponenseivel és av�a = ua � u0a relatív sebességgel

kifejezve:

e0= u0bu0c� aM a
bc = u0bu0c

�
e�b� c �

1
2

p�d� �a
b� c �

1
2

p�e� �e
c� b +

1
2

� �d�e�
�d
b�

�e
c

�

= e+ p�av
�b +

� �a�b

2
v�av

�b: (100)

Az u0-lendülets�ur�uség pedig:

p0
�b = � 2u0c� d

�b � aM a
dc = u0c� d

�b

�
� 2e�b� c + p�d� �a

b� c + p�e� �e
c� b � � �d�e�

�d
b�

�e
c

�

= p�b + � �b�cv
�c: (101)

A � ab s�ur�uség abszolút, nem transzformálódik:

� 0
�b�c = 2� e

�c � d
�b � aM a

de = � �b�c: (102)
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Az energiaárams�ur�uség transzformációs szabálya:

q0�a = u0bu0c� 0�a
dM d

bc = u0bu0c

��
e�b� c �

1
2

p�d� �a
b� c �

1
2

p�e� �e
c� b +

1
2

� �d�e�
�d
b�

�e
c

��
v�a+

+ u0bu0c� 0�a
f

�
q

�f � b� c �
1
2

P
�d
�f �

�f
b � c �

1
2

P
�d
�e�

�e
c � b +

1
2

m
�d
�f �e�

�e
c �

�f
b

�

= q�a + ( e+ p�bv
�b +

� �b�c

2
v

�bv�c)v�a + 2P �a
�bv

�b +
1
2

m�a
�b�cv

�bv�c: (103)

A nyomás transzformációja:

P0�a
�b = � 2u0c� e

�b � 0�a
dM d

ec = u0c (p�b� c � � �b�e�
�e
c) v�a+

+ u0c� e
�b � 0�a

f

�
P

�d
�f �

�f
b � c � m

�d
�f �g� �g

c �
�f

e

�

= P �a
�b + p�bv

�a + � �b�cv
�cv�a + m�a

�b�cv
�c: (104)

Végül pedig a diffúziós árams�ur�uség a következ�oképpen transzformálódik:

m0�a
�b�c = 2� e

�b � f
�c � 0�a

dM d
ef == m�a

�b�c + � �b�cv
�a: (105)

A hagyományos jelölésekkel összefoglalva írhatjuk, hogy:

e0= e+ pi vi +
� ij

2
vi vj ; (106)

p0
i = pi + � ij vj ; (107)

� 0
ij = � ij ; (108)

q0i = qi + vi (e+ pj vj +
� jk

2
vj vk) + P i

j v
j +

mi
jk

2
vkvj ; (109)

P0i
j = P i

j + pj vi +
� jk

2
vi vk +

mi
jk

2
vk ; (110)

m0i
jk = mi

jk + � jk vi : (111)

Egy fontos speciális eset, amikor a tömeg- és a diffúziós árams�ur�uség tenzorok iden-
titások a kovariáns komponenseikben, azaz� jk = �� jk ésmi

jk = j i � jk . Ekkor

e0= e+ pi vi +
�
2

v2; (112)

p0
i = pi + �v i ; (113)

� 0
ij = � ij ; (114)

q0i = qi + vi (e+ pj vj +
�
2

v2) + P i
j v

j + j i v
2

2
; (115)

P0i
j = P i

j + pj vi + �v i vj + j i vj ; (116)

j 0i = j i + �v i : (117)

(118)
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Ezek a transzformációs tulajdonságok pontosan megegyeznek a harmadrend�u, min-
den indexében kontravariáns tömeg-lendület-energia tenzor megfelel�o komponenseire vo-
natkozó (13)-(18) transzformációs tulajdonságokkal. A megfelel�o mérlegek szintén azo-
nosak, és az entrópiaprodukció formája szintén ugyanolyan. A két reprezentáció között
az intenzív mennyiségek transzformációs szabályai, illetve a relativisztikus és a kinetikus
elmélettel történ�o kompatibilitás követelményével lehet különbséget tenni.

KÖSZÖNETMONDÁS

Fülöp Tamásnak, aki mindig mondta, hogy van abszolút energia. Ugyan végül nem
kotenzornak t�unik, de még az sincs kizárva.

A munkát az OTKA K81161 és K104260 pályázatai támogatták.
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�]�L�N�D�L���)���R�V�]�W�i�O�\���P�X�Q�N�D�W�i�U�V�D������������-�W���O���W�D�J�M�D az MTA Wigner FK 
�5�0�,�� �(�O�P�p�O�H�W�L���)izikai O�V�]�W�i�O�\�i�Q�D�N���� �Y�D�O�D�P�L�Q�W���H�E�E�H�Q���D�]�� �p�Y�E�H�Q���D��
�%�0�(�� �1�X�N�O�H�i�U�L�V�� �7�H�F�K�Q�L�N�D�� �,�Q�W�p�]�H�W�� �P�X�Q�N�D�W�i�U�V�D���� �(�G�G�L�J�L�� �P�X�Q�N�is-
�V�i�J�D���V�R�U�i�Q�������N�|�Q�\�Y�I�H�M�H�]�H�W���p�V�������V�]�D�N�F�L�N�N���N�|�W�K�H�W�����D���Q�H�Y�p�K�H�]������ 

���������� �)�H�O�V���S�D�N�R�Q�\���� �3�H�W���I�L�� �6�i�Q�G�R�U�� �X���� �������� �7�H�O������ ������������-5459, 
robert.kovacs.bme@gmail.com 
 
 
 
SZARKA Z�2�/�7�È�1���'�5. (1927) �R�N�O�����P�p�U�Q�|�N��������������������������-�W���O���D���1�H�K�p�]�L�S�D�U�L���0�&�V�]�D�N�L��Egyetem �± ma 
Miskolci Egyetem �± �0�D�W�H�P�D�W�L�N�D�L�� �7�D�Q�V�]�p�N�p�Q�H�N�� �R�N�W�D�W�y�M�D���� ��������-�W���O��
�H�J�\�H�W�H�P�L�� �G�R�F�H�Q�V���� �N�|�]�E�H�Q�� �N�p�W�� �L�G���V�]�D�N�E�D�Q�� �W�D�Q�V�]�p�N�Y�H�]�H�W������ ��������-�W���O��
�Q�\�X�J�G�t�M�D�V���� �G�H�� �R�N�W�D�W�y�L�� �P�X�Q�N�i�M�i�W�� ��������-ig folytatta. Szakter�•lete a 
�N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W���V�]�i�P�t�W�i�V�����G�H���������p�Y�L �H�J�\�H�W�H�P�L���P�X�Q�N�i�M�D���V�R�U�i�Q a matematika 
�V�]�i�P�R�V�� �W�H�U�•�O�H�W�p�W�� ���D�Q�D�O�t�]�L�V���� �S�D�U�F�L�i�O�L�V�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�L�i�O�H�J�\�H�Q�O�H�W�H�N���� �Y�D�O�y�V�]�t-
�Q�&�V�p�J�V�]�i�P�t�W�i�V�����N�R�P�S�O�H�[���I�•�J�J�Y�p�Q�\�W�D�Q stb.�����P�&�Y�H�O�W�H���� 
�6�]�i�P�R�V���K�D�]�D�L���p�V���N�•�O�I�|�O�G�L���H�O���D�G�i�V�D���P�H�O�O�H�W�W���������V�]�D�N�F�L�N�N�H���p�V����2 �N�|�Q�\�Y�H 
�p�V���H�J�\�H�W�H�P�L���M�H�J�\�]�H�W�H jelent meg, �U�p�V�]�E�H�Q���W�i�U�Vszer�]���N�N�H�O��  

3529 Miskolc, Csabai kapu 34. Telefon: (46) 362 905, 
mateva@gold.uni-miskolc.hu 
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2014-�W���O���D��Montavid Ter�P�R�G�L�Q�D�P�L�N�D�L���.�X�W�D�W�y�F�V�R�S�R�U�W���W�D�J�M�D�����.�X�W�D�W�i�V�L���W�H�U�•��
�O�H�W�H�����N�R�Q�W�L�Q�X�X�P�P�H�F�K�D�Q�L�N�D�����U�H�R�O�y�J�L�D���� 

8174 Balatonkenese, Csokonai u.25/2. Telefon: (06) 305 607 573, 
szucsmatyass@gmail.com 
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V �È�1��P�e�7�(�5 DR. (1964). okl. fizikus (ELTE, 1990), egyetemi doktor (BME, 1994), PhD (BME, 
2002). 2005-�L�J�� �D�� �%�0�(�� �.�p�P�L�D�L�� �)�L�]�L�N�D�� �7�D�Q�V�]�p�N�p�Q�H�N�� �P�X�Q�N�D�W�i�U�V�D����
Jelenleg az MTA Wigner Fizi�N�D�L�� �.�X�W�D�W�y�N�|�]�S�R�Q�W���� �5�p�V�]�H�F�V�N�H- �p�V��
�0�D�J�I�L�]�L�N�D�L���,�Q�W�p�]�H�W�����(�O�P�p�O�H�W�L���)�L�]�L�N�D���2�V�]�W�i�O�\�i�Q���p�V���D���%�0�(���(�Q�H�U�J�H�Wi-
�N�D�L�� �*�p�S�H�N���p�V�� �5�H�Q�G�V�]�H�U�H�N���7�D�Q�V�]�p�N�p�Q�� �G�R�O�J�R�]�L�N���� �7�|�E�E�� �t�]�E�H�Q�� �G�R�O�Jo-
�]�R�W�W�� �N�•�O�I�|�O�G�|�Q���� �2�O�D�Vz�R�U�V�]�i�J�E�D�Q���� �1�p�P�H�W�R�U�V�]�i�J�E�D�Q�� �p�V�� �e�V�]�W�R�U�V�]�ig-
�E�D�Q�����.�X�W�D�W�i�V�L���W�H�U�•�O�H�W�H���D���Q�H�P�H�J�\�H�Q�V�~�O�\�L���W�H�U�P�R�G�L�Q�D�Pi�N�D���P�L�Q�W���i�O�W�D�O�i��
�Q�R�V���I�L�]�L�N�D�L���N�H�U�H�W�H�O�P�p�O�H�W�����H�Q�Q�H�N���D�O�D�S�M�D�L�����L�O�O�H�W�Y�H���N�•�O�|�Q�I�p�O�H���D�O�N�D�O�P�D�]�i��
�V�D�L�����$�]���D�O�D�S�N�pr�G�p�V�H�N���N�|�]�•�O���D���Q�H�P�H�J�\�H�Q�V�~lyi termodinamika vari�i��
�F�L�y�V�� �H�O�Y�H�L�Y�H�O�� �p�V�� �J�\�H�Q�J�p�Q�� �Q�H�P�O�R�N�i�O�L�V�� �N�L�W�H�U�M�H�Vz�W�p�V�p�Y�H�O���� �D�]�� �D�Q�\�D�J�L��
�R�E�M�H�N�W�L�Y�L�W�i�V�� �H�O�Y�p�Y�H�O���� �Q�H�P�D�G�G�L�W�t�Y�� �W�H�U�P�R�V�W�D�W�L�V�]�W�L�N�i�Y�D�O�� �p�V�� �D�� �U�H�O�D�W�L-
�Y�L�V�]�W�L�N�X�V�� �G�L�V�V�]�L�S�D�W�t�Y�� �I�R�O�\�D�G�p�N�R�N�� �H�O�P�p�O�H�W�H�L�Y�H�O�� �I�R�J�O�D�O�N�R�]�R�W�W���� �e�U�G�Hk-
�O���G�p�V�L�� �W�H�U�•�O�H�W�p�K�H�]�� �W�D�U�W�R�]�L�N�� �H�]�H�Q�N�t�Y�•�O�� �D �N�i�U�R�V�R�G�i�V�P�H�F�K�D�Q�L�N�D�� �p�V�� �D��
�U�H�R�O�y�J�L�D�����(�G�G�L�J���P�L�Q�W�H�J�\�����������D�Q�J�R�O���p�V���P�D�J�\�D�U���Q�\�H�O�Y�&���V�]�D�N�F�L�N�N�H���p�V��
�H�J�\���N�|�Q�\�Y�H���M�H�O�H�Q�W���P�H�J��  

1012 Budapest, Lovas utca 18.  Telefon: 2145243, van.peter@wigner.mta.hu 
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