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ELOSZO

A 2018-as Mérnokgeoldgia—Kdzetmechanika Konferencidra készitette el legijabb kotetét a
Montavid Termodinamikai Kutatécsoport. A korabbiakhoz hasonl6an, az itt megjelent irasok
kozos vezérelve a nemegyensulyi termodinamikai mddszertan. Ugyanannak az altalanos konti-
nuum-termodinamikai megkozelitésnek talalhatjuk itt meg kiillonb6z6 konkrét szempontok sze-
rinti vizsgalatait. Ezzel parhuzamosan figyelhet6 meg a masik k6zos szal: a kdzetek mint kiils-
nosen fontos alkalmazasi teriilet szem el6tt tartdsa. A kézetek elegendden bonyolult kdzegek
ahhoz, hogy mind id6-, mind helyfiiggés szempontjabol jocskan tal kell 1épjlink az egyszer(ibb
modelleken, mechanikai és termodinamikai — igy hévezetési — oldalrol egyarant, jol tesztelik
tehat az elmélet fejlettségi szintjét. Ezzel dsszhangban, 0j kisérleti megkozelitésekre van sziik-
ség, és 1uj numerikus szamitasi eljarasokra. Emellett a gyakorlat szamara értékes kimenet a meg-
formalodo ) gondolkodasmod, az 0j fogalmak, tanulsagos példak, melyek segitségével a bo-
nyolult, 6sszetett helyzetek elemzése konnyebbé valik.

Legutobbi kotetiinkkel, szomorti apropoként, Marta Dolezalovatol kellett bucstiznunk. Ez
alkalommal a Montavid Kutatdcsoport egy olyan tagjanak emléke el6tt tisztelgiink megrendiil-
ten, aki még 88 éves koraban, élete utolsd hdnapjaiban is faradhatatlanul dolgozott kézos kuta-
tasunkban, az els6 fejezetben bemutatott 0j eredményeinket 6 alapozta meg. Szarka Zoltan hia-
nya faj6 tr. De 0 jelen van eredményeinkben ¢€s sziviinkben egyarant.

A szerkeszté kdszonetet mond Sziics Matyasnak a kdtet megjelenésében nyujtott segitségé-
ért. A Kedves Olvasonak kellemes és értékes olvasmanyélményt kivan a Kutatocsoport nevé-
ben:

Budapest, 2018. aprilis 3.

Fiilop Tamas

szerkeszto
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SZILARDTEST-REOLOGIAI FELADATOK ANALITIKUS
EGZAKT MEGOLDASA — ALAGUTAK KORULI MECHANIKAI
FOLYAMATOK MEGHATAROZASA

Asszonyi Csaba' — Fiilop Tamds'? — ’ Szarka Zoltan®' |- Sziics Mdtyds">
IMONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST
2BME GPK ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST

Reolégiai anyagtorvényii szildrd kozegek mechanikai folyamatainak meghatdrozdsa lényege-
sen bonyolultabb probléma, mint a rugalmas megfeleldiké, mivel ezen feladatok mdr az erdegyen-
sulyi kozelités esetén is iddfiiggdek, a helyfiiggés mellett. A Volterra-elv segitségével a linedris reo-
logiai feladatok megolddsa a megfelelé Hooke-rugalmas probléma megolddsdbdl szdrmaztathato,
azonban a Volterra-elv felhaszndlhatosdga korldtozott, példdul idofiiggd peremfeltételek esetén al-
kalmazdsa bonyodalmas. Ilyen, iddfiiggd peremfeltételek segitségével modellezhetéek példdul az
alagutnyitdsi folyamatok is, ezért kifejlesztettiink egy mdsik analitikus modszert, mellyel ilyen reo-
logiai kozegekre vonatkozo, iddfiiggd peremfeltételekkel megadott problémdk oldhatok meg. Ennek
sordn a megfeleld rugalmassdgtani megolddst tessziik alkalmas médon idofiiggové, és igy a reo-
logiai parcidlis differencidlegyenlet-rendszert kozonséges differencidlegyenlet-rendszerre vezetjiik
vissza. Jelen irdsban ezt a modszert alkalmazzuk kiilonbozd kezdeti fesziiltségdllapotii kozegekben
nyitott alagutakra. A szamitdsok azt mutatjdk, hogy mdr a legegyszertibb reoldogiai modellekben is

vdratlan lefutdsu, erds tranziensek léphetnek fol.

1. MOTIVACIO

A rugalmas szilard kozegek nem feltétleniil annyira rugalmasak, mint gondolndnk.
Banyaszok korében ismert tapasztalat, hogy a vagat, ahol a miiszak kezdetén még konnye-
dén, allva végig lehetett sétdlni, a miiszak végére jelentdsen Osszezsugorodott, és vissza-
felé csak négykézlab volt jarhaté. Egy fold alatti k6zettomegben nyitott tireg sokszor csak
évek alatt veszi fol végleges alakjat (Id. 1. dbra). A rugalmassdgra alapozott varakoza-

sunkhoz képest tehat sokszor késleltetve és csillapitva jelentkezik a kiils6 hatdsra adott

t2015-ben bekovetkezett haldldig Szarka Zoltan az 6nstilyos mezé esetének targyaldsat alapozta meg.
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fsx10°]

= fsx107]

340 344 346 348 350 3352 354 340 3.45 3.30 3.35

1. ABRA. Fent: Példik jelentSs alagutkonvergenciara [1, 2]. Lent: A Bataapati
Radioaktivhulladék-Térol6 faldban mért, 3—10 év id6skalaji, exponencidlis jellegl ala-
gutkonvergencidk [3].

védlasz. Az ilyen, reoldgiainak (mds szval viszkoelasztikusnak) nevezett viselkedés a mii-
anyagok, a fak vagy az aszfaltok esetén j6l ismert és nem meglepd, azonban az el6z6
példédk szerint a k6zetek is jobban kozelithetSk ezekkel a modellekkel, mint a rugalma-
sakkal. A reoldgia jelenléte mar standard k&zetmechanikai laboratériumi vizsgalatok so-
rdn is megfigyelhetd, példaul az ultrahangosan meghatarozott dinamikai rugalmassagtani
egyiitthatok jelentdsen nagyobbak lehetnek a statikus értékeknél {1d. pl. [4] adatait}. 1d6-
sorokbdl [5] beazonosithaté diszperzids relaciok mar részletesebben, célzatosan végzett
kuszdasi/relaxacids kisérletek pedig még kozvetlenebbiil mutatjdk a reoldgiai id6fiiggést.

A reoldgiai viselkedést bele kell tehat szimolni a miiszaki eszkdzok, 1étesitmények
megtervezésébe. Ez nemcsak hatranyt, problémét jelenthet, hanem el6nyt is lehet kova-

csolni bel6le: példaul alapozni lehet rezgéscsillapitd, -elnyeld hatdsara. Bioldgiai eredeti
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mintdk és orvostechnikdban alkalmazott protézisek egy része is mutat ilyen viselkedést,
annak eldnyeivel. (Vegyiik észre: minden €l6lény egy ,,puha gépezet”, melynek megvan-
nak az evolicids okai.) Tovabba, visszatérve f6 alkalmazasi teriiletiinkhoz: a frissen nyi-
tott alagutat is el6szor elegendd lehet egy egyszerd ideiglenes biztositdssal ellatni, és csak
a mozgasok zomének lejatszoddsa utdn épiteni ki a végleges — igy joval olcsébb — biz-
tositast. Az ASR modszer [6, 7, 8] pedig szintén a reoldgidra alapozva tud 3D in situ
fesziiltséget meghatarozni a pl. 600 m mélyrdl felhozott kozetmintdk relaxacidéjanak mé-
résébdl és kiértékelésébol.

Reoldgiai problémédk megoldaséra jelenleg a leggyakrabban alkalmazott eljardsok a
diszkretizdlason alapulé numerikus méodszerek, amik azonban tobb problémat is felvet-
nek. Az ilyen megolddsok ugyanis er6sen fiiggenek az alkalmazott felosztas finomsagatol,
tovabba bonyolult, hiromdimenzids problémdk megolddsakor jelentds futdsidokkel kell
szdmolnunk. Kiinduldsként, els6 kozelitésként megfeleld lehet, ha a probléma egy leegy-
szer(sitettjének keressiik analitikus megoldasat. [lyen megoldasok éltal nemcsak kozelitd
eredményeket kaphatunk, hanem validdlhatjuk is a numerikus médszereket.

Jelen irasban szildrdtest-reologiai problémdk analitikus egzakt megolddsaval és kii-
16nb6z0 alagiitnyitdsi szitudcidkra val6 alkalmazdsdval foglalkozunk. Az analitikus meg-
old4si modszer a [9] konyvfejezetben és a [10] didkkori dolgozatban keriilt kordbban
ismertetésre, ezt az eljarast most Uj elrendezésekre is alkalmazzuk, és ezittal az elmozdu-
ldsmez4t is kiszamitjuk és dbrdzoljuk.

2. REOLOGIAI FELADATOK EGY ANALITIKUS MEGOLDASI MODSZERE

2.1. A REOLOGIAI EGYENLETRENDSZER

Ebben a tanulményban a kis alakvaltoz4si tartomanyban', kvazistatikus problémékkal
foglalkozunk, azaz az impulzusmérleg-egyenletbdl elhanyagoljuk a gyorsuldsi tagot?, igy
az impulzusmérleg a

o-V=—-0g o))

'Ekkor a p siirliség allandénak tekinthetd, a sebességgradiens-tenzor szimmetrikus része pedig az &
alakvaltozdsi sebességgel egyenld.

2Ennek megfeleléen ebben az irdsban nem foglalkozunk hullimjelenségekkel, az impulzusmérleg
pusztan térbeli parcidlis differencidlegyenlet; id6fiiggd peremfeltételek a reoldgiai anyagmodellen
keresztiil indukalnak nemtrividlis id&fiiggést.
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alakot olti, itt o a fesziiltségmezdt, V a nabla operdtort?, og pedig a térfogati erSsirtiséget

jeloli. Az e alakvaltozasra vonatkozo (geometriai) kompatibilitasi egyenlet
VxexV=0, @)

mely egy masodrend(i tenzormezd ,,dupladrvény-mentességét” jelenti matematikai szem-
pontbdl, eszerint 1étezik egy u®hY in. Cauchy-potenciél, melybd] az alakvaltozasi tenzor

egyszerlien szarmaztathatd, nevezetesen az

c— < Cauchy o V) sym 3)

Osszefliggéssel, a Cauchy-potencidl pedig az

r

ucM (¢ r) = ug(t) + Qo(t)(r — ro) + /

ro

{e(t,f‘) +2[e(t,F) 2 V] . f)}df @

tn. Cesaro*-formuldval [11] szdrmaztathaté az alakvaltozasi mez8bél, ahol az ry segéd-
pontot €s az integrdlds utvonaldt — mivelhogy egy potencidlrél van sz6 — szabadon va-
laszthatjuk meg, tovdbbd 13 egy harmadrendd tenzor elsé és harmadik indexében 1év6
antiszimmetrizaltjat jeloli. Megjegyzendd, hogy a Cauchy-potencidl egy ug () tetszSle-
ges vektorfiiggvény, ill. egy Q(¢) tetszSleges antiszimmetrikus tenzorfiiggvény erejéig
hatdrozatlan, azaz egy tetsz6leges id6fiiggésti merevtest-szerli elmozdulastol és egy for-
géstol eltekintve ekvivalens az u elmozduldsmezdvel. Ezen hatdrozatlansdgok — melyek
az alakvdltozdsi mez6 vonalmenti integraldsabol, mint integraldsi konstansok adédnak —
megfelel6 rogzitésérél gondoskodnunk kell, hogy a valés, fizikai elmozduldasmez6t kap-
juk [12].

Az (1)—(2) egyenletek anyagmodelltdl fiiggetleniil teljesiilnek. A fesziiltséget és alak-
valtozast 0sszekapcsold egyenlet — a konstitticios Osszefiiggés — rugalmas esetben a jol
ismert Hooke-torvény :

= Eied, o’ = E°¢°, (5)
ahol

e = %(tre)l (6)

az alakvéltozasi tenzor gdmbi (az 1 egységtenzorral ardnyos) része,

ed=ec—¢* (7)

3 A klasszikus kontinuumelméletekben sokszor jobboldali gradienst, divergenciat, rotaciot, ... szokds
haszndlni ; az operator folott elhelyezett balra mutatd nyil arra utal hogy az operator atdle balra levo

mennyiségre hat. Tovabba a szokdsos jeloléseket hasznaljuk: ®V a gradienst, V adivergenciat, x V
pedig a rotaciét jeloli.
4ejtsd: cseSZAro
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pedig a deviatorikus (nyom nélkiili) része. Linedris reoldgiai anyagtorvény esetén pedig a
Slo? = gl S'o® =E&%° (8)

osszefiiggéseket hasznaljuk, ahol S9 és S° a fesziiltséghez tartozé, £9 és £° pedig az alak-
valtozédshoz tartoz6 polinomidlis idéderival6 operétorok :

d da d82 d d da da2
S :1+TI§+T2ﬁ+"'7 5 :E0+Ela+E2ﬁ+7 (9)
S sa S g S S Sa Sa2
S‘Zl‘*‘ﬁa‘f‘Téﬁ—f-..., g:EO_’_Ela_’_EE@_’_ (10)

A késObbiekben ismertetett megoldasi médszer ugyan minden, ezen operdtorokkal le-
irhat6 linedris reoldgiai problémaéra alkalmazhatd, azonban a tovabbiakban ennek spe-
cidlis esetére, az irreverzibilis termodinamika belsé valtozés mddszertanaval, egyetlen,
szimmetrikus médsodrend( tenzori belsd véltozo segitségével levezett, elméletileg [13] és
kisérletileg (kdzetekre 1d. [6, 7, 8], miianyagokra pedig [14]) is kitiintetett, Un. Kluiten-

berg>—Verhds-modellcsalddra szoritkozunk:

o'+ 16" = Eje’ + Ejé + Fge’, (11)
o' +7°6° = Eye’ + Eé° + Ejé’. (12)

Hagyomdényosan a szildrd kozegek reoldgiai viselkedését mint a rugalmas folyama-
tok késleltetését €s csillapitasit szokds tekinteni. A termodinamikai mddszertan azonban
mindségileg dj lehetdségekre is ravilagit, ezek koziil egy a reoldgiai oszcilldcio jelensége,
melyet mér a

o+ 710 = Eye + E€ + Eyé (13)

alaku skaldregyenlettel is bemutathatunk. Az egyiitthatokbol két fontos kombinéci6 ké-

pezhetd, az

I, = E, — 7Ey (14)
csillapitdsi index és az

ILy=E,—71] (15)

tehetetlenségi index [15]. Ezek koziil [,-re az I; > 0 feltételt réja ki a termodinamika. /o
viszont pozitiv és negativ értéket egyarant felvehet. Az I, < 0 eset tilcsillapitott (avagy
alultehetlen) esetnek nevezhetd, ilyenkor a megolddsok idében exponencidlisan csokke-
nd tipusdak. Az I, > 0 alulcsillapitott (avagy tiltehetetlen) esetben ellenben idében osz-
cillalé (csokkend amplitiddji) a viselkedés, az ilyen anyagok tehét reoldgiai sajatfrek-

vencidval rendelkeznek, rezonancidba hozhatok. A rugalmas rezonancidval ellentétben, a

Sejtsd: Klaitenberh
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reoldgiai rezonancia lokdlis jelenség, fiiggetlen a test méreteit6l és alakjatdl, pusztin az
anyagi egyiitthatok kozotti viszony kovetkezménye [13].

Rugalmassagtani probléma esetén az (1), (2), (5) egyenletek és a kitoltott tartomany
peremére eloirt peremfeltételek alkotjdk a megoldandé egyenletrendszert, melynek 1é-
tezik és egyértelmii a megoldasa, habar eldéllitdsa nem feltétleniil egyszer(, mivel (5)
a fesziiltség- és alakvdltozdsi tenzorok deviatorikus €s gombi részeire kiilon-kiilon, mig
(1), (2) és a peremfeltételek a gombi és deviatorikus részek dsszegére ronak ki feltételt.
Amennyiben a probléma reoldgiai dltaldnositasdval foglalkozunk, dgy az (1), (2), (8),
a peremfeltételek, tovidbba — mivel az anyagmodell mar iddderivéltakat is tartalmaz — a
kezdeti feltételek egyiittesen biztositjdk a megoldas 1étezését €s egyértelmiiségét [12]; a
mennyiségek mind a helynek, mind az idének fiiggvényei, igy az el6bbi egyenletek és a
peremfeltételek teljesiilését minden idSpillanatban biztositani kell, ami még bonyolultabb
feladat. Megkonnyitené a helyzetet, ha a probléma térbeli fiiggésével nem kéne foglal-
koznunk, hanem a rugalmassigtani megoldas helyfiiggését kihaszndlva csak a probléma
idofiiggésével kéne foglalkoznunk.

Erre nyujt lehetdséget a Volterra-elv [11, 16, 17], mely szerint a rugalmassdgtani meg-
olddsban az E¢ és E* éllandokat az S9, S*, £9 és £° reoldgiai operdtorokra cserélve,
és a szdrmaz6 id6beli differencidlegyenleteket megoldva kaphatjuk a probléma reoldgiai
megoldasat. A Volterra-elv alkalmazédsa azonban bizonyos esetekben bonyodalmas lehet,
példdul 1dofiiggd peremfeltételek esetén, kiilondsen ha a peremfeltételek a fesziiltségre

vonatkoznak, mint a kovetkezdkben tekintett példakban (vo. [16]).

2.2. AZ IDOFUGGO RUGALMASSAGTANI EGYUTTHATOK MODSZERE

Az eldbbiek szerint a reoldgiai probléma analitikus targyaldsa meglehetdsen bonyo-
lult, mivel egy parcidlis differencidlegyenlet-rendszert kell megoldanunk, a Volterra-elvet
pedig id6fliggd peremfeltételek esetén problémads haszndlni, azonban az elvben rejld otle-
tet kihaszndlhatjuk: a reoldgiai problémat megprébalhatjuk visszavezetni a rugalmassag-
tani probléma megoldasara.

Ilyen modon jar el a [9, 18]-ban kozolt mddszer, amikor a rugalmassdgtani megol-
dasban a rugalmassagi dllandokat nem a reoldgiai operatorokkal, hanem 1d6fiiggd fiigg-
vényekkel helyettesitjiik, erre az id6fiiggévé tett megolddsra hattatjuk a reolégiai opera-
torokat, melyek id6beli, kozonséges differencidlegyenleteket generdlnak, és ezek meg-
olddsaval kaphatjuk a reologiai megolddst. Az otlet ugyanis itt az, hogy a rugalmassag-
tani fesziiltségmegoldas barmilyen EY, ES-re kielégiti az (1) egyenletet és a fesziiltség-
peremfeltételt, {gy tetszSleges id6fiiggd E9(t), E5(t) esetén is minden iddpillanatban ki-
elégiti Sket. Hasonl6an, a rugalmassédgtani alakvéltozds-megolddsunk barmilyen £9, £

egyiitthatokkal kielégiti a (2) egyenletet, igy tetszSleges id6fiiggd E(t), E*(t) esetén
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is minden idGpillanatban kielégiti. Rdadasul a fesziiltségmegolddsba helyettesitett E4(t),
Es(t) figgvények eltérhetnek az alakvdltozdsi megolddsba helyettesitett E9(t), E5(t)
fliggvényektol. E négy id6fiiggs fliggvényre a (8) reoldgiai konstitutiv osszefiiggések ad-
nak kozonséges differencidlegyenlet-rendszert.

Ezzel a médszerrel azonban csak bizonyos specidlis problémék megoldasa volt lehet-
séges, csak a legfeljebb két fiiggetlen térbeli rugalmas mintazattal (1d. kés6bb) eldallithatd
feladatokat lehetett megoldani [18]. Tovédbbi fontos hatrdny volt, hogy az E:(t), E4(t),
E5(t), E4(t) fuggvényekre ad6d6 iddbeli differencidlegyenlet-rendszer nemlinedris volt.

z 2

A késObbiekben ennek a modszernek egy daltaldnositdsat fogjuk haszndlni, ahol
nincs megszoritds a térbeli mintdzatok szdmara, és az ad6do idébeli differencidlegyenlet-
rendszer sok esetben linedris. A mddszer elsd 1€péseként levonunk egy olyan o és €

mezGt — a tovabbiakban: primer mezdt —, melyek eleget tesznek a

o -

0 17

< <4t

.
V X & X

egyenleteknek, igy azonban a peremfeltételek esetleg elhangolédhatnak. A tovabbiakban

hasznalt
6=0-a7, (18)
E=ec—¢ (19)
kiilonbségmezdkre — a tovdbbiakban: kiegészité mezdkre —
6V =0, (20)
VxexV=0 @1)

adodnak.

Mint mar emlitettiik, a kovetkez&kben olyan problémékkal foglalkozunk, melyek pe-
remfeltételei fesziiltségeket irnak el6. Ha a kozeg altal kitoltott tartomdny tobb perem-
mel is rendelkezik, akkor a feladatot felbontjuk olyan részfeladatok dsszegére, hogy egy
részfeladatban csak egy peremfeltétel nemnulla. A tovadbbiakban egy ilyen részfeladatot

vizsgalunk.

Dimenziondlis alapon megéllapithatd, hogy a fesziiltségmegoldds a (nemnulla)
fesziiltség-peremfeltétellel aranyos, ezért az EY, E° rugalmasségtani egyiitthatoktdl csak
a dimenzidtlan

Ed

=7 (22)

Ui
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kombindcidjukon keresztiil — més széval a v = ;%Z Poisson-tényez6tdl — fiigghet. (Ez a
tekintett konkrét példdkban j6l megfigyelhet6 lesz.) Dimenziondlis okokbdl célszerl az

alakvéltozast is fesziiltség dimenzidjtira hozni:
Cu(r) = E*€a(r), (23)

melyet a tovdbbiakban fesziilts€égdimenziéju alakvéltozds néven fogunk haszndlni. Ez
szintén kielégiti a kompatibilitasi egyenletet:

VxéxV=0, (24)
€s a rugalmassagtani egyiitthatoktdl szintén csak n-n keresztiil fiigg.

Tételezziik fel, hogy a rugalmassdgtani probléma fesziiltségmegoldasat véges Osszeg

alakban® megadhatjuk, azaz

J
amnzihmmm, (25)

ahol J egész szam, ¢;(n)-k egymadstdl fiiggetlen egyiitthatofiiggvények, s, (r)-k pedig egy-
mastdl fiiggetlen térbeli mintazatok. Deviatorikus-gombi felbontésban:

Ga(r) = _ [e;(m)sj(r) +c;(n)s;(r)] (26)

J=1

A Hooke-torvény alapjan

Z {—cj r) +¢;(n)si(r)] . 27)

Amennyiben az egyetlen nemnulla fesziiltség-peremfeltételiink egy A(t) id6fiiggd szorzo-
val szorzédik (pl. alagitnyitdsi feladatok esetén a folyamatos anyageltdvolitast egy ilyen
peremfeltétellel modellezhetjiik), a fesziiltség és a fesziiltségdimenzidju alakvaltozas ru-

galmassdgtani megolddsa ugyanezzel a szorzoval szorzédik :

Galr, ) = A6) Y [e;(m)s(r) + ¢;(m)s;(r)] (28)
e, )= N0 S s (s + e, ()5 )] )

Most térjiink 4t a (8) kostitticids 0sszefiiggéssel eldirt reoldgiai problémadra. Ez a fe-
sziiltségdimenzidja alakvaltozdssal felirva a

Si6d(r,t) = 2¢" (x,1), S6°(r,1) = 2°¢ (r, 1) (30)

6Végtelen 6sszeg alakban biztosan létezik a megoldds, azonban ennek kezelése matematikai szem-
pontbdl (konvergencia-kérdések miatt) 1ényegesen bonyolultabb.
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kapcsolatokat jelenti, ahol [v6. (9)—(10)]

d d 92 ; s 02

Hogy a (20) egyenletet, a fesziiltség-peremfeltételt, illetve a (24) egyenletet minden
pillanatban kielégitsiik, ez alkalommal is rugalmassagtani megolddsok egymasutanisaga-
ként keressiik a reoldgiai megolddést, illetve ezittal ilyenek 1d6fiiggd linedrkombinacioi-
ként. Ez alkalommal tehat rogzitiink J darab 71,79, ...,m,...,ns értéket, és a hozzajuk
tartoz6 rugalmassagtani megoldasok idébeli linedrkombinaciét tekintjiik, mas kombina-
ciokat a fesziiltségre, mint a fesziiltségdimenzidju alakvéltozasra. Képletben:

Ureol Z {)\k Z C] nk + Gy (nk:) ( )} } ) (32)

Crear(r, 1) = Z{m Z[—CJ () 3(x) + ¢ (mi)s: ()H. (33)
k=1 j=1

Hogy miért éppen J darab rugalmassdgtani megoldasbol épitkezziink, annak magyarazata
az, hogy J darab fiiggetlen térbeli mintdzatunk van, igy .J-nél tobb kombindcié haszna-
latata redundédns lenne, nem képes novelni a mozgésteriinket. A (20) és (24) egyenleteket
tehat kielégitettiik, a peremfeltétel teljesiilését pedig a

DMt =) (34)

feltétel fogja biztositani. Mdr csak a reoldgiai Osszefiiggéseket kell érvényesiteni. A (32)
€s (33) egyenletekbdl a kovetkezd Osszefiiggéseket kapjuk:

Sd{z M) D e (me)s(x) }—Zd{z[mk@)Zicj(nk)s;*(r)”, (35)

—1 L j=1 | k=1 =1 Tk
S* {Z )\k(t)ch ()85 (r) } =z {Z [ng(t)ch (nk)sj(r)] } (36)

Vegyiik észre, hogy a keresett (), ki (t) fliggvényekre linedris differencidlegyenlet-
rendszer adddott.

Lehetdségiink van arra is, hogy az 7 értékek konstans helyett id6fiiggd fliggvények
legyenek. Ez a mddszer dltalanosabb véltozatat jelenti. Mivel ilyenkor azonban nemline-
aris differencidlegyenlet-rendszer adddik, jelen dolgozatban olyan példakat fogunk vizs-
gdlni, melyek konstans 7;-kra szoritkozva is megoldhatdak.

Felvetddik a kérdés, hogy a megoldas fiigg-e az 7y, ..., n; értékek megvalasztisatol.

Mivel a J darab rugalmassiagtani megolddssal tulajdonképpen a .J darab térbeli mintdzat
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linearkombindcidinak terében adunk meg egy bézist’, mds 7, ..., 7, értékek egyszeriien
egy mdsik bazist jelentenek, melyen a megoldas linedrkombindcids egytitthatoi mas A, (t),

ki (t) fiiggvények. A megoldds maga ugyanaz.

A jelolések egyszertisitése végett vezessiik be a

Cjr = ¢j(nk) (37)

konstans mdtrixot, a ¢;(n,) fuggvények fuggetlensége miatt ez — kivételes 7, ... 7, ér-
tékegyiittesektdl eltekintve — nemdegenerdlt matrix.

Véges Osszegekrol 1évén szo, (35) és (36) atirhat6 a kovetkezdképpen:

> [28 MOCs)

|
'M“

sznk Cjis (r)] , (38)

Zzﬁk Cirs( )]. (39)

Az s1(r),...,s;(r) térbeli mintdzatok linedrisan fiiggetlen fiiggvények. Ha a deviatori-

\

<
I
—_

g
%)
@’
%,
Il
M“

— i ] 1
kus részeik is mind egymdstdl linedrisan fliggetlenek, és a gombi részeik is egymastol

linedrisan fiiggetlen fliggvények, akkor a (38)—(39) egyenletek minden egyes komponens
egylitthatéinak egyenldségét kovetelik meg:

J
D SN = Zz%k Cir, j=1,...,J, (40)
k=1

J

> SN(t) ]k—ZZ/{k Cir, j=1,...,J (41)
k=1

Ez igy 2.J darab egyenlet, €s hozzavéve még (34)-et, Osszesen 2.J 4 1 darab egyenletiink
lett a 2.J darab A\q(t),...,A\;(t),k1(t),...,ks(t) ismeretlen fiiggvényre. Ilyenkor tehdt
a modszer 4ltaldban nem tud megoldasra vezetni. Az altalunk aldbb vizsgélt példdkban
azonban mindben észrevehetjiik, hogy a J darab si(r),...,s%(r) gombi mintdzat egyike
kifejezhetd a tobbi linedris kombindcidjaként. Ilyenkor (39) csak J — 1 darab fiiggetlen
egyenletet jelent, igy a modszer megoldasra vezet. Ha a kezdeti feltételek is (32)—(33)
alakba irhatéak — példdul staciondrius eléélet idSfiiggetlen A = 0 -ji peremfeltétel mellett

—, akkor taldlt megoldédsunk a feladatnak a megoldésa.

3. NEHANY EGYSZERU PELDA A MODSZER ALKALMAZASARA
Ebben a fejezetben a fent ismertetett modszer alkalmazasdval néhdny példara szar-

maztatjuk a megoldando kozonséges differencidlegyenleteket dltalanos reoldgiai operato-

TKivételes 11, ..., n; értékegyiittesektdl eltekintve
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rok esetére. Az ezt kovetd fejezet fogja tartalmazni ezeknek a feladatoknak a megoldasat

konkrét anyagmodellek esetén.

3.1. FURAT HOMOGEN, IZOTROP FESZULTSEGMEZOBEN

Els6 példaként egy végtelen kiterjedésii, homogén, izotrop o fesziiltségmezdben nyi-
tott R sugaru, kor keresztmetszetli végtelen hosszu furat koriili fesziiltségmezot vizsgal-
juk. A probléma peremfeltételei, atfogalmazva a kiegészitomezore,

(R, 0, 2) = =0, lim o(r,p,z) =0. (42)
r—00

A rugalmassagtani megoldas [19] alapjan a

0 0

B 43)
0 0

fesziiltségtenzor, melynek gombi része zérus, azaz & = 6. A (25) szerinti jeloléssel a

megoldas most

o (r) = c(n)s(r), (44)
ahol ¢(n) = 1 és s(r) = &(r), a fesziiltségdimenzidju alakvéltozésra pedig
. 1 . 1 ~d
C(r) = 556°(r) = 558"(r) = ¢ (r) (45)

adddik.

A furést tigy modellezziik, hogy a hengerpaldst mentén eldirt peremfeltételt egy id6-
fiiggd szorzé révén egy [t1,1s] intervallumon fokozatosan kapcsoljuk be, azaz a t < t;
id6szakban a primer fesziiltségmezd uralkodik, majd a [¢;, ¢] intervallumon a furatnyitdst
a

6,0 (t, Rop, 2) = A(t) (— 1) (46)

idofiiggs peremfeltétellel modellezziik. A(t)-r6l elég annyit megkotniink, hogy

A(t) 0, ha t<t,

1
f A(t) = 1, ha ¢ >ty 47)
| | Ly kozben sima.

Ga(t,r) = \t)-s(r), (48)
altr) =21 ) 49)
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A reoldgiai megoldast az id6fliggd egyiitthatok modszerével keressiik, a

Oreor(t, 1) = A(t) -s9(r), (50)
nltor) =" st (51)

alakban. A reoldgiai egyenletek koziil a (41) gombi egyenlet trividlisan teljesiil, mig a (40)
deviatorikus feltétel :

SINEt) = Zdy. (52)

A kezdeti feltételek olyanok, hogy a kiegészit6 fesziiltség- és fesziiltségdimenzidju alak-
valtozési mezdk a furat 1étesitése elbtt zérusok.

Orommel 4llapithatjuk meg, hogy ugyanarra a megolddsra jutottunk, mint az ugyan-

ezt a problémdat mas eszkozokkel targyalé Béda-Fiilop-féle szadmitds [19, 20].

3.2. FURAT HOMOGEN, ANIZOTROP FESZULTSEGMEZOBEN

A homogén, izotrop fesziiltségmezdben torténd furatnyitds egyik altalanositdsa, ami-
kor a fesziiltségmez tovabbra is homogén, de nem izotrop, hanem altaldnos orientaciéjd.
A feladat rugalmassdgtani megoldasat a [21] cikkben kozlik, ezt rogton az dltalunk kere-

sett formaban adjuk meg:
o (r) = cr(n)si(r) + ca(n)ss(r) =
~(8)%5 - [4(8) =3(8) ] (0) [2(8)"=3(2)"[ors(e) —(2) ()

— 2 4| _ 2_ 4_ 2_
=l 2@ -3(8) "0 (5)%. —3(E)'o_(¢)  (£)0u(p) |+
2 2_
_(?) O-TZ(SO) (%) O-cpz(gp) O
1 00 0
i 2+_77 0 0 0 , (53)
TN0 0 —4(B)’5 (p)
ahol ¢1(n) = 1, valamint a & primer mezdre vonatkoz6 segédjelolések a kovetkezdk:
N
_ L, _ _
o— (90) - (Ua:m - Uyy) cos (290> T+ Ogy SIN (290)7

N |

_ I . _ 54
Urcp(@) = D) (Ozz — Oyy) Sin (2¢0) + T4y cOs (2¢),

0r2(p) = Gz cOSQ + 0y, sin g,

Tz () = =Gy, 8in + Gy, COS .
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Mivel két fiiggetlen helymintdzatunk van, igy két-két ismeretlen r(t), Ax(t) fliggvényt
keresiink, a (37)-ben bevezetett C';;, métrix pedig a

1 1
24m 2+

alakot 6lti. Igy a reolégiai megoldast (32)—(33) alapjan a

o-reol( ) )\1 (t)CHSl( ) + )\1 (t)CmSg(l') —+ )\2(15)0128?(1’)
(

+ /\1 t)CnS ( ) + /\1 (t)C'le;(r) -+ /\2 (t)CuSS (l') /\2 (t)CQQSQ I')

P Cll d C(21 d C’12 d 022 d

Creal (£,T) = fﬁ(t) 1 (r) + ra(t )I%( ) + ra(t )E‘Sl(r) +/<2(t)582(1’) T 57)
+ :‘il(t>01151( ) + K1 (t)021552 (r) + K9 (t)ClgSsl (r) -+ Hg(t)CQQS; (r)

alakban keressiik. Eszrevehet, hogy s} = s}, ezt felhasznalva, valamint hattatva (56) és

(57) egyenletekre a reoldgiai operdtorokat a

S M (H)Ch + Ao (t)Cra) = 2° {Kl(t)% + m(t)%] ,
ST alC] =2 [Kl(t)% “2“)%} : (58)

SH{AM(#) [Cr1 + Cu] + Aao(t) [Cra + O]} = Z° {k1(t) [C11 + Can] + £2(t) [Cr2 + Coal }

egyenletek generdlédnak. Négy ismeretleniinkre e harom egyenlet mellett a peremfeltétel
ad negyedik egyenletet:

A(t) = Ai(t) + Aa(t). (59)

Kezdeti feltételeink olyanok, hogy a furat nyitdsa el6tt a kiegészitémez6k staciondriusan
zérusok.

3.3. GOMB ALAKU UREG HOMOGEN, IZOTROP FESZULTSEGMEZOBEN

Egy végtelen, homogén, izotrop fesziiltségmezdben taldlhaté gombszer( liregre vo-
natkozo6 peremfeltételek, ezittal is a kiegészitdmezore atfogalmazva:

G (R, 0) = =G, lim o (r,9,p) = 0. (60)

T—00
A probléma rugalmassdgtani megoldédsara

—1
. _ R
a'(r)zawr—3 0

0

(61)

O O
v o O
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adodik [18]. Hasonldéan a homogén, izotrop fesziiltségmezdben nyitott furat esetéhez, a

gémbi rész most is nulla, tehat 6 = &. Az 1 és r valtozok eziittal is a
o (r) = c(n)s(r) (62)

mdédon szepardlédnak, ahol ¢(n) = 1 és s(r) = & (r). Lathatjuk, hogy innen ugyanazokat
az egyenleteket kapjuk, mint a homogén, izotrop fesziiltségmezdben torténd furatnyitds
esetén (Id. 3.1. szakasz), igy végeredményben a

s%@yzzﬁ%l (63)

egyenletet kapjuk.

3.4. FURAT ONSULYAVAL TERHELT KOZEGBEN

Utolso, és egyben legbonyolultabb problémaként egy sajat sulyaval terhelt, furattal
gyengitett félvégtelen tartomany reoldgiai folyamatat vizsgaljuk, igy modellezhetk pél-
ddul a fold alatt nyitott alagutak koriili folyamatok is. A probléma rugalmas megoldasa-
val a [22, 23, 24] munkdk foglalkoznak. A primer — iiregnyitds el6tti — fesziiltségmezd az

{0, z,y, z} koordindtarendszerben a

(64)

o = O
T O O

k
o=7y—d [0
0

formaban adhaté meg, ahol v = pg, d az iireg kozéppontjanak a foldfelszint6l vett mély-
sége (1d. 2. dbra), a k paramétert oldalnyomadsi tényezdnek nevezziik.

=Y

2. ABRA. Onsiilyaval terhelt kozegben nyitott furat sematikus 4brija.

A problémat harom kiilonb6z6 oldalnyomadsi tényezd értékre adjdk meg:
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— Amennyiben a kezdeti allapotban hidrosztatikus nyomasmegoszlast feltételeziink,
akkor k£ = 1.

— Amennyiben feltételezhetd, hogy a kozeg taguldsa oldalirdnyban gatolt, akkor az
Exz €5 £, alakvdltozasi komponensek zérusok, igy az oldalnyomasi tényezdre a

_ v _ 1= 5
k=15 = TToy adodik.

— Amennyiben feltételezhetd, hogy a kozeg oldalirdnyban szabadon tagulhat, akkor a

0.2 €8 0, fesziiltségek zérusok, azaz k = 0.

Henger-koordinatarendszerre attérve (64) a

O = % [(B3+k)sing + (k—1)sin3yp] — %d [(1+Ek)—(1—k)cos2¢],
Tpp = % (14 3k)sing — (k —1)sin3¢p] — VTCZ [(1+E)+ (1 —Fk)cos2¢],
__ar ~d (65)

Orp = (1 —k)(cosp —cos3p) — 5 (1 —k)sin2p,
0., = yrksing — vdk,
Gy =0y, =0

fesziiltségkomponenseket jelenti.

Az iiregnyitds utdni dllapot peremfeltételei az iireg kontirjara és a sik felszinre —
vizszintes peremre — a normalirdnyu fesziiltség nulla volta. A probléma megoldésa fél-
végtelen térben vizsgélt, Mindlin a megoldast végtelen sor alakjaban, a hengerhez és a sik
felszinhez egyarant illeszkedd bipoldris koordinatarendszerben adta meg [22]. Amennyi-
ben a furat R sugardnak és kozéppontjanak a sik felszint6l vett d tdvolsdganak ardnyéra
a % > 1.5 feltétel igaz (nagymélységii kozelités), akkor a végtelen sorbdl elég a vezetd
rendd tagokat venni, melyek henger-koordindtarendszerbe transzformalva [23, 24] a

+R r 4+5R  [1-7 R
rr — T k)— — — — k| —
I =y {l(“ 5T T\ 8|S

+ {(k—l)%+5(1—k)f;;+4(k—1) R5]sin3cp}—

75

2 2 4
_ ’%d [(Hk:) (1 - %) +(1—Fk) (—1+4% —3%) cos%} , (66)

R 3n R R3
awz%{{(l—?)k‘)}%jt 1 —+(k 7 )—]singp+

1+2nr S 1+2p) 3

+ [(1—k)£+(k—1)g+4(1—k)%5} Sin3g0}—
Y

d R? R
5 [(1+k) <1+r—2) +(1-k) <1+3F> 6082901, (67)
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YR N7 3n R n R3
Trp == {[(1 k)R T 2nr —+ <k 277) cos ¢ +
3

+[(k—1)}%+3(k—1)i+41— 5}COS3<P}

s
d R* R
—%(1—1@ <1+2T—2—3T—4) sin 2, (68)

YR 1—77R , 1—n R3 .
S N ) R T 4Tk -
02 = {( kR T 207 )smgp—l— 2+77( k) = sin 3¢
_d 1—-nR?
— |2 4—— 2
5 (k—ir R cos <p> (69)
Orz =04, =0

(70)
fesziiltségkomponenseket jelentik. A kiegészitdmezd (mely sikalakvaltozasi dllapotd)

. YR 4+5nR 1—n R3] .
rr — T —k)—
I =y H Tr2pr \112g ST
3

4 {5(14)%%(%1)% sin3g0}—

ﬂ (1+k:)£2+(1—/€)<4£2_3R_4>COS2¢]’

R R 3n R n R .

S (O A/ S N

Too =T {[1+2nr+< 1+277) L5 | Sme T
3

" [(k—l>5+4<l—k> RT sm?»so}

7,.5
d R?
72 {(1+k)—+3(1—

(71)

—- cos 290} (72)

. YR 3n R n R?
r —_ — _ k—— —
Tre Ty {[ 1+2777“+ 1+2n) r3 cose+
3

+ {3@-1)%%(1—/@)% cos3g0}—

d R R
72 (1-k) (QT—Z - 3?) sin 2,

(73)
. 1-n [~R 24+n R R® .
= D L e A(1— k)= -
Oz 1427 {4 { 1+2nr sing +4(1=F) r3 sSin 3¢
R2
— 2vd (1 — k) 7 Cos 2(,0} ) (74)

Opy = 0yp, = 0. (75)
A kovetkezdkben a harom kiilonb6z6 £ oldalnyomadsi paraméter érték mellett vizsgaljuk
a reoldgiai folyamatot.
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3.4.1. HIDROSZTATIKUS KEZDETI FESZULTSEGI ALLAPOT (k = 1)

Ebben az esetben a kiegészitd fesziiltségmez6

& (r) = ci(n)si(r) + ca(n)sa(r) =

(38 4 —)smgo—l—’yd %(—%—%f—;)msgp 0
= 7—R<—§+f—3>cosgp %(%—k%)sin@—vd% o+
0 0 0 (76)
I %( %—i—f—j sin g %(%—%)cow 0
1+2n WTR@JFIE—;)COW —1—R<§+f—§>sm¢ RO !
0 0 —%%sing@
itt szintén ¢; (n) = 1. A reoldgiai megoldast ismét a (32)—(33) szerinti
ol (t,1) = A1 (£) O (1) + A () Car85(x) + Ao (£) Cras] (1) + Ao () Caosy (1) + 7
+ A1 (8)Crisi(r) + A (1) Carsy(r) + Ao () Chasi(r) + Ao () Coosy(r)
A C C!
Creal (,T) = /-@1() =51 (r) + k1 () —=s5(r) + & ()ﬁs‘i‘(r) (t) ez s5(r) +
m (78)
+ ra(t )01151( ) + £1(t)Cansy(r) + Kot )01251(1‘) +/‘f2(t)02252( )

alakban keressiik. Eszrevéve, hogy 28} = s5, ezittal is eggyel kevesebb gombi reoldgiai

egyenletiink lesz, mint deviatorikus:
C C
e e L U
1 2

C C
“2 @(t)ﬁ] . (79)
m 72

SS{Al(t)[OH 4 205] + Mo (8)[Chs + 2022]} _ Zs{/ﬁ(t)[(]n 4200 +
+ Ra(t)[Cia + 2C%] }; (80)

Sd [)\1 (t)Cgl + )\2 (t)CQQ] = Zd |:li1 (t)

a peremfeltétel alapjan pedig

A(t) = Ai(t) + Aa(2). (81)

3.4.2. GATOLT OLDALIRANYU TAGULAS (k = 14 = 15

A kiegészitd fesziiltségmezd ezuttal

a(r) = c1(n)s1(r) + ca(n)sa(r) + c3(n)ss(r) (82)
alakud, ahol
_ 1= _ 247 3L =n)n
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valamint

YR [R . R3 R\ | R? R*
S1.4(T) = 5 ? sing — (SF - 47“_5 sin3p| +vd 47‘_2 — BF cos 2,
YR R | R®  R%\ | R*
$1,0p(T) = 5 _—? sinp + (7“_3 - 4F sin3p| + ?wdr—4 cos2p,
,YR 'R R3 R5 R2 R4 .
S10p(T) = 5|y cos p + (Sr_3 — 4F cos3p| +~d 274—2 — 3? sin 2,
R .
Sl,zz(r) = _77 . ? s @, Sl,rz<r) = Sl,goz(r) = 07
YR _R . R? R\ . ~vd R? R* R?
Somr(T) = T[_B? sin —|—(5F — 4; sin 3| — 5 471—2 — 3F cos2p — pea b
YR | R . R3 R\ . vd [ R* R?
$2.05(T) = T [? sin ¢ — (ﬁ - 4; sin3p| — > 3? cos2p + 5
YR| R R3 R® ~vd [ R? RY\ .
S2.rp(T) = e [—? Cos Y — (3F + 4F cos3p| — 5 2? — 37"_4 sin 2y,
S92 zz(r) S92 'rz(r) = S2 @z(r) - 07
0 0 0
s3(r)= (0 0 0 ; (84)

0 0 7Rf—§ sin3ga—27df—22 cos 2¢

melyekbdl megéllapithatd, hogy s5 = s} + 3s5, igy ismét eggyel kevesebb gdmbi reoldgiai
egyenletiink lesz, mint deviatorikus. A reoldgiai megoldést a

&reol(tar) = /\1 t)CHS(li(r) + )\1(75)02183(1‘)

(85)

C C. C.
+ Ralt o sd(r) 4 kg (t) —2s3(r) + H3<t>—n33 sd(r) + (86)
3
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alakban keressiik, ezekre a

SYUN(E)Ch1 + X (t)Cha + A3(t)Ciz | = 2¢ Kl(t)n_ + "‘32(75)77_ + “3(75)77_ , (87)
- - L 1 2 3 ]
al 1 ~d [ Can Co Cas |
SHUME)Co1 + Xa(t)Coz + A3(t)Coz | = Z° | Ky (t)—n + Kao(t) . + Hg(t)n— , (88)
- - L 1 2 3
af 1T L O3 Cso Cs3 |
S (8)Cs1 4+ Aa(t)Cs2 + A3(t)Cag | = 29 | Ky (t)—n + Ko(t) ey + '%'3(75)77— , (89)
- - L 1 2 3

SS{/\l(t) [C11 + Co1] + A2 (t) [Cra + Caa] + A3(t) [Crs + Cas } =
= 2O [C11 + Cor] + 12(0)[Ciz + O] + 5 (1) [Cas + Cas] - 90)
S*{ A BCon + Con] + Aa(t) [38Cz2 + Cia] + Ag (1) [3Ca + ] | =
= 2°{k1(t) [3Ca1 + Ct] + ka(t) [3Ci + Ci] + k(1) [3C3s + Cia] } - O1)
egyenletek adodnak, a peremfeltételbdl pedig:

A(t) = Ai(t) + Aa(t) + As(2). (92)

3.4.3. SZABAD OLDALIRANYU TAGULAS (k = 0)

Ebben az esetben ismét 3 fiiggetlen helymintazatunk van:

o (r) = ci(n)si(r) + ca(n)sa(r) + c3(n)ss(r), (93)
ahol
(=1 () = =2 () = —1 (94)
c =1, c =—, c = —,
1N 2(N 241 3N 1+ 2
valamint
3 5 2 2 4
S10(r) = g —SESincp—l— 5R— —4R— sin 3¢ —|—ﬁ R—— 4R—+3R— cos2p|,
’ r r3 7D 2 | r2 72 rd

R R3 R? d ([ R? R
—sing — | — —4— | sin3p _ 2 — 4+ 3—-cos2¢p |,
r r3 rd 2 \ r? r4

7
R R R3 R® d R? R4
S1,rp(T) = ik {—?Cosgo — <3F — 4F> cos3<p] _xe (25 — 374) sin 2¢,

4 2
S1 zz(r> =851 rz(r) = Sl,apz(r> 07 (95)

00 0

SQ(I‘) =10 0 0 ,
0 0 VR};—: sin3p — 27df—22 coS 2¢
(I

s3(r) = % <§—f—§) Ccos —% (%—i—f—;) sin ¢ 0

RR
0 0 —LFTsing
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A Cjj, matrix:

1 1 1
L—=m 1—m 1-—mn
Cik=1 24+m 2+4+m 2+ |- (96)
L—m 1—mp 1-—mn

Eszrevéve, hogy s; = 2(s] —s3), ez alkalommal is eggyel kevesebb a gombi reoldgiai

egyenletek szdma, mint a deviatorikusoké:

r 1 [ C C Cis ]
SYUN(B)Cr1 + Xa(t)Cra + A3(t) O3 | = Z¢ /’fl(t)ﬁ + KQ(t)£ + H:s(t)ﬁ ;
L . L m 2 n3 |
al 1 ~d [ Can Co Cas |
S (1) Co1 4 Ao (t)Cag + A3(t)Cas | = 29 | Ky (t)n— + Hz(t)n— + 53(75)77— , (97)
L J i 1 2 3
af 1 L O3 Cso Cs3 |
S )\1(f)031 + )\Q(t)C?,Q + )\3(15)033 =Z K1 (t)n— + Hz(t)n— + Hg(t)n— ,
L J i 1 2 3

SS{)\l(t) [Ch1 4 2C5] + Ao(t) [Cra + 2C35] + Ag() [Crs + 2C3] b =
= Zs{lil (t) [Cn + 2031] + /ig(t) [012 + 2032] + /ig(t [013 + 2033] },

)
(98)
Ss {/\1 (t) [021 - 2031] + /\2 (t) [022 — 2032] + /\3 (t) [023 — 2033]} -
= ZS {lil (t) [021 — 2031] + lig(t) [022 — 2032] + Iig(t) [023 — 2033]} .
A peremfeltételbdl pedig:
A(t) = Ai(t) + Aa(t) + As(t). 99)

4. AZ ISMERTETETT FELADATOK MEGOLDASA KONKRET
ANYAGMODELLEKKEL
Amint az el6z6 fejezet elején emlitettiik, most konkrét anyagmodellek esetén adjuk
meg az elébb ismertetett feladatok megoldédsat. A peremfeltételt skalazo fiiggvényt [vo.
(47)] a kdvetkezbének valasztjuk:

0, ha t S t17
t1+t
At =1 [Hsm (w%ﬂ ha t <t<t, (100)
1, ha <t

A tapasztalat szerint reoldgiai anyagi viselkedés éltalaban a deviatorikus részben lat-
hat6, igy a most bemutatasra keriil6 példdinkban a gombi rész anyagi viselkedésére min-
dig Hooke-féle rugalmassdgmodellt feltételeziink, mig a deviatorikus részben Kelvin-,

illetve Kluitenberg—Verhas-modellt hasznalunk.

Minden tekintett példandl harom esetet vizsgalunk:
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— areoldgiai idGskdldaknadl sokkal lassabb felfutdsd \(¢) esetét,
— amikor a t5 — 1 bekapcsolasi idskala 6sszemérhet6 a reoldgiai idoskaldkkal,

— amikor a \(¢) bekapcsolds sokkal gyorsabb, mint a reolégiai iddskalak 1éptéke.

A most kovetkezd dbrdk mindegyikén a fesziiltséghez tartozd, ill. a fesziiltségdimen-

zi6ju alakvaltozdshoz tartozé deviatorikus mintdzatok id6fejlodését rendre a

J J 1

S =Y Mt O =Y melt)Cu j=1...J (101

k=1 k=1 Tk

a gdmbi mintdzatok id6fejlédését pedig az analog médon definidlt gpj-ph(t), w;ph(t) fiigg-

vényekkel mutatjuk be, melyekre az alabbi szinskéldk érvényesek (ahol kevesebb fiigg-
vényre van sziikségiink, ott értelemszertien a tobbit elhagyjuk):

0 —— ey
----- @) el
-------- %) R ll

@15PN () wi"(Y)

@) w0

3. ABRA. Bal oldalon: a fesziiltség mintazatait skalazo id6fiiggvények szinkédjai. Jobb
oldalon: a fesziiltségdimenzidjui alakvaltozas mintazatait skaldz6 szinkddjai.

A fekete vonalak a deviatorikus mintdzatokat jelolik, mig a sziirkék a gombieket; a foly-
tonos vonaltdl az egyre ritkdbbig haladva novekednek a mintazatok indexei.

A bal oldali 4dbrdk a fesziiltségmintdzatok iddbeli alakuldsat dbrdzoljak, a jobb oldali-
ak pedig a fesziiltségdimenzidju alakvéltozds mintdzataiét; fentrdl lefelé haladva sorra a

lasst, kozepes és gyors peremfeltétel-valtozas esete kovetkezik.

4.1. KELVIN-HOOKE-MODELL

El6szor tekintsiik a legegyszer(ibb reoldgiai anyagmodellt, a deviatorikusan Kelvin-,

térfogatilag Hooke-modell esetét:

B9
of = ¢t + gicd, (102)
o’ = ¢ (103)
BB

A feladatban jelenlevd reoldgiai idéskdla . Ezt hasznélva id6egységként, a perem-
feltétel bekapcsoldsat a lassu esetben to — t1 = 5-nek, a kozepes esetben to — t; = 1-nek,

a gyors esetben t, — t; = 0,1-nek vélasztjuk.
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A legegyszeriibb feladatok a homogén, izotrop fesziiltségmez&ben nyitott furat, illet-
ve gomb alaku iireg esete, ezen két feladat ugyanarra az egyetlen deviatorikus egyenletre
vezetett [(52) ill. (63)], melynek megoldésat a 4. és 5. dbrak szemléltetik. A feladat geo-
metriai egyszer(isége miatt itt nem lathatunk kiilonosebben emlitésre méltd jelenséget,
azonban megjegyzendd, hogy az egyetlen fesziiltséghez tartozé id6fiiggvény itt megegye-
zik a peremfeltételt skalazo fiiggvénnyel, igy konnyen megéllapithatjuk, hogy a furatnyi-

tasi folyamat befejezése utan is deformalédik a kozeg.

A homogén, anizotrop fesziiltségmez&ben nyitott furat esetén mar két fiiggetlen
deviatorikus és egyetlen gombi mintdzat idSbeli alakuldsat kovetjik nyomon, melyek
egylitthatofiiggvényeit a 6. €s 7. abrdkon lathatjuk. Ennél az elrendezésnél méar érdekessé-
geket figyelhetiink meg: lathatjuk, hogy amig a peremfeltétel-véltozas tart, er6s, nem vart
tranziensek jelentkeznek a megolddsokban, tovabbd a megoldésfiiggvények egy része a
peremfeltételek staciondriussa valdsa utédn is idofiiggden viselkedik, lassabban tart a sta-
ciondrius limeszhez. Osszehasonlitva megéllapithatd, hogy ezek a megolddsfiiggvények
megegyeznek a kordbbi, mds uton szdmold, nemlinedris differencidlegyenlet-rendszert
megoldo [9, 18] szamitdsokban kapottakkal.

sz

Kovetkezzenek az Onsulyaval terhelt kozegben torténd furatnyitds esetei. A 8. és 9.
abrdk a hidrosztatikus kezdeti fesziiltségi dllapot (k = 1) esetén mutatjdk a két deviato-
rikus és egy gombi mintdzathoz tartozé egyiitthatéfiiggvényeket, igy ebben a példdban
szintén 3-3 dbrdzolando fiiggvényiink van. Mint az el6z6 példédban, itt is megfigyelhetd,
hogy az egyik mintdzat a staciondrius végallapothoz képest ellenkez6 el6jellel indul. A
reoldgia tehat itt sem csupdn csillapitast és késleltetést okoz, hanem jéval kevésbé szem-
Iéletes, bonyolultabb viselkedést is.

A gitolt oldalirdny tagulds (k = % = 11;—2’37) esetében mdr 3 fiiggetlen deviatorikus
és 2 fiiggetlen gdmbi mintdzatunk van, ezt az 5-5 fliggvényt szemléltetik a 10. és 11.

abrdk. Ezen egyiitthat6fiiggvények koziil mar kettd is ellentétes eldjellel indul.

P

Tekintsiik végiil a szabad oldalirdnyd tdgulds (k = 0) esetét. Az el6z6 esethez hason-
16an itt is 5-5 fliggvény dbrazolandd, melyeket a 12. és 13. dbrdkon lathatunk. Az id&beli
lefutds itt még bonyolultabb, az 5 fiiggvénybdl 3 indul ellentétes eldjellel.

Feltehet6 a kérdés, hogy mit is jelenthet az, ha egy mintdzathoz tartoz6 id6fiiggvény

ellentétes el6jellel indul ; erre a kérdésre az elmozduldsmezdk elemzésekor adunk valaszt.

4.2. KLUITENBERG—VERHAS—-HOOKE-MODELL

A folytatdsban a deviatorikus szektorban a dolgozat elején ismertetett Kluitenberg—
Verhds-anyagmodellt alkalmazzuk. Az egyszeriiség kedvéért a fesziiltség idéderivaltjat

nulla egyiitthatéval tekintjilk — ilyenkor a tehetetlenségi index sziikségszerlien pozitiv,
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reoldgiai oszcillacio fog fellépni csillapitds kiséretében —:

Ed.q ES.a
d d 1 2
= — — 104
Tovébbra is a Eg% reoldgiai 1doskalat hasznédljuk idSegységként.
Az oszcillacié mértékét az g—g egylitthat6 értéke szabja meg, két esetet fogunk vizs-

B/ B B/ B
n n

gélni, amikor = 0,1, illetve amikor = 1 (erdsen illetve gyengén csillapitott

oszcillacio).

Tekintsiik a homogén, anizotrop fesziiltségmezdben nyitott furat probléméjat. Gyen-
ge oszcillacio esetén a 14. és 15., mig erds oszcillacié esetén a 16. €s 17. dbrdk mutat-
jék az egyiitthatéfiiggvények iddbeli alakuldséit. Az el6bbi esetben a gyors peremfeltétel-
véltozds az el6z6ekben latottakndl intenzivebb tranzienseket okoz, mig az utébbindl va-
rakozdsainknak megfelel6en, a megolddsok erds oszcilladcidt mutatnak.

Az Onstlyéval terhelt kozegben torténd furatnyitds esetén vizsgaljuk meg a gétolt ol-
dalirdnyd tdgulds (k = % = 11;—2’77]) esetét. Erls csillapitds esetén a 18. és 19., gyenge
csillapitas esetén pedig a 20. és 21. dbrakon lathatjuk az egyiitthatéfiiggvények idofejls-
dését. E16bbi esetben gyenge oszcill4cio teszi itt is nemtrividlisabbd a gyors nyitas kezdeti
tranziensét, mig az utbbi esetben az erds oszcillacié mindegyik térbeli mintdzaton meg-

figyelhetd.

Mivel ilyen, pozitiv tehetetlenségi index{i anyagok jelenleg nem ismertek, igy az
ezekhez tartoz6 elmozduldsmezbket nem kozoljiik.

4.3. ELMOZDULASMEZOK

Az elmozduldsmezdket a (4) Cesaro-formula segitségével allithatjuk elé. Ebbe he-
lyettesitsiik € = %&-t (23) alapjan, majd (33)-t. Mivel a fesziiltségdimenziéji alakvalto-
zast reoldgiai esetben véges sor alakban kerestiik, melyben rdadésul a tér- és idofiiggése-

ket szeparaltuk, igy az id6fiigg6 részeket kiemelhetjiik az integrél elé, igy a

uetNW (¢ r) = ug(t) + Qo(t)(r —1rp) +

+%é¢;‘<t> /r:{s;*<f>+2[s§<f~>®%}Al’3<r—f>}df~+

+ %éw;(t)/ {s;.(f) rels®ev] - f')}df

r
ro

(106)

alakra jutunk. Ne felejtsiik, hogy igy még csak egy Cauchy-potencidlt kaptunk, a

merevtest-szerl haladasokat és forgdsokat még rogziteniink kell.
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A homogén, izotrop és anizotrop fesziiltségmezdben torténd furatnyitds esetén ezeket
egzaktul tudjuk rogziteni, a végtelen tavoli limeszben leolvashaté merevtest-szerli mozgds

levonasaval.

sz 2

Az onsulyaval terhelt kozegben torténd furatnyitds esetén ezen hatdrozatlansagok rog-
zitése bonyolultabb feladat. A reoldgiai megoldas eldéllitasdhoz hasznélt rugalmas meg-
oldas ugyanis egy végtelen sornak az elsé tagja, igy a reoldgiai megolddsunk is csak egy
kozelités, mely a furat kornyezetében érvényes. Ezen megoldasokbdl eldallitott Cauchy-
potencidlok a végtelenben divergdlnak, igy a végtelenben vett rogzitést nem hasznél-
hatjuk. Ehelyett a deformalédott felszinen id6pillanatrél-idopillanatra megkeressiik azt
a pontot, ahol az elmozdulés-szintvonal érintdje vizszintes, és az itteni fliggdleges irdnyd
elmozdulast vonjuk le az elmozduldsmez6bdl, ezzel rogzitve a merevtest-szerl elmozdu-

last.

2. 2

Az onstlydval terhelt kbzegben torténd furatnyitds esetén a kovetkezd dimenzidtlan

numerikus értékeket hasznaltuk :
R=1, d=2, v =10,04, E’=1. (107)

A homogén, izotrop fesziiltségmezdben torténd furatnyitds esetén a o, fesziiltségkompo-
nenst az el6z$ adatokbdl a o, = —vd Osszefiiggéssel vettiik fel. A homogén, anizotrop
fesziiltségmezbben nyitott furat esetén az onsilydval terhelt fesziiltségmez6hoz hasonléan
a o, = —7d-nek vélasztottuk, a 0, fesziiltségkomponenst pedig ebbdl a £ oldalnyomasi
tényezd segitségével a mar ismertetett moédon szamoltuk, konkrétan a gatolt oldalirdnyu
tdguldshoz tartozé k = = = 11;—2757 értékkel vettiik figyelembe, valamint a 7,,,-t —%i—nek
valasztottuk, az 0sszes tobbi fesziiltségkomponenst nulldnak vettiik, hiszen a furat tenge-

lyére merdlegesen vizsgaljuk a problémat.

A 22.-36. abrakon az elmozduldsmezdk idSbeli alakulédsa l1athat6 a lassu, a kozepes
€s a gyors peremfeltétel-valtozdsok hatdsdra. A vildgosabb drnyalattdl a sotétebb felé telik
az ido, az egyes allapotokat a 0; 0,5; 1; 2; 4 és 8 dimenzidtlan idSpontokban dbrazoltuk.
Figyelem: az elmozduléds-dbrdk mesterségesen felnagyitottak (melyet a fenti dimenziot-
lan mennyiségek valoszertitlen értékekre allitdsaval értiink el), mert elsédleges célunk itt
a tendencidk szemléltetése ! Valos helyzetekhez az azokhoz tartoz6 dimenziétlan mennyi-
ségek alkalmazdsa esetén nyerhetiink szamszer( joslatokat.

Altalanossagban megéllapithatjuk, hogy a lassi peremfeltétel-valtozds hatdsdra a
folyamat kezdetekor gyengén vadltozik a furat alakja, ellenben gyors peremfeltétel-
valtozaskor a folyamat kezdetén a furat gyorsan deformalédik, és varakozasainknak meg-
felel6en a rugalmas végallapot a peremfeltétel-valtozastdl fiiggetlen.

A homogén, izotrop fesziiltségmezdben nyitott furat elmozduldsmezdi lathatok a 22.—

24. abrakon. Ezeken a képeken sok érdekesség nem lathatd, id6vel egyenletesen Ossze-
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zsugorodik a furatunk, ezzel egyiddben a felszin a furat kdozéppontja irdnydba mozdul
el.

A 25.-27. dbrdk a homogén, anizotrop fesziiltségmez&ben nyitott furat elmozdulas-
mez04it szemléltetik. Ugyan ez a modell a kdzeg Onsilya altali terhelést nem veszi figye-
lembe, ellenben a a keresztmetszet elforduldsat szamithatjuk ezzel a kozelitéssel. Tovabbi
érdekes megfigyeléseket tehetiink: észrevehetjiik, hogy kezdetben az elfordult ellipszis
fétengelyének irdnyaban a geometria megnyiilik, késébb pedig zsugorodik. Osszevetve
ezeket a 7. abraval, l4thatjuk, hogy a folyamat kezdetekor az egyik egyiitthatéfiiggvény
ellentétesen indul, tehat eszerint ehhez a fliggvényhez tartozé mintdzat kezdetben tagul,

majd csak késébb zsugorodik.

Az Onsilydval terhelt kozegben nyitott furat elmozduldsmezdit 14thatjuk a 28.-36.
abrakon. Ez a modell kozeliti legjobban az alagutak koriil lejatsz6dé folyamatokat. Mind-
egyik képen jol latszodik, hogy a furat kozéppontja a felszin felé mozdul el. A hidro-
sztatikus kezdeti fesziiltségi allapot (28.—30. dbrak) esetén szamolt elmozduldsmezbk sok
Ujat nem mutatnak ezen tul, a furat koriilbeliil izotrépan deformalddik, a felszin siillyedése
eszerint a modell szerint elhanyagolhat6. Gatolt (31.-33. dbrdk) és szabad (34.-36. dbrdk)
oldalirdnyu tdgulas esetén mar a felszin siillyedése, valamint a talpduzzadas jelensége is
megfigyelhetd a képeken.
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4. ABRA. Homogén, izotrop fesziiltségmez&ben nyitott furat, illetve gomb alakd iireg — a
fesziiltséghez tartozé egyiitthat6fiiggvény idéfejlodése.
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5. ABRA. Homogén, izotrop fesziiltségmezSben nyitott furat, illetve gomb alakd iireg — a
fesziiltségdimenzi6ju alakvaltozdshoz tartozé egyiitthatéfiiggvény idéfejlodése.
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6. ABRA. Homogén, anizotrop fesziiltségmezbben nyitott furat — a fesziiltséghez tartozé
egylitthat6fiiggvények id6fejlodése.

38



N
&)

™1

=4

S,

5

g 1.5

5

g 10

2

;:% 0.5

8 8]
-0.5
2.5

% 2.0}

>’ L

\8 1 :

5

o0

E

=

<

=

E

2.5

% 20
=
3

g 1.5
=

o 1.0
g

%} 0.5
m

-0.5

g
=)

T

T T T T T T

T T T

t
2 3 4 5 6 7
t
’\n |,|,A 1 1 L 1 I R 1 1 J
.- 1 2 3 4 5 6 7
t

7. ABRA. Homogén, anizotrop fesziiltségmezdben nyitott furat — a fesziiltségdimenzi6ja
alakvéltozdshoz tartozé egyiitthatofiiggvények iddfejlodése.
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8. ABRA. Onstlydval terhelt kozegben torténd furatnyités, hidrosztatikus kezdeti fesziilt-
ségi dllapot (k = 1) — a fesziiltséghez tartoz6 egyiitthatéfiiggvények id6fejlédése.
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9. ABRA. Onsiily4val terhelt kozegben torténd furatnyités, hidrosztatikus kezdeti fesziilt-
ségi dllapot (k = 1) — a fesziiltségdimenzidjd alakvaltozdshoz tartozé egyiitthat6fiiggvé-
nyek 1dofejlodése.
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10. ABRA. Onsiilydval terhelt kozegben torténd furatnyitds, gitolt oldalirdnyd tdgulds

(k=% = 11;—2737) — a fesziiltséghez tartoz6 egyiitthatéfiiggvények id6fejlédése.
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11. ABRA. Onsilydval terhelt kozegben torténd furatnyitds, gatolt oldalirdnyd tdgulds

(k=% = 11;—2’2) — a fesziiltségdimenzidju alakvaltozashoz tartoz6 egyiitthatéfiiggvé-

nyek id6fejlodése.
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12. ABRA. Onsiilyéval terhelt kozegben torténd furatnyitds, szabad oldaliranyd tdgulds
(k = 0) — a fesziiltséghez tartoz6 egyiitthatéfiiggvények id6fejlédése.
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13. ABRA. Onsiilydval terhelt kozegben torténd furatnyitds, szabad oldalirdnyd tagulds
(k = 0) — a fesziiltségdimenzidju alakvaltozashoz tartozé egyiitthat6fiiggvények id6fejls-
dése.
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14. ABRA. Homogén, anizotrop fesziiltségmez8ben nyitott furat — a fesziiltséghez tartoz6
egylitthatofiiggvények 1d6fejlodése gyenge oszcillacid esetén.
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15. ABRA. Homogén, anizotrop fesziiltségmezdben nyitott furat — a fesziiltségdimenzidju
alakvéltozdshoz tartozé egyiitthatofiiggvények 1dofejlodése gyenge oszcillacid esetén.
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16. ABRA. Homogén, anizotrop fesziiltségmez8ben nyitott furat — a fesziiltséghez tartoz6
egylitthatofiiggvények id6fejlodése erds oszcillacid esetén.
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17. ABRA. Homogén, anizotrop fesziiltségmezdben nyitott furat — a fesziiltségdimenzidju
alakvéltozdshoz tartozé egyiitthatofiiggvények 1dofejlddése erds oszcillacid esetén.
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18. ABRA. Onsiilydval terhelt kozegben torténd furatnyitds, gitolt oldalirdnyd tigulds
(k=% = 11;—277) — a fesziiltséghez tartozo egyiitthatéfiiggvények id6fejlodése gyenge

oszcillacio esetén.
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19. ABRA. Onsiilydval terhelt kozegben torténd furatnyitds, gitolt oldalirdnyd tdgulds
(k=% = 121y _ a fesziiltségdimenzi6ji alakvaltozashoz tartozé egyiitthatéfiiggvé-
v 1427

nyek 1dofejlodése gyenge oszcillacio esetén.
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20. ABRA. Onsiilydval terhelt kozegben torténd furatnyitds, gatolt oldalirdnyd tagulds
(k=% = %7) — a fesziiltséghez tartozé egyiitthatéfiiggvények id6fejlédése erds osz-

cillacio esetén.
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21. ABRA. Onsiilydval terhelt kozegben torténd furatnyitds, gitolt oldalirdnyd tagulds
(k = ﬁ = 11;—277) —a feszpltségdimenziéjﬁ alakvéltozdshoz tartoz6 egyiitthatofiiggvé-
nyek id6fejlédése erds oszcillacio esetén.
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22. ABRA. Homogén, izotrop fesziiltségmez&ben nyitott furat — az elmozduldsmezd id6beli valtozasa lassu peremfeltétel-valtozasok mellett.
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23. ABRA. Homogén, izotrop fesziiltségmezdben nyitott furat — az elmozduldsmez6 idSbeli valtozdsa kozepes sebességli peremfeltétel-
valtozasok mellett.
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24. ABRA. Homogén, izotrop fesziiltségmezdben nyitott furat — az elmozduldsmez6 idébeli valtozdsa gyors peremfeltétel-valtozasok mellett.
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25. ABRA. Homogén, anizotrop fesziiltségmez&ben nyitott furat — az elmozduldsmezd idbeli valtozasa lassu peremfeltétel-valtozasok mel-
lett.
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26. ABRA. Homogén, anizotrop fesziiltségmezdben nyitott furat — az elmozduldsmezd idSbeli valtozasa kozepes sebességii peremfeltétel-
valtozasok mellett.
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27. ABRA. Homogén, anizotrop fesziilts€égmez&ben nyitott furat — az elmozduldsmezd id6beli véltozasa gyors peremfeltétel-valtozdsok mel-
lett.
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28. ABRA. Onsiilyaval terhelt kozegben torténd furatnyitds, hidrosztatikus kezdeti fesziiltségi allapot (k = 1) — az elmozduldsmezd idSbeli
valtozdsa lassu peremfeltétel-valtozasok mellett.
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29. ABRA. Onsiilyaval terhelt kozegben torténd furatnyitds, hidrosztatikus kezdeti fesziiltségi allapot (k = 1) — az elmozduldsmezd idSbeli
valtozdsa kozepes sebességli peremfeltétel-valtozasok mellett.
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30. ABRA. Onstlydval terhelt kdzegben torténd furatnyitds, hidrosztatikus kezdeti fesziiltségi dllapot (k = 1) — az elmozduldsmez6 idbeli
valtozdsa gyors peremfeltétel-valtozasok mellett.
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31. ABRA. Onsiilyaval terhelt kbzegben torténd furatnyitds, gétolt oldalirdnyd tagulds (k =
zasa lassu peremfeltétel-véltozasok mellett.
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) — az elmozduldsmezd idGbeli valto-
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32. ABRA. Onsiilyaval terhelt kbzegben torténd furatnyitds, gétolt oldalirdnyd tagulds (k =
zasa kozepes sebességii peremfeltétel-valtozasok mellett.
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) — az elmozduldsmezd idGbeli valto-
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33. ABRA. Onsiilyaval terhelt kbzegben torténd furatnyitds, gétolt oldalirdnyd tagulds (k =
zasa gyors peremfeltétel-valtozdsok mellett.
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- 1+2n

) — az elmozduldsmezd idGbeli valto-
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34. ABRA. Onsiilyaval terhelt kdzegben torténd furatnyitds, szabad oldalirdnyd tagulds (k = 0) — az elmozduldsmezd id6beli valtozdsa lassi
peremfeltétel-valtozdsok mellett.
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35. ABRA. Onsilydval terhelt kdzegben t6rténd furatnyitds, szabad oldalirdnyd tdgulds (k
kozepes sebességli peremfeltétel-valtozasok mellett.

0) — az elmozduldsmez6 iddbeli véltozasa
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36. ABRA. Onstlydval terhelt kozegben torténd furatnyitds, szabad oldalirdnyd tagulds (k = 0) — az elmozduldsmezs idSbeli valtozdsa gyors
peremfeltétel-valtozdsok mellett.



5. TOVABBI LEHETOSEGEK

Az itt bemutatott munka a jov6ben tobb irdnyban is folytathat6. ElsGsorban tanulsa-
gos volna Osszevetni az itt kapott eredményeket a vizsgdlt feladatok numerikus (elsdsor-

ban végeselemes) megolddsaival.

Egy kovetkez6 megvizsgdlandd kérdés azzal kapcsolatos, hogy az itt targyalt felada-
tok mindegyikében a folyamat sikalakvaltozasi volt. Ilyenkor az alakvéltozasi tenzor

e €12 0
E= | €12 €922 0 (108)
0O 0 O

alaku, és rugalmas esetben a fesziiltségi tenzor

011 012 0
o= |09 09 0 (109)
0 0 v(on+092)

alakud. Ennek volt kdszonhetd, hogy mindegyik targyalt példaban a fiiggetlen térbeli min-
tazatok gombi részei kozott egy feltétel adodott, ezaltal csokkentve a fiiggetlen reoldgi-
ai egyenletek szamdt, igy végeredményben linedris differencidlegyenlet-rendszert kellett
csak megoldanunk. Hasznos lenne megvizsgdlni, hogy milyen mds tulajdonsidgok vezet-
hetnek ugyanigy a gdmbi mintdzatok szdmanak csokkenésére.

Amikor nincs 6sszefiiggés a gdbmbi mintdzatok kozott, eggyel tobb ismeretlen fligg-
vényt kell feltételezniink, amikor is a modszer 19. oldalon ismertetett altalanosabb alakja-
val érhetiink csak célt. Ilyenkor a megoldandé differencidlegyenlet-rendszer nemlinedris-
nak igérkezik. A kordbbi vizsgalatainkban [9, 18] tekintett ilyen példakban azonban mind-
egyikben sikeriilt — alkalmas véltozoétranszformdciokkal — linedris differencidlegyenlet-
rendszert elérni. Fontos lenne tudni, hogy ilyen transzformacié milyen széles korben le-
hetséges.

/////

Iése, melyek végtelen sok fiiggetlen térbeli mintdzatot tartalmaznak. A végtelen sok tag
kezelése egzakt, véges Osszeggel kozelitése pedig kozelitd mddszert adhat, mely bonyo-
lult elrendezések reoldgiai folyamatainak tjfajta numerikus kiszdmitasat tenné lehetvé.

KOSZONETMONDAS
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ANYAGI SOKASAGOK ES ANYAGFUGGVENYEK

Vin Péter™?3 — Ecsi Liszl6*

I'MTA WIGNER FK RMI, ELMELETI FI1ZIKAI OSZTALY, BUDAPEST
?BME GPK ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST
3SMONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST
4P0OZSONYI SZLOVAK MUSZAKI EGYETEM, GEPESZMERNOKI KAR, BRATISLAVA

Az anyagi objektivitds egyik megjelenési modja, hogy az anyagi sokasdgon értelmezett
mennyiségeket tekintjiik kiindulépontnak az anyagtorvények megfogalmazdsdahoz. Ebben az irds-
ban az alapvetd kinematikai mennyiségekkel, a mérlegekkel és a termodinamikai leirds alapjaival

foglalkozunk.

1. BEVEZETES

A termikus hatdsoknak kitett rugalmas kontinuumok véges deformécids kinematikai
leirdsai a deformaciot rugalmas, képlékeny €s termikus részekre bontjak. A felbontds a
teljes deformaciomezd ezeknek az OsszetevOknek multiplikativ felbontdsdval szdrmaz-
tathaté a legtobb elmélet szerint [1]. Ez a leirds tobb szempontbdl is problémdkat vet
fel. Egyrészt az anyagi objektivitdsnak a Noll-féle szokdsos érvényesitésén tilmutato, azt
megjavito és altaldnositd elmélete alapjan a deformdcidsebességek additivan kompond-
l6dnak [2, 3, 4, 5]. Ugyanezt tdmasztja ald az elmozduldsmez6t alapvetdnek feltételezd
kinematikai kép, és a nagy deformécidk numerikus problémai [6, 7]. Dinamikai oldalrél
pedig egyéltalan nem vildgos, hogy a hdrom deformacié idében milyen sorrendben 1épne
fel, illetve a kapott numerikus eredmények sorrendfiiggék. Harmadrészt pedig a termo-
dinamikai lefrdsban alapvetd munka és teljesitmény tagok objektivitdsara vonatkozdan
szintén kell eldirasokat tenniink. Egyik kézenfekvé megoldds, hogy a deformécid, mint
tenzormez6 adott objektiv formdjidhoz a megfeleld fesziiltségmezd objektiv formdjat kell

rendelni, a Galilei-relativitds figyelembe vételével [8, 9].

Ebben az irasban megvizsgaljuk, hogy az anyagi sokasdgok mennyiben segitenek
a fenti kérdések tisztdzasdban, roviden ismertetjiik a kinematikai leirdst és targyaljuk a

deformacié-fesziiltség kompatibilitdsanak kérdését is.
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2. MIERT VAN SZUKSEG ANYAGI SOKASAGOKRA ?

A tdmegmérleg szokdsos, lokdlis és differencidlis formédja a kovetkezd:
Oip + 0;(pv") = 0. (1)

Itt p a tdmegslirtiség, v’ pedig a kontinuum sebességmezdjét jeloli. Ebben az egyenletben
a legfontosabb informdci6 az, hogy az anyagot a kontinuum tomegmez§jéhez rogzitve ér-
telmezziik, hiszen nincs a tomegédramstiriségnek konduktiv része. Ha a kontinuum nyuga-
lomban van, akkor v* = 0, teh4t a siirliség nem valtozik. A masik fontos hattérinformacio,
hogy van egy kiilsd, inercidlis vonatkoztatdsi rendszer — a laboratériumi — a kontinuum
sebességmezdje pedig a labor és a kontinuum relativ sebessége. Mez6 alatt ebben a vonat-
koztatdsi rendszerben értett (¢, z") id6tSl és tértdl fiiggd fizikai mennyiségeket értiink. 0; a
térbeli gradiens, megegyezo felsd-alsé indexek pedig 6sszegzést is jelentenek, az Einstein

konvenci6 szerint, tehdt példdul d;v" a sebességmezd divergencisja.

Az lendiilet(impulzus)mérleg szokdsos, lokalis és differencidlis formdja a kovetkezd:
i(pv") — 0;(c" — pv'?) = f. ()

Itt £ a kiils$ erémezd és 0¥ a fesziiltségmezd. Azt érdemes megfigyelniink, hogy a
lendiiletstir(iség nulla, ha az anyag nyugalomban van a laboratériumban, azaz v* = 0. Ez
a tulajdonsdg trividlisnak tiinik, ha a pontmechanika a kiindulépontunk, azonban a vo-
natkoztatdsi rendszertdl valo fiiggés lebontasaval megallapithatd, hogy ez az el6irds nem
mas, mint egy termodinamikai dllapotegyenlet [10, 8]. Egy masik nem nyilvédnvalo tulaj-
donséga a lendiiletmérlegnek, hogy az impulzussiriiség egyenld a tomegaramsirtiséggel.
Ennek a tulajdonsagnak a pontos feltételei jelenleg is vitatottak [11, 12, 13, 14, 15, 10, 16].

A 16 feltétel mindenképpen a lokalis tomegkozéppont (booster) megmaradasa [10, 17].

A kinetikus energia mérlege a lendiiletmérlegnek a sebességgel valo skaldris szorza-

taval szamolhato ki :

2 . V2. . .
Oy (p§> -0 (via” — p§1ﬂ> = —0"0v; + v f". 3)

A teljes energia megmarad, és a teljes €s kinetikus energia kiilonbsége a belsd ener-
gia: pe = Prot — p%. A belso energia mérlege tehat:
Oipe + 0i(q" + pev') = Uijaivj —ufh. “4)

7 7 7 7 7

Itt a belsS energia dramsiirlisége a ¢' hddramsirtiség a teljes energiasiirliség és a nyo-

mdsbol szdrmazo rész kiilonbsége: ¢' = ji, + 0 0;v;. Az egykomponensi kontinuumok
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alapegyenletrendszerének éltalanos tulajdonsdga, hogy a konvektiv dramsiirtiségek kikii-
szobolhetdek, ha attériink a mérlegek anyaghoz rogzitett szubsztancidlis forméjra fajla-
gos mennyiségeket és szubsztancidlis derivéltakat haszndlva. Ez a reprezentdcio feltétele-
zi és felhaszndlja a tomegmérleg sajatos, (1), formdjat, ezaltal a sebességmezd tomeghez
kotését is. A fajlagos mennyiségek kiilondsen a folyadékmechanikdban hasznélatosak, a

rugalmassagtanban és a kontinuummechanikdban inkébb a stirliségekre alapozott targya-

las szokasos.

Egy masodik, sokkal fontosabb megjegyzés, hogy a teljes és belsd energidk nem
fliggetlenek: a fenti megfontoldsok miatt azt varjuk, hogy egyik a mdsiknak Galilei-
transzformaltja a kozeghez rogzitett és a laboratériumi rendszerek kozott. Az objektiv,
vonatkoztatdsi rendszert6l fiiggetlen tartalma az energiamérlegnek is j6l érthet6 altaldno-
sabb elméleti keretek kozott [8].

A vizsgalataink utolsé fontos megszoritdsa az, hogy az impulzusmomentum megma-
rad. Ezért a fesziiltség szimmetrikus [18, 17]. Ezért a belsd energia mérlegének jobboldali
elsd tagja specidlis, mert a sebességgradiens szimmetrikus része ad hozza jarulékot.

A tovédbbiakban felhasznaljuk az alabbi j6l ismert kinematikai Osszefiiggést és egyut-
tal bevezetjiik a deforméci6 €/ tenzormez6jét is, amelynek szubsztancidlis idéderivaltja a
sebességgradiens szimmetrikus része:

& = Oy 4 MO = J(9 + o) = 9V, (5)

Ennek az 6sszefiiggésnek a kovetkezd fejezetben meg fogjuk adni egy sokkal részletesebb
magyardzatit. A deformdcié termodinamikai dllapothatdrozoé és a zardjelben levd indexek
az adott masodrend(i tenzor szimmetrikus részét jelolik.

Az entrépiamérleget az aldbbi formédban adjuk meg:
Oips + 0i(J" + pv') = X > 0. (6)

Itt p, az entrépiastrdiség, J* az entrépiafluxus, azaz az entrépia dramstirdiségének kon-
duktiv része. Az entrépiasiirliséget a termosztatikdbol adottnak tekintjiik, azaz térbelileg
homogén testekre vonatkozé mérésekbdl meghatiarozhatd. A tovdbbiakban feltételezziik,
hogy a p slirliségnek, a p, belsd energidnak, és a €7/ deformacidnak, egy o skaldris belsd
véltozénak és a belsd valtozo6 0;«r gradiensének a fiiggvénye, azaz p,(p., €, p, o, ;). Az

s

entropiastiriség parcidlis derivéltjait az alabbi Gibbs-reldcidval értelmezziik :
Tij . A A
dp. = Tdp, + —2d(pe) + pdp — —=d(pa) — —%d(pd;cr). (7)
P P P
A tovéabbiakban a megfelel$ extenzivitasi feltétel is fontos szerepet fog jatszani:

pe = Tps+ Gije? + pup — Aa — ALdsar., (8)
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Itt 7" a hémérséklet, o,; a termosztatikai fesziiltség, A-val jeloltiik a bels6 véltozo-
hoz, illetve Afi—val a belsd véltoz6 gradienséhez tartoz6 termodinamikai affinitast [19].

Figyeljiikk meg, hogy az entrépia nem fiigg a lendiilets(irliségt6l, sem a sebességmez6tdl.

A masodik f6tétel egyenldtlensége, azaz az entropiaprodukcié nemnegativitdsa a vo-
natkoz¢ evolucids, dinamikai egyenleteknek €s a kinematikai kényszereknek a figyelem-
be vételével értendd. Esetiinkben ezek az el6bbiekben megadott (1) tomegmérleg és (4)
belsdenergia-mérleg, az (5) kinematikai feltétel és a belsd vdltozo aldbbi dltalanos formé-
ju fejlodési egyenlete

A tovdbbiakban meghatarozzuk az entrépiafluxust, és a fenti kényszerek bizonyos — kons-
titutiv — részeit maguknak kényszereknek és a masodik fotételnek megfeleléen. Szigoru
matematikai targyalds esetén a vonatkoz¢ fiiggvényeket elére meg kell adnunk, a vélto-
zOikat, azaz a konstitutiv dllapotteret le kell rogziteniink. Ugyancsak megadand6 lenne
a vonatkoz¢ parcidlis differencidlegyenletek megoldhatésaganak sziikséges feltételét je-
lentd alapdllapottér megadasa. Esetiinkben az ezt kifeszitd alapvéltozok a tomeg és a

7 7

belsdenergia-siirtiség, illetve a deformaci6 és a belsd valtoz6é mezdk.

Az entrépiafluxust a Gibbs-relacié €s a kényszerek segitségével a teljes divergencidk
levalasztdsanak heurisztikus médszerével hatdrozzuk meg [20, 21, 22]. Az egyszeriiség
kedvéért tegyiik fel, hogy az entrépiastrtiség lokalis fiiggvény, nem fiigg a bels6 valtozo
gradiensétdl, ps(pe,€”, p, ). Ekkor az entrdpiasiiriség id6 szerinti parcidlis derivaltjat
képezziik és behelyetesitjiik a kényszereket az aldbbiak szerint:

i dps y dps dps ;
8tps + az(psv ) - ap a ate + a 6t 8(1/ z(psv )
= T(UZ] — 0;(¢" + pev')) T &ge + T, i (pv*) +
A )
—&a + 0;(psv’)

q 1 1 .1 g
= —8 ( ) +q 3 (T) +T0-ijé” — ?5'@'8156” +

aivz (ps - f(pe - PH— 6-ij€” + Aa)) +

i aipe 1 A
v <81p5 - T - p_T(Hp + 02] AO{)@ p) + ff

q in (1Y 1 A
= —81‘ (T) + q 32 (T) + T(O'l] O'ZJ)E + = (ékoz +v 8 Oé) 0. (10)

Figyeljiikk meg gondosan az atalakitdsokat és vegyiik észre, hogy a deforméci6 szubsz-
tanciélis idGderivéltja, €, jelenik meg a sztatikus fesziiltség, 0,5, egyiitthat6jaként. Meg-

kaptuk az entropiaprodukcidt a szokasos (folyadékos) formédban és az utolso tagban is a
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termikus mechanikai bels6

ij A_ 9 (2a
€ 7 8@(7")

aram qz %(Uz‘j — 5'”) «

7

erd 0;

Nl

1. TABLAZAT. Termodinamikai er6k és daramok

bels6 véltozé szubsztancidlis derivéltja 1ép fel a parcidlis helyett.

s

Ha pedig az entropiastirtiség a belsd valtoz6 gradiensétdl is fiigg, azaz gyengén nem-
lokalis belsd véltozok esetén az entropiaprodukcid kiszamitdsdnak eredményeként a ko-
vetkezd formulét kapjuk:

g P Al .
atps(pea €Zj7pa «, a]Oé) + 82 (qu + pvz) ==

, 1 1 - A Al
ig [ g — 5. 2 | Y >

Az utolsé, gradiens belsd valtozot tartalmazd kifejezés levezetéséhez sziikség van
még egy feltevésre: az entrOpiastiriség a 0; lokélis gradienstdl kozvetett modon fiigg,
kozvetleniil a O; = F}/0; anyagi gradiens fiiggvények szerepelnek benne, ahol a F}' a
deformdcidgradiens (a kovetkezd fejezetben fogjuk targyalni). Ha ezt nem tételezziik fel,
akkor értelmezhetetlen az entrépiaprodukci6. Igy viszont konnyen azonosithatjuk a ter-

modinamikai erGket és aramokat a 2. tablazat szerint.

Ez a rovid szdmitgatds megmutatta, hogy anyaghoz kotott mennyiségek, példaul
szubsztancidlis idéderivaltak (belsé valtozo €s deformicid), anyagi szomszédsagi viszo-
nyokra jellemz6 térderivaltak (bels6 valtozo) természetes médon bukkannak fel az entré-
piaprodukci6 kiszdmitasakor. Tehdt nincs sziikség a kiilonboz6 objektiv iddderivaltak ad
hoc bevezetésére (lasd pl. [23]), azok pontos formdja kovetkezik a valtozok tenzori tu-
lajdonsagaibdl, a mérlegek konzisztens hasznédlataval levezethetd. Ez alapjan (is) ésszer(
feltételezniink, hogy az anyaghoz kotott fizikai mennyiségekkel érdemes anyagfiiggvé-
nyeket szarmaztatnunk. Ez az oka és haszna az anyagi sokasdgok elméletének, amely az
elmult évtizedek legfontosabb fejleménye a kontinuummechanikéban.

3. ANYAGI KINEMATIKA

Ebben a fejezetben azt targyaljuk, hogyan reprezentalhatdak a fizikai mennyiségek az
anyagi sokasdgon, és mi a viszony az anyagi és a térbeli leirasok kozott.

Az 1. abrdn M kontinuum testet jeldli, azaz az anyagot magat egy adott kezdeti id6-

s

pontban, S pedig ugyanazt a kontinuum anyagot ehhez képest ¢ idével késébb. Feltéte-
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1. ABRA. Tér és test: anyagi és térbeli leiras

lezziik, hogy az anyag kezdetben valamely relaxalt, fesziiltségmentes dllapotban volt. Ez

feltétel nem sziikséges, de dltaldban fel szokds tenni, és nagyban leegyszertsiti a tovabbi
targyalast [3].

A vektorokat és tenzorokat egy adott inercidlis vonatkoztatasi rendszerben i, 7, k, ...
kisbetlis absztrakt indexekkel jeldljiikk. A testhez rogzitett vonatkoztatdsi rendszerben
adott vektorokat és tenzorokat 7, J, K, ... nagybetlis indexekkel. Az indexek absztraktok
a Penrose-féle értelemben, azaz nem koordinatakat jelolnek [24, 8]. Az alapvetd kinema-
tikai mennyiség a mozgds egy leképezés a testrdl a térbe és az adott anyagi point pilla-
natnyi helyzetének helyvektora: ' : Ml x T — S. Az inverze a forditott mozg4s, amelyet
REX S x T — M-val jeloliink. Az adott pillanatot ¢ € T-val, egy térpontot z* € S-val,
egy anyagi pontot pedig X € M-val jelolve a mozgas és a forditott mozgés jelolése a
kovetkezd:

(X t)es, RE(z',t) € ML, (12)

Itt S és M haromdimenzids vektorterek.

A x! mozgés és a R¥ forditott mozgés egymds inverzei, tehat

Ezeket a mennyiségeket értelmesnek, €és legaldbb haromszor folytonosan differenci-
alhatonak tekintjiik a tovabbiakban. A mozgas anyagi derivéltja a mozgasgradiens (defor-

maciogradiens), a forditott mozgas térderivaltja pedig az invertdlt mozgasgradiens. Ezek-
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re a gyakran hasznélt mennyiségekre kiilon jelolést vezetiink be:
Flo=0gkx'eSoM*, GE=0RXecM®S" (14)
Latjuk, hogy a kovektorokat als6 indexekkel jeldltiik. F*, determindnsdnak jelolése pedig
J=detF.

Ennek megfelel6en a forditott mozgasgradiens determindnsa det G = % lesz. Ennek a
mennyiségnek a kiillonféle derivéltjai a tovdbbiakban fontos szerepet jatszanak, ezért az

aldbbi differencidlokkal megadott formula hasznos lesz:
dJ = JGEdF',. (15)
A d differencidlt kényelmesen helyettesiteni fogjuk térbeli, anyagi vagy idéderival-
takkal.
F, és GE egymds inverzei, ezért (13) alapjan azt kapjuk, hogy:
F' G =0, GNF'y =6y (16)
Itt (5} és 61 S és M egységtenzorai. A mozgésgradiens és a forditott mozgdsgradiens de-

rivéltjainak fontos szerepe lesz. Erdemes a determindnshoz hasonléan differencialis for-

maban megadni Oket:

dF'y = —FL dGMFI . dGN, = -GN dFY,,GM. (17)

F'; a Jacobi-métrix a tértenzorok anyagi tenzorokkd torténd transzformdcidjahoz,
G* a Jacobi-métrix az anyagi tenzorok tértenzorokka torténd transzformaciéjahoz. Ezért

az alapvet6 geometriai transzformacios formuldk a kovetkezoek:

a'=Fia, o =GEd, b = G, Xby, b = Fi'b;. (18)

A transzpondltakat az indexek eltoldsdval jeloltiik, pl. F; transzpondltja F".

A mozgés parciélis id6derivéltja a térbeli sebességmezd, a forditott mozgas parcialis

1ddderivaltjat pedig anyagi sebességmezonek fogjuk hivni:
V=0 (X ) = (XK ) = xi(XR ), VE=9R () (19)

A térbeli mez8k parcidlis id6derivaltjat 0;-vel, az anyagi mezok parcidlis idoderivaltjat, az
anyagi id6éderivaltat d,-vel, vagy folépontozassal jeloljiik. A sebességek Osszefiiggenek,

mert

ot = 0= at(Xi(RK(miat)at» = thi + aKXiatRK =+ FiKVKa (20)
X5 = 05 = d(RE(F (X, 0),1)) = RN + O RFdp' = VE + G5 1)
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Mindezek alapjan a sebességmezdkre, és csakis azokra, az anyagi-térbeli transzformacié
soran egy negativ elgjelet kapunk a vektorok standard transzformdcids szabdlyahoz, (18)-

hoz képest:

v =—FLVE & VE=—G K (22)

)

A mozgésgradiens és a forditott mozgasgradiens iddderivaltjai egyenldek a sebesség-
mezOk térbeli, illetve anyagi derivaltjaival :

d,F' = 0xv',  0,GE =09, VE. (23)

Ezért aztan
' =d F' G", & ouVE =0,GNFYy,. (24)

(16) iddderivéltjai kifejezhetSek a sebességekkel, tehdt a térbeli és anyagi sebesség-

gradiensek is egymassal:

(9jvi = —FIKG]V;aMVK — GJ\?VKaKFZ’M, (25)
V" = —GXF' 007 — GXVEOLFY,. (26)

A divergencidkra vonatkozoan pedig egyszerl formulét kapunk:

Ukakj . _VKE)KJ

v+ 0k 7 7

(27
Az anyagi és parcidlis id6derivaltak egymadssal pedig az alabbi formuldkon keresztiil

kapcsolddnak :

oa(RX(2',1),t) = d,a+ 0xad,R* =a+V50ka = Oa, (28)
da(x*(X',t),t) = 0,a+ Opad, " = Oa +v"Ora a. (29)

Ezek az 0sszefiiggések minden vektor- és tenzormennyiségre érvényesek, de vigydzni kell
az anyagi és térbeli indexekre, illetve irdnyokra, ahogy majd l4tni fogjuk.

3.0.1. ANYAGI IDODERIVALTAK

A térbeli vektorok iddderivaltjat kifejezhetjiik az anyagi sokasdg vektorainak idéde-

rivéaltjaival, €s forditva is.

da” = dy(G"a') = GRa' + a'dGX, = GRa' + o' GRd, F7 GY = GR (0’ — o/ 90",
(30)
Itt (17)-et hasznaltuk fel, ezért

FintaK =a' — ajajvi, (31
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vagyis egy anyagi a vektor szubsztanciélis id6derivaltja az a térbeli formajanak a felsé
dramldsos id6derivéltja. Hasonl6 szamitasokkal kapjuk, hogy

GKi(?tai = 0,0’ — Moy VE, (32)

azaz egy a' térbeli vektor parcidlis idéderivéltjanak anyagi forméja az el6z6 formuldhoz
hasonl6 kifejezésre vezet, az anyagi és térbeli szerepek felcserélésével. Ezt a kifejezést az
a' térbeli vektor anyagi formdjdra vonatkozo felsé dramldsos parcidlis id6derivéltjanak
hivjuk.
Az anyagi kovektorokra azt kapjuk, hogy
GE.dibye = dib; + b0, (33)

és hasonldan
F'e0ib; = Oibre + bp O VY, (34)

azaz egy by anyagi kovektor szubsztancidlis idéderivaltjanak térbeli form4ja az a térbeli
formdjanak parcidlis also dramldsos parcidlis idéderivaltja, (33). A by anyagi kovektor
parcidlis iddderivaltjanak anyagi formdjat, (34)-t, pedig a térbeli kovektor anyagi also-

dramldsos idéderivéltjanak hivjuk.

3.1. TERBELI ES ANYAGI MERLEGEK

3.1.1. NANSON TETELE

Az eldzbekben értelmezett alapvetd kinematikai mennyiségek az iranyokat a rugal-
mas kontinuum anyagi pontjainak vildgvonalainak megfelel6en képezik le. A mérlegek
viszont a vonatkoz¢ térfogati és feliileti mértékek megfelelden transzformalédnak. A vo-
natkoz6 szamitdsokban fontos szerepet jatszik Nanson tétele, amely a kovetkezd:

Fi
O; (ﬁ) = 0. (35)

(15) és (17) felhaszndldsdval a bizonyitds kézenfekvo:

Fip B O; F'ye Fip B
()= (0 - () -
el
J

1
J
hiszen 9,G*; = 9;G*,..

(0:F' — F'yGMO,F, ) = (=F'F/y + F'y FP) = 0. (36)

Ennek egyszerl és fontos kovetkezménye:

Or (GH,J) =0". (37)
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3.2. MERLEGEK

3.3. SKALAR MERLEG

Egy a extenziv fizikai mennyiség lokilis, térbeli mérlege a mennyiség stirliségeivel

kifejezve a kovetkezd:
Ora+ 0;(a’ + av') = 0. (38)

Itt o’ a fluxus, azaz a konduktiv dramsir(isége. Ezt gy kaptuk, hogy a teljes drams(iri-

ségrdl levalasztottuk a konvektiv, azaz av’ részt.

Fizikai mennyiségek anyagi siiriiségeinek azok anyagi formdjat nevezziik a mozg4s-
gradiens J determindnsdval szorozva. Tehdt a anyagi stirliségét és anyagi fluxusat ugy
kapjuk, hogy

. ~K 7K i
a=Ja, a® =JG%a". 39)

Itt a médsodik formulét Piola-transzformdacionak nevezziik ([25], p17 (2.29)).

Mindezek figyelembe vételével (38) a kovetkezd formaba transzformalhatd:

a aKFj  aF VK
at(7)+ai( J  detF )‘

% (8ia+ a0k V™ — OxaV™ + ™) = % (dia+ Oxa™). (40)

Tehét egy skaldr értéki fizikai mennyiség mérlegének térbeli €s anyagi formdja kozotti
transzformaci6 )
da+ 9;(a’ + av’) = 5 (dia+ Oka™) = 0. (41)

A mozgésgradiens determindnsa szorzéként megjelenve jol mutatja, hogy a helyes for-

mula a térbeli mértékeket transzformélja anyagiva és vissza.

3.3.1. TOMEG

A tomeg mérlege kiilonleges, mert a tomegnek nincs fluxusa (konduktiv aramstr{isé-

ge).
Orp + 0y(pv') = 0. (42)

Ezért az anyagi mennyiségek

p=Jp,  Op"=0. (43)

Emiatt a tomeg mérlege az anyagi sokasdgon kiilondsen egyszert:

dep =0, (44)
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A tdomeg anyagi stirlisége idoben allandd, azaz a kontinuum sebességét a tomeg defi-
nidlja. Tehat magat az anyagi sokasédgot is a tomeg definidlja. A térbeli és anyagi mértékek
szorosan Osszefiiggenek a tomegmérlegen keresztiil: az anyagi tomegs{irtiség id6ben val-
tozatlan, ezért a térbeli formdja tisztdn az dramlds miatti térfogat-transzformécio.

3.4. VEKTOR MERLEG

7

Egy a’ extenziv vektormennyiség lokdlis, térbeli mérlege a siirtiségekkel kifejezve
sokkal bonyolultabb, mint az el6z6 formula, a mértékek transzformdaciéja miatt. A térbeli
mérleg dltaldban

Oa' + 0;(T" + a'v’) = 0", (45)
Itt 7% az a' fluxusa, azaz konduktiv drams(irtisége.

a’ anyagi siirtiségét és T anyagi fluxusét az alabbi formdban definidljuk:
o =JG"d =GKa',  TM = JGKGNTY = GNT™. (46)

Itt az els6 formula a skalér fluxusanak Piola-transzforméci6javal azonos és egyuttal a’-t is
definidlja, a mértéktranszformalt térvektort, mint a° = Ja’. A mindkét indexében anyagi
tenzorra vonatkoz6 mdsodik formuldban a mozgasgradiens determindnsa csak egyszer

jelenik meg, és a vegyes tér-anyagi, 7K tenzort is megadtuk.

Ekkor a (45) mérleg két 1épésben transzformalhat6. El6szor csak a mértéktranszfor-

malt mennyiségek bevezetésével kapjuk, hogy

i j”’LK FKj Gl FijK
at(7)+aj( J B

= (0 + 0T VEogart) = = (i + 0 T) =0 (47)

Ez ugyanolyan formuléra vezet, mint amelyet a skaldarmérlegeknél kaptunk, és ezt a’ li-
nedris mérlegének nevezziik :
dia’ + O T = 07, (48)

A tiszta anyagi mérleg tovabbi transzformdciokat igényel az a* anyagi vektor a TEM

anyagi fluxus bevezetéséhez. Ennek megfelelden
dyt’ + O T = dy(F' i) + O (F', TM5) =
Fi(da® 4 0y TYE) — a5 (F, 0 VM + VEOLFY ) + O Fy, TME
Flro(da®™ — a0y VE + 0y TME) + 0 F'y ) (TME — oMYV E) =
Fi (ataK —aMay VE & aF0y VM 4 9y TME 4 GKj@LFjMTML> 0. (49)
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Itt felhasznaltuk a sebességgradiensek kozotti viszonyt kifejezd (26) formulat és be-

vezettiik a teljes anyagi fluxust, TMK = TMK _ gMV/K_t Vegyiik észre a 0,,a" = 0,0 —

— aM Oy VE részleges felsédramldsos idéderivdlt megjelenését a szamitdsokban. Ezért a
vektormennyiségre vonatkoz6 mérleg végiil a kovetkezd anyagi formaba irhat6:

Or™ + a™ 0 VM + 0y TV + GX. 0, F7,, TM" = OF. (50)
Ez formdlisan a térbeli mérlegre hasonlit, az utolsé tag kivételével, amely a kontinuum
inhomogenitdsainak kdszonhetd, mert ardnyos a a mozgasgradiens anyagi gradiensével.
Osszefoglaléan a térbeli, linedris és anyagi mérlegek viszonya a kovetkezs:
oa’ + 0;(TY 4+ a'v?) =
1 . A
(' + 0xT) =
' J
J

Iit az inhomogenitdsi forrastag o™ = GXop 7, (TML — aMV'1D).

(™ +0uTY" + 6%) = 0. (51)

3.4.1. A LENDULET MERLEGE

A lendiiletmérlege egy specidlis vektormérleg. A lendiilet lokalis, térbeli mérlegébdl
indulunk ki:

O’ — (0" + p'v?) = 0", (52)

ahol p' a lendiilets(irtiség, o/ a Cauchy-fesziiltség, azaz a lendiilet konduktiv dramsr(-

sége, a lendiiletfluxus.

A transzformdlt koztes mennyiségek altaldnos definiciéjdnak megfelelGen itt bevezet-

7 7

jiik a p? linedris lendiiletsfirtiséget, és a 0% elsd Piola—Kirchhoff-fesziiltséget :
pr=Jp, o =JG Y. (53)

7 27

A linedris lendiiletstirtiség atirhaté a p° = po’ formdba is, mert Jp = p és p' = pv’. Ekkor

a lendiilet linearis mérlege
S iK _ (i
pdiv* — Oga™™ =0 (54)
lesz. Az anyagi lendiilet és anyagi fesziiltség pedig a kdvetkezdek :
pr = pGEv = —pVK, oM = JGRGM ", (55)
Ez ut6bbi a méisodik Piola—Kirchhoff-fesziiltség. Ezek utdn a lendiilet anyagi mérlege
pdi VE + 0o ™M+ fE, = 0K, (56)

Itt fX, = GKj&LFjM(UML + pVMVL) az inhomogenitasi erd.
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4. VEGES DEFORMACIOS TERMOSZTATIKA

A fenti megfontoldsok utdn a szokdsos uton a belsd energia mérlegét kellene meg-
konstrudlni. Azonban az energia mérlege nem skaldr egyenlet mér a folyadékok esetén
sem. A kinetikus elmélet és fiiggetleniil tdle altaldnosabb fenomenologikus megfonto-
lasok szerint az energia objektiv mérlegében figyelembe kell venniink, hogy médsodren-
dd tenzor komponenseként tudjuk csak Galilei-transzformaciés tulajdonsagait megérteni
[26, 27, 8]. Ezt a szamitast itt most nem mutatjuk be, viszont ett6l fiiggetleniil is fontos

megéllapitdsokat tehetiink az entrépiamérlegre vonatkozdan.

A maésodik szakasz, és azon beliil is a (7) Gibbs-relacié megmutatta, hogy kis defor-
mécids esetben az entrépiat pe'’ fiiggvényének feltételezve kapunk helyes entrépiamér-
leget és entropiaprodukciét (meg példaul kompatibilitdst az idedlis gaztorvénnyel, stb.).
Véges deformdécidk esetén két eset a legfontosabb. Ezek a szokdsosan objektivnak te-
kintett nagy alakvaltozasi mértékek, az F'; F' Kj bal Cauchy—Green alakvaltozasi tenzor
[2, 3] alapjdn kitiintetett objektiv térbeli alakvdltozds, illetve a F'F*; jobb Cauchy—
Green alakvéltozasi tenzor, amely, mint latjuk, tulajdonképpen anyagi sokasagon értelme-
zett kotenzor. Az entropia derivaltjait kényelmes modon a Gibbs-relacioban 6sszegezhet-
juk ezekben az esetekben. El§szor is a kis deformdacidkra vonatkozé formuldban vegyiik
észre a 3.3 fejezetben bevezetett anyagi mennyiségeket:

]

dp. = Tdp, + 6y;d (67) + pudp. (57)

Itt ffij = Jo;; a Kirchhoff-fesziiltség. Vegyiik észre, hogy az € kis deformécié pedig
anyagi sliriségbdl alakul at nem anyagivd a J Jacobi-determinédnssal torténd osztéssal,
tehat eredetileg kalapos lett volna a konzisztens jeldlése. Ennek fényében, tekintetbe véve
azt is, hogy kis deformécidkra az (5) formuldval kompatibilitdsra toreksziink a bal és
jobb Cauchy—Green tenzorokkal, a megfeleld alakvaltozasi dllapothatarozot a fenti bal és
jobb Cauchy—Green alakvaltozasok felével definidljuk, bevezetve a B = F', . F,7 /2 és a

Ay, = Fi'F', tenzorokat. Ekkor a Gibbs-relcick a kovetkezdek :

dpe = Tdps +T;;dBY + pdp, (58)

dpe = Tdp, + T*Md Ay + pdp. (59)

Itt az entropiastirliséget kétféleképpen vettiik figyelembe. Egyrészt p,(p., A”, p) a fenti

elsS kifejezésben, illetve ps(pe, A, p) a fenti méasodik formuldban. T;; és THM fesziilt-
ségeket a mechanikai részben a

sy, 1 ds; 1wy

i 7_;“7 -
0Ad T 0Axknm T

(60)
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parcidlis derivdltak definidljak. Megfigyelhetd, hogy a bal Cauchy—Green alakvaltozas
masodrend(i tenzor. Ez€rt a hozz4 tartozo sztatikus fesziiltség masodrendi kotenzor. En-
nek értelmezéséhez a mérlegeknek a hagyomdnyostdl eltérd reprezenticidja sziikséges,
ezért most ezzel itt nem foglalkozunk. A jobb Cauchy—Green alakvéltozasi kotenzor, az
anyagi sokasagon értelmezett mennyiség, ezért kiillondsebb magyardzat nélkiil, természe-
tes modon anyagra jellemz6 fiiggvény. A hozz4 tartozo fesziiltség pedig a mdsodik Piola—

i

Kirchhoff-fesziiltség. Tekintsiik ugyanis a kovetkez0 atalakitasokat:

2T M Ay = TM(FldF'y + dFF'y) =
SEMGMFL ARy + dF6y) = 0" (8:dF" G, + GY,dF' L 5}) 61)

ahol S%i = TKM i s gii = 7, §Ki — I TKM [ i g Cauchy-fesziiltség. S¥° az els§

Piola-Krichhoff-fesziiltség, 5% pedig a Kirchhoff-fesziiltség.

Ha a fenti formuldban a differenciélt id6derivaltakkal helyettesitjiik, akkor a mecha-
nikai teljesitményt kapjuk:

d - : 8kv- +a‘2]k
TKM_A — ik J J
e M= 2

= /" Oy vy). (62)

Latjuk, hogy a klasszikus mechanikai teljesitményformula térbeli reprezenticidja
kozvetleniil dtszdmithaté az anyagi sokasdgra €s vissza. Ez mutatja a Piola—Kirchhoff-
fesziiltségekhez tartoz6 deformacidsebességekkel vald viszonyt is.

5. OSSZEFOGLALAS

A fenti szdmitasok mutatjdk, hogy véges deformécids kontinuummechanikédban a ter-
modinamikai konzisztencia megkdveteli a fesziiltség- és deforméciéfogalmak dsszehan-
golt haszndlatat, kiilonben esélytelen értelmes disszipativ elméletet bevezetniink, mert
nem kapunk mértékhelyes és vonatkoztatdsirendszer-fiiggetlen Gibbs-reldciét. Rdadasul
a tokéletes, disszipadciomentes esetben is problémadkba iitkdziink, mert a mechanikai tel-
jesitmény lesz vonatkoztatdsirendszer-, €s specidlisan reprezentaciofiiggé. Mindezt koz-
vetlen megfontoldsokkal is lehet latni [7, 6], illetve a vonatkozé numerikus szdmitdsok
problémai is mutatjak. A leirtak alapjan tehat az anyagfiiggvények €s relaciok szarmaz-
tatdsakor az entropiamérlegben az anyagi sokasidgon értelmezett mennyiségek haszndlata
minden tovabbi feltevés nélkiil kell objektiv, vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen, csak az

anyag mozgasahoz kotott id6- és térderivaltakra vezessen (1asd példaul [28]).
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NEM-FOURIER HOVEZETESI EGYENLETEK ES MEGOLDASI
MODSZEREIK

Lovas Addm"3 — Rieth Agnes' — Kovdcs Rébert"-** — Fiilop Tamds"?
IBME GPK ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST
2MTA WIGNER FK RMI, ELMELETI FIZIKAI OSZTALY, BUDAPEST

3SMONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Nem-Fourier hdvezetési jelenség tobbféle modon is jelentkezhet, példdul alacsony hémérsék-
leten hulldmformdban, vagy szobahdmérsékleten tiilcsillapitott terjedésként. A jelenségek leird-
sdra alkalmas modelleket a nemegyensiilyi termodinamika keretein beliil vezetjiik le, ezzel egy
egységes elméleti hdtteret adva a jelenségek modellezésének. Ezek utdn tdrgyaljuk a szdrmazta-
tott dltaldnositott hdvezetési egyenletek megolddsi modszereit, analitikus és numerikus oldalrol

egyardnt.

1. BEVEZETES

A klasszikus, 1822-ben publikdlt Fourier-féle hévezetési egyenletnek [7] alapvetd
szerepe a fizikai és mérnoki tudomanyteriileteteken vitathatatlan. A transzportfolyamatok
leirasatdl kezdve az ipari méretezési feladatokig mindenhol felbukkan.

Ugyanakkor viszont a miiszaki tudomanyteriiletek nagymérték fejlédésével egyre
kisebb és kisebb méret-, homérséklet- és idoskalakat értiink el. Az ilyen koriilmények
kozott a klasszikus Fourier-egyenlet nem vagy csak nagy pontatlansag révén szolgaltat
leirést a folyamatokra.

A probléma két okbdl fakad. Els6ként, a klasszikus hévezetési egyenlet az energia-
egyenlettel kombindlva parabolikus tulajdonsagot mutat. Ez paradox médon egy kimon-
dottan nem-fizikai jellegii leirdsi mddot szolgaltat a folyamatra, ahol végtelen jelterjedési
sebesség 1ép fel. Ez a jelenség sok alkalmazasi (makroszkopikus) teriileten nem okoz

problémat [8]. Masrészt, kis méret- és idoskalakon a problémat a vezetd testhez képesti
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nagy szabad uthossz! és a diffiziéhoz képesti sokkal rovidebb idéskdla okozza.

A nem-Fourier jellegli hvezetési tulajdonsdg mar régéta ismert jelenség a mérnokok
€s a fizikusok korében. Az els6 becslések a Fourier-hGvezetésen tili jelenségekre mar a
20. szézad elején napvilagot lattak. Lev Landau Nobel-dijas szovjet elméleti fizikus az
1930-as években megjosolt az extrém alacsony homérsékletii folyadékokban egy ujfajta
hullamjelenséget, Tiszdval parhuzamosan [10, 11, 12]. Ezt az elméletet Vasily Peshkov
szovjet fizikus kisérleti eredményekkel tdmasztotta ald 1944-ben, amit kovetden tovabb
vizsgélta a jelenséget [13]. Az 4j hulldmjelenséget rendkiviil alacsony homérsékleten,
szuperfolyékony héliumban fedezte fel (1.6 K) [10, 14, 15] és elnevezte ,,médsodik hang-
nak”2. A jelenség felfedezése 6ta sincs egységesen elfogadott leiré egyenlet a folyamatra,
viszont rengeteget fejlodott és finomodott a vizsgélatanak és lefrdsdnak modja. A legegy-
szer(ibb leirdsa a folyamatnak az tigynevezett memoriahatdssal torténd kibodvitett Fourier-

egyenlet (ezt késdbb részletesen targyaljuk), amit Maxwell-Cattaneo—Vernotte (MCV)
egyenletnek neveznek [16, 17, 18].

A kovetkez6 mérfoldkd a jelenség kutatdsanak torténetében, amikor szilard anyagok-
ban mutattdk ki ezt a tipusu hullamterjedést. Mdr az ‘50-es és ‘60-as évek elején 1éteztek
elméleti levezetések a szilard halmazallapotd anyagokban torténd ,,masodik hang” tipusi
héterjedés leirasara [19, 20]. Habar a kiterjesztett elméletek el6relépést jelentettek, tovab-
bi kiegészitésiikre volt sziikség. Guyer €s Krumhansl munkdssdga kellett ahhoz, hogy a
jelenség detektdldsanak lehet6ségei kiterjedjenek szilard kozegekre az ugynevezett ablak-
feltétel segitségével [21, 22, 23]. Ez tdimpontot adott ahhoz, hogy milyen koriilmények-
re van sziikkség a masodik hang jelenségének kiméréséhez. Van azonban egy harmadik
terjedési mod is, az ugynevezett ballisztikus hévezetés, melyet eldszér 1970-ben szilard
héliumban [24], és ugyanabban az évben nétrium-fluoridban [25, 26] mutattak ki, majd
két évvel késdbb, 1972-ben, bizmutkristalyban [27].

Az elektronikai ipar egyre nagyobb iitemben torténd fejlodése jarult hozza a jelen-
ség megfigyelésének kovetkezd szakaszahoz. Az alkatrészeket egyre nagyobb héterhelés
érte, mikdzben egyre kisebb méretet értek el. A kortars elektronikai iparral parhuzamo-
san kifejlddtek olyan uj kisérleti teriiletek, ahol szintén szdmolni kellett a kisebb méretek
hdvezetési tényezdre gyakorolt hatdsaval, ilyenek voltak a szén nanocsdvek €s az ugy-
nevezett nanofolyadékok® [29, 30]. A méretskdldk mdr a 2000-es években 10-100 nm
tartomanyokat értek el, ahol a termikus vizsgélat szdmos érdekes eredményt mutatott.
Tehat a hévezetés modellezése, és ezzel egyiitt annak javitdsa kitiintetett jelentSségt lett.

'Egy részecske dltal két iitkozés kozott atlagosan megtett it. A Knudsen-szdm a kozepes szabad
uthossz €s a minta karakterisztikus hosszdnak az ardnya [9].

2Ezen tipust hullim nem a nyomdssal kapcsolatos, mint ahogyan a neve sugallja, besoroldsa egy
ugynevezett kvantummechanikai hémérséklethullam.

3 A nanofolyadékok olyan szuszpenzidk, amikben nanométer tartomanyd szemcsék vannak jelen.
Ezek a folyadékok figyelemremélt6 hétani tulajdonsdgokat mutatnak [28].
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Mind a kisérleti tapasztalatok [31, 32, 33, 34], mind pedig az elméleti kutatdsok
[35, 36, 37] azt mutattdk, hogy a vezetési tulajdonsdgok a makroszkopikus modellek-
t6l valo eltérést mutatnak az esetek tobbségében, akar mar szobahdmérsékleten is. Ennek
azt az okot tulajdonitottdk, hogy a transzportfolyamatokban szerepet vallalé energiahor-
dozok atlagos szabad tthossza 6sszemérhetové valik a geometriai méretekkel. Az ilyen
viselkedés az elektromos vezetés és a kiilonbozd részecsketranszportok eseteiben mar is-

mert tulajdonsigok.

1.1. CELKITUZES

z 22

Ezen eltérések pontosabb megértéséért sziiletett az igény, hogy feltarjuk a klasszi-
kus elmélettdl valg eltéréseket és olyan mddszertant taldljunk, ami képest ezeket kezelni;
ezaltal olyan eszkozt adva a tervezdk kezébe, amik segitségével pontosabb méretezés ér-
hetd el az Gjabb és djabb technoldgidkban, amik jellegiikbdl fakadéan jelentds eltéréseket
hordozhatnak.

A hovezetésrdl szolo fejezet elsd részében az altalanositott egyenletek termodinami-
kai hétterét roviden targyaljuk, utalunk a megfelel6 irodalmakra, majd bemutatjuk azok

numerikus és analitikus megoldési lehetdségeit.

A fejezet masodik részében a BME Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszékén
(EGR) végzett mérések sordn kapott eredmények bemutatdsa és elemzése kovetkezik.
Ennek az frdsnak nem targya az alacsony homérsékleti jelenségek vizsgdlata, kizdrélag a

72 2

szobahOmérsékleten is tapasztalhatd, klasszikustdl eltérd jelenségeket bemutatésa.

Végezetiil az utolsé rész keretében a végeselemes modellezési lehetdségeket vizsgal-
juk meg.

2. A HOVEZETESI EGYENLETEK

A hdévezetési egyenletek kiterjesztése, vagy mds szdéval dltaldnositdsa azt a szerepet
tolti be, hogy az édltalunk megfigyelt folyamatokat helyesebben irjék le. Ez oly médon
torténik, hogy magasabb rendli mennyiségeket vezetiink be a klasszikus egyenleteink-
be. A kibdvitések a termodinamika masodik f6tételére alapozva épiilnek be a konstitutiv

egyenletbe, mely nem mdst, mint az entrépiaprodukcié pozitivitdsat fogalmazza meg.

A két £6 kiterjesztési irdny, melyet e helyiitt tdrgyalunk, az tigynevezett memoria- és
a nemlokalis hatds. Az altaldnositds eredménye a ballisztikus-konduktiv modell, amely
képes visszaadni az ismert hévezetési egyenleteket, és kielégitden leirni a jelenségeket.
Az egyenletek kiterjesztésének részletes hattere az aldbbi irodalmakban [38, 43, 44] van

targyalva.
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2.1. MEMORIA- ES NEMLOKALIS HATASOK

Fizikai értelmezésiik abban testesiil meg, hogy az 4ltalunk vizsgalt anyagi pont kor-
nyezetétdl vald fiiggést tételeznek fel. A memoriahatds az id6beli kordbbi dllapotokat

veszi figyelembe, a nemlokalis hatds pedig a vizsgdlt pont és kornyezete kozott fellépd
kapcsolatra utal.

2.2. A HOVEZETESI ELMELET ALTALANOSITASA

Az altaldnositds sordn az egyenleteket merev és izotrop anyagra irjuk fel. A levezetés
sordn az indexes jelolésrendszer lesz alkalmazva, az Einstein-féle 6sszegzési konvencio

hasznalataval.

A kiindul6 egyenletiink a bels6 energia mérlegegyenlete:

pe+0'q =0, (1)

ahol p az anyag sirlisége, e jeloli a fajlagos belsd energidt, konstans fajhé esetén
e = cT, ahol ¢ és T az izokor fajhd és a hémérséklet. A 9 a térderivdltat jelenti, a ¢*
pedig a belsd energia dramstriségének a konduktiv része, vagyis a héaram. A pont a
szubsztancidlis id6éderivaltat jeloli. A kiindulaskor tett kikotésiink, miszerint merev ko-
zeget tételeziink fel, azt eredményezi, hogy a szubsztancidlis idéderivalt megegyezik a

7 2

parcidlis id6derivalttal, valamint az dramstirtiségnek nincs konvektiv része. Tovabba igy

Pl

a slirliség konstans.

A kovetkezd 0sszefiiggés az entropia mérlegegyenlete, ami a termodinamika masodik

fotételének matematikai megfogalmazasa:

ps+d'J =0 >0, 2

vl 7

ahol s az entrépiastirtiség, J* pedig az entrépia drams{irliségének vektora.

— Az entrépiafiiggvényt bels6 véltozok felhasznaldsdval* a kovetkezSképpen defini-
aljuk :
my

s(e.',Q) = 3(e) - Tra'e’ — FQUQY. ©

ahol m és m, pozitiv skaldr anyagi paraméterek, Q¥ pedig egy masodrend tenzor.
Ekkor még nem adunk fizikai interpretdciot ennek a tenzornak.

4 A klasszikus elméletek kiterjesztésére hasznalt médszer [45].
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— Feltételezziik, hogy az entrépia-dramstirtiség zérus, ha ¢ = 0 és ) = 0. Ezt a feltételt
legegyszerlibben a kovetkezd egyenlet elégiti ki,

Jt = Bigl 4 CUkQik “4)

ahol BY egy mésodrend(i tenzoridlis konstitutiv fiiggvény, a masodik tagban sze-
repld C* pedig harmadrendii. Ezek az tigynevezett Nyiri-szorzok [46].

Ezeket behelyettesitve az entropia (2) mérlegegyenletébe, kapjuk:
o=0¢ (B” — ?5”) + ¢ (3’3” — mlq’> +
T+ (9T = Qi) + CTHQM) 20, (5)

ahol 6% a Kronecker-szimbdlum. Az entrépiaprodukci6 egyenlStlenségét leird egyenletet
(5) legegyszeritibben termodinamikai er6kre €s dramokra szepardlva [47, 48], és kozottiik
linedris kapcsolatot feltételezve tudjuk kielégiteni. Ebben az esetben is a [43] irodalmat
kovetjiik, mely szerinti a termodinamikai er6k és aramok az elso tdblazatban olvashatok.

Klasszikus | Kiterjesztett | Belso valtozds I | Belsd valtozoés 11

Aramok | ¢i —9'BY | BU — L5 | Qik — giCk Ciik
Erék C]i aiqj _ Qz’j ajqk _ ij azQ]k

1. TABLAZAT. Termodinamikai erSk és dramok.

Ekkor mér definidlhatjuk a termodinamikai er6k és dramok kozotti linedris kapcsola-
tokat, az egyenl6ségek bal oldaldn az dramok, jobb oldaldn az er6k vannak:

migi —9'BY = —liq', (6)
maQk — I'CTF = QT + k10, (7)
BY— 18 = —knQU 4 k' ®)
CIF = nd'Q". ©)

A masodik fotétel egyenlStlenségének teljesiilése megkoveteli az
l17k17k27n207 (10)

K = kiky — kigkg >0 (1)

egyenlotlenségek teljesiilését, ahol [y ky ko k1o koy a vezetési egyiitthatok. Ha elimindljuk
a BY és C'7* konstitutiv fiiggvényeket®, valamint a Q¥ tenzoridlis belsé valtozét, akkor

3 Ezek ismeretlen fiiggvények, de kikiiszobolhetdek.
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az alabbi egyenlethez jutunk (egy térdimenzidban):

1 1 1
mgéxtf — n@ii -+ k‘lé?xf =
mimeOuq + (mely +mak1)0ig —  (moks + nmy)0pmq + (12)

+nkoO0tq — (K +nl)0wq + kiliq.

Ezen egyenletrendszer szigoru kikotésekkel az aldbbi konstitituiv egyenletekre redu-

kalhat6. A redukalt egyenletek a dolgozat szempontjdbdl leglényegesebb alakban, azaz

hémérsékletre rendezett formdban is bemutatdsra keriilnek. Fontosnak tartjuk az egyen-

letek bemutatdsa sordn azok megoldésat is szemléltetni. A megoldasok koziil kitiintetett

szerepet toltenek be a hétoldaliak, mivel a mérés sordn itt mérjiik a hdmérsékletek ala-

kuldsat, és erre a jelalakra torténik az egyenlet illesztése. A levezetések és megkotések

részletes hattere [38] irodalomban talalhato.

94

— Fourier-egyenlet: A legegyszer(ibb, és a mérnoki alkalmazdsokban leginkdbb el-

terjedt modell; n = m; = my = ko = 0 és k1o = 0, ezzel kapjuk:

1

A jobb oldalon 1év6 reciprok homérséklet derivaldsat elvégezve és [;-el osztva:

1

—ﬁazT, (14)

q:

_1
1L T?

végezhetl €s a tovabbiakban is alkalmazhatd, igy a konstitutiv egyenlet:

ahol a Fourier-féle hdvezetési egyiitthatéra a \ = paraméter megfeleltetés el-

g+ A5 =0. (15)

A bels6 energia (1) mérlegegyenletét felhaszndlva kapjuk a hOmérsékletre rendezett
forméjat:
oT = a0, T, (16)

ahol o a hdmérsékletvezetési tényez0, azaz o = ﬁ.

Maxwell-Cattaneo—Vernotte-egyenlet (MCV): A modell validitdsa nagyon ala-
csony homérsékleten — nagysagrendileg 10 K — torténd hdvezetés esetén helytallo,
mivel képes visszaadni a mdsodik hang jelenségét, azaz a hovezetés hullamtermé-
szetét. Az erre vonatkoz6 javaslatot Gyarmati Istvan irta meg [49]. Ha n = ko =
= msy = k1o = 0, akkor adddik, hogy

1
mi0q +lig = a’rT- (17)



Pontonkénti homérséklet lefutas Hatoldali homérséklet

s
-}

Hémérséklet
S
L5/

Homérséklet

0 0.2 04 _ 06 0.8 1
Idé

1. ABRA. A Fourier-egyenlet egy jellemzd megolddsa [38].

Ekkor a hvezetési tényezd mellett megjelenik a 7, relaxdcios id6®, azaz 7, = 71

T,
ezzel pedig a kovetkezd konstitutiv egyenletet kapjuk:

Z g+ A=— =0. (18)
X

A hémérsékletre rendezett formdja pedig:
TqattT + (9,5T = Oéame (19)

Megfigyelhetd, ha a 7, tart nulldhoz, akkor tartunk a Fourier-egyenlet megolddsdhoz
(16. egyenlet).

Pontonkénti homérséklet lefutas Hatoldali hdmérséklet

T T

Homeérséklet

_____________________________________________

uis Oiﬂ 1
2. ABRA. A Maxwell-Cattaneo—Vernotte-egyenlet egy jellemzd megolddsa [38].

®Ez a paraméter felelds a megoldds hulldmjellegéért.
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6mérséklet

r

H
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— Guyer—Krumhansl-egyenlet (GK): Erdekessége, hogy képes visszaadni a Fourier-

egyenlet €s az MCV-egyenlet megoldésait is (és az ezekre hasonlito, de alulcsillapi-
tott esetet), valamint van a megolddsoknak egy tovabbi tartomdnya — talcsillapitott
eset —, ahol a megoldas jellegzetes; n = my = 0 paraméterekkel szarmaztathato:

1
—K0peq +mik10sq + kiliqg = klaxf- (20)
A héiaram maésodik térderivaltjdnak egyiitthatdjaként megjelenik egy disszipacids
P K .
paraméter, azaz k> = 7[> amivel
dq oT 0%q
— A — KkP—— = 0. 21
Tq8t+Q+ or " o2 @h
A GK-egyenlet hdmérsékletre rendezett formdja:
7,04 + 0T = 2y, T + K*Orpi T (22)

Megfigyelhetd, hogy nem csak az eredeti Fourier-egyenlet taldlhat6 meg benne, de
annak idéderivaltja is. Tovabba lthatd, hogy x? = ( esetén visszakapjuk az MCV-
egyenletet. Ha a paraméter értékét noveljiik, akkor jutunk el az el6bb emlitett tul-
csillapitott esethez 7, > «*. Valamint, ha 7, = k2, akkor olyan egyenlethez jutunk,
amely pontosan a Fourier-egyenlet megoldasat adja vissza. A GK-egyenlet megol-
dasanak szemléltetésére a legjobb mddszer az el6bb emlitett ketté megoldassal vald
Osszevetés (3. dbra). A kovetkezo fejezetben bemutatott mérések kiértékelése soran
ezt a tipust egyenletet hasznaljuk.

Hatoldali hémérséklet

Bl e ipe in ipe im pe = ]
~|=—Fourier]||
-- MCV

anmn GK
L _ _
1

3. ABRA. A Fourier, MCV- és GK-egyenletek megolddsdnak dsszehasonlitdsa [50].



— Ballisztikus-konduktiv egyenlet: A (13) egyenletbdl n = ko = 0 egyszertsitéssel

kapjuk. Igy az egyenletrendszer:

migi —0'BY = —liq,
m2Q.jk = —kQF + k1o,
BZ] _ _51] — _k, ’Lj
T 21@ )

valamint a kikiiszobolések utani egyenlet:

1 1
Tt k T
TTLga tT+ 18 T

mimaOuq +  (maly +mik1)0rq — K0pq + ki1lig.

A konstitutiv egyenletekbdl all6 rendszer:

dq or  0Q
Tige T A Gy Ty = 0

0Q dg
TQE‘FQ‘FK&—ZE = 0,

(23)
(24)
(25)

(26)

(27)

ahol 7, és 7¢ arelaxdcids idok, a « pedig a disszipacids egyiitthatd. 7o = 0 esetében

visszakapjuk az el6bb bemutatott GK-egyenletet.

A kinetikus elméletbdl szarmazo6 fononhidrodinamikai rendszerrel [51] Osszevetve

megallapithatd, hogy a () bels6 véltozé a disszipativ nyomads, a h6dram drama. Az

egyenlet kisérleti adatok alapjan torténd vizsgélata is megtortént [52].

AZ EGYENLETEK DIMENZIOTLAN ALAKJA

Az alabbi paramétereket az ugynevezett h6impulzus-kisérlethez illesztve, az ott fel-

bukkané jellemz6 mennyiségeket alapul véve hatdroztuk meg. A mérési eljaras részlete-

ir6l a késobbi fejezetben lesz sz6. Definidljuk hat az aldbbi dimenzidtlan paramétereket

[38]:
A T -1,
T = ———: hOmérséklet,
Tend - TO’
1 tr
Tena =Ty + . / qo(t)dt; egyensilyi hGmérséklet,
p-c- L Jo
q 1 [
g=—=; o= —" / qo(t)dt; hddram és atlagos hdaram,
qo tp 0
a-t A ) e e s P
Fo = F; o= p_-c; Fourier-szam (id6), hodiffuzivitasi tényezd,
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X

= 7 helykoordinita,

L _ X T . OTQ, i

Ta= "3 TRT g relaxécids idok,
a-t, - k1o

A = 12 ; Q= 2 CJOQ, impulzushossz és a hdaram drama,
21

V 1ok
L
Ezeket behelyettesitve az egyenletekbe kapjuk azok dimenzidtlan alakjit. Ennek elénye,

k= ; keresztcsatoldsi tényezd.

hogy atlathatobb és konnyebben kezelhetd a rendszer a kevesebb anyagi paraméter mi-
att, konnyebb illeszteni kisérleti eredményekhez. Természetesen adott dimenzidtlan para-
méterekbdl visszanyerheté minden adat. Az eddig bemutatott egyenleteket fogjuk atirni
dimenzidtlan formdba, viszont a jelolések konnyebb értelmezhetdsége miatt maradunk
anndl, ahogy bevezettiik ezeket az egyenleteket, vagyis az id6t ¢-vel, és nem Fo-val fog-
juk jeldlni, hasonléan a térkoordindtdkndl, ott is az z-et preferdljuk. Az Osszes egyéb
paraméter esetében elhagyjuk a kalapos jelolést. Szem el6tt kell tartanunk, hogy innentdl
kizarélag dimenzidtlan formékkal foglalkozunk.

— Ballisztikus-konduktiv egyenlet :

dq oT Q)
il i 2
Tq8t+Q+TA8 +/€ax 0, (28)
oQ 9q
= 0.
gy TOT G,
— Fourier-egyenlet: ha x = 7, = 0,
oT
q+717Aa— =0. 29)
ox
— Maxwell-Cattaneo—Vernotte-egyenlet: ha x = 0,
dq oT
0. 30
Togr T4 s T 0
— Guyer-Krumbhansl-egyenlet: ha 7o = 0,
dq orT  ,9%
A k2. 31
Tqat+q+TAax IiaIQ 0 31D

— Green-Naghdi-egyenlet: specidlis eset, nem kovetelhetjilk meg, hogy ¢ = 0 le-
gyen, mert akkor minden tag kiesik,

dq or 0%

— =0. 32
ot AT oz o2 0 (32)
Ezen egyenletek mindegyikéhez csatolni kell a belsd energia mérlegegyenletét is:
aT 8q
=0. 33
2ot 8m (33)

A tovabbiakban kizdrdlag dimenzidtlan egyenletek megolddsaval foglalkozunk.
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2.3. HOTAGULASSAL CSATOLT HOVEZETES ES RUGALMASSAG

Erdekességképp, irasunk f6 sodorvonaldtél némiképp kitérve, ebben a szakaszban
egy olyan Fourier-egyenleten tili hovezetés-egyenletet ismertetiink, ahol kezdettdl fog-
va pontosan tudjuk a hattérjelenségeket és az érintett mennyiségek fizikai interpretacio-
jat. A ,,Fourier-torvényt6]l” (Fourier-féle hdvezetési konstiticids Osszefiiggéstol, Fourier-
modelltdl) valé eltérést sugallo kisérleti adatokra ugyanis szamos magyardzat kindlkozik.
Ezek koziil az egyik legegyszeriibb, és feltétleniil megvizsgalando lehetdség az, amikor a
kozeg rugalmas voltét és htaguldsat vessziik figyelembe, Fourier-h6vezetés mellett. H6-
tagulas nélkiil a rugalmassaghoz kot6do fesziiltség €s a mechanikai eredetii alakvéaltozas
nem csatolédik a hémérséklet alakuldsdhoz. H6tagulds figyelembe vételekor azonban az
alakvéltozdsoknak egyszerre kell 6sszhangban lenniiik a hdmérséklet alakuldsaval és a
rugalmas fesziiltség deformaltsdgfiiggésével és kozegmozgatd hatdsaval. Ha a hGvezetést
Fourier-médon modellezziik is, a csatolt egyenletrendszer a kinematikai és mechanikai
mennyiségek kikiiszobolésével a hdmérsékletre egy olyan egyenletet eredményez vérha-
téan, amely a Fourier-egyenlethez képest magasabbrendi id6- €s térderivéltakat tartalmaz.
Egy ilyen egyenlet latsz6lagos nem-Fourier-h§vezetést valdsit meg. Sziikséges — és taldn
hasznos — lenne tehit ennek az egyenletnek a levezetése. Az itt kovetkezd par oldal ezt a

levezetést ismerteti.

2.3.1. AZ ALAPEGYENLETEK

Mindenbdl véilasszuk a lehetd legegyszertibbet : kis alakvaltozas, Hooke-rugalmas ho-
mogén és izotrop kozeg, konstans hétagulasi egyiitthatd, egy inerciarendszerhez képest
lényegében nyugvo kozeg. A szilardkozeg-kinematikai, -mechanikai és -termodinamikai
mennyiségek és a koztiik fenndllo kapcsolatok a [39, 40, 41, 42] megkozelités szerint
lesznek tekintve, kisdeformaltsdgi-alakvaltozasi kozelitésben — minden hidnyzénak tling

részletért 1d. az idézett miveket.

A Hooke-rugalmas homogén és izotrop kézegmodell barmely r helyen a o fesziilt-

ségtenzor és a D rugalmas deforméltsagtenzor kozott a

o'=ED!, o' =FED’, E‘=2G, E°=3K, (34)

o= E'D'+ E'D’ = E‘D + (E* — E*) D’ (35)
konstiticiés Osszefiiggést jelenti, ahol ¢ és ® a tenzorok deviatorikus (nyom nélkiili) és
gombi (az 1 egységtenzorral ardnyos) részét jelolik:

DS:%(&D)L D'=D-D% feypl. I'=1 19=0. (36)
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A fesziiltség okozza a kdzeg v sebességmezejének idobeli valtozasi gyorsasidgat (idéderi-

valtjat), a kis alakvaltozasban édllandonak vett o stirliséggel felirt
ovV=o0- % 37

egyenlet szerint. Az L sebességgradiensre €s szimmetrikus részére

—

L™ 1=1v-V,  (38)

+—

L=veV, wuL"=uL=v.V, (L") =

Wl

«—

(L9 -V = 500,005 + 00) = 5 [A(V¥) + A(Vv)| = A (v V), 39)

N |

(L.%).“:A(v-%) (40)

addédnak, az Einstein-féle indexdszegzéses indexes irdsmodot is alkalmazva. Ugyanezzel

az frasmoddal és a Kronecker-delta jeloléssel egy f skaldarmezGre
0j (foi;) = 0550, f = 0;f,  (f1)-V=VFf (41)

kaphat6, melyet szintén fel fogunk haszndlni.

A kinematikai mennyiségek kozotti Osszefiiggés, a konstansnak tekintett v linedris

hotagulasi egyiitthatoval és a T" abszolut homérséklettel
LY =D+ aTl1l. (42)

A e fajlagos belsd energidra vonatkoz6 belséenergia-mérleg a rugalmas e, jarulék és a

hozz4 tartoz6 rugalmas mechanikai teljesitmény levondsa utan

—

o(e—eq) = ocl + EaTytr D = —j.-V,  jo=-\VT, (43)

ahol c az dlland6, nulla fesziiltséghez tartoz6 fajhd, egy kezdeti, homogénnek feltételezett
Ty, homérsékletértékkel helyettesitettiik 7'-t a linedris (kisalakvaltozdsos) kozelités érde-
kében, a j. héarams(iriiségre pedig a konstans A hdvezetési tényezdvel vett Fourier-féle

konstiticids Osszefiiggést tekintjiik.

2.3.2. A LEVEZETES

A stratégia a kovetkez6 lesz: o-t kikiiszoboljiik D ,,rovasara” (segitségével), D-t L™
rovasdra, és orommel vessziik észre, hogy mind mechanikai, mind termikus irdnybdl v- V
és T' kozott kapunk egyenletet, igy v -V kikiiszobolésével egy csakis 7'-re vonatkozd

Osszefiiggés adodik.
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A termikus oldallal kezdve:
ocT + FE*aT, tr(LY™ — aTl) = ocT + E*aT, (V . %) — EQ*TyT -3 =
= (gc— 3E°a®Ty)T + E*aTy(v-V),
~——
7o
- _j.-V= —(—A%T) V=T =
EaT, (v : %) — AT — T (44)
Mechanikai oldalrdl pedig, a (44) alakkal 6sszhangra torekedve :

—

EaT, (v - %) - ESaTO% (a— - %) V=

E5aT, : , L1 2] =
_ Z ko {[EdD+(E5—Ed)Dﬂ -v}~vz
0
— E aTO{ {Ed (Lsym — aTl) +
0
+ (B = B (Lom —a1) ] %} V=
EraT . 1 -
=22 0{ {Edvym — E'al1+ (B~ E*) £ (v-V)1-
0
= (ES—Ed)aTI} -%} V=
_EaTy [ -\ B B¢ - o ool
== {E A(V-V>+ . A(V-V)—EaAT]_
E5aT, [ B + 2B .
_ 0‘0{ i A(vv) - aAT}:
0
S d 2
:% [ES T0<V )} TO AT =
30
B+ 2E¢ 2T
= +— <)\AT Yo > L OAT,  mésrészt
30
N——
o
= (AT - %T)" “AAT =~ [1d. (44)] 45)
(ahol ¢, a longitudindlis rugalmas hulldmsebesség) ; azaz, két kiilonb6z6 alakban is Ossze-
gezve:
. ESa)2Th .
<70T - AAT) N <%T AAT) L BT g (46)
0
.. . . Esa)2T, .
10 (T = @AT) =aany (T - EaT) + %AT. @7)

Az els6 alak szerint egy hovezetési egyenlet hullamegyenletét 1atjuk, csak az utolsé tag

elhangolja az egyik hévezetési egyenletet a méasikhoz képest; a masodik alak szerint egy
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hulldmegyenlet hdvezetési egyenletét 1atjuk, csak az utolsé tag elhangolja az egyik hul-
ldmegyenletet a méasikhoz képest; mindkét egyenletben aldhizds jeloli az elhangolddo

egylitthatot (ha beolvasztandnk az utolsé tagot).

Megjegyzendd, hogy a kinematikai és mechanikai mennyiségekre vonatkozo kezdeti
¢és peremfeltételek a homérsékletre is kezdeti és peremfeltételeket orokitenek 4t ehhez
az egyenlethez. Ezeket konkrét alkalmazasokban, a konkrét kezdeti és peremfeltételek
ismeretében érdemes szarmaztatni — konkrét alkalmazasok vizsgalata a jovo feladata lesz.

3. NUMERIKUS MEGOLDASI MODSZEREK

3.1. BEVEZETES

Visszatérve a f6sodorhoz, a kordbbiakbdl tehét jol ismerjiik az dltalanositott egyenle-
tek szerkezetét, €s azok hatterét. Fontos kiemelni, hogy ezek parcidlis differencidlegyenle-
tek, melyek megolddsa — akar analitikus, akar numerikus —, Iényegesen koriilményesebb,
mint a k6zonséges differencidlegyenletek esetén.

A szarmaztatott egyenletek tipusat tekintve parabolikus €s hiperbolikus egyenletekkel
van dolgunk. A kett6 kozotti alapvetd kiilonbség, hogy az egyenlet dltal leirt jelterjedé-
si sebesség — tisztdn matematikai oldalrdl — vagy véges, vagy végtelen. A parabolikus
egyenletek karakterisztikus tulajdonsdga a végtelen jelterjedési sebesség, azonban ezzel
egyiitt a megold4saik is ,,simdbbak’’, konnyitve a numerikus megolddsok szamitdsat. A
hiperbolikus egyenletek pedig ezzel ellentétesen viselkednek, olyan rendszereket irnak
le, amelyekhez véges jelterjedési sebesség parosul. Ez fizikai szempontbdl 1ényegesen el-
fogadhatébb, azonban a numerikus megoldasaik is nehezebbek, mivel itt kialakulhatnak
ugrasok, hirtelen véltozdsok, nagy derivéltakkal egyiitt.

Kevésbé szokott hangsilyos szempont lenni a peremfeltételek numerikus médszerhez
valo illesztése, illetve forditva: a numerikus médszer peremfeltételhez valé illesztése. Az
aldbbiakban egyarant mutatunk explicit s implicit eljardsokat is az altalanositott hoveze-
tési egyenletek megolddsara. Ezekben a diszkretizacié a ko6zos pont: egyméshoz képest
térben eltolt mezdket hozunk létre, és a parcidlis differencidlegyenleteket rendszerként

oldjuk meg. Mindkét esetben véges differencidkon alapulnak a sémdk.

A témahoz az is hozzatartozik, hogy a kidolgozott sémdk pontossagat megbecsiiljiik,
azok konvergencidjat bizonyitjuk. Emiatt kulcsfontossagi a sémdk stabilitasi kritériuma-
inak meghatdrozasa is. Az alabbiakban tehat nem csak a sémdt irjuk fel, hanem annak

vizsgélatét is elvégezziik.

7 A megfogalmaz4s matematikailag pongyola, de fizikailag kifejezd: szakaddsos-ugrdsos megoldast
is kisimit, és szakadast nem is alakit ki sima megoldasbdl.
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4. ABRA. Diszkretizalasi eljaras.
3.2. AZ EXPLICIT MODSZER

Az egyenletek megolddsdhoz a végesdifferencia-mddszert hasznéltuk. Ennek vannak
eldonyei és hatrnyai is:

— Konny( a diszkretizdlds, jol kovethetd a séma pontossdga, peremfeltételtdl fiigget-
leniil hasznélhat6, egyszer( leprogramozni.

— Mesterséges numerikus jelenségek, oszcillacidk és fazishiba lehetGsége meriil fel.
A hirtelen valtozé megoldasokat koriilményes kezelni.

Célunk volt egy konnyen kezelhetd explicit sémat irni, mely hasonl6 szerkezeti
egyenletrendszerekre konnyen kiterjeszthets. Mivel a vizsgalt hvezetési modellek rend-
re hasonl6 struktdraval birnak, igy ez egy fontos szempont, viszont a stabilitds vizsgalata
elengedhetetlen. A séma konzisztencidjdnak a vizsgalatéra is sziikség van, melynek iga-
zolasdval a Lax—Richtmyer-tétel® [1] alapjan a séma konvergencidja’ is biztositottd valik.
A konzisztenciavizsgalattal egyiitt a séma hibdjara is becslést tudunk majd adni.

3.2.1. DISZKRETIZALAS

A sémank sajatossdga, hogy egymdshoz képest eltolt mezdket alkalmaz, melyet a 4.
abra is szemléltet.

Mig az egyik mez$ a minta teljes tértartomanyat lefedi (a fenti, szélesebb), addig

a masik %-Vel el van tolva. Képzeljiikk el magunk el6tt, hogy a mintéit kis darabokra
8 Mdsnéven Lax ekvivalenciatétele.

9Liu [2] is felhivja rd a figyelmet, hogy a kiilonboz6 diszkretizaciés eljarasoknak eltérd a pontossiga,

konvergencidjanak sebessége €s a rendszerre jellemzd fazissebessége, melynek vizsgélata kevéssé
terjedt el.
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bontjuk, kontinuumok kolcsonhatasat szamoljuk. Ezzel a fajta diszkretizaldssal megkii-
lonboztetiink feliilet jellegli és térfogat jellegli mennyiségeket, azaz ami a teljes tarto-
manyt lefedi, ott a celldk hatdraira irjuk fel az egyenleteket, az eltolt mezd esetén pedig a
celldk kozéppontjara, mint egyfajta atlagként kezelve az adott cellara vonatkozolag. To-
véabbi tulajdonsaga, hogy igy a térfogati mennyiségekre nem sziikséges peremfeltételeket
definidlnunk. Ezzel a megfontolassal tehat elegendd lesz szamunkra a hdaram, mint pe-
remfeltétel, a tobbi mennyiséget eltoltnak tekintjiik. Ez a valasztds viszont onkényes, ha
hémérsékletet szeretnénk definidlni a peremen, akkor a tobbi mennyiséget fogjuk eltolni.
Vegyes peremfeltétel esetén viszont megfontolandé a valasztas.

A belsd energia mérlegegyenlete minden modellhez sziikséges és egységes, ennek
diszkretizalt formdja a h6mérsékletre rendezve:

At

qrtl — g _ 77
J U VAV 4

(4311 — q5)- (48)

Nézziik most modellenként a konstitutiv egyenleteket:

— Fourier-egyenlet :

n TA n n
¢ = - (T =T, (49)

— Guyer-Krumhansl-egyenlet :

At . TaAAL K2AE

o (T =T )+ W(Q}h —2¢7 +q7,).  (50)

q; =q§‘—7—qu—

T,Ax

Ebbdl a Maxwell-Cattaneo—Vernotte modell visszakaphat6 a 2 = ( paraméter mel-
lett.

— Green-Naghdi-egyenlet:

ntl _ n TAAL K2AL

GG A (T} = Tj-y) + W(q]% —2q; +qj-4)- (51)

— Ballisztikus-konduktiv egyenlet :

At TAAL kAt
g T —T" ) — —(Q" — Q" 52
9 9 T, 9 TqAa;( J ]_1) TinC(Q] 3_1)’ (52)
At KAt
n+l __ n n n n
Ot =Qf @ R~ ), (53)

A ballisztikus-konduktiv modellben nemcsak a hGmérséklet, de a h6aram arama is eltolt
mennyiség a diszkretizacié szempontjabol. A séma roppant egyszer(, idoben eldrelépd,
térben pedig bal vagy jobb oldali. Ez persze csak a séma szempontjdbdl igaz, fizikailag
a diszkretizacié miatt centralis. A sémdank f6 hatranya a pontossdga, mivel a kozelités

mindenhol elsérendi ; de elénye a roppant egyszeri felépitése és kis szamitasigénye.
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3.2.2. KONZISZTENCIA

Egy numerikus séma konzisztens, hogy ha Ax, At tart a nulldhoz, igy a numeri-
kus megoldas is tart a pontos megoldashoz. Ennek bizonyitdsdhoz nem kell mast tenni,
mint a séma egyes elemeit Taylor-sorba fejteni, majd visszahelyettesiteni a séméba. Ezzel
megkapjuk az egyes hofizikai mennyiségekre haté numerikus (,,diszkrét”) operdtort. Ezt
kivonva az eredeti egyenlet folytonos értékkészletli operatorabdl nullét kell kapjunk.

Nézziik el6szor a belsd energia mérlegegyenletét; irjuk fel az eredeti egyenletet és a

séméat az alabbi formékban:

A0 T +0,q = 0, (54)
0 0
1 TAat, 2 oz’

ahol P; és P, a hdmérséklet és a hGaram operatorai ; diszkretizdlva pedig:

m+1 n n n
=1 G

=0. 55
TATTAL Az )
Fejtsiik sorba a """ és ¢7, | tagokat az aldbbi médon:
n+1 m Atz 3
T = T+ AT + —-0uT + O(AF), (56)
n n A"EQ 3

majd helyettesitsiik az (55) egyenletbe :

A | 0T + %At@ttT + O(AtQ)] + {@Cq + %Axamq +O0(Az?) | = Pig, 0T+ Pay, 004,

(58)
ahol Py, ,, €s P, ,, diszkrét operdtorok. Ezutén tartassuk nullahoz a differenciatago-
kat, majd vonjuk ki az eredeti egyenletbdl; az eredmény nulla. A séma a 1éptékek csok-
kentésével a valés megolddshoz tart. A séma konzisztencia rendje 1, igy a konvergencia
rendje is 1.

Az Osszes modell koziil csak a GK-esetre fejtjiikk ki a levezetést, mivel egyrészt a
szerkezete megegyezik az 6sszes tobbivel, illetve egyértelmiien lehet belSle szarmaztatni
is a Fourier- és MCV-modelleket, valamint a GN-egyenlettel is nagy hasonlésdgot mu-
tat. Masrészt a ballisztikus modell esetén a diszkretizalds szerkezete teljesen megegyezo,

ugyanolyan konzisztencia- és konvergenciarend jellemzd az 0sszes sémara.
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Ebben az esetben az aldbbi tagok sorfejtésére van sziikség:

T, = T —Azd, T+ %A:p?(?mT — O(Az®), (59)
1 = ¢ — Az + A7‘%Qagwcq - A%?’ai’q + i—faiq —0(Ae?),  (60)
G = @ + A2+ AT””2é>mq + %ﬁé‘iq + Az—fé‘iq +0(Aa?),  (6D)
@ o= g+ Atdg+ %Aﬁaﬁq + O(AP). (62)

A hééaram két tagjat magasabb rendig kellett sorbafejteni a sémédban szereplé masodrendi
derivalt miatt. Visszahelyettesitve (50) egyenletbe:

1 1

— K’ (amq + %szaj;q + O(Am‘*)) : (63)

Ebbdl lathatd, hogy a méisodrendd centrdlis derivalt masodrendben pontos, de a séma

legalacsonyabb rendje szamit, igy ennek is 1 a konzisztencia rendje.

Néhany fontos megjegyzés a konzisztencidval kapcsolatban:

— Az el6bbiekben bemutatott levezetés a sémank gyenge (,,w-consistent”) konzisz-
tenciat bizonyitja. Konvenciondlis értelemben ezt szoktdk egy séma konzisztencidja
alatt érteni. Ez viszont azzal jar, hogy a differenciaegyenleteink nem biztos, hogy
orokolnek minden tulajdonsagot, ami a differencidlegyenletekre vonatkozik [3]. Az
erds konzisztencia (,,s-consistent”) bizonyitdsa lényegesen koriilményesebb. Sza-
munkra jelenleg a gyenge konzisztencia is elegendd.

— A maér emlitett Lax—Richtmyer- ekvivalenciaelv pontosabb megfogalmazésa: egy
kezdetiérték problémara vonatkoz6 linedris parcidlis differencidlegyenlet vele kon-
zisztens véges differencidkkal valé kozelitése konvergens, ha a séma stabil. A kez-
detiérték probléma korrekt kittizottségt kell legyen, azaz

1. 1étezik megoldas,
2. ez a megoldas egyértelmdi,
3. amegoldas folytonosan fiiggjon a kezdeti és peremfeltételektdl,

ahol az els6 két pont, a megoldas 1étezése €s unicitdsa magdban foglalja a perem-
feltételek ellendrzését is.

Azaz a konvergencia biztositdsdhoz a sémank stabilitdsat még bizonyitani kell. Szimmet-
rikus hiperbolikus rendszerekre konnyen tudunk korrekt kittizottségli problémat megadni
[4]. Ennek tovédbbi vizsgélatit, a sziikséges tételek bizonyitasat és pontosabb matematikai

megfogalmazasat [5] részletezi.
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3.2.3. STABILITASVIZSGALAT

A numerikus séma akkor marad stabil, ha a kozelités hibdja véges marad. Ennek
ellendrzésére a Neumann- €s Jury-mddszereket alkalmazzuk. E18szor nézziik a Neumann-

féle eljarast kozelebbrol. Tételezziik fel az egyenleteink megoldasét az aldbbi formdban:
(b;l — gneiijx7 (64)

ahol i a képzetes egység, k a hullimszam, jAx a j-edik térlépés, n pedig az idSlépés
indexe. A séma stabil, ha a £ novekményi faktorra igaz, hogy || < 1. Ha [{| = 1, ak-
kor a sémat konzervativnak nevezziik. Helyettesitsiink vissza a sémékba, kezdjiik a bels6
energia mérlegegyenletével :

G - @ =) =0, (65)
(- DT+ 7 (e Jao = 0 (66)

Mivel két mennyiséggel, a hémérséklettel és a hdrammal dolgozunk, ezért egy linedris
algebrai egyenletrendszerre fogunk jutni. A legegyszertibbel, a Fourier-egyenlettel kezd-
juk,

T .
£qo + A—i (1—e A7) 1y =0, (67)

Igy a rendszer az alabbi format olti:

-1 A (€M =1) ([ To ) _
B (1—ea) § o

A rendszernek akkor van trividlist6l kiilonboz6 megolddsa, amikor az egyiitthaté matrix

determindnsa zérus. Az egyszerfisitések sordn felhaszndljuk, hogy e?*4% — 2 4 ¢~#FAT —

= 2cos(kAx) — 2. Ezdltal a rendszer F'(§) karakterisztikus polinomja a kovetkez6:

F)=¢&—-¢— AA::?(Z cos(kAz) —2) = 0. (68)

Fontos észrevétel, hogy a polinomot ugy kell rendezni, hogy a legmagasabb foku tag
egylitthat6ja pozitiv legyen. A hdvezetési modellek vizsgdlatakor, amig a rendszer méa-
sodrenddi marad, nem okoz gondot. Egyediil a ballisztikus modell harmadrendd, ott ezt
feltétleniil figyelembe kell venni, mivel a Jury-kritériumok alkalmazdsakor reldciot val-
toztat. Tovdbbd megjegyzendd, hogy a Jury-kritériumok diszkrét rendszerek vizsgélatdra
alkalmasak, mig a kozismertebb Routh-Hurwitz kritériumok folytonos rendszerekre, il-
letve biliniearis transzformacioval diszkrét rendszerre is alkalmazhatdk [6]. A stabilitasi
kritériumok szerepe, hogy a karakterisztikus polinom egyiitthat6ibol kdvetkeztethetiink a

gyokeire. Amig a gyokok a komplex szdmsikon elhelyezkedd egységkoron beliil vannak,
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addig a differenciaegyenlet egyensilya aszimptotikusan stabil. Altaldnos szabaly, hogy

n-ed rendd polinomhoz n + 1 szdmu feltétel tartozik.

Most nézziik az altalanos Jury-feltételeket:

2. F(¢=—1)>0,hanpdros és F'({¢ = —1) <0, ha n paratlan,

3. |ao| < a,, azaz ha a legmagasabb foku tag egyiitthat6ja 1, ugy a trivialis megoldds
esetén is biztositja, hogy a konstans nulladrendd tag ne legyen nagyobb egynél.

Ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor a séma stabil, és a ndvekményi faktorra igaz lesz,
hogy |£] < 1. A tovdbbiakban csak a karakterisztikus polinomot irjuk fel, és a kritérium

szamara utalunk.

— Fourier-egyenlet: a polinomot mar levezettiik, nézziik a kritériumokat:

1. 2@3 > (; ez minden esetben teljesiil.

2. 1+ Z—ﬁﬁ > (; szintén minden paraméter kielégiti.

3. At < AT‘TQ ; a harmadik Jury-kritérium feltételt szab az id6lépésre nézve.

— Guyer-Krumhansl-egyenlet : tekintsiik a polinomot az a£2 + a,& + ag = 0 alak-

ban, ahol
a9 = 1,
At 2At
@ = —-2-= 5 (2cos(kAz) —2),
Tq T, AT
At KAt At?
ag = 1——+ " 5 (2cos(kAz) —2) — 5 (2cos(kAz) —2).
T, TAT TAT
A cos(kAz) = —1 érték jelenti a sz€lsGértéket, minden esetben ezt vessziik alapul.

Ezt figyelembe véve a kritériumokra azt kapjuk, hogy:

2
2. A—m<2£’— >+%>/{2.

3. Az abszolutérték miatt két feltételt kapunk; At — AT‘”Q < K2

274

A masik kritérium pedig ATIQ (E = ) + At > k2%, mely gyengébb, mint a 2.

pontban leirt, mivel % < At.

Az MCV-egyenletre vonatkozé feltételt k2 = 0 mellett kapjuk meg.
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— Green-Naghdi-egyenlet: a konstitutiv egyenletbdl a GK-esethez képest hidnyzik

a héaram nulladrendd derivéltja, igy nem meglepd, hogy a f—; paraméter fog hia-

nyozni a polinom egyiitthat6ibol, azaz:

Gy = 17
KZAL
a = —2-— Py (2cos(kAx) —2),
2A A 2
ap = 1+ i t2 (2cos(kAx) —2) — ! 5 (2cos(kAz) —2).
T,Ax T,Az

Igy a stabilités feltételei:

C o TgAx?

4A¢E?

> 0; vagyis ez egyezik a GK-esettel.

TgAx?
2At

+%>/£2.

. Az abszolut érték miatt most is két feltételt kapunk ; At < x? feltétel kizédrja a

k? = ( esetet, ami dsszhangban 4ll a termodinamikai feltételekkel is. A masik
TgAx?
2At

kritérium pedig + At > k%; most is ez a gyengébb, mivel At > %.

— Ballisztikus-konduktiv egyenlet: a rendszer 3 egyenletbdl all, igy a polinom is

harmadfoku, egyiitthat6i a kovetkezok :

as

ag

ai

Qo

At At
= — 4+ — -3,
Tq TQ
At? 2At  2At 2A? At?
= +3— — —( ~ 5+ 2)(2COS(/€AI)—2),
T4TQ T, 0 T, TQAT T,Az

At At At? { K2 A2 At? (At
+—- —1+ —

T, ToAx? B T,A22% \ 79

- 1)} 2cos(kAz) — 2.

Tq TQ  TQTq

Az eddig szokdsos kovetelményeken kiviil sziikség van még egy negyedik kovetel-

ményre is, mégpedig:

|bo| > |b2|, ahol b() =

Qg as Qp aj

és b2:

as Qo as as

Jol lathatéan nagyon gyorsan elbonyolddnak a kritériumok, ennél az esetnél a nu-

merikus kiértékelés javallott. Az els6 3 kritériumot még le lehet vezetni analitiku-

san, de a formuldk nem olyan atlathatéak, ahogy eddig, nem szolgaltatnak tobblet

informaciot, ezért ezek kozl€sétdl eltekintiink.

Ezzel a stabilitdsvizsgalat végére értiink, a sémdk konvergencidja biztositott.
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3.3. AZ IMPLICIT MODSZER

Az explicit esethez hasonldan az eltolt mezds diszkretizaciot haszndljuk itt is, azon-

ban a sémat némileg eltérd modon épitjiik fel. Ezt 2 részletben szemléltetjiik.

3.3.1. IMPLICIT MODSZER: I. RESZ

Az aldbbiakban egy olyan diszkretizdldst €s stabilitds vizsgélati eljardst targyalunk,
amelyek anal6g médon csatlakoznak az eddigekhez, viszont rdvildgitanak bizonyos as-
pektusokra, melyeket eddig nem részleteztiink ki. Tekintsiik djra a Fourier-egyenletet, de
most a hdmérsékletre rendezett dimenzids formajat, 1 térdimenzidban, elsdfaju peremfel-
tétellel

0T = a0y T, Tlx=0,t)=T,, T(z=Lt) =Ty. (69)

Az L pontbeli hdmérséklethez nem véletleniil tartozik NV index, ez a numerikus eljarasnal
jelolésbeli konnyebbséget fog jelenteni, ugyanis egy matrix méretét altalaban N x N-el
jelolik. A kezdeti feltétel legyen homogén mdédon zérus a teljes tartomanyon, valamint a
jeloli a héfokvezetési tényezot. Implicit modszer eléréséhez diszkretizdljunk az aldbbiak

szerint: A
T 17 = S (T =21+ 1) (70)
Vegyiik észre, hogy a térderivalt kozelitése is az 4j n + 1 idSpontbeli értékek alapjin
torténik ! Ezt dtrendezve 1)'-re és az o := Zﬁﬁ jelolést bevezetve:
TP = -1 + (1 + 2a) T — o1, (71)

amit matrixos jelolésmaddban gy frhatunk, hogy

1 0 0
—a 1420 —«
(T x = 0 —a 14+2a —a . (T"+1)0
0 0
—a 1+20 —«o
0 0 0 0 1

(0...N)%(0...N)
(72)

ahol az elsd €s utolsé sorok 1 elemei a peremfeltételek megdrzését jelentik, a tobbi, tridi-
agondlis elemsorozat pedig a masodrendi derivaltat képezi le. Nevezziik el ezt az egyiitt-
hatémaétrixot M -nek, igy irhatjuk, hogy

M T")o.n=T""o.n (73)
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A dolgunk tehdt annyi, hogy ezt a métrixot megfeleld pontossdgban invertdlva minden
k 1d6lépésre kiszdmitsuk a (73) egyenletet! Ez a médszer a ©-mddszerhez hasonldan to-

vabb dltalanosithatd, azaz konvex kombinacidjat képezziik az explicit €s implicit tagoknak

az alabbiak szerint:

1
(T =T = 55 [(1—O)(Th, — 2T + T)) + O(T — 2T+ + 1)
= I =T+ a(l-0) (T, - 2T7 + Ty) + aO(T — 217 + T,
(74)
Ez is atirhat6 métrixalakra, mégpedig:
(T oon = —MQ(T™)o..N (75)
ahol M és () pedig:
—1 0 0 0 0
a® —(1+2a0) a®
0 a© —(14200) a®©
M. Nyx(0..n) = . ) ;
0 0
a® —(142a0) aO
0 0 0 0 -1
Q(0...N)x (0..N) = (76)
1 0 0
a(l-0) 1—-2a(1-0) a(l—0) 0
B 0 a(l—0) 1-20(1-0) a(l-0)
0 ' 0
a(l—-0) 1-2a(1-0) «a(l—0)
0 0 0 0 1

Ebben az esetben © = 1 visszaadja a teljesen implicit sémat, a © = 1/2 esetet pedig
Crank-Nicholson séménak nevezziik. A © = 0 esetén tisztan explicit sémat kapunk, va-
lamint © < 1/2-ig feltételesen stabil az eljards, ami az iterdciés matrixok sajatértékeinek
vizsgélataval elemezhetd.

Osszegezve elmondhatjuk, hogy az id61éptetés analég fogalom az iterdcids eljardsok-
kal, melynek szintén levezethet6 egy iterdciés matrixa, és annak sajatértékei meghata-
rozzdk a mddszer stabilitdsat. Ekkor azonban 1ényeges hangsulyt kell fektetni az iteracids
matrix inverzének kiszdmitdsara, hogy ez ne befolydsolja, s6t mi tobb, megkdnnyitse eset-

leg tobb id6lépés egyszerre torténd megtételét.
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3.3.2. IMPLICIT MODSZER: II. RESZ

Ebben az alfejezetben azt nézziik meg, hogy a rendszerre bontott

TAatT + 3xq == O,

77
7,00 + ¢+ 720, T = 0,

dimenzidtlan Maxwell-Cattaneo- Vernotte-egyenletnek hogyan néz ki az implicit, eltolt

mezds, ©-mddszerrel felirt diszkretizacidja.

Tekintsiik a g és gy pontokat el6irtnak a peremfeltételekben, a kezdeti feltételek pe-
dig homogén zérus helyzetet irnak le. Els6ként az energiamérleget diszkretizdlva kapjuk,

hogy

n n 1 n n n n
TAE(@' - 1) = T Az [(1 - @>(qi+1 —q;') + @(qz:ll —q; H)} ) (78)

valamint a konstitutiv egyenlet kdvetkezik :
T, n n n n
@ =)+ [(1-0)q + 647 +
TA

+Aw

(L=O) T =T )+ (T =T ] =0.  (79)

A mitrixokkal torténd felirds sordn figyelembe kell venni, hogy a 7' és ¢ mez8k nem
ugyanakkordk az eltolds miatt, a fél térlépéssel eltolt mez6 egy elemmel kisebb. Legyen
igy a ¢ mezdre igaz, hogy 0... /N, a 7' mezdre pedig 0. .. M elembdl 4ll. Nézziik eloszor
a (78) energiamérleget:

_At(1-0) AtO

Tn+1 — n o
( )0...M TAAT Ql(q )0...N N

Ql(qn+1)0...N +(T")o...m, (80)

ahol ), képezi a differencidkat a szomszédos térpontok kozott, igy

-1 1 0
0O -1 1 0 0
Quo.mxo.y=| 0 0 =1 1 ... |, 81)
: o . . .0
o o0 . 0 -11

valamint ezzel anal6g médon képezziik a (79) konstitutiv egyenletben szereplé6 mennyi-
ségeket is, azaz

(" o..nv = =D (a1 Qa(T™)o..ar + 2Q2(T™ o ar + D1(¢")o..n), (82)

Atta(1-0)
TeAx

azonosak, azonban a (), mérete kisebb, ez a hdmérsékletmezdn képezi a kiilonbségeket.

AtTA O

ahol oy = és oy = oA konstansok. A ), és (), szerepe azonos, elemeik
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A D, és Dy matrixszok pedig a hdaramvektorokat szorozzédk, ezért méretilk N x N, és

elemeik pedig rendre

1 0
0 Z(1-0)-1 0
D 0...N)x(0..N) = 0 0 %(1—@)—1 0 |
0 0
0 2(1-0)-1 0
0 0 0 0 e X
valamint
1 0 0 0
0 ZO+1 0 0
D3 0...N)x(0..N) = ’ 0 %t@ +1 0
0 0
2O +1 0

0 0 0

Vegyiik észre, hogy mindkettd, (78-79) egyenletben szerepelnek a T és ¢" ! vektorok.
Egyszerii behelyettesités és dtrendezés utan példaul a ¢"*! vektor kiszdmolhat6, amivel
mar a hdmérsékletmezd értékei is meghatarozottak lesznek.

Mindenképp fontos megjegyezni, hogy itt nem egyetlen matrix hatvanyaként allitjuk
el6 az idSlépéseket, ahogy azt az implicit médszer 1. részében lattuk. Igy a sajatértékek
vizsgalata nem egyértelm, mit is jelentene ebben az esetben €s pontosan melyik matrix
hogyan jarul hozza a stabilitdshoz. Eppen ezért itt is a Neumann- és Jury-kritériumokkal
ériink célt, ezeket fogjuk felhasznalni. Miel6tt ezt megtennénk, irjuk még fel a GK és
a ballisztikus egyenletek hasonlo jellegii diszkretizdciojat is! A GK-egyenlet esetén a
konstitutiv egyenlet diszkretizdcidja a kovetkezd:

Lt — )+ (1 - O)g! +Og ) +

t
o (L=O)T =T ) + oI — 1)) — (83)
52
— 27 (1= 0)(a — 207 +aity) + O (g — 24/ + )] = 0.

A ballisztikus konduktiv egyenlet esetén pedig 2 konstituticios Osszefiiggéssel van
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dolgunk, amelyek diszkretizalva a kovetkezbek :

(g =g+ (- ©)q! + 6g* ) +

F e (=€) Ty = T7y) + O 1)) +

- (1-0)(QF - Q) + 8@ = Q) =0, (84)
L@ QN+ (1-0)Qr + Qi) +

+ 5 (1=0)(gh —a) +0(@ —qi) =0, (85)

A tisztan explicit esethez hasonldan, Gjbol a (64) egyenletet hasznéljuk fel. Helyettesitsiik
be a megfeleld tagokat a (78) egyenletbe, igy

At$ [(1 . @) (eikAz . 1) + @g(eikAa: o 1)} — 07 (86)

To(€—1) +QO7_A

valamint ugyanezeket a 1épéseket kovessiik a GK-egyenlet esetén is, azaz

A
wl€— 1)+ a0 [(1-0)+6g +
A . :
T (1 0)(1 - ) 1 0g(1 )] -
K2 At

_ qom [(1 - @) (6ikAx 24 67ikAa:) + @6 (eikAx —24 efikAa:)] —0. (87)
q

A két egyenletbdl képzett egyiitthatomatrix determindnsat kiszamitva kapjuk az F'(§) =
= a»€? + a1€ + ap karakterisztikus polinomot. Az egyszerisitések sordn szintén felhasz-
naljuk, hogy €% — 2 4 =A% — 9 cos(kAx) — 2. Igy a polinom egyiitthatéi a kovetke-
z0k:

At

_ _ =" _ _ _ 2 _ _
a = 1 - (1—0) + (2cos(kAz) —2)(1 @)M% (K* = At(1—0)),
At At
a; = —2+4—(1—-20)+ (2cos(kAzx) — 2)——(r*(20 — 1) — 2A¢(1 - ©)0),
T, Az?T,
B At At )
ag = 1+ T—q@ — (2cos(kAx) —2) Aac27'q@(/€ + AtO). (88)

Ellendrzésképpen latjuk, hogy a © = 0 eset azonnal visszaadja a tisztdn explicit sé-
mdhoz tartoz6 egyiitthatokat. Vizsgéljuk el8szor a tisztdn implicit esetet, azaz © = 1.
Ugyanazokat a Jury-kritériumokat felhasznélva kapjuk, hogy

1 4A¢E?
© TgAz?

> (0, ez minden esetben teljesiil.

2. 44238 + 4235 (257 + At) > 0, azaz minden paraméter esetén teljesiil.
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3. 1< 14 28+ 435 (k° + At), azaz tovibbi feltétel nélkiil mindig teljesill.

TqAz?

Ez utébbi reldciokbdl nem kaptunk feltételeket a séma stabilitdsara vonatkozdan, minden
esetben feltétel nélkiil teljesiilnek a kovetelmények. Az MCV-egyenlethez tartozé alese-
tet a k2 = 0 helyettesitéssel kapjuk. A © = 1/2 vélasztés egy specidlis aleset, ezt szokds
Crank—Nicolson-sémanak nevezni. Ekkor szintén olyan reldcidkat kapunk, amelyek telje-
siilése nem igényel tovabbi feltételeket,

1 4A¢?
C T Az?

> (), ez minden esetben teljestil.

2. Egyszerisitések utdn addédik, hogy 4 > 0, azaz barmely paramétertdl fiiggetleniil
teljesiil.

b 4k

3. Atrendezés és egyszeriisités utan adédik, hogy 0 < 1 + A—:Q, amely az MCV-

egyenletre is mindig teljesiil.

A sémadk konzisztencidjat illetGen az explicit esetnél bemutatott 1épéseket tjra meg-
tehetjiik, de sziikségtelen, ugyanis az (56)—(58) egyenletek alapjan ezek teljesiilése itt is

beldthatd, egyardnt a © = 1 és © = 1/2 esetekre vonatkozdan.
Utolsé 1épésként hasonlitsuk 6ssze a kiillonbozd sémakat! A kovetkezd négy esetet

fogjuk vizsgalni:

1. Fourier-egyenlet megolddsa (7, = k?),
2. MCV-egyenlet megoldésa (1, = 0.02, x? =),
3. GK-egyenlet megoldésa (x* = 107, 7, = 0.02),

4. Ballisztikus-konduktiv egyenlet megoldésa,

azonos mellékfeltételek mellett. Alkalmazzunk I = 300 térlépést, s tartsuk konstans érté-
ken a klasszikus anyagi paramétereket, azaz a fajhdt, stirliséget és a hévezetési tényezdt,
valamint a szimuldlt idSintervallum hossza és a peremfeltételek is azonosak maradnak

minden esetben.

3.3.3. A FOURIER-EGYENLET MEGOLDASA

Ebben az esetben a teljesen implicit sémdnak elegendd 100 id61épés, amely 0.119 s
futdsi id6t igényel, a megoldds a 5. dbrdn lathat6. A © = 1 és a © = 1/2 esetek kozott
nincsen észrevehetd kiilonbség. Ugyanehhez a megoldashoz a teljesen explicit séménak a
stabilitdsi feltételek betartdsaval viszont 10° szdmu idSlépésre van sziiksége, amelynek a

futasi ideje 142.9 s. Ez mar ezen a szinten is harom nagysagrendnyi kiilonbséget jelent !
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5. ABRA. A Fourier-egyenlet megoldasa a teljesen implicit sémaval.

3.3.4. AZ MCV-EGYENLET MEGOLDASA

Az MCV-egyenlet hiperbolikus jellege miatt jelentOs eltérést tapasztalunk a © = 1
és a © = 1/2 sémak kozott (6. dbra). Mindkét esetben 10° id61épést felhaszndlva, nagy-
sagrendileg ugyanannyi futdsi id6vel (0.2 s), a hullimfrontok kornyezete jelentdsen eltér
egymadstdl, de az aszimptotika ugyanaz marad.

A két séma kozotti kiillonbség csokken (7. dbra), ha a teljesen implicit séménal no-
veljiik az id8lépések szamat (10°, a futdsi id6 15.4 s). Az explicit sémédnak szintén 10°

1d6lépésre és 145.45 s-ra van sziiksége a megoldéashoz.

3.3.5. GK-EGYENLET MEGOLDASA

Itt a tdlcsillapitott tartomany megoldésaira helyezziik a hangsulyt, ez a stabilitasi fel-
tételek és a kisérletek kiértékelése szempontjdbol fontos. Erre a tartomanyra a x* > 7,
relacio a jellemzd, és az explicit séma esetén sokkal nagyobb 1épésszamot kovetel meg.
Ekkor, ahogy azt a Fourier-egyenlet megolddsa sordn is tapasztaltuk, a © = 1 és 1/2 be-
allitasok kozott nem észlelhetd kiillonbség, feltehetéen az egyenletek parabolikus jellege
miatt. A tisztdn implicit és vegyes esetekben 103 szamu id6lépés elegendd, 0.261 s futdsi
id6 mellett (8. dbra). Az explicit séméndl 300 térpont esetén nem elegendd a 10° szamu
id6lépés, emiatt olyan méretli egyenletrendszerrel van dolgunk, amit ilyen matrixokkal
felirt formalizmus mellett mar nem lehet kezelni, €s emiatt megoldani sem. Ekkor vagy
olyan kdédot irunk, amelyben csak minden N-edik id6lépésre vonatkoz6 értékeket ment-
juk el, vagy csokkentjiik a térpontok szdmat. Ez utobbi valasztast megtéve, 100 térpont

és 10° szamu id6lépésre 52.6 s az explicit séma futdsi idSigénye. Osszehasonlitdsképpen,
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7. ABRA. Az MCV-egyenlet megoldasa a kiilonb6z6 implicit sémdkkal. A 6. dbrdhoz
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9. ABRA. A ballisztikus konduktiv egyenlet megolddsa © = 1 és 1/2 implicit sémékkal.
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100 térpontot és 1000 iddlépést alapul véve az implicit sémédnak elegend 0.16 s.

3.3.6. BALLISZTIKUS-KONDUKTIV EGYENLET MEGOLDASA

A paramétereket a NaF kisérletek tapasztalatai [53] alapjdn meghatarozva egy Ossze-
hasonlitdst tirgyalunk a © = 1 és 1/2 esetekhez kot6dGen. Ahogy az MCV-egyenlet eseté-
ben is lattuk, a hiperbolikus egyenletekre a Crank-Nicolson-tipusd séma pontosabb meg-
oldést ad (9. dbra), ugyanannyi tér és id61épés mellett. gy van ez a ballisztikus-konduktiv
egyenlet esetén is, a hullamfront kdrnyezete 1ényegesen eltér egymdstol a két esetben. Az
implicit séma 300 térpont és 5000 id6lépés megtételével 1.8 s futdsi id6t igényelt, ugyan-
ehhez a megoldédshoz az explicit sémdnak 500000 1d6lépésre és 170.2 s-ra volt sziiksége.

4. A GUYER-KRUMHANSL-EGYENLET ANALITIKUS MEGOLDASA
HOIMPULZUS PEREMFELTETEL ESETEN

4.1. BEVEZETES

A korébbi, elméleti részben lattuk, hogy a Fourier-egyenlet kiterjesztésére milyen
termodinamikai mddszertan felhaszndldsaval milyen jellegli kiterjesztésekre jutunk. Az
altaldnositott egyenletek koziil a Guyer—Krumhansl-egyenlet kitiintetett fontossaggal bir,
a kisérletekrdl sz616 fejezet ezt ala fogja tamasztani. Eppen emiatt fontos, hogy a szdmi-
tdsokat megkonnyitsiik, legaldbb a nagy szdmu kisérletek kiértékelése miatt. Erre muta-
tunk most be egy analitikus médszert, amely bar a valtozok szétvalasztasan alapul, anndl
azért technikdsabb. Az eldlapi peremfeltétel a h6impulzus-kisérletben is felhaszndlt id6-
fliggd héaram-peremfeltételként adott. Az egyszerliség kedvéért a hatfali peremfeltételt
tekintsiik adiabatikusnak a teljes folyamat sordn. Habar a valésdgban nem létezik adiaba-
tikus peremfeltétel, ez a megoldas igy is haszndlhat6 fog maradni, amikor a végeselemes
modszer altal generédlt megoldasokat szeretnénk az altaldnositott hGvezetési egyenlettel is
kiértékelni. Egy ilyen szimulacids kornyezetben az dsszes peremfeltétel jol kontrollalha-
td, igy az adiabatikus kozelités immar pontos megoldast jelent. Tovabbi felhaszndldsa az
analitikus megolddsnak, hogy a COMSOL - szintén végeselemes — programkornyezetben
implementélt dltaldnositott egyenletek validdldsara is szolgal.

4.2. FELADAT KITUZESE

Az eddigiek sordn a Guyer-Krumhansl-egyenletet egyenletrendszerként irtuk fel,

melynek innentdl csakis az 1-dimenziés forméjét tekintjiik. Allt egy konstitutiv egyen-
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letbdl:
70+ q—XT" —K*q" =0, (89)

ahol a feliil pontozds az id6derivéltat jeloli, a feliilvonds pedig a térderivaltat, a 7, a relaxd-
ciés idd, \ a hdvezetési tényezd, 2 pedig a disszipaciés paraméter. Ehhez hozz4tartozik
még a belsé energia mérlegegyenlete:

pcT +q = 0. (90)
Ezeket dimenziétlan forméba irva kapjuk, hogy

T4+ q—TAT — K*¢" =0, 91)
T +¢ =0, (92)

ahol minden mennyiség dimenzidtlan a kordbban bevezetett jeloléseknek megfeleléen. A

peremfeltételeket szintén hddramként, dimenzidtlanul fogalmazzuk meg:

q(x =0,t) = qo(t) = 1 — cos <27Tti) , (93)

2
ahol ¢, a h6impulzus hossza. A hatfali peremfeltétel pedig adiabatikus dllapotot definial,
azaz q(x = L,t) = qr(t) = 0. A kezdeti feltétel szerint pedig ¢(z,t = 0) = 0 és ¢(z,t =
=0)=0.

Tovéabba észre kell venniink, hogy a hagyomanyos értelemben mésodfajinak tekin-
tett peremfeltételt hdmérsékletileg nem tudjuk megfeleléen értelmezni, a peremen adott
h6aram nem azonosithaté kozvetleniil a hémérséklet gradiensével, ahogy azt a Fourier-
egyenlettel tennénk. Emiatt célszerli nem a h6mérséklettel, hanem kozvetleniil a haram-
mal dolgoznunk. Rendezziik at ugy a (91) és (92) egyenleteket, amiben csak a hdaram

szerepel ! Igy a kovetkezs egyenletet kell megoldanunk:

Tad+q=q"+rq". 94)

Ekkor a h6aramra adott peremfeltétel ugy viselkedik, mint egy els6faji peremfeltétel.
4.3. MEGOLDAS

A megoldast id6ben 2 szakaszra bontjuk. A megoldas els6 szakasza a t, id6pontig
tart, azaz a h6impulzus végéig. Mivel innentdl az elSlapi peremfeltétel is zérus, igy a ¢,

utdni idépontokra masképp jarunk majd el. E16szor nézziik tehét az elsd szakaszt.

4.3.1. 1. SZAKASZ

Az id&fiiggd peremfeltétel miatt a ¢(x,t) fiiggvényt bontsuk fel két részre:

q(z,t) = w(z,t) +o(z,1), (95)
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ahol w(x,t) segitségével ,levdlasztjuk” a peremfeltételek id6fiiggését a v(x,t) inhomo-
gén, de alland6 peremfeltételd megoldasrol. Helyettesitsiik vissza (95) egyenldséget a
(94) egyenletbe:

70+ 0) + w40 = w" + 0" + k2" + ). (96)

A w(x,t) alakjat mi hatdrozzuk meg, célszer( az egyszeriiség kedvéért valamilyen linedris

fliggvénnyel dolgozni, azaz legyen
x x

w(z,t) == qo(t) + E(QL(t) — (1)) = (1 - z) (1), O7)

mivel a hatfali gy (¢) h6aram azonosan nulla. Ekkor a (96) egyenletben a w” = 0, és a
w=(1—%)go(t), &= (1—2£)o(t). Igy v(x,t)-re egy inhomogén egyenletet kaptunk,

azonban a rd vonatkoz6 peremfeltételek idében dllanddak,
T4+ =" + k¥ — f(z,1), (98)

ahol f(x,t) = w + 7,w. A (95) felbontds meg6rzi a kezdeti feltételeket, azaz v(x,t =
=0) =0 és a v(x,t =0) =0, a peremfeltételek pedig homogének: v(z = 0,t) = 0,
v(x=L,t) =0. Awés a i pedig a qo(t)-bSl szamolhatd:

2 ¢

=" (1= ) sin (%-) , (99)
t, L t
4m t

i = (1= 7 ) cos (%-) . (100)
2 L t,

Innentdl kihaszndlhatjuk a véltozok szétvélasztdsanak modszerét és annak 1épéseit,
azaz feltételezziik, hogy
v(x,t) = ()X (x) (101)

felbontds megtehets. Mivel a (98) egyenlet inhomogén, ezért azt is fel kell tenniink, hogy
a homogén (f(x,t) = 0) esetbdl ad6dé sajatfiiggvényeket hasznalhatjuk. Az igy ad6dé
sajatfuggvényeket fogjuk felhaszndlni az f(z,t) kifejtésére is ebben a fiiggvénytérben,
amelyet az X (z) sajatfiiggvények feszitenek ki. Azaz a (101) egyenletet felhasznélva a

kovetkezd atrendezést kapjuk a homogén esetre vonatkoztatva:

wp+¢  X'(x)

= =5, 102
ot X Y o

ahol 3 > 0. Igy a sajatfiiggvényeket a
X"+ X =0, X(x=0)=0, X(x=L)=0 (103)

egyenletbdl hatdrozzuk meg, amelynek dltaldnos megolddsa a

X(x) = Acos (ﬂx) + Bsin (ﬂx) (104)
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fiiggvény. Az X (z = 0) = 0 peremfeltételbdl A = 0 ad6dik, az X (z = L) feltételt kihasz-
nélva pedig megkapjuk a sajatértékeket. Mivel B # 0, ezért sin (\/Bm) = 0. Igy

nm

- (25)'

ahol n természetes szdm és barmely n > 0 esetén f3,, sajatérték lesz. Osszegezve tehdt
elmondhatjuk, hogy
X,(x) = sin (%x) (106)

sajatfiiggvénye a — % operatornak (3, sajatértékekkel. A B egyiitthatot elhagyjuk, késSbb
a kezdeti feltételek figyelembevételénél 6sszevonjuk az idébeli részbdl adodo egyiitthatd-
val. A (106) egyenletet felhasznélva kapjuk, hogy

v(x,t) = ngn(t) sin (%x) : (107)

Ekkor még hatra van ¢(¢) meghatarozasa, ehhez figyelembe kell venniink az f(x,t) in-

homogén tagot is, mivel
—flz,t) =10+ 00— — ¥ =
= nm\ 2 nm\ 2 nm
=> {Tq% +¢n + (f) Pn + K2 (T) g‘on} sin <T‘U) . (108)
n=1

Ezt ugy tudjuk megoldani, ha magét az f(z,t) fuggvényt is felbontjuk a sajatfiiggvények
szerint és utdna ¢, -re kapunk egy kozonséges differencidlegyenletet, amelyet minden 7-

re meg kell oldani.

Tegyiik fel, hogy
> . /nm
flz,t) = nz:;fn(t) sin (Tm> , (109)

p p

L
2 [2 t 4 t
fu(t) = T {t—: sin (27rt—) + Tq% coS (27?75—)} / <1 — %) sin (%x) dz. (110)
0
Az integrélast elvégezve kapjuk, hogy

fult) = {2—7T sin <27T£) +Tq4—ﬂ; cos (27T£):| 2 f(t)%, (111)

ty ty tp typ nmw
- 2 . n
flz,t) = ;f(t)a sin (%a:) (112)
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Ezzel tehat van egy k6zonséges differencialegyenletiink ¢,,(¢)-re, ¢, (0) = 08&s ¢, (0) =0
kezdeti feltételekkel:

ToPn + {1 4 2 (”%)1 o+ (”%)2% — —f(t)%. (113)

Ennek megolddsaval v(z,t) ismert és q;(z,t) = w(x,t) + v(z,t) elsd szakasz megolda-
sa teljesen meghatarozott. A kezdeti feltételek figyelembevételével az alabbi megoldést

kapjuk:

oult) 1 —1(a+vaZ=1b)t [a2c <_1 1 e\/a2—4bt>

— 2\/m (a2g2 + (b _ g2>2) €
- (\/Md (1 + emt) +2¢ (—1 + eVMt> g) (b—g¢*) +
ta (Va2 = Tbeg +v/a? = Dhee g 1 d (b+ g?) — de T (b4 7)) +

+2Va? —4beé(a+‘/m)t((bd —g(ac+dg))cos(gt) + (bc+ g(ad — cg)) sin(gt))}

g_

(114)
ahol a, b, ¢, d, g konstansok a kovetkezoek :
1 2
a = —<1+/{2<n—7r)),
Tq L
- 1y
T, \ L
4
c = — ,
nt,T,
8
d = ——.
nt;
2
g = (115)

p

A megoldés ¢;; masodik szakaszahoz az elsd szakasz ¢, idGpontbeli értéke szolgal
kezdeti feltételként.

4.3.2. 1I. SZAKASZ

Ekkor ugyanigy a (94) egyenletet kell megoldanunk, azonban a peremfeltételek most
idofiiggetlenek és adiabatikusak, azaz q(z = 0,t) = q(x = L,t) = 0. A kezdeti feltételek
most bonyolultabbak, a g;;(z,t = 0) = ¢;(z,t =t,) és a ¢r(x,t =0) = §(x,t =t,)
egyenleteket ki kell elégiteniink.

Az el6z6 qr megoldastol eltéren az id6beli rész megvaltozik, itt nincs f(x,t) inho-

mogenités. Szintén feltételezziik a szorzat alaku megoldast:

qrr(z,t) =~v(t) X (x). (116)
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A térbeli rész, az X (z) sajatfuiggvény és a sajatérték ugyanaz, hisz a homogén megol-
ddsra vonatkoznak, igy ezeket nem szamoljuk djra. Az iddbeli részre pedig szintén egy

kozonséges differencidlegyenletet kell megoldani:
T + (L4 Bak?®) An + Bayn = 0 (117)
a7(0) = pn(ty) és a,(0) = ¢, (t,) kezdeti feltételekkel. Ennek
Yo (t) = Crne™" + Cope™ (118)

az altalanos megoldésa, az

T2 = % (—1 — Bk £ \/(1 + Bnk2)? — 4Tqﬁn> (119)

q

karakterisztikus gyokokkel. A C',, és a Cy, egyiitthatokat a kezdeti feltételekbdl kell meg-
hatarozni:

Cln + an = (,Dn(t = tp>,
Cln'rln + CQnTQn = Son (t = tp) (120)

Az egyiitthatok kozlésétdl azok terjedelme miatt eltekintiink.

4.4. A HOMERSEKLETMEZO MEGHATAROZASA

Az eddigiekben meghatédroztuk egyarant a ¢, idGtartam el6tti €s utdni tartoményra a
héaramra vonatkoz6 megolddsokat, amelyeket ¢,, idOpillanatra vonatkozdan illesztettiink a
kezdeti feltételek dltal. A hdmérsékletmezd kiszdmitdsdhoz sziikségiink van a bels6 ener-
gia mérlegyenletére, amibdl integraldssal kozvetleniil meghatarozzuk a hémérsékletet. Ezt
is két szakaszra kell bontani. Ezeket a 1épéseket kifejtve :

. . 1 1 &
Wl+q =0 = T:—aq’z—azm(ﬂ%ws (57=). (121)
n=1
t
1 > nmw nmw
r—_L T (o) <_ )d, 122
TAO/; (a)Lcos 7 @) da (122)

ahol I, (¢) lehet ,, vagy ~,, attdl fiiggen, hogy melyik idGintervallumra integralunk, a
homérsékletre vonatkozé kezdeti feltételt pedig az integrélds és egy konstansnyi hatédro-
zatlansdgot kihaszndlva vessziik figyelembe. A dimenzi6tlan h6mérséklet kezdeti feltétele

az els6 szakaszra: Ty (x,t = 0) = 0, a mdsodik szakaszra: Ty;(x,t = 0) = Ty(z,t = t,).
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Mindez az els6 szakaszra ugy néz ki, mint

To(a,t) = —— [ [w/(a) +v/(a)] da =

TA
0
11 =
nw nm
= <—Zqo(a) + zzlapn(oz)f Ccos (fx>> da, (123)
0 =
t ! (rt/ty)
t,sin(2mt/t
(a)da = — [ —t + 22— 122 124
[wiaiaa =g (<o 2RERL), (124
0

t

00 ©© 1
/an(a)da = ;‘I’n@) T 9(@F 1+ (- (a—R)R(a+ R)

0 n=1

- ((be+ glad — cg))(a — R)R(a+ R) + g(a+ R) (a’cg — ad (b+ ¢*) +
+ acgR — (b— ¢°) (2cg + dR)) —

—g(a—R) (a’cg— (b—g*) (2cg — dR) —

—a(d(b+g°) +cgR)) — e~z (@R (e"g(a+ R)-

(a*cg — ad(b+ ¢°) + acgR — (b— ¢*)(2cg + dR)) —

—gla—R) (a’cg— (b—¢*) (2cg —dR) —a(d (b+ ¢°*) + cyR)) +
+e2@t 0t (g — RYR(a+ R)((be+ g(ad — cg)) sin(gt) +

+ (—=bd + g(ac+ dg)) sin(gt)))), (125)

ahol R = v/a? — 4b. Tudjuk tovabbd, hogy ¢, (t = 0) = 0, igy
> @,(t=0)=0 (126)
n=1

is igaz a t = 0 pontban. Igy a kezdeti feltétel automatikusan teljesiil (az integralasi kons-
tans K1, = 0). A méasodik szakasz esetén illeszteni kell a két hdmérséklet-eloszlas fiigg-

vényét egymdshoz. Irjuk fel az integraldst az eddigiekhez hasonléan :

t
1 o0
T = —ao/;'yn(a)n% coS (%Tx) da, (127)
t o0 o0 C o0
/nyn(a)da => Fm(e’“lnt —1) = (t). (128)
0 n=1 n=1 n n=1

Fontos latnunk, hogy 2, (¢t = 0) helyen zérus értéket vesz fel, azaz nem képes azonnal

aTy(x,t =t,) értéket felvennie. Az is igaz, hogy az integrdldskor mindig rendelkeziink
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12. ABRA. A hatfali h6mérséklet az MCV-egyenlet megoldéasa esetén.

Mivel a kisérletek kiértékelése szempontjabdl a hatfali hdmérséklet idébeli lefutdsa a
fontos, ezért nézziik meg, hogyan konvergdl az analitikus megolddsban kifejtett végtelen
sorozat. A hatfali h6mérsékletet a Fourier-egyenlet (7, = x*) esetén N = 1, 3,10, 40 tagra
Osszegezve a 10. dbran latjuk. El6szor N = 1 és 3 esetén a kezdeti szakasz a negativ
tartomanyban mozog, utdna pedig dtmegy a pozitiv tartomanyra (N = 10), és végil N =
= 40 esetén mar gyakorlatilag sima. Ebbdl azt is le tudjuk olvasni, hogy a kezdeti, rovid
ideig tart6 héimpulzusszakasz korrekt leirdsdhoz elég sok tagot kell figyelembe venni.
Hosszabb id6tartamra azonban ez a kiilonbség teljesen eltlinik, és elegend6 csak az elsé
tagot hasznélni.

4.4.1. AZ IMPLICIT NUMERIKUS MEGOLDASSAL VALO OSSZEVETES

Ahhoz, hogy ellendrizziik az analitikus megoldas helyességét, valamint a numerikus
sémank pontossagat, vessiik 6ssze a két megoldast, kiilonb6z6 esetekre ! E16szor tekintsiik
a Fourier-egyenlet megolddsat azonos anyagi paraméterekre és peremfeltételekre (11. 4b-
ra). A numerikus megoldés soran 500 térpontot €s 10? id61épést haszndltunk fel. A nume-
rikus megolddshoz 1.84 s id6 sziikséges, az analitikus megolddshoz 200 tagot Osszegezve,
0.001 s-os id6lépésekkel, pedig 0.23 s. Bar ez nem tiinik jelent8s kiillonbségnek 1 futta-
tas sordn, de a kisérleti adatokra val6 illesztésnél ennél nagysagrendekkel tobbszor kell
a megoldast eldallitani. Az MCV-egyenlet megoldédsa sorédn is nagyon j6 egyezést mutat
mindkét megoldds (12. dbra). Ekkor azonban a © = 1/2-hez tartoz6 vegyes séma jobban
teljesit, mint az analitikus megoldds, 8 s-ra volt sziikség a tagok felosszegzésére, szem-
ben a numerikus eljards 1.89 s-mal. A teljesen implicit séma azonban itt is elmarad az
analitikustol, ideje 16 s. A GK-egyenlet tulcsillapitott tartomdnyban valé megoldasa (13.

dbra) esetén az analitikus Ut meglehet&sen gyors, ugyanis mar 5 tag 0sszegzésével is jol
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13. ABRA. A hatfali hémérséklet a GK-egyenlet megoldasa esetén.

kozeliti a pontos megoldast és ehhez kevesebb, mint 0.1 s is elegendd. Ebben az esetben

az implicit numerikus megoldds sem marad le nagyon, a sziikséges futdsi id6 0.3 s.
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Nem-Fourier hdvezetési jelenséget kisérletileg alacsony homérsékleten figyeltek meg eldszor,
reprodukdlhaté modon. Ugyanez nem mondhato el a szobahdémérsékleten zajlo kisérletekrdl, ezi-
ddig. Ebben a munkdban a BME Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszékén zajlo kisérleteket
tdrgyaljuk, amelyek reprodukdlhatoan, tobb izben kimutattdk a nem-Fourier hdvezetési jelenséget
heterogén anyagokban, mint példdul kézetek és fémhabok. Ezt kovetden a kisérleti hdttér dltal ihle-
tett végeselemes modellt mutatjuk be, amely jol prezentdlja a mogottes fizikai elveket, és tdmpontot

adhat tovdbbi mintdk tervezéséhez.

1. MERESI ELJARAS BEMUTATASA

A mérések alapgondolatat azok a megfigyelések szolgaltattak [1, 2, 3, 4], miszerint a
Fourier-jellegii héterjedés nem csak a kordbban emlitett sz€élsdséges koriilmények (rend-
kiviil alacsony homérséklet, kis id6- €s méretskalak) kozott jelenik meg, hanem akdr mér
szobahdmérsékleten is, ahol a klasszikus elmélet dltal josolt hoterjedéstdl vald eltérést az

anyagon beliili heterogenitds okozhatja.

A fejezet elsd részében sz lesz a mérés sordn alkalmazott mérési eljarasrdl (flash
modszer) és annak sajatossagairdl. Ezt kovetden pedig a fejezet mésodik felében, a mé-

résbol kapott adatsorok feldolgozasa és elemzése kap helyet.
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1.1. A FLASH MODSZER

A héfizikai jellemz6k' meghatdrozdsara tobbfajta mérési médszert dolgoztak ki az
utébbi évtizedekben, amiknek a fejlédése a mai napig is tart. Ezen jellemz6k ismerete
rendkiviil Iényeges a kiilonbdz6 anyagok termikus méretezési feladataival kapcsolatban.

A mérési eljarasok két £6 csoportba sorolhatéak. Az egyik ilyen csoportot képezik az
idében stacionarius hdmérséklet-eloszlason alapulé méréberendezések. A masik nagy
csoport pedig az instacionarius mérési eljarasok, azaz ahol a hémérséklet az id6 fiigg-
vényében valtozik. Az alkalmazott mérési eljards az utébbi csoportba tartozik, aminek
lényege, hogy az anyagon beliil lezajlo, tranziens hdvezetéssel kapcsolatos paraméterek
mérésén alapszanak. Az ilyen tipusi mérSberendezések nagy eldnye a gyorsasag, kisebb
érzékenység a hdveszteségekre a rovid gerjesztGimpulzusok miatt [5]. A tovdbbiakban
az impulzusmédszerek alcsoportban helyet foglal6 és széles korben elfogadott, hasznalt
flash mérés lesz bemutatva.

A flash mérési médszer® a hdmérsékletvezetési tényezd meghatdrozasdnak egyik leg-
elterjedtebb és legelfogadottabb eljardsa [6]. A mérés kidolgozasa Parker és tarsai nevéhez
fiz6dik [7].

A mddszer merében egyszer(i gondolatra épiil. Lényege, hogy egy teriiletéhez képest
vékony mintadarabot egyik felszinén héimplzussal gerjesztjiik, a hatoldalon pedig mérjiik
a héfokvaltozast (1. dbra). Ebbdl tudjuk meghatdrozni a hdmérsékletvezetési tényezot.

GerjesztO impulzus

Eliils6 feliilet
Kezdeti Homérséklet T

Vastagsag

Hatsé feliilet
Hoémérséklet valtozas = T, + AT(t)

1. dbra. Az dbrdn a flash modszer egyszeriisitett elve ldthato. Az eliilsd feliileten hat a
gerjesztés, ami hatdsdra homérsékletvdltozads lép fel a hdtoldalon. A vastagsdg, mint a
mintadarab egyik legfontosabb paramétere, az dbrdn is fel lett tiintetve.

Ez a fajta eljaras rengeteg el6nnyel szolgal [5]:

' Hévezetési tényezs, hSkapacitds és a hémérsékletvezetési (hddiffuzivitdsi) tényezs.
2 A médszer az tigynevezett kialakul vagy kezdetiszakasz-médszerek korébe tartozik ; mivel a mérés
a hémérsékletmaximum fellépésének idejéig, illetve ezen id6tartomanyig tart.
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— Széles mérési tartomdnyt képes atfogni. A legjobb hévezetd anyagoktdl kezdve
a hoszigetelokig lehetséges a mérés. A minta geometriai méreteinél van csupan
megkotés, miszerint a relative kis méretli minta megfeleléen reprezentdlja a vizs-
galand6 anyag tulajdonsdgait. A széles mérési tartoméany tovdbba a homérséklet-
intervallumokon is megmutatkozik. A mai legkorszer(ibb ilyen berendezések ultra-
magas hdmérsékleteken is tudnak mérni, akdr 3000 °C homérsékletig. Valamint

nagyon alacsony hdmérsékleteken, -150 °C-ig [8, 9].

— A kis méretii és egyszert alakd mintadarab miatt a vizsgalandé anyagbdl elég csak
kevesebb mennyiséget felhaszndlni a méréshez, tovabba a mintadarab elkészitése

viszonylag egyszerl eszkozoket igényel.

— A hétranszport gyors lefolydsa miatt a minta feliilete és kornyezete kozotti hécsere

szinte teljesen elhanyagolhato.

— Meéréstechnikai szempontbdl kedvezd, hogy a héfizikai jellemz&k meghatdrozasat

idémérésre vissza lehet vezetni’.

Ezen el6nyok a kutatds szempontjabdl jelentds hatdssal birnak, mivel széles vizsga-
land6 anyagvélasztékot biztositanak. A vizsgélat szempontjabol viszont a leglényegesebb
elénye a flash mérésnek, hogy a Fourier-féle hdvezetésen tili jelenségek kimutatdsira

legalkalmasabb médszer a kis karakterisztikus idejli h6impulzus gerjesztése miatt.

1.2. A MERES ELRENDEZESE

A mérések a BME Energetikai Gépek és Rendszerek Tansz€ék laborjaban torténtek,
ahol szintén a tansz€k éltal biztositott hdimpulzusmérd berendezés taldlhatd. Az eszkoz

az 2. abran lathato.

A mintatarté mozgatasit a méréberendezésben fidkszeri illeszkedéssel oldjuk meg.
A berendezésben villan6ldmpa szolgéltatta a gerjesztdimpulzust, ami a minta eliilsé fe-
lilletét gerjesztette. A h6mérsékletfelfutds* mérése a minta hitoldaldn termoelemmel tor-
tént (K-tipusi). A termoelem kivezetései véddburkolat segitségével el voltak szigetelve
a kiilonbozd elektromos zajok minimalizdldsa céljabol, tovdbba masik 1ényeges szerepe
az volt, hogy a gerjesztd impulzusforrds ne tudjon semmilyen irdnyt zavardst bevinni a
termoelemek aramkorébe. A mérésekhez elengedhetetlen volt az tdgynevezett triggerjel

bedllitdsa és ismerete, azaz azé a jelé, ami megmutatja, hogy pontosan mikor tortént a

3 Ellentétben az olyan eljarasoknal, ahol a h6dramot vagy a hdaramstirtiséget is meg kell hataroznunk,
ami sokszor koriilményes folyamat. Jellemzden ilyenek a staciondrius mérési modszerek [5].

4 Nagyon kis hémérséklet-valtozasok, jellemz&en par Kelvin.

135



2. dbra. A méroberendezés, mintatarto tok és az oszcilloszkop.

gerjesztés. Ezért azt a jelet kdzvetleniil egy fotovoltaikus érzékelGvel (ami a fény hatdsara
fesziiltségértéket produkal) rogzitettiik.

A mért jelek feldolgozasa egy PC-oszcilloszkép felhaszndlasaval valdsult meg, ami
az el6bbi 2. dbrdn volt 1athaté a berendezés mellett. A mért jelalakok feldogozdsdnak meg-
konnyitése érdekében az oszcilloszkdp bedllitasai lehetdséget biztositottak a zavardsokbodl
adodo csucsok csokkentésére aluldteresztd szlrdk segitségével.

A minta rogzitése harom, szimmetrikusan elhelyezett 4llithat6 pozicionalo tlivel va-
16sult meg. A tlik rossz hévezetési tulajdonsagu anyagbdl késziiltek, keresztmetszetiik is
a lehetd legkisebb volt, hogy igy is minimalizdlva legyen az altaluk elvezetett h6 mennyi-
sége. A tok és annak fobb részei a kdvetkezd 3. dbran lathato.

A minték feliiletkezelése is fontos tényez6 volt a mérések elvégzése sordn. Az eliilsd
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Termoelem kivezetés

Pozicionlalé t

Photovoltanikus
érzékeld

Erdsitéegység burkolat

3. édbra. A mintatarto egység és fobb részei.

feliilet, ami a gerjesztést kapja, fekete grafitfestékkel lett elldtva, hogy a himpulzus ab-
szorpcidja még jobb legyen. A hatsé felszin, amelyik a termoelemtiikre fekiidt fel, vékony
eziistréteggel lett elldtva a galvanikus kapcsolat céljabél, attdl fiiggden, hogy szigeteld
vagy vezet$ anyagtipust vizsgaltunk.

Szemkozti Hatso felilet
felulet E—

Erdsitd

Minta

- l
/Suga'rza'svédé pajzs
]

—_— \

ZL P !

| 7/
HE impulzus —— g /
Termoelem

)

—,

M

Atlatszatlan rét eg

Ezlst réteg
4. adbra. A mérés sematikus dbrdja [2].

A hdveszteségek tovabbi minimalizdldsa céljabol, valamint a mérési koriilmények jo-
saganak novelése érdekében a mintdkat hoszigeteld gallérba helyeztiik, ami az oldalukon
leadott h6mennyiség minimalizdl4sat szolgdlta. A 4. dbrédn lathaté a mérés sematikus raj-
za, az el6bb ismertetett mérési koriilmények feltiintetésével.

Lathatd, hogy a mérési elrendezés sordn szamos faktort kell figyelembe venni, amik
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befolyésolhatjak és hibdval terhelhetik a mérési eredményeinket. Osszegyfijtve csak a leg-
lényegesebbeket :

A befogdsanal fellépd héhid.

Minta felszine és kornyezete kozotti hdcsere.

Termoelemek héelvezetése.

Minta felszinére felvitt vezetd, illetve abszorpciot noveld rétegek vizsgdlando

72 2

anyagtol eltérd termikus tulajdonsagai.

Impulzushéforrés a felszin mentén nem egyenletes.

Ezen tényez6kkel Faludi Arpad doktori értekezésében részletesen foglalkozik [5]. A
vizsgédlatoknak az lett a konkldzidja, hogy ezek a tényezdSk elhanyagolhatdéak vagy mini-
madlisak. Azokndl a részeknél, ahol a hiba felléphet, a tanulmdnyban meghatdrozott érték-
hatérok betartdséra torekedtiink.

1.3. MERES KIERTEKELESE

A mérések kiértékelése az aldbbi szisztéma szerint zajlott. Az elobb emlitett PC-
oszcilloszkop rogzitette a mért jelalakot. A kapott adatokat MATLAB programkornye-
zetben beolvastattuk, majd erre a jelre illesztettiik rd elsé 1épésben a klasszikus Fourier-
egyenlet megoldasit. Ha a megoldds nem kozelitette elég jol a mért jelet (eltért tdle),
akkor a 2. fejezetben ismertetett GK-egyenlet megoldasai kovetkeztek. Ez volt az ,,egyen-
letek illesztése” fazis, mikor azt kerestiik, melyik hovezetési egyenlet irja le a mintdhoz

tartozo homérséklet-felfutast.

P

A kovetkezd részben mutatjuk be a jelen kotet el6z0 fejezetében targyalt hdvezetési

egyenletek megoldasat és a hozza tartozé modszert.

1.3.1. HOVEZETESI EGYENLETEK MEGOLDASA

Az egyenletek megoldasa explicit végesdifferencia-mddszerrel tortént. A mddszer
eldnyei péld4ul a konnyl diszkretizalas, jol kdovethetd pontossdga és az egyszerl progra-
mozhatésdga. A hasznalt numerikus mddszer tulajdonsagai (konvergencia, konzisztencia,
numerikus stabilitds, dimenziétlanitds) és részletes targyaldsa jelen kotet el6z6 fejezeté-

ben taldlhaté meg.

7 2

Peremfeltételek A héaramra vonatkozé peremfeltételt a gerjesztGimpulzus szolgal-

tatta a minta el6lapjan. A gerjesztés alakjat az alabbi médon definidltuk :
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qmax[l—cos<27r-i>}, haO0 <t <t
q(t) = q(0,t) = r P
0, hat >t,.

Itt ¢, az impulzus sz€lessége. Az 5. dbran lathaté a valos gerjesztés képe €s a mo-
dellezett alakja. Lathatd, hogy a modellezett karakterisztikdja eltér a valostol. Viszont a
gerjesztés felfutdsa nagyon gyors, 0,01 s, ezért ilyen id6tartam alatt nem jétszik fontos
szerepet a jel pontos alakja. Masik fontos szempont a numerikus megoldds szempontja-
bdl Iényeges. Ha a valds gerjesztést hasznalnank peremfeltételként, akkor lenne benne egy
hirtelen ugrés (nulla id6 alatt ugrik a maximalis értékre, ezért itt a derivélt értéke végtelen

lenne), amitdl a megoldas az elején instabil lenne.

g
-
Galid

ts] 0
tor Fo

0005 k 0.003 0010 0015

1,01 Fo,

5. &bra. A valds gerjesztési jelalak (bal) és a modellezett jelalak (jobb) [2, 10].

A hétoldalon adiabatikus vagy hiilést leiré peremfeltétel lett leirva, a mérés sajatos-
sagaitol fiiggden. A feltételek az aldbbi alakban lettek felvéve ; adiabatikus esetben g(x =
= L,t) = 0, ahol L a minta vastagsdga. Hiilés esetén pedig a Newton-féle lehdlési torvény
szerint g(x = L,t) = h(T — Ty), ahol h a hataddsi tényezd, T, pedig a kornyezeti hd-
mérséklet.

Kezdeti feltétel Minden mez6 homogén ¢ = 0-ban. Az egyenletek numerikus meg-

olddsokhoz dimenzidtlan formalizmust hasznaltunk, melyet jelen kotet el6z6 fejezetében

méar bemutattunk. Ez megkonnyiti és kényelmesebbé teszi az egyenletek kezelését.

MERESEK BEMUTATASA

A mérések sordn tobb kiilonboz6 tipust mintdn végeztiink méréseket. A mintdk kiva-
lasztasdnal az els6dleges szempont a valtozatos anyagi felépités és az alkalmazasi teriile-
teiknek sokszintisége volt.

A mintak a kovetkezbek voltak : kondenzatorok, félvezetdk, fémhabok és kbzetek. A
kovetkezd alfejezetekben ismertetjiik a kiilonb6zd mintadarabok legfontosabb jellemzéit,
majd a kiértékelés utan kapott adatsorokat. Mindegyik mintacsoport ismertetése utan egy

Osszefoglal6 tdblazatban mutatjuk be az ahhoz tartoz6 hvezetési paramétereket.
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1.4. KONDENZATORMINTAK

A tanszéken végzett klasszikus hovezetési egyenlettdl vald eltérések megfigyelését
célz6 kutatdsok kiinduldpontjat képezte ez a mintacsoport. Az elsd sikeres mérés a [2]
cikkben lett kozolve. Az altalunk vizsgalt mintdk koziil ez rendelkezik a legjobban jelle-
mezhetd heterogén szerkezettel (6. dbra). Itt parhuzamos rétegekben torténik a hovezetés,
egy minta a mért atmérGtartomanyokban nagysagrendileg ezer aluminium-polisztirol ré-
teget tartalmaz. A hdrom kondenzitormintdhoz tartozé geometriai adatokat az 1. tdblazat
tartalmazza.

02 0 O 8 0

e
{f‘,ix EEER R B

1
H%\ 5

1

T

6. abra. Kondenzdtorminta és nagyitott képe. Nagyitdst kovetéen még jobban megfigyel-
hetd a réteges szerkezet.

Befoglalé6 méret [mm] | Vastagsag [mm]
1. kondenzator #19,1 3,69
2. kondenzator 220,25 2,9
3. kondenzator 2189 3,88

1. tdblazat. Kondenzdtormintdkhoz tartozo geometriai jellemzok.

Elso kondenzatorminta: A 7. dbran lathaté a mérési adatsor, amelyet a kismérték-
ben zavardssal terhelt jel mutat. A szaggatott vonal a hdvezetési egyenletekbdl torténd

z. 2

illesztést jeloli. Lathato, hogy a felsd abran a Fourier-egyenlettel torténd illesztés nem ad-

ja vissza a kapott jelalakot, viszont a GK-egyenlettel torténd illesztés teljesen rdsimul a
gorbére.

Harmadik kondenzatorminta: A harmadik kondenzatorminta esetében a 8. dbran
lathat6, hogy a Fourier-egyenlettel torténd illesztés nem tudja visszaadni a jelenséget, vi-
szont a GK-egyenlet igen. A kordbbi kutatdsok is ezt a jelenséget figyelték meg ugyanezen

a mintadarabon [2]. Osszehasonlitdsként a publikalt eredmény a 9. dbran 14thatd.

Az egyes mérésekhez tartozé hdvezetési paraméterek a jobb atlathatésdg szempont-
jébol a 2. tablazatban vannak 6sszefoglalva.
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7. dbra. Az elsd kondenzdtormintdan mért hdtoldali homérséklet-felfutds diagramjai ldtha-
toak, valamint az arra torténd hovezetési egyenletek illesztése. A felsé abrdan a Fourier-

egyenlettel torténd illesztés ldthato. Az alson pedig a legjobban illeszkedé GK-egyenlet
2
figyelhetd meg. Az adatsorhoz tartozé paraméterek: L = 3.68 mm, arpourier = 2.2 - 1076 mT

agk = 1.9-107°™, 7 = 0.04s, x = 0.8125mm?.
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8. dbra. A harmadik kondenzdtor esetében a hdtoldali homérséklet-felfutds képei, és az
arra torténd hovezetési egyenletek illesztése. A felso dbrdn a Fourier-egyenlet illesztés
ldathato. Az alson pedig a legjobb GK-egyenlet illesztése figyelheté meg. Az adatsorhoz
tartozé paraméterek: L = 3.8 mm, apourier = D - 1076 mTz agg =4-107° mTz 7 =0.05s,
k= 0.1155 mm?2.
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9. abra. A harmadik kondenzdtor mintadarab [2] cikkben mért diagramja és az arra torté-
nd hovezetési egyenletek illesztése. A felsé abrdn a Fourier-egyenlettel torténd illesztés, az
alson pedig a legjobban illeszkedd GK-egyenletet. A diagram kozvetleniil a cikkben fog-
lalt formdtumban keriilt megjelenitésre. Az adatsorhoz tartozo paraméterek: L = 3.9 mm,

Opourier = 2.144- 1070 ™ g = 1.958 - 10752, 7 = 0.51s, & = 0.153 mm>.
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Mintadarab megnevezése

Egyes kondenzator 09/12/1.
Egyes kondenzétor 09/12/11.
Egyes kondenzator 09/12/111.
Kettes kondenzéitor 09/12/1.
Kettes kondenzétor 09/12/11.
Hérmas kondenzétor 09/12/1.

Harmas kondenzator 09/12/11.

Fourier
Héfokvezetési
Vastagsag [mm] tényezd
10-6 m*
3.68 2.2
3.68 2.2
3.68 2.2
29 0.22
29 0.22
3.8 5
3.8 5

Guyer-Krumhansl

Hofokvezetési .
) . Relaxacios
tényezd .
P 1d0 [s
1076 M
1.9 0.2851
1.9 0.2851
1.9 0.2851
0,1805
4 0,1805

L _ Aszimptotikus
Disszipacids Héatadési
. hémérséklet
paraméter [mm?]  tényezd (h) )
arany
0.812544 - -
0.812544 - -
0.812544 - -
- 4-107° 0.95
- 4-107° 0.95
1.1552 2-107° 0.985
1.1552 - -

2. tablazat. Kondenzatormintdk hdvezetési paraméterei. A mérés ideje a minta neve utdn van megjeldlve honap/nap formatumban. A rémai
szdm a mérés sorszamat jeloli. Ahol nem szerepel érték, ott nem volt indokolt azon paraméter meghatdrozasa. A mérések 2016-ban torténtek.



1.5. FELVEZETOK

A csoportban az els6 minta a félvezetok (10. dbra), amelyek geometriai méretei a 3.
tdblazatban lathatdak.

10. dbra. A félvezetd lapka és nagyitott képe.

Befoglalo méret [mm] | Vastagsag [mm]

Félvezeto lapka 12x 12 1,65

3. tdblazat. Félvezetd lapka geometriai értékei.

A félvezetd mintadarabok minden esetben Fourier-jelleget mutattak, nem volt sziik-
ség a GK-egyenlettel torténd illesztésre. A 11. dbran lathaté a mérés sordan késziilt
hémérséklet-felfutds és az arra illesztett Fourier-egyenlet. A klasszikus hévezetési egyen-

let nagyon jdl visszaadja a mért jelleget.

Hatoldali hémérséklet

o
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e
[}

Hoémérséklet [-]
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1dé sl

11. abra. Félvezetd lapkdn mért homérséklet-felfutds és a rd illeszkedd Fourier-egyenlet.
P
Az adatsorhoz tartozé paraméterek: L = 1.65mm, oo = 0.28 - 1076 = h=11- 1074,
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1.6. AL-GLOBOCER FEMHAB

A kovetkezd anyagcsoport a fémhabok voltak. Els6dleges szempont volt a fémhabok
esetében, hogy a mintadarab kell6en reprezentdlja az anyagot 4ltaldnosan jellemzd tulaj-
donsdgokat. Az elsd vizsgalt minta egy Al-globocer fémhab (12. dbra) volt, ami viszony-

lag tomor szerkezete miatt megfeleldnek bizonyult a mérések elvégzéséhez. Geometriai

adatok a 4. tablazatban talalhatdak.

e e

12. dbra. Aluminium-globocer fémhab nagyitott képe. Nagyitds kovetden még jobban meg-

figyelhetd az inhomogén szerkezet.

Befoglalé méret [mm]

Vastagsag [mm]

Al 99,5 globocer

16,5x 12,4

4,9

4. tablazat. Al 99,5 globocer fémhab geometriai jellemzdi.

A 13. dbran l4thaté az Al-globocer fémhab mérési adatsora €s a ra illesztett hdve-
zetési egyenletek. Megfigyelhetd a felsé dbran, hogy a klasszikus egyenlettdl az eltérés
akkor jelentkezik, amikor az aszimptotikus hdmérsékletre kezdene bedllni a minta. A GK-

egyenlet viszont ezt a homérséklet-felfutast is tudja kezelni.
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13. abra. Az Al-globocer fémhab homérsékletfelfutasanak mérése és arra torténd hove-
zetési egyenletek illesztése. A felsd dbrdn a Fourier-egyenlet illesztése ldathato. Az alson
pedig az a GK-egyenlet figyelheté meg, amely legjobban illeszkedik. Az adatsorhoz tar-
toz6 paraméterek: L = 5.2mm, Qpourier = 9 - 107° mTZ agk = 7.7-1076 m{ 7 =0.053s,
k = 3.001 mm?,

1.7. FEMHAB

Egy masik tipust fémhabot is vizsgaltunk, amely képe a 14. dbrén lathatd, a geomet-
riai tulajdonsigai pedig az 5. tabldzatban szerepelnek. Ez az el6bbihez képest ritkabb és
porézusabb szerkezettel jellemezhetd. A hovezetési tulajdonsaga nagyon erdteljes eltérést
mutatott (15. abra).

A 15. abrén latszik, hogy a felfutasnal €s a homérsékletmaximum-€rtéknél is eltérés

figyelhetd meg a klasszikus egyenlettdl. A GK-egyenlet viszont a megfeleld paraméterek-
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14. abra. Fémhab és nagyitott képe.

Befoglalo méret [mm] | Vastagsag [mm]

Fémhab 19,6 x 12,6 5,2

5. tablazat. Fémhab geometriai jellemzdi.

kel vissza tudja adni a mért jelleget.

A kovetkezdkben pedig megtaldlhatok tdblazatos formdban (6. tdblazat) a vizsgélt
mintdkhoz tartozé hévezetési paraméterek.
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15. dbra. A fémhab homérséklet-felfutdasanak mérése és arra torténé hovezetési egyenletek
illesztése. A felsé dbrdn a Fourier-egyenlet illesztése ldthato. Az alson pedig az a GK-
egyenlet figyelhetd meg, amely legjobban illeszkedik. Az adatsorhoz tartozo paraméterek :
L =5.1mm, Qpouier = 2.2 10702, agx = 2.2- 10752, 7 = 0.0655, & = 3.38 mm?>.
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0S1

Fourier Guyer-Krumhansl
Hoéfokvezetési  Héfokvezetési ) S ~ Aszimptotikus
. ) , Relaxécids Disszipacios Hé4atadési
Mintadarab megnevezése Vastagsdg [mm] tényezd tényezs . h&mérséklet
5 5 idd [s] paraméter [mm?]  tényez (h)
1076 1076 2 ardny
Félvezets 10/12/11. 1.65 0.28 - - - 1.1.1074 0.92
Félvezet6 10/12/111. 1.65 0.28 - - - 1.1-107% 0.92
Félvezets 10/12/1V. 1.65 0.28 - - - 1.1.1074 0.92
Al-globocer fémhab 10/14/1. 52 9 7.7 0.1861 3.001 4.5-107° 0.97
Al-globocer fémhab 10/14/11. 5.2 9 7.7 0.1861 3.001 4.5-1075 0.97
Al-globocer fémhab 10/14/111. 52 9 7.7 0.1861 3.001 4.5-107° 0.97
Al-globocer fémhab 10/14/1V. 5.2 9 7.7 0.1861 3.001 45-107° 0.97
Fémhab 02/08/1. 5.1 22 22 0.06 3.8 31074 0.76
Fémhab 02/12/11. 5.1 2.5 2.5 0.025 1.96 3.4-1074 0.745
Fémhab 02/12/111. 5.1 2.5 2.5 0.025 1.96 4.7-107* 0.7

6. tablazat. Félvezet6 és fémhab mintdk hévezetési paraméterei. A mérés ideje a minta neve utdn van megjelolve hénap/nap formatumban.
A romai szam a mérés sorszamdt jeloli. Ahol nem szerepel érték, ott nem volt indokolt azon paraméter meghatirozasa. A mérések 2016-ban
torténtek.



1.8. KOMINTAK

7 2z

A kovetkezd mintacsaldd az el6z6 kettével szemben jelentGsebb szerepet toltott be
a mérések sordn. A kdmintdkon végzett mérések folyaman nagyon kedvezd eredménye-
ket kaptunk, amelybdl cikk is sziiletett a k6zetmechanikai konferencidra, és nemzetkozi
termodinamikai konferencian® is bemutatdsra keriiltek [1, 11], amelyek utdn ebben az
irdnyban folytattuk a vizsgalatainkat. A nagyszamu mérési eredményeket tobbfajta ko-
zetmintan két fejezetben mutatjuk be. Az elsd fejezetben kapnak helyet azok a mérések,
amelyek alatt csupan a kiillonboz6 anyagfajtak kozotti eltéréseket kerestiik. A masodik pe-
dig mar célzottan 7, x anyagi paraméterek vastagsagfiiggésének kimutatdsara iranyult. Ez
oly médon valdsult meg, hogy egy tipusu kdzetbdl tobb kiillonboz6 vastagsdgd minta allt
rendelkezésiinkre, és a vastagsag valtozasaval figyeltiik a hatoldali homérséklet-felfutast.

1.8.1. KOMINTAK ANYAGI PARAMETEREINEK VIZSGALATA

Egy kordbbi tanulmany sordn 6t kiilonboz6 kémintdn végeztiink méréseket, amelyek
eredményeit az [1] cikkben kozoltiik. A mintdk és geometriai jellemzdik a 7. tdblazatban
lathat6ak.

Befoglalé méret [mm] | Vastagsag [mm]
Kantavari mészko 78,8 1,4
Villanyi mészko 78,3 1,2
Voroses ritkaporfiros monzogranit 78,4 1,4
Leukokrata slirekkel 78,3 1,75
Bodai voros agyagko 8,35 1,5

7. tdblazat. Kozetek anyagi paramétereinek vizsgdlata kozben haszndlt mintdk geometriai
jellemzdi.

A kutatds eredménye az lett, hogy az 6t mintdbol négy mutatta egyértelmiien a
Fourier-egyenlettdl valo eltérést. Kivételt képzett a Kantavari mészkd (16. dbra), amely
tovabbi vizsgdlat targyat jelenti, ugyanis a Fourier-egyenlet a felfuté dgra szépen illesz-
kedett, de az aszimptotika elsére anomalisnak 1atszik (18. 4bra).

A vizsgdlatok eredménye tiikrében valasztottuk ki azt a kdzetmintdt bemutatdsra,
amely legjobban szemlélteti a klasszikus egyenlettdl val6 eltérést. Az eredmények azt
mutattdk, hogy a Villanyi mészkd produkdlja a leger6sebb eltérést a Fourier-egyenlett6l
(17. abra).

Annak érdekében, hogy a legprecizebb mérési eredményeket kapjuk ezen minta ese-

314" Joint European Thermodynamics Conference 2017, Budapest
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17. ébra. Villdnyi mészkd tavoli és mikroszkoppal készitett képe.
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18. dbra. A Kantavdri mészkon végzett mérés diagramja és az arra torténd Fourier-
egyenlet-illesztés ldthato. Az adatsorhoz még csak ennek az egyenletnek az illesztése tor-
tént meg. A jelenség alakuldsa még vizsgdlat tdargydt képezi.

tében, itt is tobb ora telt el a kiillonb6zé mérési idépontok kozott, azaz hagytuk a mintat

relaxdlni a kornyezetével és a berendezéssel egyiitt.

A villdnyi mészkd esetében — a 19. dbran ldthaté médon — a Fourier-egyenlettel tor-
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ténd illesztés sokkal nagyobb eltérést mutat, mint a kondenzdtoros mintdk esetében. A
GK-egyenlet viszont ezt is szemmel l4thatéan vissza tudja adni. Ugyanerre a megfigye-

1ésre jutottunk a kordbbi mérések eredményével (20. dbra).

A 20. abréan lathat6 mérési eredmény, majdnem teljesen jellegre helyesen tiikrozi a
mostani mérésekként kapott diagramokat. Tovdbbd azt is kijelenthetjiik, hogy ennél a
mintdndl jelentGsebb mértékben jelent meg a klasszikus Fourier-egyenlettdl valé eltérés.
A kiilonb6z6 kovek hdvezetési tulajdonsdgait jellemzd paraméterek a 8. és 9. tdblazatban
taldlhatoak.
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19. abra. A Villanyi mészkén mért diagramja és az arra torténd hévezetési egyenletek
illesztése. A felsé dbrdn a Fourier-egyenlettel torténd illesztés ldathato. Az alson pedig
a legjobban illeszkedd GK-egyenlet figyelhetd meg. Az adatsorhoz tartozo paraméterek :

L =1.2mm, apoier = 0.3- 1072 agg = 0.2- 107 ™ 7 = 0.125, 5 = 0.5096 mm?.
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20. abra. A Villdnyi mészké mérés utdn megkapott diagramja és az arra torténd egyen-
letek illesztése. A legfelsd dbrdn a klasszikus Fourier-egyenlettel illesztés, az alson pedig
a legjobban illeszkedé GK-egyenletet ldathato. A diagram az [1] cikkben foglalt formd-
tumban keriilt megjelenitésre. Az adatsorhoz tartozo paraméterek: L = 1.4 mm, Qpourier =
=0.3-107°", agg = 0.3-107° %, 7 = 1.35, 5 = 0.882mm>,

154



Sel

Fourier Guyer-Krumhansl

Hofokvezetési  Hofokvezetési L L . Aszimptotikus
Minta megnevezése Vastagsdg [mm] tényezd tényezd Rf:laxacms Disszipdcios HoatadasAl hémérséklet-
10-6 ml 10-6 m id6 [s] paraméter [mm?] tényezd (h) ardny
s s

Bodai vords agyagkd 2015/11/22/1. 1.45 0.59 0.59 0.07 0.233 4.104 -
Bodai voros agyagkd 2015/11/22/11. 1.45 0.64 0.64 0.14 0.378 3.1-107% -

Bodai voros agyagkd 2016/02/08/1. 1.45 0.1 0.1 0.013 0.073 1.5-10~4 0.88

Bodai voros agyagkd 2016/02/08/11. 1.45 0.1 0.1 0.013 0.073 151074 0.88
Bodai voros agyagkd 2016/02/12/1. 1.45 0.075 0.075 0.017 0.129 - -
Bodai voros agyagkd 2016/02/12/11. 1.45 0.078 0.078 0.017 0.135 - -

Bodai voros agyagkd 2016/02/12/111. 1.45 0.08 0.08 0.017 0.135 4.1075 0.95
Bodai voros agyagkd 2016/02/22/1. 1.45 0.085 0.085 0.02 0.115 - -
Bodai voros agyagkd 2016/02/22/11. 1.45 0.1 0.1 0.02 0.105 - -

Bodai voros agyagkd 2016/02/22/111. 1.45 0.075 0.075 0.018 0.105 51072 0.91
Leukokrata slirekkel 2015/11/22/1. 1.75 0.8 0.8 0.076 0.398 31074 -
Leukokrata slirekkel 2015/11/22/11. 1.75 0.8 0.8 0.08 0.382 2.1-1074 -
Leukokrata slirekkel 2016/02/08/1. 1.75 0.6 0.6 0.12 0.505 - -
Leukokrata slirekkel 2016/02/08/11. 1.75 0.61 0.61 0.21 0.949 - -
Leukokrata slirekkel 2016/02/12/1. 1.75 0.46 0.46 0.17 0.980 - -
Leukokrata slirekkel 2016/02/12/11. 1.75 0.57 0.57 0.17 0.919 5.5107° -
Leukokrata slirekkel 2016/02/22/1. 1.75 0.5 0.5 0.17 0.918 - -
Leukokrata slirekkel 2016/02/22/11. 1.75 0.52 0.52 0.17 0.857 - -
Voroses ritkaporfilos monzogranit 2015/11/22/1. 1.4 12 1.2 0.16 0.421 551074 -
Voroses ritkaporfilos monzogranit 2016/02/08/1. 14 0.9 0.8 0.12 0.332 - -
Voroses ritkaporfilos monzogranit 2016/02/22/1. 14 0.5 0.5 0.16 0.490 - -

Voroses ritkaporfilos monzogranit 2016/02/22/11. 1.4 0.3 0.3 0.1 0.490 1.1.10~4 0.9

Voroses ritkaporfilos monzogranit 2016/02/22/111. 1.4 0.45 0.45 0.16 0.490 4.107° 0.98

Kantavari mészk6 2016/02/08/1. 1 0.59 - - - 2.10~4 0.95

Kantavari mészk6 2016/02/12/1. 1 0.59 - - - 51072 0.98

Kantavari mészkd 2016/02/12/11. 1 0.64 - - - 51072 0.98
Kantavéri mészk6 2016/02/22/1. 1 0.6 - - - - -
Kantavéri mészks 2016/02/22/11. 1 0.63 - - - - -

8. tdblazat. K6ézetmintdk hdvezetési paraméterei. A mérés ideje a minta neve utdn van megjeldlve honap/nap formatumban. A rémai szdm a
mérés sorszamat jeloli. Ahol nem szerepel érték, ott nem volt indokolt azon paraméter meghatarozasa. A mérések 2016-ban torténtek.
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Fourier Guyer-Krumhansl
Héfokvezetési  Hofokvezetési . L . Aszimptotikus
. , , . . Relaxacids Disszipacios Héatadasi
Minta megnevezése Vastagsdg [mm] tényezd tényezd . N hémérséklet-
2 2 id6 [s] paraméter [mm?]  tényez (h)
10-6 LS 10-6 =~ ardny
Villanyi mészks 2016/02/08/1. 1.4 0.36 0.36 0.2 0.882 - -
Villanyi mészks 2016/02/12/1. 14 0.3 0.3 0.2 0.882 - -
Villanyi mészkd 2016/02/12/11. 1.4 0.3 0.3 0.2 0.882 1.85-104 0.85
Villdnyi mészkd 2016/02/22/1. 1.4 0.26 0.26 0.14 0.664 - -
Villanyi mészkd 2016/02/22/11. 1.4 0.26 0.26 0.14 0.664 - -
Villanyi mészks 2016/02/26/1. 14 0.3 0.2 0.12 0.509 7-10~5 0.915
Villanyi mészk& 2016/02/26/11. 1.4 0.3 0.2 0.12 0.509 7-10~° 0.915
Villdnyi mészkd 2016/02/26/111. 1.4 0.3 0.2 0.12 0.509 7-10—° 0.915
Villanyi mészks 2016/02/26/IV. 1.4 0.3 0.2 0.12 0.509 7-10~5 0.915

9. tdblazat. K&zetmintdk hévezetési paraméterei. A mérés ideje a minta neve utdn van megjelolve honap/nap formdtumban. A rémai szdm a
mérés sorszamdt jeloli. Ahol nem szerepel érték, ott nem volt indokolt azon paraméter meghatdrozdsa. A mérések 2016-ban torténtek.



1.8.2. KOMINTAK HOVEZETESI TULAJIDONSAGAINAK VASTAGSAGFUGGESE

A kovetkezd mérések sordn tobbfajta kbzettipus hdvezetési tulajdonsagait vizsgaltuk
a vastagsag fiiggvényében. Az ugyanolyan 4tmér6ji mintdk nagymértékben megkonnyi-
tették a gallérok el6készitését, mivel elég volt csak egyfajta gallért haszndlni az Osszes
mintdhoz. A megel6z6 prébamérések sordn a vulkanizalt gumigallérra esett a valasztds,
annak formélhatésdga, rugalmassaga €és nagy hdszigeteld tulajdonsdgai miatt. A vizsga-
latok sordn a mérés tovabbi finomitdsa is szerepet jatszott. Ez abban mutatkozott meg,
hogy a méréberendezés elektronikdja altal keltett hé kikiiszobolése végett a berendezést
tovabb tartottuk kikapcsolt dllapotban. Ennek segitségével a mérés kozbeni melegedés
hatdsa jelent6sen csokkent. Tovabba a mérések periddusa is sokkal pontosabban lett kivi-
telezve. Harminc, illetve negyven perc elteltével torténtek a mérések a berendezés vissza-
kapcsoldsa utdn. Ez a gerjeszt6 fényforrds egyenletes erdsségért volt felelds. Ezen kett6
finomitasnak koszonhetden az illesztési feladat egyszerlibben tortént, ellenben nagyban

megndovelte a mérés idejét.

Az aldbbi dbrdkon lathatéak a kiilonboz6 mintdk, tovabba a hozzdjuk tartozé kinagyi-

tott képen lehet megfigyelni a jellemz6 szerkezetiiket.

21. abra. Sdrgdsfehér mészkd. Szarmazdsi hely : Mdriagyiidi k6bdnya.

iz
Fr

ihasades

22. ébra. Sziirke kozépszemcsés homokkd. Szdrmazdsi hely: Kozép-magyarorszdgi mély-
furds.
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23. abra. Vildgossziirke grdndtos
mélyfiirds.

24. abra. Vorosesbarna aleurolit. Szdrmazdsi hely: BAF-2 fiirds.

26. dabra. Sziirke kozép- és durvaszemcsés homokkd. Szdrmazdsi hely: Kozép-
magyarorszdgi mélyfiirds.
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27. abra. Vildgossziirke ddcit. Szdrmazdsi hely : Kozép-magyarorszdgi mélyfiirds.

Befoglal6o méret [mm] | Vastagsag [mm]
Sargasfehér mészko 224,53 3,85
Sargasfehér mészko 24,5 2,85
Sargasfehér mészko 224,61 2,65
Sargasfehér mészko 224,59 2,15
Sziirke kozépszemcsés homokkd 224,53 3,71
Sziirke kozépszemcsés homokkd 224,58 2,74
Sziirke kozépszemcsés homokkd 224,6 1,91
Vilagossziirke granatos csillampala 224,6 3,8
Vilagossziirke granatos csillimpala 224,45 2,75
Vilagossziirke granatos csillimpala 224,59 1,9
Vorosesbarna aleurolit 224,45 3,74
Vorosesbarna aleurolit 224,48 2,31
Vorosesbarna aleurolit 224,6 1,96
Sotétsziirke bazalt 224,71 3,84
Sotétsziirke bazalt 224,46 2,75
Sotétsziirke bazalt 224,6 1,86
Sziirke kozép- és durvaszemcsés homokkd 224,88 3,9
Sziirke kozép- és durvaszemcsés homokkd 224,55 3,8
Sziirke kozép- és durvaszemcsés homokkd 224,62 3,05
Vilagossziirke dacit 224,66 3,82
Vilagossziirke dacit 224,42 2,74
Vilagossziirke dacit 224,46 1,9

10. tdblazat. Kézetek anyagi paramétereinek vizsgdlata kozben haszndlt mintdk geometri-
ai jellemzoi.

Az eredmények kiértékelése sordn a Sotétsziirke bazalt és a Sziirke kozépszemcsés
homokkd mutatott a Fourier-egyenlettdl valé eltérést; elobbi nagyobb mértékben. A tobbi
mintardl dltalanosan elmondhatd, hogy a klasszikus egyenlet jol vissza tudta adni a mért
jelalakokat.
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28. abra. A Sotétsziirke bazalt mérés utdn kapott diagramja és az arra torténd egyenletek
illesztése. A legfelsd dbrdn a klasszikus Fourier-egyenlettel illesztés, az alson pedig a leg-
jobban illeszkedd GK-egyenlet ldthato. Az adatsorhoz tartozo paraméterek: L = 1.86 mm,
pourier = 0.7-1070 ™ agg = 0.5- 10702 7 = .18,

A Sotétsziirke bazalt hdmérséklet-felfutdsat és az arra torténd illesztéseket a 28. dbra
mutatja. Lathat6, hogy a hdmérsékletfelfutds maximumértékénél ad eltér6 eredményt a

klasszikus egyenlet, viszont a GK pontosan le tudja irni a mért jelet.

A masik érdekes eredmény a Sdrgdsfehér mészkd esetében sziiletett. Itt megvizsgdl-
tuk a kiilonb6z6 gallérok tulajdonsdgat €s annak fontossagat. Gallér nélkiil a mintadarab
hiilése kozben ldthatunk egyfajta oszcillaciot. Ilyen fajta kiugré esetet egyediil ezen a

mintadarabon rogzitettiink. A mérések ismétlésével is feltlinik az oszcillacié (29. dbra). A
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jelenség magyardzata lehet a miiszerben 1€v6 kazettasan elhelyezett mintatartd, ami koriil
a bennlévo ho cirkuldl.

Hatoldali hdmérséklet
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29. dbra. A Sdrgdsfehér mészké mérés utdan kapott diagramja és az arra illesztett GK-
egyenlet. Ldthaté a bejelolt részen az emlitett hécirkuldciobol adodo homérséklethul-
lamzds hiilés kozben. Az adatsorhoz tartozo paraméterek: L = 2.85mm, Qpouier =
=13-10°", age=1-10"", + = 0.053s.

A kovetkezd 11., 12. és 13. tabldzatban harom oldalon vannak dsszefoglalva az egyes

mérési eredmények hdvezetési paraméterei.
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Fourier Guyer-Krumhansl
. Hofokvezetési Hofokvezetési L Disszipacids .. ... Aszimptotikus
Minta megnevezése Vastagsig tényezd tényezd Re}axaaos paraméter Hoatadasi Hoémérséklet-
[mm] 2 2 ido [s] tényezd (h)

1076 = 1076 2 [mm?] arny
Sargasfehér mészkd 09/27/1. 2.15 1.3 - - - 6.5-1075 0.985
Sérgasfehér mészkd 09/27/11. 2.15 1.3 - - - 7-10~5 0.985
Sargasfehér mészkd 09/27/111. 2.15 1.3 - - - 7-10—° 0.985
Sargasfehér mészkd 09/27/1. 2.65 1.35 - - - 451075 0.96
Sédrgdsfehér mészkd 09/27/11. 2.65 1.35 - - - 451075 0.97
Sargasfehér mészkd 09/27/111. 2.65 1.35 - - - 45107 0.97
Sargasfehér mészkd - gallér nélkiil 09/27/1. 2.85 1.3 1 0.053 - 42.107° 0.945
Sargasfehér mészkd - gallér nélkiil 09/27/11. 2.85 1.3 1 0.053 - 421075 0.945
Sdrgdsfehér mészkd - gallér nélkiil 09/27/111. 2.85 0.9 - - - 3.10~° 0.975

Sargasfehér mészkd 09/27/1. 2.85 1 - - - - -

Sargéasfehér mészkd 09/27/11. 2.85 1 - - - - -
Sargasfehér mészkd 09/27/111. 2.85 1 - - - 2.1075 0.98
Sargasfehér mészkd 09/27/1. 3.85 1.2 - - - 2.107° 0.99
Sérgéasfehér mészkd 09/27/11. 3.85 1.2 - - - 21072 0.99
Sargasfehér mészkd 09/27/111. 3.85 1 1.1 0.18 - -1.1-107® 1.04
Sotétsziirke bazalt 10/03/1. 1.86 0.7 0.5 0.18 - 6-10~5 0.945
Sotétsziirke bazalt 10/03/11. 1.86 0.7 0.5 0.18 - 9.5-1075 0.925
Sotétsziirke bazalt 10/03/111. 1.86 0.7 0.5 0.18 - 61072 0.94
Sotétsziirke bazalt 10/03/1. 2.75 0.7 0.6 0.14 - 2.1075 0.98
Sotétsziirke bazalt 10/03/11. 2.75 0.7 0.6 0.14 - 4.107° 0.98
Sotétsziirke bazalt 10/03/111. 2.75 0.7 0.6 0.14 - 21072 0.99
Sotétsziirke bazalt 10/03/1. 3.84 0.7 0.7 0.14 - - 1.05
Sotétsziirke bazalt 10/03/11. 3.84 0.7 0.7 0.14 - 11075 1.03
Sotétsziirke bazalt 10/03/111. 3.84 0.7 0.7 0.14 - 1105 0.99

11. tablazat. K&zetmintdk vastagsagfiiggése kozben vizsgalt mintadarabok hdvezetési paraméterei. A mérés ideje a minta neve utdn van
megjelolve honap/nap formdtumban. A romai szam a mérés sorszamat jeloli. Ahol nem szerepel érték, ott nem volt indokolt azon paraméter
meghatdrozasa. A mérések 2017-ben torténtek.



€91

Fourier Guyer-Krumhansl

. Hofokvezetési Hofokvezetési .. Disszipdciés ~  Aszimptotikus
Minta megnevezése Vastagsdg tényezd tényezd R.elaxamos paraméter Hoatadasi Hémérséklet
[mm] > 2 idé [s] tényezd (h)
1076 o 106 e [mm?] ardny
Vildgossziirke grandtos csillimpala 09/28/1. 1.9 0.7 - - - 7-10~° 0.97
Vildgossziirke grandtos csillampala 09/28/11. 1.9 0.7 - - - 8.10~° 0.97
Vildgossziirke granatos csillimpala 09/28/111. 1.9 0.7 - - - 81077 0.97
Vilagossziirke granatos csillimpala 09/28/1. 2.75 1 - - - 61072 0.97
Vildgossziirke grandtos csillimpala 09/28/11. 2.75 1 - - - 61072 0.99
Vildgossziirke grandtos csillimpala 09/28/111. 2.75 1 - - - 8.10~° 0.99
Vildgossziirke grandtos csillimpala 09/28/1. 3.8 0.55 - - - 21072 0.97
Vildgossziirke granatos csillampala 09/28/11. 3.8 0.55 - - - 2.107° 0.97
Vildgossziirke grandtos csillimpala 09/28/111. 3.8 0.55 - - - 2.10~5 0.965
Sziirke kozépszemcsés homokkd 10/05/1. 1.91 1 0.9 0.14 - 8-10—° 0.945
Sziirke kozépszemcesés homokks 10/05/11. 1.91 1 0.9 0.14 - 81077 0.95
Sziirke kdzépszemcsés homokkd 10/05/111. 1.91 1 0.9 0.14 - 7-10~5 0.965
Sziirke kozépszemcsés homokkd 10/05/1. 2.74 1.4 - - - 8.10~° 0.965
Sziirke kozépszemcsés homokkd 10/05/11. 2.74 1.4 - - - 6-107° 0.965
Sziirke kozépszemcsés homokkd 10/05/111. 2.74 1.4 - - - 61072 0.965
Sziirke kdzépszemcsés homokkd 10/05/1. 3.71 1.4 - - - 6-10~5 0.95
Sziirke kozépszemcsés homokkd 10/05/11. 3.71 1.4 - - - 6-10—° 0.95
Sziirke kozépszemcsés homokkd 10/05/111. 3.71 1.4 - - - 61072 0.95
Vilagossziirke dacit 10/14/1. 3.82 0.6 - - - 60 1.09
Vildgossziirke dacit 10/14/11. 3.82 0.6 - - - 60 1.09
Vildgossziirke décit 10/14/111. 3.82 0.6 - - - 60 1.09

12. tablazat. Kézetmintdk vastagsdgfiiggése kozben vizsgilt mintadarabok hévezetési paraméterei. A mérés ideje a minta neve utdn van
megjelolve honap/nap formdtumban. A romai szadm a mérés sorszamat jeloli. Ahol nem szerepel érték, ott nem volt indokolt azon paraméter
meghatdrozdsa. A mérések 2017-ben torténtek.
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Fourier Guyer-Krumhansl
4 Vastagsdg Hofokvezetési  Hofokveze- Relaxd- Disszipaciés H&dtaddsi  Aszimptoti-
Minta megnevezése tényezd tésitényezd  cids paraméter tényezd kus hémér-
L 106 mTZ 10-6 "%2 id6 [s] [mm?] (fz) sékletardny
Sziirke k6zép- és durvaszemcsés homokkd 09/27/1. 3.05 1.45 - - - 5.5.107° 0.96
Sziirke kozép- és durvaszemcsés homokkd 09/27/11. 3.05 1.45 - - - 51072 0.96
Sziirke k6zép- és durvaszemcsés homokkd 09/27/111. 3.05 1.45 - - - 51072 0.96
Sziirke k6zép- és durvaszemcsés homokkd 09/27/1. 3.8 1.1 - - - 1.1072 -
Sziirke kozép- és durvaszemcsés homokkd 09/27/11. 3.8 1.1 - - - 51072 0.96
Sziirke k6z€p- €s durvaszemcsés homokkd 09/27/111. 3.8 1.1 - - - 4.10-5 0.97
Sziirke k6zép- és durvaszemcsés homokkd 09/27/1. 39 1.2 - - - 1.8.107° 0.985
Sziirke kozép- és durvaszemesés homokkd 09/27/11. 39 1.2 - - - 1.8.107° 0.985
Sziirke k6zép- és durvaszemcsés homokkd 09/27/111. 39 1.2 - - - 45.107° 0.97
Vorosesbarna aleuorit 10/03/1. 2.31 0.8 - - - 41075 1
Vorosesbarna aleuorit 10/03/11. 2.31 0.8 - - - 4.1075 1
Vorosesbarna aleuorit 10/03/111. 2.31 0.8 - - - 4.1075 1
Vorosesbarna aleuorit 10/03/1. 3.74 0.8 - - - 4.107° 0.98
Vorosesbarna aleuorit 10/03/11. 3.74 0.8 - - - 21075 0.98
Vorosesbarna aleuorit 10/03/I11. 3.74 0.8 - - - 7-10~2 0.92
Vorosesbarna aleuorit 10/03/1. 1.96 0.8 - - - 6-10~5 0.965
Vorosesbarna aleuorit 10/03/11. 1.96 0.8 - - - 6-10~° 0.965
Vorosesbarna aleuorit 10/03/I11. 1.96 0.8 - - - 6-107° 0.965
Vorosesbarna aleuorit - részleges eziistfestékkel 10/03/1. 2.31 0.8 0.8 0.14 - 4.1075 0.97
Vorosesbarna aleuorit - részleges eziistfestékkel 10/03/11. 2.31 0.8 - - - 4.10-5 0.99
Vorosesbarna aleuorit - részleges ezustfestékkel 10/03/111. 2.31 0.8 0.8 0.14 - 4.10-5 0.97

13. tablazat. K6zetmintdk vastagsdgfiiggése kozben vizsgdlt mintadarabok hévezetési paraméterei. A mérés ideje a minta neve utdn van
megjelolve honap/nap formdtumban. A romai szam a mérés sorszamat jeloli. Ahol nem szerepel érték, ott nem volt indokolt azon paraméter
meghatdrozdsa. A mérések 2017-ben torténtek.



1.9. EREDMENYEK OSSZEFOGLALASA

Az el6bbiekben részletesen bemutattuk az egyes mintacsalddokhoz tartozé klasszi-
kus hévezetési egyenlettdl eltérd viselkedést mutaté mintadarabokat, viszont mindenképp
sziikséges a jelenség jobb megértése érdekében egy Osszefoglalds keretében a kozottiik
1év6 kapcesolatrdl és a mintadarabok egymads kozotti 0sszefiiggésérdl dltalanos kovetkez-
tetéseket levonni, amely még tovdbbi munkdlatokat igényel.

A kondenzatorok és a félvezet6ktdl kezdve, amely mintdk jellemezhetdek a legis-
mertebb szerkezettel, haladtunk egyre heterogénebb mintdk felé. Lathattuk, hogy mig a
kondenzétor harom mint4jabol ketté mutatott eltérést a Fourier-egyenlettdl, addig a félve-
zet60 és a masodik kondenzatormintat nagyon jol kezelte a klasszikus egyenlet. Jellem-
zden azok a mintdk, amelyek eltérést produkaltak, nagyobb vastagsdggal rendelkeztek.
Tehat ezen mintdk esetében a vastagsag csokkentésével egyre jobban a Fourier-egyenlet
altal leirt viselkedést kaptuk vissza.

Fémhabok esetén szintén a vastagsidg novelésével nott az eltérés. A masik tényezd jel-
lemz&en a szerkezetiiket leirhat6 heterogenitds erdsodése. Az anyagon beliili hdtranszport
nemcsak vezetéssel, de mas méodon is 1étrejohet, ami tovabbi komplexitast tarsit vizsga-
latainkhoz.

A kozetek esetében is lathato volt, hogy a vastagsdg szintén fontos szerepet toltott be
a hovezetési tulajdonsagok esetében. Amig a kevesebb szamu elsé mérés soran, amikor
csak az anyagi tulajdonsidgokat vizsgaltuk, hatbdl 6t minta mutatta az eltérést. A masodik
mérés sordn pedig a vastagabb mintdk nem tértek el minden esetben. Kivételt képez a So-
tétsziirke bazalt és a Sziirke kozépszemcsés homokkd. De a vastagsidg novekedésével ezek
esetében is csokkent az eltérés. Masik 1ényeges észrevétel, hogy az egy kdzetcsaladban
1év4 tipusok is eltérd hdvezetési viselkedést mutatnak. A Villanyi mészkd esetében taldl-
tunk a klasszikus egyenlettdl val6 eltérést, amig a Sargdsfehér mészkot a Fourier-egyenlet

0l kezelte.

Vizsgalatainkbdl dltaldanosan elmondhatd, hogy a minta vastagsiga lényeges szerepet
tolt be a jelenség alakuldsdban. Mdsik fontos paraméter az anyagi heterogenitds és az

anyagi szerkezet, ami azonos anyagcsalddba tartozé mintdk esetében is eltérhet.

Az eddigi mérési eredményeket az [1, 11] cikkekben publikéltuk.

2. VEGESELEMES SZIMULACIOK

A szimuldciok alapjat az el6z6 fejezetben ismertetett kondenzdtorminta ihlette. A
vizsgalatok sordn abbdl indulunk ki, hogy hétanilag egy vezet6 és egy szigeteld anyag-

par alkotja a kondenzatormetszeteket, amik parhuzamosan helyezkedtek el egymashoz
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képest. Kétféle modellkialakitast, egy korong és egy hasab elrendezést vizsgaltunk.

q

30. abra. A szimuldciok sordn a modellek kialakitdsai és jellemzdik.

A 30. dbran lathatjuk a kiillonboz6 kialakitdsokhoz tartozé geometriai méreteket és

7 2z 2. 7

a hddram belépését. A két modell eltérd vastagsdga miatt a kapott eredmények csak kis-
mértékben hasonlithatéak ossze. A két eltérd geometria viszont a kutatdsok folytatdsahoz
és a jovobeli mintavdlasztdshoz adhat timpontot. A héaram, mint gerjesztés modellezése
kitiintetett része volt a szimuldcidknak. Az el6z6 fejezetben részletezett probléma, mi-
szerint, ha a valds gerjesztési jelalakot hasznaljuk a szimuldcidkhoz (nulla idSpont alatt
ugrik maximadlis értékre) a megoldas nagy hibdval terhelt lenne. Ennek érdekében, az ott

definidlt gerjesztd jelet haszndltuk mint peremfeltételt (31. dbra).

Gerjesztés jelalakja

o 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01

t [s]

31. abra. A gerjesztési peremfeltétel alakja.

Stirtiség [ Il;—g;] Hévezetési tényez [ 2 1 | Fajhd [ kgLK ]
Szigetelo réteg
4900 4,5 800
Cermaic5

Vezeto réteg

8933 400 385
Réz

Eziist 10500 429 235
Aluminium 2689 237.5 951

14. tdblazat. A végeselem-vizsgdlat sordn haszndlt anyagok.
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A vizsgdlatokndl alkalmazott szigeteld anyag €s a j6 h6vezeté anyagok jellemzsit a
14. tdblazat mutatja. A vezet6 réteghez a réz anyag lett rendelve. A madsik j6 hdvezetd
anyag (eziist) pedig a minta aljan Iétrehozott vékony siklap anyagat képezte®. Ez a réteg
kapcsolta 0ssze a rétegeket, ami j6 hdvezetd képessége révén mar egy eredé homérséklet-
felfutdst tudott a program szdmolni. A jelenség vizsgélata sordn a hovezet6 réteg hdveze-

72

tési tényezdjét Allitottuk alacsony értékrdl egyre magasabb értékre.

A rétegszam volt a masik fontos paraméter a szimuldcidk sordn. A legegyszeriibb
kettd rétegtdl egészen az otven rétegig torténtek futtatdsok.

A végeselem-vizsgalatokkal részletesebben korabbi munkdinkban foglalkozunk, ahol
a hdlo- és idofiiggetlenséget is ellendriztiik. A szimuldcids vizsgalatok hosszi evolicios
utat jartak be, ahogy egyre jobban finomitottunk a médszeren. A kiillonbozé peremfelté-
telektdl kezdve a haromdimenzids modellektdl a kettd dimenzidra valé attérésig. A méd-

szertan fejlesztése jelenleg is zajlik.

2.1. KETRETEGU KORONG

A kétrétegli korong esetében fontos meghatarozé paraméter volt, hogy melyik réteget
vélasztjuk vezetOnek €s melyiket szigeteld anyagnak. Ennél a modellnél mind a két ered-
ményt kozoljiik, mert a tobbréteges mintdk esetében mar nem tapasztaltunk kiilonbséget

a kiilsd és bels6é anyag megvalasztiasdban.

A 32. dbréan lathat6 a kétrétegli korong végeselemmodellje és annak hal6zasa.

32. dbra. Kétrétegii korong végeselemmodellje. Bal oldali képen a vezetd eziist réteg hd-

P

lojdnak tobb rétegre torténd siiritése ldthaté. Jobb oldali dbrdn a teljes modell hdlozdsat
mutatja.

A hdvezetési tényezok allitdsaval kapott diagramokat a kovetkezd két dbra (33. és 35.)
mutatja. Az adatsorokra illesztett Fourier hdvezetési egyenlet a 34. és 36. 4bra mutatja.

6 Analég médon a mérések sordn hasznalt eziist réteghez.
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eklet [°C]

omeérs

H

33. abra. Kétrétegii korong jo belsé hovezetd réteggel rendelkezd homérséklet-felfutdasa

N
£

N
[¥%]

22.2r---

22.

22

Hatoldali hGmérséklet

1 s

kiilonbozd hovezetési tényezd értékeknél.

Hémérséklet [°C]

34. abra. Kétrétegii korong jo belsé hévezetd réteg homérséklet-felfutdasdra illesztett
Fourier-egyenlet dimenzidtlanitds utdn. A szaggatott vonal jeloli az illesztés eredményét,
a folytonos vonal pedig az adatsort. Az el6bbi homérséklet-felfutdsokhoz tartozo legna-

225 — —
LY B WS SRS S S -
22344 ------------------------------------------------------ .
22,20 ------------------------------------------------------- .
| S S S— ffffffffffffffffff e .

2, i : : ; :

Hatoldali hGmérséklet

1d& [s]

2 2

gyobb hévezetési tényezd értékre tortént az illesztés.
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Hatoldali hdmérséklet

Y R i e
= ; : ; ;

= 22.4 R ’””E*”” ’”"””*E ”””””””” E*”””””””*s ””””””” 7
‘Q

o . 1 | | |
5223 a— T il S .

e ' (A O SOt N -
T ATy é é s é

T S A AR SIS S——— - .

1.5
1dé [s]

35. abra. Kétrétegii korong jo kiilsd hovezetd réteggel rendelkezé homérséklet-felfutdsa.

Hatoldali h6mérséklet

225 r ! r r r
O 2251 e L R . e -
B
= 22.4f R B e |
‘L
4
O 22 3.. ........................................................................................ .
S
T 22.2— ---------------------------------------------------------------------------------------- —
L
29 :l i 1 i i
D 0.5 1 1.5 2 25 3
I1dé [s]

36. dbra. Kétrétegii korong jo kiilsé hovezeto réteggel rendelkezd homérséklet-felfutdsdara
illesztett Fourier-egyenlet dimenzidtlanitds utdn. A szaggatott vonal jeloli az illesztés
eredményét, a folytonos vonal pedig az adatsort. Az el6bbi homérséklet-felfutasokhoz tar-
1070 legnagyobb hovezetésitényezo-értékre tortént az illesztés.

A kétrétegii korongok vizsgalata érdekes jelenségeket mutatott. Attdl fiiggéen, hogy
melyik réteg a szigeteld, nagymértékben fiiggott a hdmérséklet-felfutds a minta hétol-
daldn. Ha viszont a bels6 vezetd réteg hévezetési tényez6jét még jobban noveltiik, akkor
a 37. dbran lathato jelalakot kaptuk. Ez a jelenség jellegre hasonlitott a kantavari mészkdn

mért hdmérséklet felfutasra (38. abra).
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Hatoldali hémeérséklet

22.6 T ! T !

&22-5""“""" — T i e e g
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B 2220 i
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1d6 [s]

37. dbra. Kétrétegii korong belso, jo vezetd rétegének homérséklet-felfutdsa és az arra tor-
ténd Fourier-egyenlet illesztése réz hovezetésitényezo-értékénél. A szaggatott vonal jeloli
az illesztetéshez tartozo gorbét, a folytonos pedig az adatsort.

Hatoldali hdomérséklet

1.2""""""'7""""""'u """"""" CTTTTTTT TS FTTTTTTTTTTT T
1r--- ;\;g—‘-‘-‘-;—‘;;—;—‘-‘-‘-_‘:.‘-‘-:ex "z “““““““ ‘ “““““““ * """"""

~ ,Il | | I I I
e e
I5) j ! ! ! ! !
X 06fF---------- bommmseoooes d-oooomo oo Rk ek :
‘O ] | | | 1 |
Y ' ! ! ! ! !
NORLUS. B At S FESSSSSRSE
g ! ! ! ! ! !
U Ly oo L e e e e — - M L L m e e e e e e e e == 1
T 0% : | : : |
O~ i A S N |
03 2 4 6 8 10

|d [s]

38. abra. A kantavdri mészké homérséklet-felfutdsa.

2.2. HUSZRETEGU KORONG

A huszrétegii korong esetében mar 4j hal6zasi metddust is be kellett vezetni a rétegek
jobb lefedése miatt. Ezt a multizone eljards szolgéltatta. A modellt €s a hal6t a 39. dbra
mutatja. A szimulaci6 sordn kapott diagramokat a 40. dbra szemlélteti. A kapott adatso-

rokra illesztett Fourier-egyenlet csak kis mértékben tért el a szimulédciés eredményektdl,
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az eltérés elhanyagolhat6 volt a kétrétegli mintdkhoz képest.

ANSYS
R17.0
Academic

0,000 2,000 4,000 (mm) Z/L‘ e
[ B

1,000 3,000

39. dbra. Hiiszrétegii korong végeselemmodellje.

Hatoldali hGmeérséklet

25 T T ,
824 5-.-.--.-.---.-.--...-.- ---._..--.: .................. é_m
= :
= AN oS .
“Q : !

a i Hovezetési tényezd értékének névelése
~“Q 23-5'""""'"" """E""'"""""""'"'} """"""""""""""" i """""""""""" 7
k= : : :
B < A e -
b | A e e R LR EEEEEREEEEEERE .
%% 0.5 1 15 2
1dé6 [s]

40. abra. Hiiszrétegii korong homérséklet-felfutdasa kiilonbozd hdvezetési tényezok esetén.

2.3. OTVENRETEGU KORONG

Az otvenrétegli korong eredményeinek bemutatdsdval zarjuk a szimuldciok bemuta-
tasat. Ezen modell esetében olyan jelenségre bukkantunk, ami szembe megy az elébb
bemutatottakkal. A hovezetési tényezd értékének novelése a homérsékletfelfutdsokat ma-
sik irdnyba mozditja el. A multizone hdl6zédsi metddust ennél a modellnél is hasznéltuk

a koncentrikus rétegek miatt. A modellt és a hdl6t a 41. dbra mutatja.
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ANSYS
R17.0
Academic

0,000 3,000 5000 fmm) z/k %
I |

1,500 4500

41. abra. Otven rétegii korong végeselemmodellje.

A szimuléci6 sordn kapott diagramokat a 42. dbra szemlélteti.

Hatoldali héGmérséklet
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42. dbra. Otvenrétegii korong hémérséklet-felfutdsa kiilonbozo hévezetési tényezok esetén.

2.4. HASABOS SZERKEZETU MINTAK

A korongmintdkhoz hasonléan tortént a szimulacidk felépitése, ugyanazokkal a pe-
remfeltételekkel és kezdeti feltételekkel. A kiillonbség itt az, hogy csak kétrétegli mintdkat
vizsgaltunk. A mintdk hosszat és a rosszabbik hdvezetd réteg hdvezetési tényezdjét ke-
zeltiik paraméterként 0.01 -8l 20,40,60...400 > értékeken 4t, 20-as 1éptékben, mig
a jo hovezetd képességli anyag a réz jellemzdivel birt. A legkisebb minta hossza 1 mm,

a leghosszabbé 15 mm. Ezek koziil a mérdkésziilékben elhelyezhetd, redlis koriilmények
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kozott elkészithetd mintdk kiértékelését mutatjuk be. Az eredmények egyértelmi kdzos

jellemzgje, hogy a Fourier-egyenlettdl valo eltérés fiigg a minta méretétdl is, nemcsak az

egyes anyagpdrok jellemzd&it6l. Minden olyan esetben, ahol a kiterjesztett egyenletre volt

sziikség, ott az pontosan vissza tudta adni a kapott jelalakot.

— 2 mm-es mintdk. Ebben az esetben az eltérés csak a 20 le hdvezetési tényezd ese-

tén jelentkezett, ezt az adatsort a Fourier- és a GK-egyenletekkel kiértékelve eltérd

héfokvezetési tényezdt kapunk, azaz ap = 2 - 107° mTZ és agx = 1.85-107° mTz, to-

vébba a GK-esetben 7, = 0.22 és x? = 0.33 dimenzi6tlan paramétereket hasznaltuk.
A kiértékelést a 43. és 44. dbrdk mutatjak.

Hémérséklet [-]

e
o

0 5 10 15 20 25 30

43. abra. Kétrétegii hasdb hdtfali homérséklet-felfutasdnak Fourier-egyenlettel valo kiér-
tékelése.

Hémérséklet [-]

e
o

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

0 2 4 6 8 10 12 14
1d6 [-]

44. abra. Kétrétegii hasdab hdtfali homérséklet-felfutasanak GK-egyenlettel valo kiértéke-

lése.
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— 3 mm-es mintdk. Ekkor mar nemcsak 1, hanem 2 esetben is sziikség volt a kiter-

jesztett, GK-egyenlettel valo kiértékelésre, azaz a 20 és 40 %—hez tartoz6 anyagok

esetén. Az elsé esetre vonatkoz6 eredményeket szemléltetik a 45. és 46. abrak.

1 T T T T T T
i : : : : ; i — analitikus
0.9\~ e s Ao . P e b e g s £
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Q Y- I e oo TTTTTT oot 1TTTTTTTTN [ R Tt ]
kY . | . . . ,
Sosl| NN N NSN SO SN SN S N
o : : : ! : :
‘o | | | | | |
e e e B m e
T ! : : : : :
0.3H-------- e I demmeer == b femee s s bemmmmee fooeee —
B e e S
L R e e
0 . | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1d6 [-]

45. dbra. Kétrétegii hasab hdtfali homérséklet-felfutdsdanak Fourier-egyenlettel valo kiér-
tékelése, ap = 2.7- 1077 ™,
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46. dbra. Kétrétegii hasab hdtfali homérséklet-felfutasdanak GK-egyenlettel valo kiértéke-

lése, agg = 2.1-1075 % 7. = 0.25, k2 = 0.38,
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— 4 és 5 mm-es mintak. Gyakorlatilag a 3 mm-es esetben tapasztaltak jelennek meg

tUjra és djra, azonban a 7, relaxdcios id6 koriilbeliil azonos maradt, a K2 paramétert

kellett valtoztatni. Az indokolja a kiilléonb6z6 hosszisdgi mintdkhoz tartoz6 eredmé-

nyek 0sszevondsit, hogy bar eltérd a hosszuk, de azonos anyagparokra ugyanazok

a 7, és r? paraméterek adédnak. Két illesztést mutat a 47. és 48. dbra, a rosszabbik

hdvezetési tényezd ekkor 20 mﬂ, a hasab hossza 4 mm.
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7, = 0.27, k2 = 0.5.

s )

—5 m?

2.9-10

1.2
P
0.8--¢
6
el

S
[-]yep19sipwoH

47. &dbra. Kétrétegii hasab hdtfali homérséklet-felfutdsdnak Fourier-egyenlettel valo kiér-

tékelése, o

48. dbra. Kétrétegii hasab hdtfali homérséklet-felfutasdanak GK-egyenlettel valo kiértéke-

lése, agk



49.

— 6 mm-es mintak. Ekkor az el6z6ektdl eltérden, a 20 H‘I"I—K-es esetre mar nem tapasz-
talhato eltérés a Fourier-egyenlettdl, azonban a 40 %( esetre megmaradt, és a 60 %
és 80 % beallitasok esetén pedig megjelent az eltérés. Az illesztések mindhdrom
esetre ugyanazt a 7, = 0.25 értéket adtdk eredményiil, a x? értéke viltozott, sor-
rendben: 0.45,0.4,0.28. Az aldbbi 49. és 50. dbrak a 60 %—es esetre mutatnak
példat.
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abra. Kétrétegii hasdb hdtfali homérséklet-felfutasdanak Fourier-egyenlettel valo kiér-

tékelése, ap = 6- 10752,

50.

-~

[S)

©

T

|

!

|

|

!

|

)

!

!

T

|

!

!

|

|

!

!

i

|

!

i

'

|

!

!

|

!

|

|

L

t

|

|

!

!

|

!

!

|

]

'

!

!

|

!

!

|

|

!

]

|

i

!

!

|

!

|

|

!

]

T

]

< D

m3

S8
=
B
=
<
17}

e
)
T
i
i
i
4
i
i
i
i
i
i
i
L
|
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
L
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
+
T
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
L
T
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
L
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
‘
I
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i

)
N

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

)
>
T
t
|
|
'
'
'
|
|
'
'
i
0
|
'
'
'
|
'
'
'
'
|
'
il
'
'
|
'
'
'
|
|
'
'
'
|
i
'
'
'
|
i
'
'
'
|
'
'
'
i
{
'
'
'
|
|
'
'
'
|
i
'
!
1
'
i
'
'
|
|
'
'
'
|
|
'
il
'
|
|
'
'
!
|
i
'
'
|
|

Hémérséklet [-]
o ©
N O
T T
il
1
1

e
@
T

)
N
T

Sy
prg
T

o

abra. Kétrétegii hasdb hdtfali homérséklet-felfutasanak GK-egyenlettel valo kiértéke-

lése, agg = 41072 1 = 0.25, k% = 0.4.
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— 7 mm-es mintdk. Habar a 6 mm-es esetben a 20 %-es esetben nem tapasztaltunk
eltérést, ez a mostani 7 mm-es esetben mir nem igaz, tovabbi érdekesség pedig,

hogy 1ényegében az 5 mm-es esetben hasznalt dimenziétlan paraméterek adédnak
(51. és 52. abrdk).
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51. dbra. Kétrétegii hasab hdtfali hdmérséklet-felfutasanak Fourier-egyenlettel valo kiér-
tékelése, ap = 6.8 - 1075 ™,
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52. ébra. Kétrétegii hasab hdtfali homérséklet-felfutasanak GK-egyenlettel valo kiértéke-
lése, agk = 3.8-107° ™ 7 = 0.25,x% = 0.5.

2.4.1. KOVETKEZTETESEK

A végeselem-szimulaciok Osszegzéseként elmondhatd, hogy a mérésekkel parhu-
zamosan szintén tapasztaltunk eltéréseket a klasszikus esettdl, melyeket a Fourier-
egyenlettel torténd illesztések is jol mutatnak. Az alapgondolat a mérések €s a szimulacidk
kozott ugyanaz: két kiillonboz6 1ddskaldju rendszer dolgozik 6ssze. Ezt legegyszertibben
a kondenzéitormintdkhoz hasonl6 elrendezésen lehet szemléltetni, azonban a mogottes tar-
talom ennél joval dltalanosabb. Ugyanezt tapasztaltuk a kézetek és a fémhabok esetén is,
melyeket egyéltaldn nem lehet ilyen parhuzamos rétegezéssel értelmezni. Ez természe-
tesen nem zdrja ki annak lehetdségét, hogy esetleg egy minta komponenseinek pontos

ismeretében ne lehetne visszavezetni a kiértékelést ilyen parhuzamosan kapcsolt rendsze-
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rek ereddjére.

Bar a gorbék néhol hullamterjedési jelenségre engednek kovetkeztetni, ez azonban

ellentmond az eddigi szemléletnek €s tapasztalatnak, ezért mindenképp a modellek to-

7 2

vabbi fejlesztésén kell dolgozni. Ezek a modellek jé kiindul6pontot jelentenek késGbbi

mintak tervezéséhez a kisérletek szdmdra és az effektiv médon detektalhato jelenség pon-

tosabb megismerésére. Ennek birtokdban mar lehetne olyan kompozit anyagokat tervezni

és gyartani, ahol ezt a jelenséget gyakorlati szempontok szerint érvényesitve ki lehetne

hasznalni.

[1]

(2]

[3]

[4]

[5]
[6]

[7]

[8]

[9]
[10]
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SZILARD KOZEGEK REOLOGIAJA A GENERIC
NEMEGYENSULYI TERMODINAMIKAI LEIRASBAN

Sziics Mdtyds
BME ENERGETIKAI GEPEK ES RENDSZEREK TANSZEK, BUDAPEST

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

A szildrd kozegek reologiai viselkedésének leirdsdra az irreverzibilis termodinamika belsd
vdltozos formalizmusdval, egyetlen szimmetrikus, mdsodrendii tenzori belsé vdltozo haszndlatdval
egy elméletileg és kisérletileg is kitiintetett reologiai modellcsalddot, a Kluitenberg—Verhds mo-
dellcsalddot nyerjiik. A GENERIC (General Equation for Nonequilibrium Reversible—Irreversible
Coupling) egy dltaldnos formalizmus a nemegyensiilyi termodinamikai problémdk leirdsdra. Eb-
ben a tanulmdnyban bemutatjuk, hogy a Kluitenberg—Verhds modellcsalad hogyan dgyazhato be
a GENERIC keretrendszerbe.!

1. BEVEZETES

A modern mérndki és fizikai problémdk sziikségessé teszik a disszipativ rendszerek
matematikai leirasat és az igy szarmaztatott egyenletek megolddsat. Hétkbznapjainkbol
is jol ismert jelenség, amikor egy zavartalanul hagyott rendszer bizonyos idé milva egy
egyensulyi dllapotba keriil, majd mindaddig marad ebben az egyenstlyi helyzetben, amig
valamiféle djabb hatds ki nem tériti onnan. Tekintsiink példdul egy ingit. Ha vildgunk
leegyszerisitden idedlis lenne, akkor a kitéritett helyzetébdl inditva az inga az id6k vé-
géig (vagy amig meg nem allitjuk) azonos amplitidéval lengne, azonban az inga és a
felfiiggesztés kapcsolata nem idedlis, strlédnak egymdéson, valamint a kozegellenallds is
csillapitja a mozgast. Ezen hatdsok disszipdljdk az energiat, igy az inga lassan csillapodé
lengéseket végez, majd bizonyos id6 utdn megall. Folytonos kozegek — kontinuumok —
modellezésekor a disszipacié még nagyobb szerephez jut. A szilard kozegeknek csak kis

!'Sziics Mityas azonos cimii diplomamunkajanak [1] bdvitett véltozata, konzulens: Fiilop Tamds,
témavezetd: Szekeres Andras.
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része irhat6 le az idedlis — rugalmas — anyagi viselkedéssel. Gondoljunk példaul a mi-
anyagokra, a k6zetekre, az aszfaltokra, a kiilonb6z0 szivacsokra vagy memdoriahabokra,
ezen anyagok a kiilsé mechanikai terhelésre adott valaszt csak késleltetve és csillapitva
adjak. Ezt a viselkedést reoldgiai vagy viszkoelasztikus viselkedésnek nevezziik. Folya-
dékoknak is csak szlik kore modellezhet6 idedlisként, a folyadékok belsé surldédasara is
tobb lehet6ség ismeretes (newtoni és nem-newtoni modellek). A disszipécié tehat altal4-

nos, univerzalis jelenség.

Az elmult években a termodinamikai szemléletli anyagi viselkedés modellezése egyre
népszerlibb lett. Ezek koziil az egyik leggyakoribb a kontinuum-termodinamika Clausius—
Duhem-egyenl6tlenségén alapulé megkozelités [2], ennél tdgabb érvényl megkozelitést
ad az irreverzibilis, és a kiterjesztett irreverzibilis termodinamika [3], és az egyik legaltala-
nosabb a nemegyenstilyi termodinamika belsd véaltozos médszertandn alapulé modellezés
[4]. A belsé valtozok alkalmazdsa a klasszikus, makroszkopikus elméletek egy univerza-
lis modellezési eszkoze, ugyanis a modszer jellegzetessége és el6nye, hogy minimaélis
feltevéseket tesz a modellezendd jelenségek fizikai mechanizmusardl, tehét az igy elért
eredmények mindaddig érvényesek, amig a mezoszkopikus vagy mikroszkopikus héttér-
folyamatok kielégitik az alkalmazott termodinamikai elveket: egy tovéabbi dllapotvaltozo

jelenlétét a konstitutiv fiiggvényekben, a mérlegegyenleteket és a masodik f6tételt.

Egy maésik, szintén a nemegyensulyi termodinamika inspirdlta médszer a GENERIC
(General Equation for the Nonequilibrum Reversible-Irreversible Coupling) formaliz-
mus, mely a rendszer dinamikdjat — azaz az allapotvaltozok id6fejlédését — egy reverzibi-
lis és egy irreverzibilis rész Osszegeként keresi [5, 6]. A keretrendszert eredetileg komplex
folyadékok modellezéséhez fejlesztették ki, mara azonban alkalmazdsi kore sokkal széle-
sebb: alkamaztak gazok, klasszikus és relativisztikus folyadékok, szilard kdozegek model-
lezésére, sOt termodinamikailag intelligens numerikus megoldé mddszerek szarmaztata-
sara is.

A kozelmultban tobb érdekes publikicid is sziiletett a szildrd kontinuumok model-
lezésér6l a GENERIC formalizmusban, 1d. példaul [7, 8, 9]-et. A belsd véltozés mod-
szertan GENERIC-be torténd bedgyazdsat azonban ezeddig nem vizsgaltik. Dolgoza-
tomban ezzel foglalkozom: [10]-ben az egy belsd valtoz6 alkalmazdsdval levezethetd
un. Kluitenberg—Verhdas-féle, termodinamikailag konzisztens reolégiai modellcsalad le-
ir6 egyenleteit valésitom meg a GENERIC segitségével, majd hasonlitom 0ssze a mar

ismert megkozelitéssel.

A 2. szakaszban ismertetem a GENERIC keretrendszert és a hozza vezetd utat, ki-
indulva a klasszikus mechanika Hamilton-elvébdl, kitérve a kanonikus egyenletekre, a

Poisson-zaréjelekre, valamint ezek kontinuumokra torténd altaldnositdsira. A teljesség
igénye nélkiil 2.4. alszakaszban ismertetek a disszipativ rendszerek leirdsara szolgdld né-
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hany elméletet, megemlitve a disszipacids potencidlokban rejlé lehetdségeket és korlato-
kat is. Ezutdn a 3. szakaszban bemutatom az egy belso véaltozdval nyerhetd, Kluitenberg—
Verhds-féle reoldgiai modellcsalddot és ennek bedgyazdsat a GENERIC formalizmusba,
sajat eredményeimet a 3.1.4. és 3.2.4. alalszakaszban mutatom be, a 4. szakaszban pedig
a kapott eredményeket értékelem ki.

2. A GENERIC FORMALIZMUS ES A HOZZA VEZETO UT

A klasszikus mechanikai elméletek tobbsége nemdisszipativ rendszerekre vonatko-
zik. Az elmilt b6 évszdzadban azonban tobb elmélet is sziiletett a disszipativ rendszerek
leirdsara, melyek egy részét mar az irreverzibilis termodinamika inspirdlta. Ilyen példa-
ul a GENERIC keretrendszer. Ebben a fejezetben ezt a mddszert és a hozza vezetd utat
mutatom be. A GENERIC a rendszer dinamik4jit egy reverzibilis és egy irreverzibilis
rész id6fejlodésének Osszegeként szarmaztatja. A reverzibilis rész hamiltoni dinamika-
nak tesz eleget, ahol az altaldnositott Poisson-zardjelekre is teljesiil a Jacobi-azonossag.
Mindezen fogalmak felidézéséhez ebben a fejezetben bemutatom a hamiltoni dinamikat
leir6é kanonikus egyenleteket és a hozzdjuk kapcsol6odé Poisson-zardjeleket. Ezutan rovi-
den emlitést teszek a torténelmi szempontbdl fontos disszipativ rendszerek leirdsara szol-
galé elméletekrdl, majd a GENERIC formalizmus ismertetésével zarom ezt a szakaszt.
A 2.1.-2.3. alszakaszban leirtakat [11, 12, 13] alapjan foglaltam Ossze.

2.1. A HAMILTON-ELV

A fizikai problémékat matematikailag differencidlegyenletekkel tudjuk lefrni. Altala-
nos érvényli médszer nincs arra, hogy ezeket az egyenleteket hogyan szarmaztathatjuk. A
kisérleteken alapul6 egyenletszarmaztatds mellett egy valamelyest univerzalisnak tekint-
hetd modszer a varidciészamitds, azonban a klasszikus variacids elvek csak nemdisszipa-
tiv rendszerekre miikodnek.

A klasszikus mechanika legalapvetobb varidcids elve a Hamilton-elv — mas néven a
legkisebb hatés elve, melynek szokdsos tirgyaldsa a kovetkezd. Tekintsiink egy holonom,
szkleronom, tomegpontokbdl all6 rendszert, ennek egyértelmi leirdsara az L Lagrange-
fliggvényt — vagy mds néven kinetikus potencidlt — hasznalhatjuk, melynek valtozoi a g

dltaldnos koordinaték €s a ¢ ltalanos sebességek, tehat L = L(qy, G ). Bevezethetd az

to

I / L(ge, ) dt (1)
t1

P

2 Altaldnos esetben a Lagrange-fiiggvény a ¢ id6tdl is fiigghet, ekkor L = L(qy, gi,t).

183



hatdsfunkciondl. A Hamilton-elv kimondja, hogy a megval6sulé mozgdasra a hatdsfunkci-

ondlnak staciondrius pontja® van, tehat

to

ol = 5/L(Qk7flk)df =0. ()

t1

Jelolje a varialt mozgashoz tartoz6 koordinétakat

Qi (t) == qu(t) + daqi(t), 3)

ahol gy (t) jeloli a megvalésulé mozgdshoz tartozé koordindtét, mig dqy(t) az ehhez tarto-
z6 infinitezimalis eltérést — azaz a varidciot. A hatds varidcidja a varidlt és az eredeti hatds
kiilonbsége, azaz

to

o1 = / [L(Qk+59k(t)’Qk+5Qk(t)) —L(qk,qk)}dt. )

t1

(4)-et els6 rendig sorfejtve a

oI = /Z<—5Qk +g—l;5%( ))dt ®)

kifejezésre jutunk, majd parcidlisan integralva a mésodik tagot az

to
" /0L d L b2
1) dt+ —0 =0 6
/;(8% dt@qk> qr(t Z[ i qr(t )} 6)

t1
Osszefiiggést talaljuk. Mivel fix végpontu varidciokat tekintiink, igy az ,,id6peremeken”

Sqi(t1) = dqi(t2) =0, @)

tehdt (6) méasodik tagja nulla. gy

to
~(0L d oL
—— = dqrdt =0, 8
/Z(ﬁqk dtan) o ®)
i k=0
melynek minden id6pillanatban teljesiilnie kell, ebbdl adéddan az integrandus nulla. Mi-
vel a dq;, varidciok tetszdlegesek, igy

iy | k=1,...,n, )

3Hagyomdnyosan a hatdsfunkciondl extremumdt szokds megkdvetelni, azonban ez nem feltétleniil
lesz extremum.
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melyeket Euler—Lagrange-egyenleteknek neveziink, ahol n a rendszer szabadsagi fokai-
nak szdmadval egyezik meg. (9) levezethet6 a Newton-egyenletekbdl a D’ Alembert-elv és
a virtudlis-teljesitmény elvének segitségével is, az igy nyert egyenletet pedig masodfaju

Lagrange-egyenletnek nevezziik. Beldthato, hogy (9) egyenlet az eldirt ) és ¢ kezdeti
feltételekkel egyiitt a probléma egyértelml megoldasat biztositja.

Az imént bemutatott gondolatmenetet szemléletesen az n — oo dtmenettel kontinu-
umokra is dltaldnosithatjuk. Egy altalanosabb, térelméleti targyaldismddon keresztiil mu-
tatom be a térmennyiségekre vonatkozé mozgasegyenletek szarmaztatisat. Tekintsiink
egy altalanos mezst, melyet a o, = pp(r;,t) (k=1,...,m,i=1,...,d) térmennyiségek
jellemeznek. A rendszer dinamikdjat az £ Lagrange-stirtiségfiiggvénnyel irjuk le, mely
4ltalanos esetben a térmennyiségeknek, azok tér- és idderivaltjainak* fiiggvénye, vala-
mint néhany esetben expliciten fligghet a térkoordinataktol és az id6tdl is. Most tekintsiik
a legegyszer(ibb esetet, amikor a Lagrange-strtiségfiiggvény csak a térmennyiségektdl, és

azok elsd tér- és idéderivaltjaitdl fliggnek, azaz

L = L(ok, 00k, Opr), (10)
melybdl a Lagrange-fiiggvényt a tekintett V' tértartomdnyra torténd integraldssal kapjuk:
L= / LdV. (11)

1%

A Hamilton-elv szerint a megvaldsulé mozgésra a hatdsnak staciondrius pontja van, tehat

to
ol = 5//£dth =0. (12)
t1 V
A varialt mozgashoz tartoz6 térmennyiségekre ismét a
Pr(rist) == @r(ri, t) + dpr(rist), (13)

jelolést hasznaljuk, analégan az el6z6 jelolésekkel. Megint fix végponti varidcidt haszna-
lunk, azaz a peremeken V¢ esetén, illetve a ¢ €s ¢, idGpillanatokban Vr; esetére a mennyi-

ségek varidcidja zérus, azaz

5Q0k(7’i7t)|8\/ = 07 (14)
690k<ri7t1) = (5g0k(l‘i,t2) = 0 (15)

Ezek szerint a hatds varidcidja:

to
oI = 5// [ﬁ(gok + 00k, 0ok + 0(0i¢pr), Opor + 0(Opor)) —

tp, 'V

4 A tovébbiakban 9; := V és 0 := % jelolést haszndljuk a tér- ill. id6derivaltakra.
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Az integrandust elsd rendig sorfejtve

w5 [

(13)-bdl konnyen belathatd, hogy a varidlds a tér- €s idoderivalassal felcserélhetd, azaz:

oL, oL
+ ; + ——9(0, dVdt. 17
0Pk 28 ZSDk (Oipr) 50n) (Orpr) 17

0i(0p) = 6(0ipr),  Ouldpr) = 6(Tepn). (18)

Parcidlisan integralva (17) masodik tagjat, és felhaszndlva, hogy dV =dr;...dr,:
oL oL
Bi( dz—[ 5 t} —/ai—(s dr;, 19
ugyanigy jarunk el (17) harmadik tagjaban is:

to
oL t2 oL

0,(000)dt = [ =22 son(rt) | — [ B—2=—bppdt, (20

/ T P = |G dantrit)] / o) Pedt (G0

tovabba felhaszndlva a varidciok nulla voltit a peremen, visszahelyettesitve (17)-be a

oI = Z//

egyenlet adédik. Mivel a varidciok tetszblegesek, és az egyenletnek Vr;,¢-re teljesiilnie

oL ., OC
Do i:l (@'%) ta(aﬁpkz)

dppdVdt =0 (21)

kell, igy a mozgasegyenletek a

oL
0; =0, k=1,....m 22
Z zﬁpk a(at%) (22)

formédban adddnak. Hasonl6éan, mint a pontmechanikai targyaldsndl is megjegyeztiik,
a (22) egyenlet a tartomdny peremére elGirt peremfeltételekkel, valamint a kezdeti
feltételekkel egyiitt egyértelmiien megoldhatd. Altalanos esetben, amikor a Lagrange-
stirliségfiiggvény magasabbrendi tér- és idéderivaltakat is tartalmaz, a mozgasegyenletek
a

oL oL
— - AN 8,0, ———— 8,0,0) ==t — - =0
aQDk ; HZ E) (“chk) % " ”8(@@&,%)

(23)

alakot oltik, ahol a tér- és idévaltozokat egy kozos vektorba rendeztiik, melynek kompo-

nenseit p, v, n, ... szimbolumokkal jeloljiik.
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2.2. A HAMILTON-FELE KANONIKUS EGYENLETEK

Tekintsiik el6szor ismét a pontmechanikai formalizmust. A (9) egyenletben jelenlévd

g L mennyiségek jelolésére bevezethetSk a
oL
Dk = 7, k=1,...,n (24)
Ok

un. éltaldnos impulzusok, a fenti 0sszefiiggésbol kifejezhetSk az altaldnos koordindtase-
bességek az altalanos koordinatdk, az dltalanos impulzusok, valamint az id6 fliggvényé-
ben, azaz ¢ = qx(qk, px,t). Ezekbdl a Lagrange-fiiggvény Legendre-transzformaltjaként
a

H (qr, pr,1t) Zpqu— (qk, Gk, t) (25)

ax=0r (qx Pkt)

Hamilton-fiiggvényt nyerjiik, melynek valtozdi a q;, dltaldnos koordinatak, a p;, dltalanos
impulzusok és a t idS. A (gx, px, t) véaltozokat Hamilton-féle vagy kanonikus valtozéknak
hivjuk. Vegyiik (25) p;, szerinti parcidlis derivaltjat, erre a

%+Z(Q@JE%> 26)

kifejezést kapjuk, ahol (24) alapjan a szummas tag z€rus, igy a
oH

= 27
O qr (27)

Osszefiiggésre jutunk. Elvégezve (25) ¢, szerinti parciélis derivalasat is:

OH ~( 0y OL aqj) OL
— = =L — =) == 28
gy, Z (pj gy, 3%‘ gy, gy, (28)

(24) felhasznaldsdval a szummads tag most is nulla, valamint (9) alapjin

0H d oL
=, (29)
Oq dt dgy,
majd ismét az 4ltaldnos impulzusok (24) definicidja alapjan
0H .
Er L (30)
Ak

Igy a mozgdsegyenletek a (27) és (30) 2n darab elsérendii differencidlegyenletetre vezet-
nek. A

. OH

qk = a_pk’ (31)
o0H

Dk = ——=, (32)
dqy,
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egyenleteket Hamilton-féle kanonikus egyenleteknek nevezziik. A bemutatott gondolat-
menet szerint (31)—(32) szemléletesen a masodfaju Lagrange-egyenletek fizikai tartalmu
Cauchy-4tirdsanak’ is tekinthetSk. A teljesség kedvéért megemlitem, hogy a Hamilton-
¢és Lagrange-fiiggvény kozott a

OH  OL

o " o (33)

Osszefiiggés 4all fenn. Beldthat6, hogy a kanonikus valtozok filiggvényeként felirt
Hamilton-fiiggvény, eldirt ¢! €s p? kezdeti feltételekkel a probléma egyértelmd megol-

ddsat biztositja.

MezO6k esetén is bevezethetSk a kanonikus egyenletek. Az dltaldnos impulzusok ana-
16gidjara bevezethet6k az éltalanos impulzusstirtiségek :

oL
a(at‘ﬂk:) ,

ezeket felhaszndlva a Hamilton-fiiggvényt mar funkciondlként reprezentdljuk, mely a

H (ug,my,) = /(Zﬁk%— ) (35)

képlettel szdmithatd, hasonldan, mint a Lagrange- és a Lagrange-siirliségfiiggvény kozott

(34)

T =

a Hamilton- és a Hamilton-s(rtiségfiiggvény kozott a

H= /HdV (36)

Osszefiiggés all fenn, tehat
H=> mpp—L. (37)
k=1

A ‘H Hamilton-stirliség a térmennyiségeknek, ezek elsd térderivaltjainak és az impulzus-
stirtiségeknek a fiiggvénye, azaz H(px, 0;px, mr ). Képezziik H teljes differencialjat:

“ o L oH OH
dH = —dyr+ Y ————d(0;px) + —d 38
;[M Ot 2 oy ) gy W’“] o
masrészrdl (37) alapjan
dH = Z mdsokwkdm— Z d0e) - =25 ape|, 39)
p 2(0 ZSOk 9(Ovpr)

3 Cauchy-atirdson magasabbrend(i differencidlegyenletek elsdrendti egyenletrendszerre torténd
transzformalast értjiik.
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(34) felhasznalasaval ez

dH = Z Q.Okdﬂ'k — <,0k - Z 6 z@ok) (40)
k=1

Osszefliggésre egyszertisodik. A megvaltozdsok egyiitthatdit (38)—(40)-ben 6sszehason-
litva a kovetkezd reldcidkra jutunk:

d d

OH oL OH oL OH
= __7 a’a N —7 a_ [ 7 41
e P Y. e S OF e NI i
(22) egyenletbdl pedig
L K. oL oL
=Ny, ) = i, 42
oo~ 2T~ Yt @
mely (41) szerint
oH <. OH
Ty = — e ) 43
Wk Doy, A(Dspr) )

Eszerint a térelmélet kanonikus egyenletei a H Hamilton-stirliséggel felirva (41) utolsé
egyenlete, valamint (43), azaz

OH

Pk = 0_7Tk’ (44)

T = (45)
a(pk ; a z%pk
Koénnyen beldthatd, hogy az H(pg,0;px, i) slirliség térintegrilasdval adédé H
Hamilton-fiiggvény ¢}, szerinti funkcionalderivaltja®

oH
46
Son &Pk ZZ 5 (Oipr)’ 40

7, szerinti funkciondlderivaltja pedig

o _ o

o w “47)

mivel H filiggetlen az impulzussirliségek gradiensétdl, igy a kanonikus egyenleteket a

oH
O = (48)
57Tk
7:"k — _6_H (49)
oy,

alakban irhatjuk.

® A funkcionalderivalt fogalmardl 1d. az A Fiiggeléket.
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2.3. A POISSON-ZAROJELEK

Tekintsiik egy F' = F(qx,pk,t) kanonikus vdltozoktdl fiiggd tetszbleges fizikai
mennyiség id6beli valtozasat:

df"  OF oF oF
E‘EJFZ(M ”W’f) 0

Ebbe a (31)-(32)-bdl visszahelyettesitve az dltalanos koordinatdk és dltalanos impulzusok
idoderivéltjait a

dF _ OF Z(@F@H 8F8H) 1)

at ~ ot 2 \og o Opeoa

Osszefliggést kapjuk. A mdasodik tagra bevezetjiik a kovetkezd jelolést, melyet az F' és H

Poisson-zaré6jelének neveziink :

" (OF OH OF OH
(R =S (G ) G2

ekkor a fizikai mennyiség iddbeli véltozasat a

dFr  OF
dat - ot

kifejezéssel irhatjuk kompakt formédban.

+{F,H} (53)

Az altalanos koordinatdkat €s impulzusokat egy k6zos

= <q’“> (54)
Pk

vektorba rendezziik, mellyel a kanonikus egyenletek tin. szimplektikus formdja, (31)—(32)

szerint,
) o0H
TI—J%, (55)
ahol
J= 01 (56)
S \-1 0/’
(57)
oH
%— 0_H ) (58)
oj
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szimplektikus formédban az emlitett F' tetszéleges fizikai mennyiség id6ébeli véltozdsara a

dFF OF OF

= Ly 59

i ot om (59)
kifejezést kapjuk, amely (55) szerint a

dFF OF OF _OH
T + %J% (60)

forméban adddik, igy a Poisson-zardjelek a szimplektikus nyelven a

OF OH
(FHy= 505 1)

alakban irhat6ak. A Poisson-zaréjelek tetszéleges A, B, C' fizikai mennyiségek €s c1, ¢y €
€ R esetén

— antiszimmetrikusak: {A, B} = —{B, A}, (specidlisan: {A, A} =0),
— R-bilinedrisak: {A,c1B + c2C} = c1{A, B} + c{A,C},
— kielégitik a Leibniz-szabdlyt: {A,B-C}={A,B}C+{A,C}B,

— kielégitik a Jacobi-azonossagot: {A,{B,C}}+{B,{C,A}} +{C,{A,B}} =0.

Vizsgéljuk (53) alapjan a Hamilton-fiiggvény id6fejlodését:

dH O0H
—=—+1{HH 62
T {H, H}, (62)
az elbbiek szerint { H, H} = 0, igy
dH 0H
Dl 63
dt ot’ (63)

azaz a megvalosulé6 mozgasra a Hamilton-fiiggvény totdlis id6 szerinti derivaltja meg-
egyezik a parcidlis idéderivaltjaval. A kanonikus véltozok Poisson-zaréjeleire a

{gj, a4t} =0, {qj,px} = 0, (64)
{pj, e} = —dji, {pjp} =0 (65)

kifejezések adédnak, ahol 9, a Kronecker-szimbdlum. Ezek alapjan a kanonikus valtozok

Poisson-zardjele a szimplektikus formaban

0 1
) = (_1 0) : (66)
Jk
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Amennyiben egy fizikai mennyiség nem fiigg expliciten az id6tdl, azaz F' = F(qx, pr)s
akkor (53) szerint

dF

5 = (R H). (67)
Ekkor ha % = (, akkor F' nem véltozik az id6ben, azaz F' mozgésalland6. Ezek alapjan
azt mondhatjuk, ha egy mennyiség Hamilton-fiiggvénnyel vett Poisson-zardjele zérus,
akkor a mennyiség mozgésalland6. A Poisson-tétel szerint, ha egy rendszerben 1étezik F}
és F, mozgasallando, akkor a két dlland6 Poisson-zardjele is megmarad6 mennyiség.

A Poisson-zardjelek szintén dltaldnosithatdk a térelméleti leirdsra is. Tekintsiik ismét

az F' fizikai mennyiséget, mely az F siirliségébdl ismét a teljes térfogaton torténd térin-
tegralasbol éllithat6 el6:

= / FdV. (68)

Az egyszerliség kedvéért ismét feltessziik, hogy F csak a térmennyiségektdl és azok el-
s6 tér- és idGderivaltjaitdl fiigg, tehat F (g, 0;¢k, Tk, t). Ekkor ennek a tetszOleges F

mennyiségnek az iddbeli véltozasa

oF
/Z[a bt Za i) + 5

az integrdl mdsodik tagjdban a hely és 1d6 szerinti integralast felcserélhetjiik, majd ezt a

dv, (69)

tagot parcidlisan integrilva a

d
oF oF
_ al— + —
/Z[(a%% ; a(az‘%)>¢k on kﬁk

kifejezést nyerjiik. A (46)-ban elmondott gondolatmenet szerint, valamint kihasznélva a
kanonikus egyenletek (48)—(49) alakjat a

e F 6H F 6H
_:/Z OF oH  OF oH 1 4\, (71)
J 1 6<,0k (57Tk 57Tk 5g0k

Osszefiiggésre jutunk. A pontmechanikai logika alapjan eszerint a térelméletben F' és H

{F,H}z/Z(é—FéH oF 5H>dv (72)
Vv k=1

dv, (70)

Poisson-zaréjelét az

S 0, 0Ty Oy

alakban definidlhatjuk. A térmennyiségeket és dltaldnos impulzussiiriséget ismét egy 1
vektorba rendezve, az F' és H Poisson-zardjele hasonléan (61)-hez

{(F,.H} = / 5—FJ5—HdV (73)
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alakban irhatok.

Mindezek a szerkezetek a GENERIC formalizmusban is alkalmazast nyernek.

2.4. DISSZIPATIV RENDSZEREK LEIRASA

Ebben az alfejezetben a teljesség igénye nélkiill megemlitek néhdny tudoménytorténe-
ti szempontbdl fontos elméletet, melyek a disszipativ rendszerek leirdsat hivatottak szol-
gélni.

A 2.1. alszakaszban ismertetettek szerint nemdisszipativ rendszerek leiré egyenleteit
szarmaztathatjuk valamiféle variacios elvbdl. Azonban felmeriilhet benniink a kérdés, mi-
kor tekinthetd ekvivalensnek egy differencidlegyenlet €s egy variaciés elv ? A Helmholtz—
Volterra—Vainberg-tétel [14] szerint ha a (:)go = 0 differenciadlegyenletben fellépd O dif-
ferencidloperator szimmetrikus, akkor az egyenlethez 1étezik Hamilton-elv. Ez a tétel te-
kinthetd a klasszikus potencidlelmélet egyfajta dltaldnositdsdnak, miszerint az erémezd
potencidlos, ha 6rvénymentes; ugyanigy O is orvénymentes, mely a szimmetrikussagat
jelenti. De hogyan tudunk varidcids elveket konstrudlni nemszimmetrikus operatorok-
hoz? Erre alapvetéen két modszer 1étezik, a hamiltoni médszerek €s a nem-hamiltoni
modszerek. E16bbiek matematikai transzformaciok segitségével hozzdk megfelel6 alakra
az egyenleteket, ilyenek példaul az integrdl6 operdtorok, a véltozétranszforméciok mod-
szere, bevezethetiink tovabbi véltozdkat, vagy az operatort adjungéltjaval szorozzuk. Ezek
a médszerek azonban nem egyértelmiek, attdl fiiggéen, hogy melyiket haszndljuk, a fi-
zikai interpretacié mds és mas. A nem-hamiltoni mddszerek kozé tartoznak a médositott
operatorok modszere (ezt haszndlta példaul Prigogine, 6 funkciondlintegrildssal a diffe-
rencidlegyenletbdl szarmaztatta a variacids problémanak megfeleld Lagrange-fiiggvényt),
illetve a médositott fiiggvényterek modszere, ilyenkor a varidldst dltaldban csak a valtozok

P

egy részében végzik — vagy a tér- vagy az idévaltozéban —, nem a teljes fiiggvénytéren.

Egy ilyen médositott fiiggvénytéren alapulé médszer a Gyarmati-elv [15, 16]. Te-
kintsiink egy a extenziv és egy ' intenziv fizikai mennyiséget, az a extenziv mennyiség

mérlegegyenlete
oa(l)+ V- j=m, (74)

ahol p a tomegsftiriséget, j az a mennyiséghez tartoz6 aramsriiséget, 7 pedig a forrastagot
jeloli, valamint a kvazilinedris konstiticids egyenl6ség

j=LVT, (75)
ahol pedig L az onsageri vezetési matrix. (75)-0t (74)-be helyettesitve a

0a(T)+ V- (LVD) =7 (76)
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egyenletre jutunk, melyet az
LT, j) = x(T.§) — ®(T.j) — ¥(T,j) (77)

potencidlbdl szdrmaztathatunk, ahol ®(T',j) = 3j-L~*-j és ¥(T,j) = VI -L- VT
Rayleigh-féle disszipécids potencidlok. Az ezekbdl képzett funkciondlbdl a lesziikitett
fliggvénytérre vett varidcidval szarmaztathatok (74)—(75) egyenletek. A variédldst csak a
térvéltozokban kell elvégezni, igy

1 1
5j](r,j):(sj/{j-vr—éj-L—l-j—§VP-L-vr]dV:vr—L—1j:o, (78)

1 1
5F[(r,j)zdp/{j-vr—§j-L1-j—§VF.L.VF}dvzv.(j—LVP):0 (79)
14

Osszefiiggéseket taldljuk. Vegyiik észre, hogy ezen egyenletek nem fiiggetlenek egymas-
tél, valamint (79) visszaadja a konstitutiv egyenletet. A (74)-et mint kényszert vessziik
figyelembe, ezt (79)-be helyettesitve a

—04— V- (LVD) 47 =0 (80)

transzportegyenletet kapjuk. Igy tehat a disszipativ rész dinamikdjit egy Lagrange-

fliggvénnyel analég mennyiségbdl szdrmaztattuk.

Megjegyzendd, hogy a disszipacids potencidlok alkalmazdsa nem univerzélis érvé-
ny(, a problémdknak csak egy bizonyos része kezelhet6 igy [17].

2.5. A GENERIC FOMALIZMUS

A 2.1-2.3. alszakaszban bemutattam néhdny moddszert, melyekkel nemdisszipativ
rendszerek mozgasegyenletei szdrmaztathatok, a 2.4. alszakaszban pedig a disszipativ di-
namika szdrmaztatidsara alkalmas elveket ismertettem. A GENERIC a reverzibilis és az
irreverzibilis dinamikét egyszerre szdrmaztatja, ebben az alszakaszban ezen formalizmus

alapotletét és megfogalmazasat mutatom be, végig Ottinger [5] gondolatmenetét kovetve.

A klasszikus — egyensiilyi, reverzibilis — termodinamika els 1épése a munka és hé fo-
galmdnak bevezetése, melyek kiilonbozd, de egymashoz szorosan kapcsol6dé fogalmak.
Ezekkel a termodinamikai rendszerek kozotti energiacserét a

dE =dW +dQ (81)

formdban irhatjuk. A termodinamika els fotétele szerint az energia megmaradd mennyi-
ség, igy csak ugy vdltozhat egy rendszerben, ha egy maésik rendszerrel vagy a kornye-

zettel valamilyen form4djaban energiat cserél. Az energiavaltozas munka részét jol érthetd
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mechanikai tagokkal reprezentéljuk, mint egy bizonyos nyomads okozta térfogatvaltozas
—pdV/, ill. egy bizonyos kémiai potencial okozta részecskeszam valtozasa pd/N, tovab-
b4 minden nem termikus mennyiségekkel 0sszefiiggd eneregiaviltozast (pl. elektromos,
magneses,. . . ) is hasonlé taggal reprezentdlhatunk, igy a

dE = —pdV + pdN +dQ (82)

Osszefliggésre jutunk. A termodinamika masodik f6tétele definidlja az S entrépidt és a T’
abszolut homérsékletet, miszerintd() = 7'dS, igy a klasszikus termodinamika Gibbs-féle
fundamentélis Osszefliggésére jutunk :

dE = —pdV + pdN + TdS, (83)

mely a termodinamikai rendszert a V, N, S termodinamikai valtozokon értelmezett geo-

metriai struktdran értelmezi.

Amennyiben a rendszer nincs egyenstlyban, akkor vizsgaljuk a rendszer id6fejlodé-
sét az egyensulyba keriilésig. Mig az egyensulyi targyaldsmédndl a rendszerek kozotti
energiacserét a rendszeren végzett munka €s az atadott hé 6sszegeként irtuk fel, addig a
nemegyensulyi esetben az dllapotvaltozok id6fejlédését egy reverzibilis és egy irreverzi-
bilis tag 1d6fejlédésének Osszegeként keressiik, azaz

d
d_)t( = Xrev + Xirr, (84)

ahol x a nemegyensulyi rendszer dllapotat jellemz0 fiiggetlen valtozokbdl alkotott vektor.
Feltételezziik, hogy a reverzibilis rész — hasonléan, mint az egyensulyi targyaldsmédnal
a munka rész — mechanikai jellegli, igy ennek a tagnak egy jol értelmezett struktirdja
van, mely a hamiltoni dinamikdhoz kapcsol6d6 Poisson-struktira. fgy azZ X, 1d6fejlo-
dését egy Hamilton-fiiggvénybdl szarmaztatjuk, melyet gondolhatunk a rendszer energia-
fliggvényének, melyhez egy hamiltoni vektormezd tarsul. Erre a klasszikus mechanikdban
mar alkalmazott geometriai struktirdk megfelelnek, mint a Poisson-, vagy a szimplekti-
kus struktdra, melyek az energiafiiggvény gradiensébdl szarmaztatjak az allapotvaltozok
1dofejlodését. Ezek a struktirdk azonban korldtozottak, igy a nem mechanikai kélcsonha-
tdsok okozta folyamatokat nem tudjuk ezekkel leirni. Ahhoz, hogy ezeket is figyelembe
tudjuk venni, egy sokkal dltalanosabb Poisson-struktirat kell venniink, melyeken beve-
zethetlink egy nemtrividlis entrépiafiiggvényt, mely dllandé minden hamiltoni dinamika
vezette esetben. Ezzel eljutottunk az utolsé 1épéshez, amivel dQ) = 7'dS analogonjét ke-
ressiik. Egy természetes feltételezés, ahogyan mint az energiafiiggvény gradiense vezérli
a reverzibilis rész id6fejlodését, gy az entrdpiafiiggvény gradiense vezérelje az irreverzi-
bilis rész id6fejlodését, igy ehhez is bevezethetiink egy operatort ( mint a hamiltoni dina-
mikandl volt a J métrix, késébb latjuk majd, hogy csak abban az egyszeri esetben adhat6

meg egység- és nullmatrixokkal), mely az entrépiafiiggvény gradiensébdl szdrmaztatja
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az irreverzibilis rész 1d6fejlodését. Megjegyzendd, hogy az entrdpia az extenziv dllapot-
valtozok fiiggvényében konkav kifejezés. Igy elérkeziink egy altaldnos, nemegyensiilyi
rendszerek id6fejlodését leird egyenlethez, melyet GENERIC-nek (General Equation for
the Nonequlibrium Reversible-Irreversible Coupling) neveztek el:

OE(x) 05(x)

d
S =M_(x) = ML) S (85)

=

ahol E(x) és S(x) az dllapotvaltozdkkal kifejezett energia- és entrGpiafunkciondlok, az
M_(x) és M, (x)7 a reverzibilis ill. irreverzibilis operdtormétrix, melyek a geometriai
struktirat és a disszipativ anyagjellemzdket reprezentiljak operdtorok formajaban. Alta-
laban a x allapotvéltozok vektora helyfiiggd mezdket tartalmaz, igy a % altalaban funkci-
onélderivélast jelol, amennyiben viszont az allapotvaltozok — a tomegpontmechanikdhoz
hasonldan — véges dimenzids térben leirhaték (Id. példaul [18] altal ismertetett termor-

ugalmas ingat), akkor a funkciondlderivalas helyett parciélis derivalast kell haszndlnunk.

A GENERIC-es modellezés alapvet6 része az allapotvaltozék megvalasztasa. Mivel
nem léteznek univerzdlis nemegyensulyi dllapotvaltozok, igy ezek megvalasztidsa a mo-
dellezendd jelenségtdl fiiggden, intuitivan valasztandok meg, azonban ezek rossz megva-

lasztasa esetén a mdodszer nem vezethet sikerre.

Mivel (85)-ben a reverzibilis és irreverzibilis rész id6fejlédését egymastdl fiiggetlen-
nek tekintettiik, igy tovabbi két kiegészitd, degeneradltsagi kovetelményt fogalmazhatunk

meg:
M_(x) - 5@5{") =0, (86)

SE
M, (x) - 5)(:‘) —0. (87)

(86) azt fejezi ki, hogy a reverzibilis dinamikét generdlé M_(x) operdtor nincs hatdssal
az entropia megvaltozasara. (87) egy zart rendszer teljes energidjanak megmaradasat feje-
zi ki az irreverzibilitds hozzdjarulasaval, a disszipalt mechanikai energia belsé energiava
alakul at. A hamiltoni dinamika szerint az M_(x) reverzibilis operatormatrix sziikség-
szer{ien antiszimmetrikus, mig az entrépiaprodukcié pozitiv definitsége miatt az M, (x)
irreverzibilis operatormdtrix szimmetrikus €s pozitiv szemidefinit. Ezek a megéllapitdsok
még hasznunkra valnak : modellezéskor e két matrixot el6 kell allitanunk, azonban ennek
menete bonyodalmas, ezen feltételek segiteni fogjdk a métrixok megkonstrudldsat.

A hamiltoni mechanikdn keresztiil ismertettem a reverzibilis rész mogotti geomet-

riai struktirat, a Poisson-struktirat, mely szerint két A, B funkcional antiszimmetrikus

"Hagyomanyosan a GENERIC-ben az M_(x) reverzibilis operdtormatrixot L(x)-szel jelolik és

Poisson-madtrixnak, M, (x) irreverzibilis operdtormadtrixot pedig M(x)-szel jelolik és surléddsi mat-

rixnak nevezik, azonban mi az L jel6lést a Lagrange-fiiggvény jelolésére tartjuk fenn. Az altalunk
preferdlt jelolésben a — és 4 jelek az indexben az operdtor szimmetridjara utalnak.
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zaréjele® és az M_(x) reverzibilis operdtormatrix kozott az

[A,B] = / OAM) M (x) . 28X gy (88)

1.4 ox
v

Osszefliggés all fenn, az antiszimmetrikus zdrdjelekre vonatkozé tulajdonsiagok meg-
egyeznek a 2.3. alszakaszban ismertetett tulajdonsagokkal.

Az antiszimmetrikus zédréjelekre vonatkozd Jacobi-azonossdggal megmutathat6 az
id6fejlédési invariancia. Definidljunk id6fiiggé A; operatorokat, mint a kovetkezd tisz-

tan reverzibilis

dA,
o (A, E] (89)

egyenlet megoldésait az Ay = A kezdeti feltétellel, és tekintsiik a C' = [A, B]_ mennyi-
ség id6fejlodését tetszbleges A, B funkciondlokkal. A reverzibilis dinamika feltételezett
idGinvarianciaja C' id6fejlodéséhez hasonléan megfogalmazhaté az A;, B; mennyiségekre
is:

— =[[A, B]_,E]_, (90)
melynek jobb oldala a Leibniz-szabdly és (89), valamint B,-re felirt alakja szerint a
[[Ae, Bi]_,E]_=[[A,E]_,B)]_+ [Aw[B, E]_]_ (91)
alakban is frhat6. Kihaszndlva az antiszimmetrikus zardjelek antiszimmetridjat, ezt a
[E,[Ae, B ] +[A,[BLE]_] +[B,EA]_] =0 (92)

alakban is frhatjuk. A Jacobi-azonossag szerint tehat az id6fejlédés konzisztens, melyet
az energiafunkciondl generdl.

Az antiszimmetikus z4r6jel mellé bevezethetjiik a szimmetrikus® zaréjelet, mely az

M, (x) irreverzibilis operdtormétrixhoz tarsul :

A, = [ 58 om w- Eay ©3)

Vv

Az M (x) szimmetridja miatt a szimmetrikus z4r6jel is szimmetrikus'?:

[A, B, = [B, A, (94)

8 Antiszimmetrikus z4réjel alatt az 4ltalanositott Poisson-zaréjelet értjiik, azonban ezek mar nem csak
a kanonikus véltozokat tartalmazzak, igy nem célszer(i Poisson-zardjelnek hivni.

% A hagyomanyos GENERIC irodalom disszipativ vagy irreverzibilis zdréjel néven tartja szimon.

10Bzért is vélasztottuk a szimmetrikus z4réjel megnevezést.
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valamint M (x) pozitiv szemidefinitsége miatt
[A, Al >0, 95)
(93)—(95)-ben A, B tetszbleges funkcionalok.

Tekintsiik az A funkciondl id6fejlodését, melyet a

dA  6A(x) dx
dt - ox dt ©0)

egyenlettel fejezhetiink ki. Az imént bevezetett antiszimmetrikus és szimmetrikus zardje-
lekkel

dA
E:[AvE]—_{—[AaSL_? 7
mely (85) kovetkezménye. Vizsgéljuk meg ez alapjan az energiafunkciondl id6fejlédését.
Eszerint
dE
E:[E7E]—+[Eus]+:07 (98)

ahol felhasznaltuk (87) degenerécids feltételt, valamint egy mennyiség onmagaval vett
antiszimmetrikus zdrdjelének nulla voltit. Ez az egyenlet az energiamegmaradast fejezi
ki. Amennyiben az entrépiafunkciondl id6fejlodését vizsgéljuk, a

ds

E:[SaE]—+[S7S]+ 99)
egyenletre jutunk, melynek els tagja (86) alapjan nulla, mig masodik tagja M, (x) pozitiv
szemidefinitsége miatt

ds

= =15,5], 20, (100)

mely a termodinamika mésodik fotételét fejezi ki, azaz az entrépia az idé6ben nem csok-
ken. Tekintsiik azt a két specialis esetet, melyek egyben a GENERIC keretrendszert
motivaltdk. Amennyiben a folyamatok reverzibilisek, visszakapjuk a mar ismertetett
Hamilton-formalizmust. A hamiltoni mechanikdhoz jarul$ irreverzibilis részt a kritikus
dinamika (Id. fazisatmenetek) leirdsdra haszndlt Ginzburg—Landau-egyenlet motivalta.
Tovabbra is Ottingert [5] kovetve, tekintsiik az F(x,T) = F(x) — T'S(x) Helmholtz-féle
szabadenergiafiiggvényt, melyben 7" konstans paraméter, melyet a staciondrius végallapot
egyensulyi hdmérsékletével azonosithatunk, melyet az F'(x,7") fuggvény gradiensének
eltlinésével definidlhatunk. A Ginzburg—Landau-egyenlet szerint az egyensulyi dllapot ir-

reverzibilis megkozelitése a

dx 0S(x) 1 J[E(x) — F(x)]
M = _—_M 101
dt + (X) 5X T + (X) 5X ( )
egyenlettel irhato le, felhaszndlva a (87) degenericios feltételt, a
dx 1 IF(x)
M 102
7 T +(x) i (102)

egyenletet kapjuk.
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2.6. A GENERIC NEHANY HASZNOS OSSZEFUGGESE

Amint az a 2.5. alszakaszban is szerepelt, a nemegyensulyi dllapotvéltozok megva-
lasztdsa intuitivan torténik, igy ezek megvalasztisa a GENERIC formalizmussal torténd
modellezés kritikus 1épése. Ugyanakkor kiilonboz6 valtozokombindciokkal is célt érhe-
tiink, avagy az elmélet kiépitése szempontjabol egyfajta kombindcidt, az alkalmazisokhoz
pedig egy masikat célszerl vélasztanunk. Az is lehetséges, hogy a reverzibilis és az irre-
verzibilis rész dinamik4jat kiilonbozd allapotvéltozokban célszerd felirni, majd az egye-
sitett egyenletetnél atjatszani az egyik véaltozdcsoportot a mésikra. Ehhez nytjt segitséget
a véltozotranszformécio.

Legyen az egyik esetben alkalmazott allapotvaltozdink vektora x, a mésik tekintett
kombindcié pedig y, ezek kozott az y(x) sszefiiggés 4ll fenn. A véltozétranszformacio
levezetéséhez attériink az indexes irdsmoddba, valamint az Einstein-féle 0sszegzési kon-
vencidt hasznéljuk, mely szerint az azonos ,,fels6” és ,,als6¢” indexekre 6sszegzés torténik.
Eszerint (85) a

L9 ({a? }>5S<{x ) (103)

R P 5E({37p})
dt = M) = ol

alakban irhat6. Irjuk fel ugyanezt az egyenletet a y allapotvaltozékra is:

LI alltal 104)

ay iy,

dt

= M_({y' ) —= 5

Masrészrdl mivel az y és az x allapotvaltozok kozott fliggvényszerl kapcsolat van, igy
(104) (103) segitségével tovabb irhato a

dy' oy’ da’ by i 5E({yp}) oy™ ik 55({yp})5y
df o0 dt 5J{M‘ LG Y v 5mk}
(105)

alakba. Ezek utdn mar (104) és (105) egyenl6ségébdl a valtozétranszformaciora érvényes
Osszefiiggések leolvashatok:

5

) = yMﬁﬂ}kW (106)

M9 ({yP}) = ({a }> (107)
melyeket invaridns alakban irva a

. 5 oy \ "

ML(y) = M- (x) (%) , (108)

. 5 oy\"

M, (y) = 5—,y(M+(X) (5—1) (109)
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kifejezésekre jutunk. Behelyettesitéssel konnyen megmutathatd, hogy a véltozoétranszfor-
macidk az antiszimmetrikus és a szimmetrikus zaréjeleket invaridnsan hagyjdk, igy ha az
egyik dllapotvoltozdink gytjteményében teljesiil a Jacobi-azonossdg, akkor a masikban
is.

A GENERIC egyik legalapvetObb kovetelménye az antiszimmetrikus zardjelekre vo-
natkoz6 Jacobi-azonossdag teljesiilése. Ameddig a klasszikus mechanikdban ez a struktira
egy kovetkezménye, addig a GENERIC keretrendszerben ez csak egy klasszikus mechani-
kai altaldnositds, igy a Jacobi-azonossag teljesiilését ellendrizniink kell. Ez bonyodalmas
feladat, azonban a kovetkezd tételek bizonyos esetekben ezt megkonnyitik.

Egyszer(i — ugyanakkor hosszadalmas — szamitdsokkal belathatd, hogy az A és B

funkciondlok antiszimmetrikus zaréjelének funkciondlderivaltjara a

d[A, B]_ _0A_,, 0°B 52 A u wOB  0AOM_MéB (110)
szp 0xzk dxldxr | Sxkoxr’  dxl | oxF OxP oa!
Osszefliggést kapjuk.

Tétel: Ha az M _ reverzibilis operdtormatrix fiiggetlen az x allapotvaltozdok vektoratdl,
akkor M_ antiszimmetridja implikdlja a Jacobi-azonossag teljesiilését.

Bizonyitds : Els6 1épésként irjuk fel az A, B és C' funkciondlok hdrmas antiszimmetikus

[A,[B,C]_] = /{%M_’“m}dv. (111)

zardjelét:

oxk ox!

A tétel szerint a reverzibilis operdtormatrix fiiggetlen az dllapotvaltozoktdl, eszerint (110)
harmadik tagja ekkor zérus lesz. Beirva igy (110)-et (111)-be, majd csoportositva a tago-

kat az

dA 6B &6*C 5A 6B sC
kl pq
[A.[B,C] ] /{M_ M- [51”“ 5 Sx5al | 2k Sarsal (51"1} }dV (112)
v

Osszefliggésre jutunk. Ezek utdn felirva a hdrmas zéardjelek 6sszegét, indexcserék utan,

majd a masodrendd tagok szerint rendezve a kifejezéseket:

[A,[B,C]_]_+[B,[C,A]_] +][C,[AB] ] =

{5%{ ar by w080 w08 50” i

dxdzt Sk oap daP ok
dC §A 3C A
Kl pg ¥~ kl ap

- {5:16‘15xl [ M- ok oar MM dxp 5$’“} }dV—l—
dA OB dC A
M Pe 7 4 €N RN

- {51:‘151151 [ dzk dap dxP 6$’“} }dV
v

(113)
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Mivel M_9% = —M P4, valamint a kapcsos zardjelek masodik tagjaiban sorra a B és C,
a C és A, valamint az A és B funkciondlok derivalé indexeit felcserélhetjiik, igy a szog-
letes zardjelekben 1évd tagok nulldk, eszerint az antiszimmetrikus zdréjelekre a Jacobi-
azonossag ekkor valdban teljesiil.

Kovetkezmény: Az antiszimmetrikus zaréjelekre vonatkoz6 Jacobi-azonossag ellendr-
zéséhez elegendd az
ki lq ak
g OM_ jp OM 1 OM_

M_ M_ M_ =0 114
oxP + oxP * orP (114)

azonossag belatasa.

Bizonyitds : Irjuk fel a harmas zaréjelek osszegét, majd vegyiik figyelembe, hogy az el6z6
tétel szerint (110) els6 két tagja a hdrmas zdrdjelekben nulla lesz, igy az

[A[B.CI]_+[B[C.AL] +[C[AB] =

A GBOMIC B GCOM A SO 640N M 5B
dxd oxk OxP ozl dxd oxk Oxr ozl dxd oxk OxP Ozl
(115)

Osszefiiggést talaljuk. Ezek utdan indexcseréket végziink a sziikséges tagokban, majd az A,
B és C funkciondlok derivaltjait kiemelve az

[A,[B,C]_] +[B,[C,A]_] +][C,[AB] ] =

= %6_35_0 M pan—kl 4 kpaM—lq M lpaM_qk (116)
dx? dxk o2 T Oap - T oxp ~ T omr

kifejezésre jutunk, mely csak ugy teljesiilhet tetszSleges A, B és C' funkcionalokra, ha a

zaréjelben 1€vé kifejezés zérus.

3. BELSO VALTOZOS SZILARDTEST-REOLOGIA

Viszkoelasztikus anyagmodellek szarmaztathatok mechanikai vagy termodinamikai
irdnybdl. A pusztan mechanikai szemszogbdl felvett anyagmodellek esetlegesen sérthetik
a termodinamika masodik f6tételét, az irreverzibilis termodinamika belsd valtozos mod-
szertana ellenben termodinamikailag konzisztens anyagmodellek levezetésére nyujt lehe-

téséget.

A belsé véltozés modszertan a klasszikus, makroszkopikus elméletek egy univerzalis
modellezési eszkdze. A mddszer jellegzetessége €s eldnye, hogy minimdlis feltevéseket
tesz a modellezendd jelenségek fizikai mechanizmusardl, nem sziikséges ismerniink a

mikroszkopikus €s mezoszkopikus hattérfolyamatokat, az igy nyert elméletek mindenhol



hasznalhat6k, ahol a makroszkopikus folyamatok kielégitik az alkalmazott termodinami-
kai elveket: egy tovabbi dllapotvaltozo jelenlétét a konstitutiv fliggvényekben, a mérleg-

egyenleteket és a masodik fotételt.

P

A modszertan szerint vesziink egy ismert kiinduldsi rendszert, melyet kibSvitiink egy
feltételezett extra — tn. bels6!! — valtozéval, ennek a véltozénak egy konkdv kifejezésével
eltoljuk az entrépiat'?, majd az entrépiaprodukcié pozitiv definitségét onsageri egyenle-
tekkel biztositjuk.

A belsd allapotvéltozé tenzori rendjét, illetve tovabbi tulajdonsdgait (szimmetrikus-
sag, stb.) attdl fiiggben vdélasztjuk meg, hogy milyen jelenség szempontjabdl keresiink
kiterjesztést, példaul skalar belsd valtozot haszndlhatunk karosodas ill. tonkremenetel le-
frasara (im. kdrosodas foka) [19, 20, 21, 22], vektori belsé valtozét a hbvezetés kiterjesz-
tésére (a hédramslriiség vektor korrekcidjaként) [23, 24], més jelenségek modellezésé-
hez pedig szimmetrikus vagy antiszimmetrikus mésodrend( tenzort, vagy magasabbren-
dd tenzort vélaszthatunk, s6t lehetdségiink van egyszerre tobb bels6 valtozo, illetve ezek
gradiensének 1étezését is feltételezniink.

Miutan felirtuk a kiterjesztett makroszkopikus rendszerre vonatkoz6 egyenleteket, az
egyik tanulsdgos vizsgdlati méd a belsé valtozo kikiiszobolése, és az eredmény Osszeve-
tése kordabbrol ismert modellekkel. Egy mdésik lehetdség az egyenletrendszer GENERIC
keretrendszerbe torténé bedgyazdsa. Ennek eldnye, hogy itt az 4llapotvaltozok id6fejld-
dését egy explicit, elsérendd id6beli differencidlegyenlettel irjuk le, mig a probléma hely-
fliggését az operatoregyiitthatok vezérlik. A GENERIC-es atfogalmazas lehetdséget nyujt
Ujfajta megolddsi modszerek (pl. varidcids jellegliek, fliggvényrendszer szerinti kifejté-

sek) alkalmazasara.

A tovabbiakban el6szor [10] alapjan ismertetem egy olyan belsd véltozés modell-
csalad levezetését, melyet a belsé véltozo kikiiszobolésével kapunk. Ez a Kluitenberg—
Verhds-modellcsaldd, mely mind elméletileg, mind kisérletileg Kkitiintetett szildrdtest-

reoldgiai modell.

Ezutdn a megfelel6 GENERIC-es leifrdst mutatom be. A gyakorlatban ugyan az 4l-
taldnos, hdrom térdimenzids targyaldsmaéddal kell dolgoznunk, azonban az egyszeriiség
kedvéért, valamint hogy a 1ényegi szempontokra figyelhessiink, eloszor a Iényegesen egy-
szer(ibb, egydimenzids targyaldasmddon keresztiil mutatom be a belsé valtozos szilardtest-
reoldgia GENERIC keretbe torténd bedgyazasat, majd azonos logika alapjan megadom az
altaldnos, hdrom térdimezids egyenleteket is.

A levezetéseket a mérnoki gyakorlatban sokszor megengedhetd, kis deformacids ko-

11 Altaldnosabb elnevezése : dinamikai [4], hiszen nem sziikségképpen belsS természetii.
12 Megjegyzends, hogy az entrépia bels véltozéval torténd eltoldsa helyett eltolhatjuk a belsd energiat
is, vagy akdr egyszerre végezhetjiik ezt az eltolast az entrépidban és a belsd energidban egyarant.
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zelitésben fogjuk latni. Ekkor a sebességgradiens-tenzor szimmetrikus része kozelitdleg
megegyezik az alakvéltozds id6derivaltjaval (¢), valamint a ¢ tomegstriiség allandénak
tekinthetd.

3.1. AZ EGY TERDIMENZIOS TARGYALASMOD

3.1.1. A KIINDULASI RENDSZER

Az egyszeriliség kedvéért, valamint, hogy a 1ényegi szempontokra 0sszpontosithas-
sunk, el6szor tekintsiink egy egytengely( fesziiltségi allapotd feladatot. Ekkor a fesziilt-
ségtenzor, az alakvéltozdsi tenzor €s a sebesség egyardnt egy-egy komponenssel repre-
zentalhato.

Tekintsiik a v sebességet, az ¢ alakvéltozast és a T' hdmérsékletet a kiterjesztetlen

rendszer lefrasara szolgdlo allapotvaltozoknak, melyeket az

v
x=|¢ (117)
T

vektorba gy(jtiink. Mint mar elhangzott, kisdeformacioés targyaldsmédban a o sliriiség
konstansnak tekinthetd, amennyiben ez a feltétel nem igaz, akkor sziikséges p-t is fel-
venni az allapotvéltozok kozé. Itt megjegyezném, hogy a GENERIC nem ad semmiféle

s

eldirast, feltételt vagy kovetelményt az dllapotvéaltozok meghatarozdsara, igy ezeket sza-

z 2

badon valaszthatjuk meg, egyediili feltétel, hogy a késdbbiekben meghatarozott reverzi-
bilis és irreverzibilis operatormatrixra vonatkozé el6irdsok (melyeket a 2.5. alszakaszban
ismertettem) teljesiiljenek. A GENERIC szokdsos megkozelitésében ugyan a hdmérséklet
helyett a belsd energiat vagy entropidt szokas hasznalni, ez viszont valamelyest megbo-

nyolitand a tovabbi targyaldsmédot (pl. hétagulds elhanyagoldsa, dllandé fajhd).

Kiinduldsként homogén, izotrop, linedrisan rugalmas anyagi viselkedést tételeziink
fel, ekkor a o, fesziiltség és az ¢ fajlagos alakvaltozas kozotti kapcsolatot a

0a(X) = ou(e) = Ele (118)
Hooke-torvény adja meg, ahol £l a Young-modulusz'3.

A kisdeformécids kozelitésben, valamint elhanyagolva mindennem( nem tisztin ru-
galmas (pl. a h6tagulast vagy a képlékeny) mechanikai véltozasokat az egydimenzids tar-
gyaldasmoddban a

e=1 (119)

13 A I jelslés arra utal, hogy az E!l Young-modulusz a hosszirdnyi fesziiltség és alakvaltozds kozotti
ardnyszam. Vegyiik észre, hogy az FE jelolés a GENERIC-ben mar foglalt, 1d. energiafunkcionadl.
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kinematikai 0sszefiiggésiink van. A kisdeformacios kozelités tovabbi technikai bonyodal-
maktol is mentes, ekkor ugyanis nem sziikséges az anyagi sokasdgon illetve a téridon vett

leiras megkiilonboztetése [25].
Mivel a kiterjesztetlen rendszer tisztdn rugalmas, igy a Cauchy-féle mozgasegyenlet

o0 =0 =0 (120)

el

alakban irhato, a térfogati er6k elhanyagolasédval. A teljes mechanikai teljesitményt a

d d (E|
(0ev) = ohv + o’ = vi + Eles = T (gv2> + T (752> = 0¢kin + 061 (121)

formdban irhatjuk, mely a fajlagos kinetikus és rugalmas energia idéderivaltjaival ard-

nyos, ahol a fajlagos kinetikus energia

1
€kxin — 51}27 (122)
a fajlagos rugalmas energia pedig
I
€l = B (123)
20

A rendszer fajlagos belsé energidjanak hdmérsékletfiiggd tagjat az egyszertiség kedvéért

az
en = T’ (124)

modon valasztjuk, ahol ¢ konstans fajhd. A fajlagos Osszenergia pedig az

El

1
Crot = €kin + €1 + € = =07 + —&> + T (125)
2 20

osszeg.

A termodinamika els6 fotétele (azaz a belsé energia mérlegegyenlete) a
Ot = —Jo + (dav)’ (126)

alakban irhatd, ahol j. a héaramsirtiség. Mivel a mechanikai szempontokra szeretnénk
fokuszalni, a hdvezetést elhanyagoljuk — ennél fogva j. = 0 —, igy (126) a

0(éxin + €1 + €m) = (oav)’ (127)
alakra egyszertsodik, melybdl (121) felhaszndldsaval a fajlagos termikus energidra az

eq=cl =0 (128)
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Osszefliggést kapjuk. Az entrépia mérlegegyenlete
08 = —j, + s, (129)

viszont a nemegyensulyi termodinamikédban szokdsos js = % Je entrépiadram a hdvezetés

elhanyagolédsa miatt szintén zérus. Behelyettesitve ebbe ey, = T's-t a

QSZ%'th:%CTZO (130)

Osszefiiggést kapjuk. Ezek szerint a 7, entropiaprodukcié mindaddig zérus, amig 5 = 0.
Ez az eredményiink egybevag a varttal, hiszen a hdvezetés lenne az egyetlen irreverzibilis

effektus, azonban azt elhanyagoltuk. Tovabb alakitva (130)-at a
ds Ldew ¢

L 131
drr Tdr T (131)
egyenletre jutunk. EbbdI a fajlagos entrépidra az
T
s(x) =s(T) = cln = + s (132)

To

kifejezést kapjuk, melyben T és s, tetszdleges integrdldsi konstansok.

3.1.2. A KITERJESZTETT RENDSZER

Az el6bbi (117)-ben definidlt dllapovaltozok mellett bevezetiink egy tovébbi, &-vel
jelolt belsd valtozot is, mellyel a rendszer mechanikai tulajdonségait szeretnénk kiterjesz-
teni. Ezt a belsd valtoz6t a haromdimenzids targyaldsmédban egy szimmetrikus, masod-
rend(i tenzornak vélasztjuk, mivel a fesziiltség és az alakvaltozds kozott teremt korrekcidt,
az egy térdimenzids targyaldsmodban pedig szintén egyetlen komponensként jelentkezik.

Igy a kiterjesztett rendszert leir6 dllapotvaltozokat a

%= (133)

§

vektorba rendezziik. A belsé véltozés mddszertan szerint az entrépidt a belsd valtozonak
egy konkav kifejezésével eltoljuk, mely a Morse-lemma figyelembe vételével egyszertien
négyzetesnek valaszthato, azaz

5(X) = s(x) — =¢2 (134)

Mivel a reoldgia a mechanikai viselkedésben szembeszokd, igy az entropia belsd val-

sz

tozoval torténd kiterjesztése mellett a fesziiltségben is feltételeziink egy tovabbi — nem
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egyensulyi — tagot, mely szintén fligg a bels6 valtozotdl, igy a kiterjesztett rendszer me-

chanikai fesziiltségét a
0(X) = 0e(X) + Oner(X)
osszegként keressiik. gy a mozgdsegyenlet a

QU = OJ = (Uel + Unel),

(135)

(136)

alakot olti, tovdbba a mechanikai teljesitményben is megjelenik egy uj, a oy -lel ardnyos

tag [vO. (121)-gyel]:
(00) = [(0e1 + Onet)V] = (Tet + Tnet) 0 + TtV + Tpelt’ = 0kin + 0€e1 + Tner?’,
igy ez a tag a belsO energia mérlegegyenletében is megjelenik :
0¢ = (0v) = 0éxin + 0el + TpalV'.

Ezek szerint

06 = Opat’,
valamint felhasznalva (124)-et a

T=—0pt

oc

egyenletre jutunk.

Az entrépia mérlegegyenete a

A

08 = T
alakban irhatd, ahol ismét felhaszndlva az ey, = T's Osszefiiggést a

05 = %éth — o€

Osszefliggésre jutunk, melybe behelyettesitve (139)-et az entrépiaprodukciora a

T = _O-nelvl - Q&g

T
kifejezést kapjuk.

Az entrépiaprodukci6 pozitiv definitségét a

Onel = 110" + Lio(—0T€),

é = l211}/ + lgz(—QTg)
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onsageri egyenletekkel biztositjuk, melyben az [;; parkozi vezetési matrix egyiitthatdira
bizonyos feltételek fennélldsa sziikséges. Helyettesitsiik (144)—(145)-6t (143)-ba, igy a

Ty = 1130 + (L + 11 )V (—0T€) + laa(—0TE)* > 0 (146)

Osszefliggésre jutunk, majd ezt egy kvadratikus kifejezéssé alakitjuk :

lll l§2 Ul
g >0 147
S <l§2 @) (—ng) - o

melyben [$, = %(112 +1y1) az | matrix szimmetrikus részének offdiagondlis eleme. Az
entrépiaprodukcié pozitiv definit volta az [5 métrix pozitiv definitéségét kiveteli meg.

Ehhez a Sylvester-kritérium szerint az [;; egyiitthatokra a
L1 >0, lp>0, detl>>0 (148)

egyenldtlenségek sziikségesek. Ezek a feltételek egymastol nem fiiggetlenek, a harmadik-
bél illetve az elsd kettd koziil az egyikbdl egyértelmiien kovetkezik a mésik. Az [;; egyiitt-
hatok nem feltétleniil allanddk, példaul hdmérsékletfiiggdk lehetnek, azonban a tovabbi-
akban ezek allanddsagit feltételezziik. Vegyiik észre, hogy a parkozi vezetési matrixnak
csak az IS szimmetrikus része generdl irreverzibilitdst, az [* antiszimmetrikus rész nem
jarul hozza az entrpia noveléséhez, ez a (144)—(145) onsageri egyenletek reverzibilis—

irreverzibilis részre bontdsdval konnyen l4thaté:

et = [I15(=0T€)] + [lnv' + Ba(—0T€)], (149)
£ =[] + [I550" + laa(—0T€)]. (150)

Megjegyzendd, hogy egy masik lehetdség az entrépiaprodukcid pozitiv definitségé-

nek biztositasara a
Onet = M1 0 + Mk, (151)
(—0T€) = Moy + magoé (152)

onsageri egyenletek vélasztdsa. Az elobbi Iépéseket kbvetve az m;; egyiitthatokra teljesii-
lendd feltételek :

my >0, Mo >0, detm®>0. (153)

Feltehet6 a kérdés, hogy melyiket érdemes ezek koziil haszndlni? A kés6bbiekben meg-
mutatjuk, hogy a (144)—(145) egyenleteket haszndlva a lehetséges paramétertaromény
pereme csak végtelenbeli hatarértékkel képezhetd, mig a (151)—-(152) egyenletekkel a
paramétertartomédny pereme is természetes modon lefedésre keriil. A GENERIC keret-
rendszerbe torténd bedgyazaskor azonban célszerl a (144)—(145) egyenletek hasznalata,

mivel igy a £ bels6 valtozéra kozvetleniil iddbeli differencidlegyenletet kapunk.
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Igy meghatdroztuk a kiterjesztett rendszer leir6 egyenleteit. A tovabbiakban el&szor
a belsd valtozo kikiiszobolésével adodo reoldgiai modellcsaldadot [10] ismertetem, majd
sajat eredményeim kovetkeznek : a bels6 valtozés modell GENERIC-es alakra 4tfogalma-

zasa.

3.1.3. A BELSO VALTOZO KIKUSZOBOLESE: A KLUITENBERG—VERHAS-MODELLCSALAD
Tételezziik fel, hogy (144)—(145)-ben az Iy, 01112, lo1 és oTl5s egyiitthatok egy fo-
lyamat mentén jo kozelitéssel allandok. (144)—(145)-ben (119) alapjan attériink v'-rdl é-

ra. Ekkor a ¢ belsé viltozé kikiiszobolése egyszerd. Irjuk 4t (145)-ot olyan alakra, ahol
egy differencidloperator hat ¢-re:

d

Hattassuk a (% + QTZQQ) operatort (144)-re, majd felhasznélva (154)-et a
QTlQQO'ne] + dnel = QT(det l)€ + lllé (155)

egyenletre jutunk. Ezt 0, = 0 — Ellc alapjan a

- (156)

!
a:E%+(Ml b %+l”

+ €
0Tl lao 0Ty 0Tl59

alakra hozhatjuk. Igy egy olyan reoldgiai modellcsalddra jutottunk, mely a fesziiltséget
az elsd, az alakvaltozast a masodik idéderivaltig bezardlag tartalmazza. Az ilyen modellt
(0,1 < 0,1,2)-vel jelolhetjiik, mely a jelenlevé derivdltak rendjére utal. Az egyiitthatok

tomorebb jelolésével a modell kompakt formédja:

o+ 710 = FEye+ Eé+ E5¢, (157)
ahol'4
1 det! Ey Ey I
T= >0, Ey=FEl, Bj=—+ > >0, Ey= :
0T'l5 0 ! lao 0Tlay — 0Ty 27 0TIy —
(158)

az egyiitthatokra ad6do sziikséges és elégséges termodinamikai feltételeket is feltiintettiik.
Lathato, hogy a7 = 0 és £ = 0 esetek ki vannak zdrva, igy a (0 < 0) Hooke-modell nincs
kozvetleniil lefedve, csak az l,o — oo hataresetként érhets el.

“Megjegyzés: a 7 id6 dimenzi6ji egyiitthaté hasonlé jellegii kiterjesztést jellemez, mint a relaxa-

ci6s id6 a Fourier-torvényen tili hovezetés Maxwell-Cattaneo—Vernotte- és Guyer—Krumhansl-
egyenleteiben.
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Ez a kellemetlenség a (151)—(152) egyenletek alkalmazdsaval konnyen kezelhetd. Ha-
sonld 1épéseket kovetiink, mint az eldbb tettiik; most (152) egyenletet alakitjuk at ugy,
hogy &-re egy differencidloperator hasson:

d
<m22& + QT)§ = —Mma€, (159)

majd az igy felismert (mQQ% + QT) operéatort (151)-re hattatjuk, valamint (159) felhasz-
naldsaval a

01 T el + Mog0pel = 01T'Mm11€ + det mé (160)

egyenletet kapjuk. Ismét a 0,y = 0 — Elle behelyettesitéssel élve a

detm
£ 161
oT € (161)

maog . Mmoo .
+—25=Flet (my+—E|e+
g QT ag < 11 QT

osszefiiggésre jutunk. Lathatd, hogy ismételten egy (0,1 =< 0,1,2) reoldgiai modellcsa-
ladra jutunk, melynek kompakt alakja megegyezik (157)-tel, ahol most az egyiitthatékra
teljesiilend? feltételek :

Mmoo o detm

=250 E—E. Ei—m,+22E5,>0 E=—
oT oT’

> 0. (162)
Ezt a reol6giai modellcsaldadot Kluitenberg—Verhds-modellcsalddnak nevezziik.

3.1.4. A MODELL BEAGYAZASA A GENERIC KERETELMELETBE

A most kovetkez6kben a 3.1.2. alalszakaszban ismertetett belsd véltozds reoldgiai
modellt a GENERIC formalizmus nyelvére iiltetem at. A teend6k a kovetkezdk : felirni az
energia- és entrépiafunkcionélt, majd olyan M_, M, operatorokat taldlni, melyek a (86)—
(87) degeneracios feltételeket is kielégitik, és az elvart id6fejlédést biztositjdk a (85)
egyenlet formdjaban. Ezutdn megvizsgdlandé M _ antiszimmetrikus és M| szimmetrikus

volta, tovdbba a Jacobi-azonossdg teljesiilése.

Mivel az alkalmas operatorok megtaldldsa nehéz feladat, fokozatosan, tobb 1épésben
érdemes haladni. Ezért induldsként tekintsiik a kiterjesztetlen — rugalmas — rendszert. Az

energia- és entropiafunkciondl ekkor az

El
E(x) = / oerodr = / (§UQ+752+QCT)dr, (163)

S(x) = /gsdr = /(gcln% + Qso> dr (164)
0
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alakban frhat6k', ezeknek az dllapotvaltozok szerinti funkcionalderivéltja pedig

ov 0
oE 08
i [ == 165
x Ele |, < 0 (165)
oc T
Az allapotvéltozok id6fejlodési egyenlete
0 Bl
o
el = v , (166)
T 0

1
0 -4, 0
0
M=l ¢ o M=o (167)
0
0 0 0

Lathat6, hogy az M, operator azonosan zérus (igy pozitiv szemidefinit és szim-
metrikus), ami annak a kovetkezménye, hogy minden irreverzibilitdst elhanyagoltunk. A
GENERIC-ben elbirt

S

ox

M N

0, 0 (168)
vegyes feltételek trividlisan teljesiilnek, azonban M_ antiszimmetridjat és a Jacobi-
azonossag teljesiilését ellendrizni kell. Az antiszimmetrikussdg'® a kovetkez&képpen 14t-

hato be:

0 19. 0 B
r v
JA B ‘
— — JA §A §A 1 B —
[AuB]—_/g'M—'ng_/<E e ﬁ> ;0 00 5o | dr=
3B
0 0 0 5=

1/0A_ 0B J6A_ 6B

(169)

15 Az egyetlen helyvaltozét 7 jeldli — az x jelolés a GENERIC-ben foglalt (az 4llapotjellemzdk vekto-
rara).

16 Operatormatrixok szimmetrikus—antiszimmetrikus volta kdzvetlen leolvasdssal is megallapithat6, de
ne feledjiik, hogy ilyenkor nemcsak a matrix-értelemben vett transzpondldsra van sziikség, hanem
az operator adjungaltjanak képzésére is. Els6rendii térderivalt esetén ez eldjelvaltissal jar.
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Végezziink mindkét tagban parcidlis integralast:

1(0A, 0B 0A_ 0B

1 0AOB 0AIB 1/6B_,0A 0B _0A
—/Ear(%E—FEE)dT—/;(gOTE—FE@«E)dT,

feltételezve, hogy a feliileti tagok eltlinnek, igy az elsd integral értéke nulla. Alakitsuk

(170)

tovabb a mésodik integralt:

laT%_A
1 /0B, 6A 6B, 6A L o
— [ = =0, =+ =—0,— |dr=— (5_3 oB ) 19,84 V dr =
/Q<(55 5v " 0 58) g / v e o%roe |
0
(171)
1 A
EE“)T 0 S0
_ §B 6B 1 SA
——/<Ego)- 19, 0 of-|4]dr
0 0 O 0.
mivel M_ harmadik sora és oszlopa is nulla, igy (171)-et a
1 SA
0 E&’ 0 %
B B B 1 5A
—/(W o5 ﬁ) L, 0 of |4]|a (172)
SA
0 0 0 5T
alakra frhatjuk, melyet 6sszevetve (169)-cel mar megallapithatd, hogy
[AaB]fz_[BaA]fa (173)

azaz M_ antiszimmetridjit igy belattuk. A Jacobi-azonossag teljesiilését [26] alapjdn, az
ott mellékelt Wolfram Mathematica programmal ellendriztem!”.

Tekintsiik most a kiterjesztett rendszert, ekkor az energiafunkciondl nem valtozik,
azonban az entrépiafunkciondlban megjelik egy, a belsd valtoz6tdl is fliggd tag, azaz

. El
ERX) = Bx) = / oedr = / (§v2 + 752 + QCT) dr, (174)
Sren o T 0 .9
S(x) = [ osdr = ocln — + 0sg — =£° | dr. (175)
T 2
A kiterjesztett allapotvaltozé vektor szerinti funkcionélderivaltak ekkor
ov 0
5B | El 53 0
s - ; == L. | (176)
0x oc 0xX Cd
0 -0

17 A program hasznilatit, ill. az azzal kapott eredményeket a B Fiiggelékben kozlom.
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Az allapotvéltozok idofejlddési egyenletének felirdsahoz sziikségiink van az onsageri
egyenletek ismeretére. A két lehetdség koziil most (144)—(145)-6t valasztjuk; az el6z6
szakaszban ugyan lattuk, hogy ezzel a vdlasztdssal a paramétertartomény egy része nem
keriil lefedésre, azonban (145) £ id6fejlédését kozvetleniil fejezi ki. Mivel a (84) egyenlet
ezen dllapotvéltozok 1dofejlodését egy reverzibilis és egy irreverzibilis tag id6fejlodésé-
nek Osszegeként keresi, ezért célszerli az onsageri egyenletek (149)—(150) alakjat hasz-
nalnunk, mivel azok a tagok, melyek az [ parkozi vezetési matrix [* antiszimmetrikus
részével szorzdédnak, nem novelik az entrdpidt, tehat a reverzibilis részhez tartoznak, mig

a tobbi tag az irreverzibilis részhez. Ezek alapjan az allapotvaltozdk id6fejlodési egyenle-

tét az
v %(Jel + Oner)’ E?Hgl —I(T¢) (ln / l§2T5>
. & v v 0
X = fry fry A +
A gico-nelvl _ 11_2T£U/ 191; /2 12 TfU
§ l1v" + lpa (= 0T'€) —I 15,0 — lyp0T€
177

alakban irhatjuk, ahol az utols6 egyenl&ségjel utan szerepld elsé tag a reverzibilis rész
1do6fejlddése, a masodik pedig az irreverzibilis részé.

A (85) egyenlet alapjan most eldallitjuk a reverzibilis és irreverzibilis operatormatri-

xot, (85) szerint

Eer — (T v
v . Ele
ey |- L (178)
112U 0

ez alapjan a reverzibilis operdtormdtrix elsd oszlopa, az elsé sor médsodik és harmadik
eleme konnyen szdmolhat6, valamint megéallapithatjuk, hogy ezeken, illetve az elsd sor

negyedik elemén kiviil minden més komponens nulla, eszerint:

Blor 13y (Te) 0 o —ore) (ir),) (@
U/ éar O 0 0 EHE
A ) . (179)
ey ~e7e, 0 0 0 o
1,
112U —?a,« 0 ! ! 0

Megallapithatjuk, hogy (M ) ennek az egyenletnek teljesiilése szempontjabdl barmi
lehetne, azonban a GENERIC keretrendszer az M_ antiszimmetridjat irja eld, igy (M_
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—) et (M) 41 alapjan szamithatjuk, igy végiil a reverzibilis operdtormatrixra az

1 111\2 . _ &
0 Ea’“ — E&“ (TE-) 20,
. %& 0 0 0
M_= " (180)
— ﬁTf@r 0 0 0
Sy o 0 0
0 T
eredményt kaptuk. A GENERIC éltal el6irt feltételek ellendrizendSk. Az
0 lo -Bore) —Lo\ [0
5. 59 _ %& 0 0 0 0 _
o % B2Ted, 0 0 0 £
oc r T
1
2o 0 0 0 —o¢ (181)
A A

o O O O

vegyes feltétel tehat teljesiil (ne feledjiik: a ¢ tomegs(riiség €s a c fajhd konstans).

Az antiszimmetria kozvetleniil is 14thatd, de az antiszimmetrikus zérdjel segitségével

is ellendrizhetjiik '8 :

[A,B]_ :/M B -

ox ox
0 éar _l;_i T(T§'> _11?287’ %_f
19 0 0 0 88
faeww| 2 1o
v e T [/1\2
—2T¢h, 0 0 0 8
19y
—229, 0 0 0 L
1|6A_ 0B SAIY 6B\ O0A., . 6B
= | | =9 —= - "2y ([Te=) - Ao —
/g 5U8T(55 ov car( géT) 611[12 T(5§+
SA_ 0B ALY 6B 6A , . 6B
= S 2peng T TP A 9 T
T 5050 " oT ¢ L0 5y ae a0y, |4
(182)

18 Az antiszimmetrikus zéréjel elé4llitdsa a Jacobi-azonosség ellendrzéséhez is sziikséges, 1d. B Fiig-
gelék.
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parcidlisan integrdlva ezt a kifejezést, majd élve a feltételezéssel, hogy a feliileti tagok
eltinnek, a

-

dB_ 6A I, 0B _ A lAéB 0A

P _T€5T S s m

5B SA 156B. (. SA\ 6B . 6A
LT S <T§5T) b5, 0 |97
(183)

kifejezésre jutunk. Kovetve a kiterjesztendd rendszernél alkalmazottakat, elészor a B
funkciondl derivaltjait egy vektorba gytjtve, majd az A funkciondl derivaltjait is, djon-
nan megallapithatd, hogy [A, B]_ = —[B, A]_.

A Jacobi-azonossdgot ismét [26] alapjan vizsgaltam: az a figyelemremélt6 eredmény
adddik, hogy a Jacobi-azonossag nem teljesiil.

Ezutén térjiink rd az I\A/Lr matrixra. Ennek eldéllitdsa 1ényegesen nehezebb feladat,
mint a reverzibilis operdtormatrix megkonstrudlasa. Egy hasznos segitség ehhez, ha a
disszipativ rész dinamikédja egy 0 disszipécids potencidlbdl szarmaztathaté a

- 65 oWy
N _ 0V(y)

+ e T T ie .
0X oy §=i8

(184)

Osszefliggés alapjan [6]. Keressiink disszipécids potencidlt problémankhoz ! Fontos azon-
ban felismerniink, hogy mivel % els6 két eleme nulla, igy ezzel a médszerrel az M+—nak
csak a jobb als6 2 x 2-es almatrixat tudjuk majd meghatdrozni, a tovabblépéshez a GE-
NERIC megkovetelte feltételeket kell majd 1€pésrdl 1€pésre, ondlldan biztositanunk.

Mivel M+ az entropiaprodukciot hivatott reprezentalni a GENERIC formalizmusban,
igy a disszipécids potencidl az entropiaprodukciobdl térintegrdldssal szarmaztathato, egy
érdektelen additiv konstans erejéig, tehat nem kell mést tenniink, mint a (147) egyenletben
az | métrixot jobbrol és balrél szorzé vektorrdl attérniink az y vektorra, igy az M. métrix
jobb als6 2 x 2-es almatrixa az a matrix lesz, melyet y szoroz jobbrdl és balrél, tehat

. S

A 55 1 1 iy T,UIQ l1_2T,U/ oc

(= ?/mw‘/(% o) | % b )ar ass)
0x ) 2 2 w2 T )\ — o€

Ezek szerint az M irreverzibilis operatormatrixot az

<M+)11 (M+)12 (M+)13 <M+)14
M _ (M+)21 (M+)22 (M+)23 (M+)24 (186)
i M M hi_7y)2 Barpyy
+/31 +/32  o2¢ oc
<M+)41 (M+>42 ljoU/ lasT

214



alakban keressiik. Feltételezve, hogy az e alakvéltozast az irreverzibilitds nem befolydsol-
ja, az M+ masodik sora és — a szimmetria miatt — a mdsodik oszlopa csupa zérus elembdl
all:

(M+)11 0 (M+)13 (M+)14

ML — 0 0 0 0 (187)
T (M+)31 0 %TU’Q ZE—STU’
(My), 0 LTy 1T

A maradék ot ismeretlen elemet tigy hatdrozhatjuk meg, hogy biztositjuk az M._ - % =0
degeneraltsagi feltételt, valamint figyelembe vessziik I\A/Lr szimmetridjat. A degeneraltsigi
feltétel részletesen az

~

(M+)11 0 (M+)13 (M+)14 ov 0
0 0 0 0 Elle 0

. PR = (188)
(MJF)S1 0 QQCQTU o Tv oc 0
(My), 0 LTy 1pT 0 0

alakban adhat6 meg. (M+)31 és (M+) 4 10gton meghatarozhato, majd a szimmetria fi-

gyelembe vételével (M+)13 és (M), egyszeriien adédik, ekkor az

S
(My),, 0 Lo.(Tv') %&(T.)

. 0 0 0 0
M, = s (189)
— LTy, 0 b1 2 227
g’ o’ oc
- %T@r 0 l;—gTz/ lyoT

matrixra jutunk.

Ellendrizziik, hogy az M._ - g = X;; feltétel teljesiil-e! Mivel a jobb alsé 2 x 2-es
almdtrixot a U disszipacids potencidl segitségével hataroztuk meg, % elsé két eleme pe-
dig zérus, igy elegendd az (M1,) % + (M), (—0€) Ssszefiiggés vizsgalata, mely a mdr
meghatédrozott matrixelemekkel

I N <l11 ;s )/
AL (oet)) + 220, (=Tot) = | 2o/ —15,T¢ ) | (190)
S (ocv') . (=T0f) . 121'€

mely valéban az X;, els eleme, tehat ezek a matrixelemek megfelelnek. Ezutdn (M+
+) |, -t mér kénnyen szamolhatjuk a degeneraltsagi kritériumbol, igy az I\A/Lr irreverzibilis

operdtormdtrix végso alakja

~U0.(TD,) 0 LLo.(Tv'") %@(T')
. 0 0 0 i 0 (191)
_ 2171C TV, 0 ;5612 T lgl—gTU’
_ %T@r 0 lj—zTU/ looT
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Mivel M+-t a degeneraltsagi kritérium figyelembe vételével éllitottuk eld, igy az biztosan
teljestil. Ellendrizendd tovabba I\A/Lr szimmetridja és pozitiv szemidefinitsége. A szimmet-

rikussdg szemmel is lathato, de a szimmetrikus zarojelek segitségével is bizonyithato:

§A . 6B
A Bl = [ 5g M gdr=
/ 12 6_B
—130,(T9,-) 0 BLo,(Tv's) =29,(T-) 50
5B
:/(ME_ALAM). 0 0 0 SO N A T
v 9 0T 08 — Wy, 0 LLTw? Loy 9B
gsc QC oc oT
_lapy 0 Bapy lyyT 5B
0 oc 3¢
SAly, §B\ Al OB\ | SAIL, 0B
— [ =My (10,2 ) + 22y (1w a
/{ dv o < 5v)+ v g*c ( (5T) ov (55
SAlLy ., 0B SA Iy ,253 SALS, 6B
e My S T A 2”2 T2 T
T 50 Tt U 5T T oT oc U o€
SAL, 6B AL, 6B A, 6B
— 279y = 227y —— Iy T— | dr;
5 0 "ov oo U oT g 55]“
(192)

az els6 tagban kétszer, a masodik, harmadik, negyedik, 6todik €s hetedik tagban pedig
egyszer parcidlisan integralunk, ezutdn el6szor a B, aztdn a A funkciondlderivaltjait ki-
gy(jtve megdllapithatd, hogy [A, B] | = [B, A, tehat M., valéban szimmetrikus.

A pozitiv szemidefinitség bizonyitdsahoz tekintsiik egy tetszdleges mennyiségnek az
onmagaval vett szimmetrikus zdréjelét, mely (192) alapjén

0A - 0A
[A7A]+: g'M+. 5&

AL, SA\ Al GAN  GAL, (. 5A
— [ |22y (1 Tv 22 724
/{ 51)@28’“( ar5>+5v a(véT)+6an 5

_%ll_l '8% ll_lTvlz(%)Q_i_‘SAl?zT 0A

0T o%c v p%c? oT 0T oc 55
SAIS, (5A SAL, . 0A 0A

- ——== =T + U9 T dr.
€ 0 Y50 ToE e Vor T o

(193)

Végezziink parcidlis integraldst azokon a tagokon, melyekben T-nek és/vagy v-nek sze-
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repel a derivéltja. A kovetkez6 alakot nyerjiik:

2 S
[[r(ad) s rdts 54ty in,

22\ ov 2¢7 7 6T " dv 56 " o0
Qz 5A 20 15,  0AGA Q 52 2 (154
11 2 12 1
— TV 5= ) H2 2T+ T ) |dr
gt (6T> T or e T (65)} '
Atalakitva az integrandust a kovetkez6 kvadratikus kifejezéssé
Ly ha 13, ‘/7?@%
/(%Tar% Lo —\/7%2) by by B | | 22T | (195)
l§2 lfz loo — T%

az M+ operator pozitiv definitségének bizonyitasat az

lll lll l§2
i ln Iy (196)

1B, 13y lo

—~
I

matrix pozitiv definitségének megmutatisara vezettiik vissza. Azonnal szembet{inik, hogy
az elsd két sor és oszlop megegyezik, igy a matrix determindnsa zérus, a Sylvester-
kritérium szerint adodo kritériumok megegyeznek a (148)-ban megadott kritériumokkal.
Ott az [ matrix egyiitthatéinak értékét definidltuk ugy, hogy az entrépiaprodukcié pozitiv
definit kifejezés legyen, eszerint lis pozitiv szemidefinit.

Mivel a Jacobi-azonossdg az imént mutatott megkozelitésben nem teljesiilt, ezért al-

kossunk meg egy madsik kiosztdst is!

Uj kiindulSpontként az 4llapotvaltozok idéfejlédését az onsageri egyenletek (144)—
(145) alakjanak megfelel6en a

v é(o-el + Unel), %”5/ é(lllvl - llQQTf)/

i— | ° v v ! (197)
T ianew' 0 é(lllﬂl — lmQTﬁ)UI
§ lo1v" + oo (—0T€) 0 lo1v" + loo(—0T€)

felbontdsban irjuk fel, az elsd tagot tervezziik a reverzibilis, a mdsodikat pedig az irre-
verzibilis id6fejlédési részként realizdlni. Lathat6, hogy ekkor a reverzibilis részbe csak
a rugalmas (kiterjesztetlen) rendszer dinamikdja keriil bele [v6. (166)], minden mds az

irreverzibilis részbe fog tartozni. Igy a reverzibilis operatormatrix

0 %ar 00

. 19, 0 0 0

M_=]¢ , (198)
0O 0 00
0 0 00
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mely antiszimmetrikus, kielégiti a Jacobi-azonossagot és teljesiti az M_ -3 =9 vegyes
feltételt. Az el6z6ekhez hasonl6 1épéseket kovetve ekkor az irreverzibilis operatormatrlx-

ra az
—5.0,(T0,+) 0 Lo (Tw'-) "20,(T-)
. 0 0 0 0
M, = (199)
—WTVo,. 0 BTV LTy
- %T&m 0 IS—CITU/ l22T

adodik. Az M+ . ‘;—f = 0 vegyes feltételt természetesen kielégiti, azonban azonnal szem-
betiinik, hogy nem szimmetrikus (15 # l3; dltaldban). A pozitiv szemidefinitség vizsga-
latdhoz tekintsiik ismét egy mennyiségnek dnmagdval vett szimmetrikus zardjelét:

0A 0A
A AL = [ 55 M g9 =
l11 1 li2 o4
—?OT(TGT') 0 978 (TU ) ?0T(T) v
_ (M sA 5A M) 0 0 0 0 = dr —
v e 0T & —Wry'o,. 0 L T? bz g/ o4
Q2C T 962 oc 5T
g 0 &y lpoT A
0 oc 3¢

SA L, SA\  6A Iy GA\ Al 5A
— [ =228 (1 Tv T2
/{ 5v928T( ar5>+5vga( 5T)+5v98( 55)
Al o, oA b g (M) L 0ALe,, 04

5Tgc o Q02 oT 5_Tgc Udf_
0A ly 0A  0Aly ,6A 0A
e aTorg g o7 +1a7 (5 ) }d

(200)

Parciélisan integrdlva azon tagokat, melyekben 71" és/vagy v derivéltjai is szerepelnek, az

/ll—lT 5,04Y’ 2111T A 04 o bl 6A8<5A
0? dv 0T v 0 S
SAN?  lp+1ly . 0ASA 5A (0D
lll 2 12 21 /
e (02 T )T
teal <6T) e Varee TR (6£> }dr

alakra jutunk. felhaszndlva az | matrix szimmetrikus részének offdiagondlis elemének
l§2 = %(l 12 + lo1) definicidjat, atalakitva az integrandust egy kvadratikus kifejezéssé, ismét

a (195) eredményt kapjuk, tehat ismét az [ métrix pozitiv definitségét kell vizsgalnunk,
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mely az eldbbiek szerint pozitiv definit, tehit az Gjonnan szamolt 1\7Lr operator is pozitiv
szemi-definit.

Osszefoglaldsként az mondhat6 el, hogy a belsd valtozds reoldgiai modellt két tton is
bedgyaztam a GENERIC keretrendszerbe, az egyik iton a GENERIC véarakozasai koziil
az egyik, a Jacobi-azonossdg, a masik ut esetén pedig egy masik kivanalom, az irreverzi-

bilis operdtormatrix szimmetrikus volta sériilt.

3.2. A HAROM TERDIMENZIOS TARGYALASMOD

A hérom térdimenzids targyaldasmod logikai 1épései megegyeznek az egy térdimenzi-
Os targyaldasmoédban alkalmazottakkal, csak ekkor a v sebességmezd vektoridlis, mig a o
fesziiltség- és e alakvaltozasi mezd, tovabba a & belsé valtozd tenzoridlis mennyiségek.

3.2.1. A KIINDULASI RENDSZER

A kiterjesztetlen rendszer leirdsdra az egy térdimenzids leirdsban is alkalmazott al-
lapotvaltozokat vélasztjuk (v,e,7"). Az e alakvéltozdsi mezd felbonthat6 az egymastdl
fiiggetlen e¢ deviatorikus és €° gombi részeinek dsszegére, ahol €% = %(tr g)l az 1 egység-
tenzorral ardnyos rész, €! = & — €° pedig a nyom nélkiili rész. Ez a felbontés a késébbiek-
ben fontos szerepet nyer; egyrészrdl a Hooke-torvény haromdimenzids reprezentaldsa eb-
ben a felbontdsban Kkitiintetett alaku (izotrop invaridnsok szerinti felbontds), masrészrol az
entrépiaprodukcié pozitiv definitségét biztositdé onsageri egyenleteket is izotropia-okbol
irhatjuk fel egymadstol fiiggetlen deviatorikus és gombi részre. Ennélfogva a kiinduldsi

rendszer édllapotvaltozoéit a mar ismert médon az

W)Q <

X = (202)

m{/}

~

vektorba gyjtjiik.

Kiinduldsként most is homogén, izotrop, linedrisan rugalmas kozeget feltételeziink, a
teljes, harom térdimenzids targyalismdédban a o szimmetrikus fesziiltségtenzor €s az e,

szintén szimmetrikus alakvaltoz4si tenzor k6zotti Hooke-torvény a
ou(e) = B + E°¢’, FEY=2G, E*=3K, (203)
alakban irhat6, az alakvdltozdsi tenzor deviatorikus—gdombi felbontdsdban, ahol K az

anyag kompressziés, GG pedig a nyirasi rugalmassagi modulusza.
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A kisdeformécids kozelitésben, eltekintve a nem tisztdn rugalmas valtozasoktol, a

kinematikai egyenlet
= (ve %)S (204)
alakd, mig a térfogati erdk elhanyagoldsaval a Cauchy-féle mozgasegyenletet a
V=0-V=04-V (205)
formdban adhatjuk meg, a mechanikai teljesitmény pedig

(oaVv) - % = (a’el . %) SV A tr [a’el (v ® %)} ) (206)

Mivel o, = o}, igy (206) tovabb irhaté a

(Uel‘€> v+t [Uel(V@)%)S} =V -VHtr(og€) =

(207)
=ov- v+ E'tr (e'€") + E*tr (€°€%) = péyin + 0€al
alakban. Ebbdl a fajlagos kinetikus energia
Ckin = %V -V, (208)
mig a fajlagos rugalmas energia
Col = f—; tr(e%e?) + 2E_; tr (e%*). (209)
A homérsékletfiiggd fajlagosenergia-tag ismét
em = T’ (210)
alaku a c konstans fajhdvel, igy a fajlagos Osszenergia
Ciot = €kin + €el + € = %v VA g—; tr(e%e?) + QE—; tr (e%°) + cT. (211)
A termodinamika els6 fotétele a hGvezetés elhanyagoldsaval (jo = 0) a
0é = (av) -V 212)
alaku, mely (207) és (211) felhaszndlassal ujfent az
e =cT =0 (213)

alakra egyszerlisodik. Ez az egyenlet megegyezik (128)-cal, igy a kiterjesztetlen harom
térdimenzids rendszer 7, entropiaprodukcidja szintén nulla, a fajlagos entrépia pedig is-
mét
s(x) =s(T) = cln% + so, (214)
0

a Ty és sg tetszdleges integralasi konstansokkal.
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3.2.2. A KITERJESZTETT RENDSZER

Mivel a mechanikai tulajdonsdgokat szeretnénk kiterjeszteni, tehat a o masodren-
dd szimmetrikus fesziiltségtenzor és az € szintén masodrendd szimmetrikus alakviltozas
kozotti 0sszefiiggést dltaldnositani, igy a belsd valtozot szintén egy mésodrendd szimmet-
rikus tenzornak vélasztjuk. A & belsd valtozot is deviatorikus és gombi részre felbontva a
kiterjesztett rendszert leiré allapotvaltozéknak a

<

®
=%

m{/ﬁ

>
|

(215)

~

d
€s

véalasztjuk. Az egydimenzids targyaldsban kovetetett gondolatmenet alapjan az entrépidt

e

ismét eltoljuk a belsd valtozénak egy konkdv kifejezésével, igy definidlva a kiterjesztett

rendszer

A LA 1 1 S ¢S

5(%) = s(x) — St (¢%¢Y) - St (£¢) (216)
entropidjat.

A belso véltoz6t a mechanikai oldalon is érvényesitjiik, a fesziiltségben igy ismét

feltételezziik egy nemegyensulyi tag jelenlétét:
O'(PA() = O'CI(X) —|—O’nel(f(). (217)

Ezaltal a mozgésegyenlet a

«—

V=0V =(0a+0m) V (218)
alaku, a mechanikai teljesitmény pedig:
(ov) -V =[(0a+ 0wV V=
- - - (219)
= (Uel + Unel) : V:| SV + tr[ad(V & v):| + tr[anel<v® V>:| ’

¢és ismét kihaszndlva a fesziiltségtenzor szimmetridjat, valamint (204), (208), (209) és
(218) alapjan

(ov) -V = 0ékin + 01 + tr(oe€). (220)
Az energiamérleg a hGvezetés elhanyagolasaval

0(éxin + el + €mn) = 0€xin + 0€el + tr(Onel€), (221)
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12y

. 1
éth =cdl'=- tr(anelé), (222)
0
amibdl
. 1 .
T =—tr(ope€)- (223)
oc
Az
Qé = T (224)

entrépiamérleg alapjan az ey, = T'5 Osszefliggést felhaszndlva az entrépiaprodukciora a

s = %tr (o0i€) — otr (£€) (225)

kifejezést kapjuk, melyet a tovabbiakban célszer(i a tenzorok deviatorikus és gémbi fel-
bontédsaban felirnunk:

- %tr (o) — otr (€99) + %tr (03,8%) — otr (£98°). (226)

Az entrépiaprodukci6 pozitiv definitségét a

O = I51€4 + 1y (—0TE"Y), (227)
£ =15, + 15, (—oT¢") (228)
deviatorikus részre, valamint a
O = 111€° + [9(—=0T&%), (229)
£8 = 15,° + 5, (—oT€*) (230)

gombi részre felirt, izotrépia-okbdl sziikségszerlien szétcsatolodé onsageri egyenletekkel
biztositjuk, ahol az zgj és [;; egyiitthatokra ismét megfeleld feltételek fennéllasa sziikséges.
Helyettesitsiik (227)—(230)-at (226)-ba, majd alakitsuk kvadratikus kifejezéssé: a

19 (1?2)5 0 0 o
9,)° i 0 0 _oT¢d
Ty =tr (Ed —QTéd &s _QTés) (12) 22 s s QS€ >0
0 0 I (l12) €
0 0 (ﬁz)s l§2 —oT'¢®
(231)
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egyenl6tlenséget kapjuk, ahol (l‘b)s = 114, +14,) a deviatorikus részhez, (I3,)° =

= %(li2 +15,) pedig a gombi részhez tartozé parkozi vezetési matrix szimmetrikus ré-

szének offdiagondlis elemét jeloli. A sziikséges feltételek a Sylvester-kritérium szerint
14, >0, 15, >0, det (1,)

15, >0, I3 >0, det(l},)

(232)

S Z 0’
5>0. (233)

Ismét lehetdségiink van az entrépiaprodukcio pozitiv definitségének biztositdsara a

T = mi €0+ misE¢, (234)
(—0T€%) = m3,* + m3,&°, (235)
Tho = M1 E° + M5t (236)
(—0T€") = m € + miy€’ (237)

onsageri egyenletek valasztasaval is. Ekkor a teljesiilendd feltételek :

(238)
(239)

ms; >0, m3, > 0, det(m‘b)s >0,
my, > 0, Mg > 0, det(mb)s > (.

3.2.3. A BELSO VALTOZO KIKUSZOBOLESE: A KLUITENBERG—VERHAS-MODELLCSALAD
DEVIATORIKUS—GOMBI ALAKJA

Mint azt az egydimenzids targyaldsndl bemutattam, a (144)—(145) onsageri egyenle-
tek alkalmazdsa esetén a megengedett paramétertartomanynak van olyan része, amelyik
nincs természetesen lefedve. Mivel a hdromdimenzids targyalasmod az egydimenzids 4l-
taldnositdsa, ezért a (227)—(228) és (229)—(230) egyenletparok alkalmazdsaval hasonlo
eredményre jutunk, igy rogton a (234)—(235) és (236)—(237) egyenletparok alkalmazasa-
val mutatom be a belsd valtozo kikiiszobolését.

Mint mér azt emlitettem, az m egyiitthatomatrix elemei nem feltétleniil allanddk, pél-
daul homérsékletfiiggdk lehetnek. Amennyiben feltételezziik, hogy a hdmérséklet elfo-
gadhat6 kozelitéssel dlland6 egy folyamat mentén (illetve ha a hdmérsékletvaltozas ma-
gasabbrendd korrekciét jelent), akkor a & bels6 véltozé kikiiszobolése egyszerd. (235)

egyenletet ismét atirjuk olyan alakra, amikor £%-re egy differencidloperator hat:
q d d d d
m22£ + 0T | £ = —my €, (240)
majd az igy felismert mg2% + o1 operatort hattatva (235)-re, és felhasznalva (240)-et, a

0T 05 + M3y sy = 0Tm{ € + (detm?) & (241)

nel —
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egyenletre jutunk. Mivel o, = ¢ — Fl¢4, a

d d t d
m;fa' = B (mn +—Ed> 4 ST (242)
0

d
o + oT oT

Osszefiiggést taldljuk. Ugyanilyen 1épéseket kovetve, a gombi részre a

mss .

o’ + o7 —=0° = E°¢" + (msn

mSQZ S .S det ms =S
E 243
oT ) R 49
egyenlet adodik. Ezek szerint mind a deviatorikus, mind a gombi részben egy (0,1 =<
= 0,1,2) reolégiai modellt kaptunk, tehét a fesziiltség az els6 idéderivaltig, az alakvalto-
zas pedig a masodik idoderivaltig bezardlag van jelen. Az egyiitthatok tomorebb jelolésé-
vel a modell kompakt formédban:

o'+ 16 = Eje’ + Efe’ + Ejé (244)
o'+ 710" = Eje’ + Eje’ + Egés, (245)
ahol
d md d
d__ My d d d __ Moo 1-d q_ detm
=== > ES=F FE —FEy > ES =
T ol >0, 0 ) 1= 11+ ol 0, 2 ol > 0,
(246)
S ms S S S S S det ms
T:Q;?zo, Ey=FE,  Ey=mj+ ;ZE 20,  Bj=—7— 20,
(247)

ahol ismét feltiintettiik az ad6do sziikséges €s elégséges termodinamikai kovetelménye-
ket is. Osszehasonlitva (244) és (245) egyenleteket (157)-tel, valamint a (246) és (247)
feltételeket (162)-vel megallapithatd, hogy valéban az egy térdimenzids modell dltaldno-
sitdsara jutottunk.

3.2.4. AZ EGYENLETEK BEAGYAZASA A GENERIC KERETELMELETBE

A hédrom térdimenzids targyaldisméd GENERIC-es leirdsét kezdjiik ismét a a kiter-
jesztetlen rendszerrel. Ekkor az energiafunkciondl annyiban tér el a (163)-t6l, hogy a ru-
galmas energiat mdr két taggal reprezentéljuk, valamint mind az energia-, mind az entré-
piafunkciondl el6dllitdsdhoz mdr a teljes téren, mindhdrom koordindtairdnyban integral-
nunk kell, eszerint:

Y Ed d_d E? P
BE(x) = §V-v+7tr(€€)+7tr(es)+gcT dv, (248)
v
T
S(x) = /(gclnT%—gso) dv. (249)
0
v
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Ezekbdl az energia- és entropiagradiensre a

ov 0
oE Eded ) 0
om_ e, 05 _ (250)
ox Ese’ )¢ 0
oc T
vektorok adédnak. Az dllapotvaltozok id6fejlodési egyenlete
1 -
= (B9 + Be) -V
v ¢ .. s1d
¥ (ve¥)]
L= ; (251)
Eb <\ S78
. V& V)
o) | L6e7)]
0
melybdl a reverzibilis operatormétrix
1 | =
0 ()Y -():V 0
0 0
1 ~\s14
= [(v @ V) } 0 0 0
M_=|2¢ , (252)
1 «\ S8
= [<v @ V) } 0 0 0
0
0 0 0 0

az irreverzibilis operatormétrix pedig ismét M, = 0. A reverzibilis operatormatrix anti-
szimmetridja az antiszimmetrikus zaréjelekkel ellendrizhetd.

A hirom térdimenziés modell GENERIC egyenleteit az egydimenzids esetben bemu-
tatottak szerint anal6g moédon lehet eldéllitani. A haromdimenzids targyaldsmoédban is le-
het&ségiink van mindkét lehetdség eldallitdsdra, az egydimenzids eset analdgidjdra ugyan-
azok a kijelentések érvényesek a kapott operatorokra; az elsé esetén a Jacobi-azonossag, a
masodikban pedig az M+ szimmetridja nem teljesiil. A hdromdimenzios targyaldsmédban
kapott eredményeket a kdvetkez6kben réviden bemutatom.

A kiterjesztett rendszer esetén az energiafunkciondl nem valtozik, mig az entrépia-
funkciondlban megjelenik a bels6 valtoz6tol is fliggd tag:

d s
E(X) = / [gv v+ % tr (ee?) + E? tr(e'e®) + QCT:| dv, (253)
1%
S(x) = / [chn T oso— 2u(e'e’) - Lo (gSe)} av, (254)
T, 2 9
14
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ekkor a funkcionalderivaltak

ov 0
Eded 0
SE | B¢ S | 0
0X oc |’ 0X o
—o¢*
0 —0€’

A realizéland6 id6fejlodés pedig

1
_(Uel+anel
0
o | [6e) }
& Y
é.‘ — [V@V ]
T
¢-d —tr O ncl€
§ o (Onei€)
£ lgle +l22(_QT§d)

l%lés + 132(_QT55)

(255)

(256)

A péarkozi vezetési matrix szimmetrikus—antiszimmterikus felbontdsit haszndlva az

eldzdek szerint a reverzibilis operatormatrix az

226

0 (M), M)y (M), (M),
(M-),, 0 0 0 0
(M), 0 0 0 0
(M), 0 0 0 0
(M), 0 0 0 0
(M), O 0 0 0

A 1 «
(M*)12 - E<) 'V,
" 1 <
(M), = EU 'V,
(M_)M - _Qic [(1(112)AT€(1' + () e

; (257)

(258)



(M—)15__ 0 ()-V,
« s A —
(M_>16 - 1;) ()-V,
R 1 o\ s7¢
(M—)ng{('@V) } )
. 1 “\ 878
wam :E[<-®V) } , (259)
. T —\s1¢ —\S]*
(M-),, Z—@tr{(li‘z)Aéd{( V) } +<liz)AT£S[(-®v) } }
(1)t —\s1¢
(M—)51 T l('@)v) ]’
: B [ (. o))
(M_)Gl__ 1; <-®V) )
mig az irreverzibilis operdtormatrix mindkét esetben az
(M+)11 00 <M+)14 (M+)15 (M+)16
0 00 0 0 0
X1 0 00 0 0 0 (260)
+ = - - . . ;
(]\?+)41 00 (M+)44 (]\Af+)45 (M+)46
(]\A/Lr)sl 00 (j\?+)54 (M+)55 AO
(M+)61 00 <M+)64 0 (M+)66

alakban keresendd. Jelen esetben ennek elemei:

d S
(M+)14 - i l<111 {<V®V>S} T- +l;1 {<V®V>S} T } V, (261)
) 14.)° -
(M), = (1;) (T-) -V,
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L [o¥) [ 9] a2 )] [9)] )
=z ()] [6o0)T o [058) T [(059) T
(ir.) :§<zaz>st{[(v®%) | }

(11.), = et | (v 9)"] |

(M)
N T d «~\ S d
(M+) :E(le) { ®V> } ;
(M-i-) ZZSZTa
- T(liz>s h
(VL) g = = (V)
~ _T < 1S —
(VL) gy = (032 [(v@w) }
(M+) :lS2T.
(262)
A masik utat valasztva
1 < 1 =
0 —()-V =)V 0 00
Q() Q()
1 —
E{(v@w) 0 0 000
M= 1[(v®%) 0 0 000 (263)
0
0 0 0 000
0 0 0 0 0O
0 0 0 000
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valamint (260) elemei:

(264)

4. KOVETKEZTETESEK

A 3.1.4. és 3.2.4. alalszakaszban bemutattam a Kluitenberg—Verhas-modellcsalad
GENERIC keretrendszerbe torténd bedgyazasit, a reverzibilis és irreverzibilis dinami-
ka két kiilonbozd modon vald felbontdsa esetén, azonban mindkét esetben vagy igy,

vagy ugy, de megsértjiikk a formalizmus szokdsos kovetelményeit. Ez arra utalhat, hogy
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a GENERIC-ben hasznalt fogalmak nem eléggé pontosan definidltak, a kirétt feltételek
tdlzdak.

Nézziik meg kicsit részletesebben ezeket a kovetelményeket! Amikor a parkozi ve-
zetési matrix szimmetrikus—antiszimmetrikus felbontdsat haszndlva irtuk fel az id6fe;jlo-
dési egyenletet, majd ebbdl szarmaztattuk a reverzibilis €s irreverzibilis operatormatrixot,
akkor az antiszimmetrikus zardjelek nem elégitik ki a Jacobi-azonossdgot. Az, hogy a
Jacobi-azonossidg nem teljesiil, matematikailag annyit fejez ki, hogy a dinamika kilép a
Poisson-struktirarél, azonban feltehetd a kérdés, hogy ez baj-e? A klasszikus mechani-
kaban a Poisson-zardjeleknek és a Jacobi-azonossagnak fontos szerepe van: reverzibilis
dinamika esetén ugyanis a Jacobi-azonossdg biztositja a Poisson-zardjelek id6fiiggetlen
voltat, az entrépiaprodukcié szempontjabdl azonban ez a tulajdonsag nem jatszik szere-
pet. A GENERIC-ben az antiszimmetrikus zar6jelekre vonatkozé Jacobi-azonossag egy
mechanikai analdgia, mely sok esetben valdban teljesiil, azonban arra a kérdésre, hogy
a Jacobi-azonossag a GENERIC-ben egy fizikai jellemzd, vagy csak egy matematikai
struktdra kovetkezménye, nincs szilard és alaposan aldtdmasztott alldspont.

Ehelyiitt megjegyzendd, hogy a (86)—(87) vegyes feltételek is tulzéan megszoritok, az
energiamegmaraddshoz és az entrépia novekedéséhez gyengébb feltételek is elegenddk :
a degenericio feltételeket elegendd lenne alacsonyabb dimenzids altereken megkovetel-
ni (ahogyan a disszipacids potencidl is csak egy altéren hatdrozza meg az irreverzibilis
operatormatrixot, 1d. (185)).

Amikor kozvetleniil a parkozi vezetési matrix elemeivel irtuk fel az id6fejlédést, az
M., irreverzibilis operdtormatrix szimmetridja sériil. Ez a dilemma azonban csak az [ #
= lo; modellek esetén 1ép fel. Ha a belsd valtozé eredetére van mikroszkopikus vagy mak-
roszkopikus magyardzatunk, akkor a szimmetria—antiszimmetria kérdés is eldonthetd, al-
taldban azonban nincs okunk elvetni /15 # l5; modellek 1étjogosultsagat, ekkor viszont
a GENERIC-nek dontést kell hoznia, mit tekint reverzibilisnek, mit tekint irreverzibilis-
nek, és hogy mely feltételeit tekinti fontosnak és melyeket kevésbé fontosnak. Feltehet-
jiik a kérdést, olyan esetben, amikor M, nem adédik szimmetrikusnak, nem elegend6-e a
szimmetrikus részének pozitiv szemidefinitsége, hiszen az entrépiaprodukcié nemnegativ

volta igy is teljesiil.

A formalizmus egyik legnagyobb el6nye, hogy elsérendii egyenletrendszerek szisz-
tematikus felirdsat teszi lehet6vé, ez tjszeri megoldasi médszerek (pl. varidciés modsze-
rek, fliggvényrendszer szerinti kifejtések, diszkrét id6lépések modszere, .. .) fejlesztését
inspirdlja. Ilyen ujszer(, az operatorok diszkretizalasidn alapulé moédszerekkel fogalkoz-
nak [27, 28, 29, 30, 31], ezek a mddszerek azonban a megmaradé mennyiségekre 6ssz-
pontositanak, hiszen koztudott, hogy diszkretizdlds utdn a mérlegegyenletek viselkednek
stabilisan, azonban naluk a szdrmaztatott termodinamikai struktura elvész. Egy masik, a
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termodinamikai struktira megdrzését figyelembe vevé modszerrdl [32]-ben olvashatunk.
Ennek alapotlete Moserhez €s a szimplektikus integratorokhoz kéthetd. Az energiafunk-
ciondlt diszkretizaljuk, igy az
0E,
0xX

egyenletet kell megoldanunk, ahol € az id61épést jeloli. Igy minden id6lépés egy kanoni-

Xrev = M_-

(265)

kus transzformécid, megdbrizve ezzel az antiszimmetrikus zaréjelekre vonatkozé tulajdon-
sdgokat. Az irreverzibilis részben az M, irreverzibilis operdtormatrixot diszkretizaljuk,
igy a GENERIC egyenlet az

OE, oS
x=M_-—+M, - — 266
X 0x TV 0x (266)
alakban adddik, a degeneréltsagi feltételek pedig

Y 267)

0x

OE
M, - — =0 268
+e 50X ) ( )

azaz kevesebb véltoztatassal éliink, mint hogyha (267)-ben is diszkretizalas jelenne meg.
A numerikus médszerek GENERIC-alapu, a termodinamikdban rejlé aszimptotikus sta-

bilitast érvényre juttato fejlesztése igéretes és nagyjelent6ségli dj irdnyzat.

A GENERIC integrilis szemléletmddja lehetové teszi szakaddsos megolddsok tér-
gyaldsat is [27], valamint bizonyos globdlis mennyiségek (pl. az energia megmaradasa,

az entropia novekedése) konnyl kovetését.

5. OSSZEFOGLALAS

A szildrd kozegek reoldgiai — viszkoelasztikus — viselkedése egy késleltetten rugal-
mas, disszipativ anyagi viselkedés. A nemegyensulyi termodinamika bels6 valtozés méd-
szertana lehet8séget nyujt e jelenség termodinamikailag konzisztens modelljeinek szér-
maztatdsara, egy, a fesziiltségnek és alakvaltozdsnak megfeleléen szimmetrikus, masod-
rendd tenzori belsd valtozd alkalmazésdval.

A GENERIC egy modern nemegyensilyi keretrendszer, mely az 4llapotvéltozok id6-
fejlodését egy reverzibilis és egy irreverzibilis rész id6fejlodésének dsszegeként szarmaz-
tatja, melyek egy-egy operatorral €s az energia- €s entropiafunkciondl derivéltjaival repre-
zentalhatok. A reverzibilis résznek a hamiltoni dinamikanak kell eleget tennie, ennek ko-
vetkezményeként az altaldnositott Poisson-zaréjelekre teljesiilend6 Jacobi-azonossdgnak
teljesiilni kell. Az irreverzibilis rész az entrOpiaprodukcié pozitiv definitségét kell kielé-
gitse, mely a GENERIC keretrendszerben egy szimmetrikus, pozitiv szemidefinit ope-

ratort ir el6. A modszer széleskord alkalmazasokkal bir a klasszikus hidrodinamikatél
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kezdve, a komplex és relativisztikus folyadékokon keresztiil a kinetikus gdzelméletig, va-
lamint szilard kozegekre torténd alkalmazasa is egyre népszertibb. A formalizmus tjszerd,

termodinamika inspirdlta numerikus médszerek szarmaztatasara is lehetdséget nyujt.

Jelen dolgozatban az egy belsd véltoz6 alkalmazdsaval nyerhet6 Kluitenberg—Verhds-
féle reoldgiai modellcsaldd GENERIC formalizmusba torténd bedgyazasiat mutattam be.
A levezetéseket a kisdeformacids tartomdnyban, a hdvezetés elhanyagoldsaval végeztem.
El6szor az egy térdimenzids targyalismdédot mutattam be, mely a szamitasokat attekint-
hetdbbé teszi, igy a formalizmus 1ényegére tudunk koncentrdlni. Ezutdn anal6g médon
levezettem és ismertettem az egyenleteket a haromdimenzids targyaldsmoédban is. Sza-
mitdsaim nemtrividlis eredményekre vezettek: aszerint, hogy az entropiaprodukcié pozi-
tiv definitéségét biztositd onsageri egyenleteket a parkozi vezetési matrix szimmetrikus—
antiszimmetrikus felbontdsdval, vagy kozvetleniil ennek a matrixnak az elemeivel irjuk
fel, valahogyan mindenképpen megsértjiik a formalizmus szdmos megkovetelt feltételé-
nek egyikét. E16bbi esetben a Jacobi-azonossag, utobbiban pedig az irreverzibilis részhez
tartoz6 operdtor szimmetrikussdga nem teljesiil.

Javaslatot tettem a helyzet orvosldsara a formalizmus kdvetelményeinek gyengitésé-
vel, valamint sajat tapasztalataim alapjan dsszefoglaltam a mddszer elényeit és hétranyait,
illetve osszehasonlitottam méds médszerekkel. Attekintettem a szdrmaztatott egyenletek
megoldasdnak lehet6ségeit, kiemelve a termodinamika szerepét.

FUGGELEK

A. FUNKCIONALDERIVALTAK

Ebben a mellékletben roviden ismertetem a dolgozatban hasznalt funkciondlderiva-
last [33] alapjén.

Definicié: az F' : D C B — R(C) leképezést funkciondlnak nevezziik, ahol B egy
Banach-tér. Szemléletesen a funkciondlok végtelen sok valtoz6tdl fiiggd fiiggvények,
avagy fiiggvények fiiggvényei. Funkciondlok példdul a hatdrozott intergdlok: F[f(z)] =

— [ f(@)da.

A funkciondlderivéldst szemléletesen visszavezetjiik fiiggvények derivdlasara. Egy
funkciondl varidcidjat jelolje

OF := F[f(x) +df(x)] = F[f(x)], (269)
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ahol 0 f az f fiiggvény kicsi megvaltozdsa — avagy a fiiggvény varidcidja — melyet az
df(z) := en(x) alakban valasztunk, ahol ¢ tetszleges infinitezimdlis szam, n(z) pedig
tetszGleges fiiggvény. A funkciondl 0 F varidcidjat dgy hatdrozzuk meg, hogy F[f(x) +
+ ¢ f ()] funkciondlt Taylor-sorba fejtjiik a ¢ f (x)-ben szerepld € szerint:

N
1 d*F[f(x) +en(x
Flf(z) +en(@)] =) 4 | (dlk ()] eF+ 0N, (270)
k=0 " e=0
melybdl a 5%())1 els6 funkciondlderivéltat a

dF[f(x) +en(x)]

o / (; ﬁi{])mﬂ) dz; @71)

de
Osszefiiggéssel definidljuk, a magasabbrendii funkciondlderivaltakat ennek anal6gidjara
pedig a
d“F[f(z) +en(z)]

_ SFF[f] N N
50_/<5f(a:1)...(5f(xk)77( 1) k)>d Lodzy (272)

osszefiiggésekkel. Ezzel a funkciondl varidcidja:

k
Flf(z) +en(x Zk'/(éf OFlf 5f(xk)n(x1)...n(a:k)>d:1:1...dwk+(’)(€N+1).
(273)

dke

A funkciondlderivaltaknak 1étezik ennél matematikailag precizebb megfogalmazasa
is, ekkor bevezethet6 a Frechet- és a Gateaux-derivélt fogalma, azonban ez a dolgozat

szempontjabdl irrelevans.

Mivel ezen dolgozat csak integrdlfunkciondlokra, és ezek derivdldsdra épit, igy a
Young-tétel dltalanositasait elfogadhatjuk, hiszen a funkciondlderivéltat parcidlis derivél-
takra vezettiik vissza. Igy megéllapithatjuk, hogy a funkciondlderivéltak és a parcidlis
derivéltak sorrendje, valamint a tobbszords funkciondlderivaltak sorrendje felcserélhetd.

B. A JACOBI.M PROGRAM HASZNALATA

A [26] cikkben kozoltek szerint eldszor telepiteniink kell a jacobi.m, a vdfrules.m
és a try.m programokat a Mathematicédba. Els6 1épésként meg kell adnunk az édllapotval-
tozokat, diszkrét rendszerek esetén ezeknek nem kell argumentumot adni, azonban mezdk
esetén a helyvaltozok szerinti fiiggést is fel kell tiintetniink. A Poisson-zérdjelek antiszim-
metridja miatt elegendd a zardjelnek csak az egyik felét megadnunk, a mésikat a program
automatikusan generélja, viszont a kiilonb6z6 mennyiségek szerint célszer( a zardjelet al-
zarojelek Osszegére bontanunk, a poissonparts parancsban ezen dsszeg tagjainak sza-

mat kell megadnunk, majd ezeket definidlni. Ezutdn betoltjiik a jacobi.m programot,
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majd a checkjacobi paranccsal meginditjuk az ellendrzési folyamatot. A program egy
rovid 0sszegzést mutat, melyben megjeleniti, hogy a Jacobi-azonossag teljesiil vagy nem.

A programban IT az integraldst jeloli, ahol a rrange parancsban adjuk meg az integ-
ralasi véltozot és az alsé és felsd integraldsi hatdrokat, JIU parancs a —oo-t, JI0 pedig
~+oo-t jeldli, DD pedig mind a k6zonséges, mind a funkcionélderivalast reprezental$ ope-
rator.

Az egy térdimenzios, kiterjesztetlen rendszer (169) antiszimmetrikus zardjelének ma-
sodik tagjat parcidlisan integrdlva a

1(6A_ 0B 6B, 0A

kifejezésre jutunk. Ennek megfeleléen a programkod:

vars = {v[r], e[r], T[r]};

rrange = {r, JIU, JI0};

poissonparts = 1;

poissonpart[l] = II [%DD[#l,'v]DD[DD[#Ze],r],rrange] &;
<< jacobi2.0.m

checkjacobi;

Last change: setintegrate renewed. check exampleDl.m
Last change 25.08.00 end of RULE: II->Integrate if
FreeQ[DD]&& |FreeQ[DiracDeltal

Most slow action: DD->D and II->Integrate of course
Loading Module Jacobi 2.0 written by m. kroeger ...
Manuscript submitted 2000 for consideration to Comput. Phys. Commun.
done: automatic integrals: True

found: 1 poissonparts

ATTENTION: your bracket does not contain variable T
done: set

created: innerboth (left/right) [1]
11[co,5[r$484](c1,3)’ [r$484], {r$484,— 00,00} |
P
-- all created: innerleft[.] and innerright[.] for all brackets

0% created: outerinnerboth [1,1] TimeUsed=0.11

-- all created: outerinnerboth[.,.] for all pairs of brackets

+ ...

Selected method is: outerinnerboth[#5,#4|&

Start calculation: Sum {{JA,JB},JC}+... by parts
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*xx 0 == {{#1,#2}[1],#3}[1]

Note: Evaluate spec. bracket: {#1,#2}[i]//.full

Note: Evaluate spec. 2-bracket: {{#1,#2}[1i],#3[j]1}//.full
Note: Evaluate spec. cyclic 2-bracket: jacob[#1,#2,#3,1,j]
Note: Evaluate jacobi sum: all terms: jacobi

Jacobi identity is apparently *x*FULFILLED**x*.

+ Jacobi identity is apparently **x*xFULFILLED*** for the pure integrands
Active poissonparts used:

(#1,#2)1[1] = II [DD[DD[#2& (€[]],7IDD[#1& ]]] {7 —o00 OO}]

CPU time used (jacobi): 00065 sec.

CPU time used (provide): 0.11 sec.

Memory used\t: 23.1 MB (static limits: maxmemory=3.00 MB, maxtime=8 s)

Az egy térdimenzids, Kiterjesztett rendszer esetén mar valamelyest bonyolultabb a
helyzet, (182)-ben parcidlisan integrdlva a megfelel6 tagokat, majd a megfeleld 0sszegek-
re bontva az antiszimmetrikus zdrdjelre az

5A_ 5B SB. 6A
[A’B]_/ (51/95 5v855>d+

I, (6B,.SA GSA_ 6B
+/ T£<5T o = O >d + (275)

0B 0A 0A_ 6B
Op— — —0, d
+/ ( RTINS > '
adodik. A statikus memoria €s a futdsidd korldtozott, igy erre is figyelmeztet minket a
program, ha valamelyik nem lenne elegendd. Ebben az esetben az alapértelmezett me-

moria kevésnek bizonyult, azonban ezeket az értékeket a vdfrules.m kédban konnyen
atirhatjuk, igy a kod:

vars = {v[r], €[r], T[r],£[r]};

rrange = {r, JIU, JI0};

poissonparts = 3;

poissonpart[l] = II [%DD[#I,U]DD[DD[#Ze],r],rrange] &;
poissonpart|2] = II [%TSDD[#ZT]DD[DD[#l,v],'r],rrange] &;
poissonpart[3] = II [%DD[#Z&]DD[DD[#Lv],r],rrange] &;
<< jacobi2.1.m

checkjacobi;

Last change: setintegrate renewed. check exampleDl.m
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Last change 25.08.00 end of RULE: II->Integrate if
FreeQ[DD] & & !FreeQ[DiracDeltal

Most slow action: DD->D and II->Integrate of course

Loading Module Jacobi 2.0 written by m. kroeger ...

Manuscript submitted 2000 for consideration to Comput. Phys. Commun.
done: automatic integrals: True

found: 3 poissonparts

done: set

created: innerboth (left/right) [1]
_ 11[co,2[r$674](c1,3)’ [r$674], {r$674,— 00,00} |

+ ...

P
created: innerboth (left/right) [2]
112ATT[T[r$677]¢[r$677)co,1 [r$677](c1,2) [r$677],{r$677,— 00,00} |
cp
created: innerboth (left/right) [3]
112411 [e2 4[r$680] (c1,2)’ [r$680],{r$680,— 00,00}
o
-- all created: innerleft[.] and innerright[.] for all brackets

0% created: outerinnerboth [1,1] TimeUsed=0.188
11% created: outerinnerboth [1,2] TimeUsed=0.219
22% created: outerinnerboth [1,3] TimeUsed=0.235
33% created: outerinnerboth [2,1] TimeUsed=0.266
44% created: outerinnerboth [2,2] TimeUsed=0.328
55% created: outerinnerboth [2,3] TimeUsed=0.344
66% created: outerinnerboth [3,1] TimeUsed=0.375
77% created: outerinnerboth [3,2] TimeUsed=0.422
88% created: outerinnerboth [3,3] TimeUsed=0.453

-- all created: outerinnerboth[.,.] for all pairs of brackets

+ ...

+ ...

Selected method is: outerinnerboth[#5,#4|&

Start calculation: Sum {{JA,JB},JC}+... by parts
ok 0 == {{#1,#2} [11,#3}[1]

wrx 0 == {{#1,#2}[2],#3} 1]
*xx 0 == {{#1,#2}[1],#3}[2]
0 <> {{JAA,JBB}[2],JCC}[2]//.full/.short or jacob[JAA,JBB,JCC,2,2]

——————————— /———/——2in2: ) /
lm(mm {T[r]s[rl%g,ur](q,iz 17 (c2,2) 14— o0.00) | _mm[T[r]s[r]%z,l[r](cl,z) r)(e.2) [rl,{r,—oo,oo}}>

cp

cp
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————————————————— TimeUsed =2.266
X THE LAST OUTER ...[2]-TERMS DIDN’T CANCEL OUT: WAIT

0 == {{#1,#2}[3],#3}[1]
0 == {{#1,#2}[31,#3}[2]
x THE LAST INNER [3]...-TERMS CANCELED QUT
== {{#1,#2}[1],#3}[3]
0 <> {{JAA,JBB}[2],JCC}[3]1//.full/.short or jacob[JAA,JBB,JCC,2,3]

—————————— -~ - - - - -2in 3: ) )
112A(112AII {T['r]c?”l[T](cl’Q) [T]<C272) [r],{T,foo,oo}:I 112AII|:T[7‘]C271[7‘](61’2) [r](03’2) [r],{r,oo,oo}})
+

cp cp

P
————————————————— TimeUsed =2.297

0 == {{#1,#2}[31,#3}[3]

X THE LAST OUTER ...[3]-TERMS DIDN’T CANCEL OUT: WAIT

Note: Evaluate spec. bracket: {#1,#2}[il//.full

Note: Evaluate spec. 2-bracket: {{#1,#2}[i],#3[j]1}//.full
Note: Evaluate spec. cyclic 2-bracket: jacob[#1,#2,#3,1,j]
Note: Evaluate jacobi sum: all terms: jacobi

Note: Result stored in: sum (Actually it has 6 terms)
Jacobi identity is apparently NOT FULFILLED.

Active poissonparts used:

(#1,42)[1] = 11 [DD[DD[#2&,£[]L,T]DD[#l&,v[ﬂ7{T’ _OO,OO}]

(#1,#2)[2] = I [112ADD[DD[#1&,1}HL,;"]DD[#2&,TH]T[]£H’{T’ _OO’OO}}

(#1,#2}[3] = II [““DD[DD[#l&’;’m”"]DD[#Q&’“” {r, —o0, oo}]
CPU time used (jacobi): 0.083 sec.
CPU time used (provide) : 0.531 sec.

Memory used\t: 26.1 MB (static limits: maxmemory=1000. MB, maxtime=60 s)
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KOSZONETMONDAS

Eziton szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik elsegitették ennek az irés-
nak a megsziiletését.

Els6sorban héldval tartozom konzulensemnek, Fiilop Tamdasnak, aki idejét nem saj-
ndlva konstruktiv otleteivel segitette €s kisérte figyelemmel munkdmat, rengeteg segitsé-
get nydjtva mind az irodalomkutatdsban, mind az itt leirtak megértésében.

Koszonet illeti témavezetdmet, Szekeres Andrést épité megjegyzéseiért, amikkel el-
sOsorban a dolgozat érthetdségét segitette eld.
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