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Eloszo

Ez a kotet baratunk és tudds kollégank, Asszonyi Csaba emlékére irddott. Csaba rendkiviili
egyéniség volt, torhetetlen optimizmusaval, mély meglatasaival, tudasvagyaval, vidam
¢letszeretetével és nyugodt bolcsességével példakép sokunk szdmara.

2006-t6l, a Montavid Termodinamikai Kutatocsoport 1étrejotte Ota egy nagy konyv volt az
alma. Egy konyv, amelyben a kontinuummechanikar6l minden fontos dolog le van irva, €s egységes
termodinamikai elméletként tartalmazza az idealis rugalmasséagtant, egyiitt a reoldgiaval és a
képlékenységtannal. Olyan egyszeriien és szemléletesen, az alapoktdl felépitve, hogy egyetemi
tankonyvként is tanitani lehessen beldle. Eldszor gy tiint, hogy ez egy kozeli, redlis cél. A
Mérnokgeologia-Kdzetmechanika Kiskonyvtar 3. kotetét abban a szellemben irtuk, hogy a reologia
lényegében megérthetd lesz, a véges deformdaciods esetbdl sok minden megvan, és a képlékenységre
is volt tobb otletiink. Aztan sorra probaltuk az oOtleteket, szamitasokat és laborvizsgalatokat
végeztiink, a kutatdcsoport boviilt és szervezddott, egymas utan sziilettek a Kiskonyvtar kotetei
szdmos érdekes problémat targyalva és megoldva.

A prébatereplink ¢€s tesztrendszeriink a kézetmechanika volt és maradt, annak ellenére, hogy
az elméleti keret nyilvanvaloan sokkal 4altalanosabb érvényességili, mindenféle anyaghoz
hasznalhat6. Csaba és a csoport kapcsolatrendszere, barati kore, tudoméanyos aurdja természetes
moédon alakitotta a kutatdsi iranyokat és jelolte ki a kdzetmechanikat. Végiil is, ahogy Csaba
gyakran hangoztatta, lényegében mindegy, hogy milyen anyagot vizsgalunk, ugyanugy kell
viselkedjenek, a masodik fotétel mindre érvényes. Kivaldan haladtunk a kitlizott cél felé, ugy tiint,
hogy Osszedllnak a részletek, megsziiletett a véges deformacids kinematika, a rugalmas testek
termodinamikai reoldgiaja, a hévezetés kapcsan pedig latvanyosan igazolodott, hogy jo uton jarunk.
Technoldgiai és elméleti problémakat talaltunk és érkeztek hozzank. Ekkor mar csak, illetve még
mindig, a képlékenység megértése és beillesztése hianyzott a megalmodott egységes rendszerbdl.
Végiggondoltuk a kritikus energiakritériumot, a kdrosodas-képlékenységet, a fazis-stabilitasvesztés
gondolatot, a tapadasi surlodéas kontinuum altalanositasat és bevezettiik a képlékenyedés fogalmat a
kinematikai-dinamikai kérdések elvalasztasara. Ezekbol sziilettek cikkek, de sziilethettek volna
konyvek is. Nem irtuk meg Oket, mert Ggy tlint, egyik elképzelés sem az igazi. Mindezek, szdmos-
kisebb nagyobb mas szdmitasunkkal és Otletiinkkel egyiitt, kutatasi jelentések egyfajta sorozataként,
megtalalhatok a Kiskonyvtar koteteiben.

Aztan felesége betegsége miatt Csaba egyre kevésbé aktiv szerepldjévé valt a kutatasnak. A
képlékenyedés termodinamikai elmélete az 6 fokuszalt érdeklddése nélkiil csak egyike a munkank
soran megnyilott tudomanyos lehetdségeknek. Ezeket a fejleményeket, amelyek Ujra és Gjra
megmutatjdk a masodik f6tétel és a termodinamikai gondolkodds fundamentalis szerepét a
tudomanyban, mindig lelkes kivancsisdggal kovette. Azonban, még betegsége eldrehaladtaval is,
valahanyszor megérkeztiink hozza rendszeres megbeszéléseinkre, a tablara felirva ott fogadott
minket a kovetkezd otlete a képlékenységgel kapcsolatban. Még 2022 nyaran €s 0szén is szeretett
kollégaja és példaképe, Fényes Imre konyveit olvasta és az abbol meritett gondolatok formalodtak
képletekké és abrakka a tablan. Az volt az elképzelése, hogy a kozeg mozgasanak leirasara hasznalt
fogalmak, a szilard és megfolyd anyagnak az inercidlis megfigyelohdz viszonyitott relativ
sebességei segithetnek legjobban a termodinamikaba illeszteni a képlékenyedés mibenlétét.

A kotet elsO része, hasonloan a Kiskonyvtar szamos kotetéhez, a Montavid Termodinamikai
Kutatocsoport kiilonféle munkait tartalmazza. A tartalomjegyzékre pillantva lathatd, hogy a cikkek
nagyon kiilonb6zd dolgokkal foglalkoznak, a k6zds pontok a termodinamika, a mechanika ¢€s a
mérndki gyakorlat. Az elmélet soha nem 6ncélq, a kisérleteken is tul, a technologiai vonatkozasokig



atgondolandok a kovetkezményei. A kotet masodik része ehhez kapcsolddik, geotechnikai és
kbézetmechanikai cikkek vannak benne.

A termodinamika szerepe kiilonleges, mert az elméletek kereteként teljesen varatlan médon
¢s értelemben taldlkozhatunk vele, mindeniitt jelen van, akar észrevessziik, akar nem. Ennek
magyardzata az, hogy a termodinamika stabilitdselmélet, az anyag stabilitasdnak elmélete, ezért
mindenhol érvényes. A képlékenyedés stabilitdsvesztés, tehat van téridé-kompatibilis,
termodinamikailag konzisztens leirasa. Igy nem kizart, hogy mindaz a tudas és gondolat, ami a
kotet problémaival foglalkozva sszegytilt, mar valahol tartalmazza a képlékenység igazi elméletét,
azt az 1) nézdpontot, ahonnan nézve az egész O0sszeall és érthetové valik. EIobb-utobb valakinek
meg kell irni azt a konyvet is, amely a véges deformacidés rugalmassagot, reologiat és
képlékenységet egységesen, minden térido- és termodinamikai kovetelménynek eleget téve,
kristalytiszta egyszerliséggel targyalja. Mert egy tudomanyos Orokség nem tdrgyakat, hanem
almokat és feladatokat 6rokit a tanitvanyokra és a kollégakra.

Budapest, 2023. éprilis 20.

Takacs Donat M., Van Péter, Vasarhelyi Balazs
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Altaldnositott termodinamikai modellek kisérleti
kiértékelési modszertana

An evaluation procedure of experimental data for generalized thermodynamic
models

Fehér Anna
Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszék, Gépészmérnoki Kar, BME, feher @energia.bme.hu

Kovacs Rébert
Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszék, Gépészmérnoki Kar, BME; Elméleti Fizikai Osztdly, Wigner FK;
Montavid Termodinamikai Kutatécsoport, kovacsrobert@energia.bme.hu

OSSZEFOGLALAS: Az iltalanositott termodinamikai modellek széles alkalmazasi lehetGségeket ki-
nalnak, f6ként a heterogén, Osszetett szerkezetli anyagok modellezésére vonatkozéan. Azonban ezek az
dltaldnositott modellek még nem olyan alaposan kidolgozotottak, mint a klasszikus elméletek, péld4ul a
Fourier-torvény, és a rd épiilS kisérletek. Ezért a mostani munkaban megkiséreljiik a standard kiértékelési
mddszernek szamito, érzékenységi fliggvényeken alapuld iterativ eljardst dtszdrmaztatni az dltaldnositott
hdvezetési és mechanikai modellekre.

Kulcsszavak: hévezetés, kGzetek, reoldgia, iteraciés kiértékelés

ABSTRACT: The generalized thermodynamic models offer wide possibilities for application, especially
in modeling heterogeneous materials with complex inner structures. However, these generalized models
are not yet elaborated on such a strong basis compared to the classical theories (e.g., Fourier’s law),
together with the related experiments. Therefore, in the present work, we attempt to improve the existing
standard evaluation procedure based on sensitivity functions, and apply that approach to generalized heat
conduction and mechanical models.

Keywords: heat conduction, rocks, rheology, iterative evaluation

1 BEVEZETES

Szamtalan modern mérnoki alkalmazas koveteli meg a klasszikus, standardnak szamité konstiticios
Osszefliggéseinek dltaldnositasat. Ilyenek példdul az egyre szélesebb korben elterjedd nanoanyagok, ala-
csony hémérsékletd berendezések, és az Osszetett szerkezetli heterogén anyagok (kompozit fémhabok,
kézetek). Ez azt jelenti, hogy a Fourier-torvény nem feltétleniil képes megfelels termikus leirdst adni az
ilyen, vagy ezekhez hasonl6 helyzetekben, vagyis annak altaldnositasara, kiegészitésére van sziikség. Ez
nem csak a hdvezetési jelenségekre érvényes 4llitds, hanem a mechanikai viselkedés sem tokéletesen ru-
galmas, még homogén anyagokra vonatkozdan sem. Mechanikai oldalrdl az dgynevezett viszkoelasztikus
(reoldgiai) jelenségek okozzdk a Hooke-torvénytdl valé eltérést, amelyek szintén a standard konstiticids
Osszefliggések altalanositasat igénylik. A sor tovabb folytathat6 a fluidumok Newton-torvényével, vagy
az anyagdiffizidhoz kapcsol6dé Fick-torvénnyel is.

A koz06s pont mindegyik esetben az, hogy az dltaldnositds eredményeképpen egy olyan modellre van
sziikségiink, amely tobb, parhuzamos transzport-mechanizmus modellezésére képes. Mds széval, a vizs-
gélt jelenségkorok tilmutatnak az egy idGskaldji modellek predikcids képességein. Vegylik példdnak az
Osszetett szerkezetd heterogén anyagokat. Jellemz&en tobb, de legaldbb kettd§ karakterisztikus kompo-
nensbdl dllnak valamilyen ardnyban és eloszldsban. Bér jogos lehet a feltevés, hogy komponensenként
érvényes a Fourier-torvény, de azok ereddje, effektiv megnyilvanuldsa nem irhaté le szintén a Fourier-
torvény segitségével. Ennek az a kozvetlen kovetkezménye, hogy a homogén anyagokra megismert id6-
skalatol és geometridtdl (anyagszerkezettdl) fliggetlen hévezetési tényezd (€s ezzel egyiitt a hGfokvezetési
tényez§) megsziinik fliggetlennek lenni. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a komponensek ismerete On-
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magéban nem lehet elegendd ahhoz, hogy azok ereddjét, homogén helyettesitd modelljét meghatarozzuk.
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Heterogén mintadarab
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Abszorpciét segito fekete anyag

1. abra. A Flash-kisérlet mérési elrendezése. (The schematic arrangement of flash experiment.)

Bar erre lehetnek ellenpélddk, de azoknak ki kell haszndlniuk vagy a geometria, vagy a komponensek el-

helyezkedésének és a kozottiik 1€v§ interakciénak valamilyen specidlis tulajdonsagat, de ez semmiképpen
sem igaz altaldnosan.

Altal4nositott modellek esetén nem léteznek még standardnak, széles korben elfogadottnak tekintett
mddszertani elemek, algoritmusok, éppen emiatt pedig fontos annak alapos megértése és vizsgédlata. Az
alabbiakban részletesen kifejtjiik a kisérleti hatteret, nem csak annak elrendezését és tulajdonsagait, de
nagy hangsilyt fektetve a mért adatok kiértékelési modszertanara.

2 HOVEZETESI KISERLETEK

A hdvezetési tényezd pontosabb feltérképezése kisérleti Gton lehetséges, amelyhez célszer( az igyneve-
zett h6impulzus (flash) elrendezést hasznélni, sematikusan a 1. dbrdn lathatjuk a kisérlet elrendezését. A
kisérlet sordn a minta elélapjat homogén mddon gerjesztjiik egy rovid, 0.01 s hosszu villandssal. Az erre
adott valaszt a hatfali h6mérséklet id6beli valtozasabdl olvassuk ki. A kisérleti adatsor akkor a legjobb,
ha a villands 4ltal kozolt teljes energia a probatest feliiletén nyelddik el, mindenféle atlatszésdg nélkiil.
Ez azonban, az alkalmazott grafitos elGkezelés ellenére bizonyos esetekben megesik, és van amikor
elkertilhetetlen (példdul a nagy, 90% feletti porozitdsi mintdk esetén).

Ha a villands nem teljes egészében a feliileten nyelddik el, akkor a mért adatsoron egy szinte azonnali
hémérséklet-felfutas lesz tapasztalhat6. Ennek a kovetkezménye az, hogy egy tovabbi iddskdla fogja
terhelni az adatokat, amelynek most a részletes vizsgalatdval nem foglalkozunk.

A hatlapon a h6mérsékletmérést egy K-tipusu termoelemmel valdsitjuk meg, amelyet egy rugés szerkezet
szorit a minta hatlapjara. A jobb kontakt eléréséhez sok esetben eziist festéket alkalmaztunk. Itt érdemes
megjegyezni, hogy az eziist festék, példaul kézetek esetén, egyfajta homogenizald, kidtlagol6 szereppel
is bir: a mért hdmérséklet az adott, eziisttel boritott feliiletelem dtlagos hémérsékletének is tekinthetd.

Az eziist festék jelenlétének nem csak méréstechnikai jelentGsége is van, ugyanis a szakirodalombdl j6l
ismert 2-hémérséklet modell (két csatolt Fourier-egyenlet) alkalmazasa megkoveteli az ilyen, és ehhez
hasonlé technikai informécidk figyelembevételét, ugyanis egy ilyen esetben a 2-hdmérséklet modell-
bdl adédé atlaghdmérsékletet kell illeszteni. Egy fémhab esetén viszont valtozik a helyzet, mivel ott
a fémmatrix hémérsékletét tudjuk mérni, az iiregek hdmérséklete ismeretlen. Ezek ismerete és imple-
mentalhatésaga elénydsen hangzik, de egyben megkivanja olyan jelentGs bizonytalansdggal rendelkezé

72

paraméterek haszndlatdt, mint amilyen a kontakt h§atad4si tényezd.

A 2. dbra egy tipikus adatsort szemléltet, a hozzatartozé legjobb elérhetd Fourier-féle illesztéssel egyiitt.
A mérés elején az a Fourier-egyenlet megolddsa lassabb, mint a mért adatsor, de ez a trend megfordul,
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Altaldnositott termodinamikai modellek kisérleti kiértékelési médszertana
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2. dbra. Kondenzatorminta mérési adatsora, a hozza tartoz6 legjobb Fourier-illesztéssel. (Data for a
capacitor sample, including the best Fourier fit.)

és a maximum hémérséklet egy kdrnyezetében viszont tdllS. Ez egy tipikus megjelenése a két id§skalas
hdvezetési jelenségnek, ennek angol nyelvli terminoldgidja "over-diffusion”-ként irja ezt le.

3 HOVEZETESI MODELLEK

A mostani vizsgdlataink sordn tovabbra is a klasszikus irreverzibilis termodinamikdbdl j6l ismert Fourier-
torvényt,

q = —A0xT, (1)

tekintjiik az els6dleges hdvezetési modellnek, mivel kivétel nélkiil minden mérés kiértékeléséhez fel kell
haszndlni. Itt a A jeloli az izotrép hévezetési tényezdt, és a kisérleti elrendezésbdl adéddan elegendd a
térben egydimenzids esetet tekinteniink. Az (1). egyenletben a g jeloli a hGaramot, T a hdmérsékletet,
0 pedig az x-irdnyu parcidlis derivéltat jelenti.

A mostani vizsgalatunkban az igen sokféle altalanositott hGvezetési modell koziil mi a Guyer-Krumhansl-
egyenletet (GK) [1] vélasztjuk, ennek tobb oka van. Egyrészt, a GK-egyenlet természetes médon vezeti
be a két id&skalat, de termodinamikailag konzisztens médon, azaz nem gy, ahogy az igynevezett dudlis
faziskésésli modell teszi. Mdasrészt, az egyenlet struktirdja természetes mdédon beleillik a Fourier-t6l
eltérd hdvezetési modellek termodinamikailag konzisztens, szisztematikus rendszerébe, eltéréen példaul
a Jeffreys-egyenlettSl. A GK-egyenlet levezetését melldzziik, a [2, 3] irodalmak részletesen targyaljdk a
kapcsolédé termodinamikai médszertant. A GK-egyenlet tehat

T+0;1q+q = —wa+125qu, 2)

ahol 7 egy ugynevezett relaxdcids idd, az [/ pedig kontinuum oldalrél egy belsé térskdlanak tekinthetd.
Kinetikus elméleti iranybol az [ kdzvetleniil a szabad tthosszt jelenti, de kontinuum oldalrél nem régzitjiik
magunkat adott mikroszkopikus mechanizmusokhoz, és habar az egyenletek struktdrija megegyezik, a
(2). egyenlet mogott nincs fonon hidrodinamika.

A konstiticids Osszefiiggéseinkben kizdrdlag konstans paramétereket hasznilunk, ugyanis a kisérlet sordn
igen kicsi (~3-5 K) a maximadlis h6mérséklet-emelkedés, szobahdmérsékleten (mint referencian) pedig
a nemlinearitdsok elhanyagolhat6 szereppel rendelkeznek. Ahhoz, hogy matematikailag és fizikailag is
lezérjuk a Fourier-, és GK-egyenleteket, sziikségiink van az e belsS energia mérlegegyenletére,

pcdT +0xq =0, 3)
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amelyben kihaszndltuk, hogy az izokor folyamatot e = ¢T 4llapotegyenlettel, valamint zérus h&forrdssal
modellezziik, igy p a tomegsiriség, ¢ pedig az izokor fajhd.

4 KIERTEKELESI MODSZERTAN

A mérés eredményeképpen, ahogy kordbban lattuk, egy id6beli adatsort kapunk, a minta hatfalara vonat-
kozoan, a kérdés pedig az, hogy ebbdl az adatsorbdl hogyan tudjuk kinyerni a sziikséges paramétereket.
A Fourier-egyenlet esetén a legfontosabb paraméter a héfokvezetési tényezd, azaz a = 1/(pc). Emellett,
mivel a probatest mar az adatrogzités sordn is jelentGs hilést is mutathat, sziikség lehet a héatadasi
tényezs figyelembevételére is, vagyis amig az elSlapi peremfeltételiink ¢ (x = 0, ) = go(z) a hGimpulzust
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irja le, addig a hatfalon a g = h(T — T) Osszefiiggést hasznéljuk, ahol & a hGatadasi tényezd.

2 2

Felmeriilhet a kérdés, hogy a hdatadast miért csak a hatfalra irjuk elS. Egyrészt, a minta geometridjat oly
mddon valasztjuk meg, hogy "karcsi" legyen, azaz a vastagsdga lényegesen kisebb annak 4tmérGjénél.
Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor mindenképpen érdemes az oldallapon (vagy paldston) szigetelést
alkalmazni, hogy a kisérlet mindenképpen az egydimenzids esethez maradjon igen kozel. Masrészt pedig
a prébatest mérete kicsi, és a hilési szakaszban jellemzden a Biot-szdm < 0.1 teljesiil, és emiatt, a
koréabbi tapasztalatokkal 6sszhangban, elegendd a hatfalra elGirni a hGatadast.

4.1 Dimenziotlan paraméterek

A dolgunk nagyban megkonnyithetjiik, ha dimenziétlan paramétereket vezetiink be, amelyeket az 1. tab-
lazat foglal 6ssze.

1. tablazat. Az alkalmazott dimenziétlan paraméterek Osszefiiggései, ahol ¢, jeloli a h6impulzus hosszit,
amelyre idStartamra o fejezi ki az dtlagos h&dramot. Tovdbbd, L jeloli a prébatest karakterisztikus
hosszat, és Teng fejezi ki az adiabatikus végallapoti h6mérsékletet, Ty pedig a konstans kezdeti h6mérséklet.
(Formulae for the applied dimensionless parameters where t), denotes the length of the heat pulse for
which go expresses the mean heat flux. Furthermore, L stands for the characteristic length of the sample,

and T,nd expresses the adiabatic steady-state temperature; Ty is the constant initial temperature.)

1dG és tér koordindtak: i= é és =7,
Héfokvezetési tényezd: a = % ahol a = pic,
GK-paraméterek: Ty = %’ és 2= é—zz,
Homérséklet: T=7—T0 ahol  Tua=To+ 222,
Hé&aram: g= % ahol gy = # /Ot” qo(t)dt,
h&4tadési tényezo: h=nz

pc’

Fourier rezonancia feltétel: ~ [2/ Ty = @.

A dimenziétlan paraméterek kapcsan megjegyezziik, hogy az adiabatikus véghSmérséklet 1étezését fel-
tessziik. Ez jogos, hiszen tokéletesen szigetelt esetben az egyszeri hdimpulzus hatdsdra a kezdeti h6mér-
séklethez képest egy anndl magasabb hdmérsékletre dllna be az egyensily, azaz a Tenq elvileg 1étezik,
bar gyakorlatilag ezt tokéletesen megvaldsitani nem lehet. Tekintve, hogy pont erre a véghdmérsékletre
normdlunk, ezért a dimenziétlan hdmérséklet 0 és 1 kozott valtozhat. Hdlés esetén viszont az 1 értéket
soha nem érheti el, ami igy jellemzi a hdveszteséget. Az elénye ennek a dimenzidtlanitdsnak az, hogy
a t;, h6impulzus hossza fix, ellenben a hagyomanyosan tekintett Fourier-szam felhasznalja a kiértékelés
el6tt még ismeretlen héfokvezetési tényezd értékét. Ezzel kikiiszoboljiik az idStartomany folyamatos at-
skaldzasat. A bevezetett dimenzidtlan hdmérséklet pedig kikiiszoboli a hdimpulzus ismeretét, azaz nem
kell tudnunk, hogy pontosan mennyi energiat kozliink a prébatesttel.

A dimenziétlan h&dtaddsi tényezSt a mérési adatsor alapjan lehet illeszteni, a dimenzidsra vald atsza-
molashoz azonban sziikség van a test fajlagos hSkapacitdsara is. Mivel a dimenziés h§atadasi tényezd
nem keresett paraméter, igy ez nem okoz hidnyossdgot. Szintén megjegyezziik, hogy a dimenziétlan
héfokvezetési tényezd és hdataddsi tényezd egyiitt meghatdrozzak a megolddst, igy az, hogy mennyivel

vagyunk 1 alatt, az egy kiad6d6 paraméter, de csakis abban az esetben, ha a mért adatsort azzal a modellel
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Hémeérséklet [1]
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Homérséklet [1]

1d5 [s]

3. abra. A tipikusnak tekinthet§ paraméterekre vonatkozé exponencidlis lecsengések Fourier, illetve
GK-s esetben. Az xf jeloli a Fourier-hoz, az x; €s x, kitevék pedig a GK-modellhez tartoznak. (Typical
exponential decay for Fourier and GK heat equations. Furthermore, xg denotes the Fourier exponent,
and x1 and x, are the exponents of the GK equation.)

illesztjiik, ami tényleg leirja a vart viselkedést. Ez azt jelenti, hogy ha a minta Fourier-s médon visel-
kedik, igy a mérési adatsor kiértékelhetd a Fourier-egyenlettel, akkor a maximalis hdmérséklet kiad6do.
Ha a prébatest nem-Fourier (azaz GK) mddon viselkedik, akkor ez a feltételezés mar nem 4ll fenn a
Fourier-egyenlet esetén, de a GK-egyenlet esetén viszont igen. A pontosabb algoritmust pedig alabb
ismertetjiik.

Osszesitve, a dimenzi6tlan egyenletek a kovetkezdek:

0T + 0xq =0, (4a)
q+a0T =0, (4b)
740:q +q + a0, T — 12(9qu =0. (4¢)

ahol a kalapos jelolést elhagyjuk, és a kovetkez6kben csak dimenzidtlan mennyiségekkel foglalkozunk,
ahol ettdl eltériink, azt kiilon jeloljiik a mértékegység feltiintetésével.

4.2  Idéskaldak

A kiértékelést alapvetSen a kiilonbozd idGskalak felismerése és azok szeparélédsa segiti. Ez a gyakorlatban
azt jelenti, hogy a hiilés dltaldban Iényegesen lassabb folyamat, mint a hGvezetési rész, vagyis bar a hiilés
befolydsolja a mérés elejét, de a mérés végi adatokban mar a hvezetés sokkal kevésbé jatszik szerepet.
Ez megengedi nekiink, hogy a hdatadasi tényezSt meg tudjuk becsiilni a mérés végi adatsorbdl, és utdna
ezt figyelembe tudjuk venni a mérés eleji adatsor kiértékelésénél. A 3. dbra a tipikusnak tekinthet§
paraméterekre vonatkoz exponencidlis lecsengéseket mutatja, ahol az id6skaldk elvdldsa mar 1atvanyos.

Fourier-s esetben tehat két iddskalaval dolgozunk, egy hvezetés és egy hiilés van jelen. GK-s esetben
pedig harom iddskélét vesziink figyelembe, két hGvezetést és egy hilést. Erre épitve pedig mar ki lehet
dolgozni olyan becslési mdédszereket, amelyek kozelitGen képet adnak a paraméterek nagysagrend;jérdl,
és ahonnan tovédbb lehet finomitani a paraméterek értékét. A Fourier-egyenlet esetén a héfokvezetési
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tényezGt és a hddtaddsi tényezdt az aldbbi mdédon lehet becsiilni:

LZ
7T2t1/2

In(%y/Th)

. h=———=
Hh—1

ar =1.38

) &)

ahol az a héfokvezetési tényezSt dimenzidsan kapjuk meg, a minta L vastagsdga ismert (mérhets),
a 11 pedig a félmagassdghoz tartoz6 id6pont masodpercben mérve. Ezzel szemben, ahogy kordbban
hangsulyoztuk, a h§atadasi tényez6t dimenzidtlan alakban tartjuk, igy annak becsléséhez csak dimenzi-
6tlan paramétereket haszndlunk. A GK-egyenlet esetén az eljards anal6g médon mikodhet, viszont ott
a két hdvezetési idGskdla jelentdsen bonyolitja a becslésre szolgdld képleteket, igy azok kozlésétSl most
eltekintiink, a részleteket a [4] publikécié tartalmazza. Ezek tehat csak becslésre vonatkoz6 képletek,
amelyek nem zdrjdk ki tovdbbi idGskaldk meglétét. Természetesen, minél tobb iddskdla van jelen egy
adott probatesten beliil, annél pontatlanabb lesz a becslés, akér a Fourier-n, akdr a GK-egyenleten alapul6
eljarast vesszik alapul.

4.3 Paraméterek iterativ meghatdarozdsa

Az iterativ eljaras alatt azt értjiik, hogy az adott paramétertérben keressiik azokat a paramétereket,
amelyek a teljes idGsor egészére a lehet§ legjobban illesztik az adott modellt. Ez nem egyenértékd
azzal, hogy a fizikailag legjobb illesztést valdsitjuk meg. Erre j6 példa az, amikor a Fourier-egyenletet
szeretnénk illeszteni egy olyan adatsorra, amirdl csak az illesztés utdn deriil ki, hogy nem magyardzhat6
teljes egészében a Fourier-egyenlettel.

Ekkor ugyanis bar lehet, hogy R? szempontb6l megvalésitjuk az elérhetd legjobb illesztést, de az nem
feltétlen tiikrozi a fizikai elvardsaink. A Fourier-, valamint a GK-egyenletek kozotti kiilonbség pedig
Ujfent az idGskdldkra vezethets vissza. A természetes elvards az, hogy a kezdeti jelentSs tranziens hatdsok
elmulédsédval a hdvezetési mechanizmusokbol ad6do kiilonbségek kidtlagolédnak, és ha a folyamat kellGen
lasst, akkor nem latunk kiilonbséget a két kiilonb6z& modell altal josolt hémérséklet-id§ adatokban. Ezt

27 2z

a jelenséget hivjuk Fourier-rezonancidnak, ami a GK-egyenlet T-reprezenticidjabol vehets észre:

(8,T + a/(')xxT) + 70, (atT + éa”T) -0, ©6)

amiben a Fourier-egyenlet, valamint annak idéderiviltja is jelen van a GK-egyenletben, igy amikor
@ = I?/7, akkor pont a Fourier-egyenlet megoldasat kapjuk vissza. Ezt a tulajdonsagot kisérletileg is
l1atjuk, és a modell paraméterekbdl pedig az adddik, hogy

1 ?
aF =5 |ack+ |, (7N
T

vagyis a Fourier-egyenlet dltal ad6dé héfokvezetési tényez§ a GK-egyenlet paramétereinek atlagaként
jelentkezik, ami tehdt az id&skdldk kidtlagol6ddsat mutatja. Emiatt, amikor globdlisan, a teljes idGsor
egészére kereslink egy "fizikailag helyes" Fourier-illesztést egy nem-Fourier-s adatsoron, akkor a htilési
szakasz adddik, mint erds kényszer, a h6fokvezetési tényezd pedig ehhez képest fog egy optimélis értékre
konvergalni.

43.1 Erzékenységi fiiggvények

Az iterdcid alapjat az dgynevezett érzékenységi fliggvények adjék, azaz

SPist: y:)’(Piat)’ izl,...,N, (8)

9y
0 Di ’
amelyben y(p;,t) egy tetszSleges idGsort jelol, esetiinkben hémérsékletet, amely fiigg N darab p;
paramétertSl. Tehdt az S, érzékenységi fliggvény megadja, hogy egy adott fliggvény egy adott paraméter
véltoztatdsara az id6ben hogyan médositja a prediktdlni kivéant y fiiggvényt. Ez nem csak hdmérséklet-id§
esetén érvényes, hanem teljesen 4ltaldnos médon alkalmazhaté médszertan. Erdemes megemliteni még
a redukdlt érzékenységi fliggvényeket is,

R ay .

Sp,t,t:Pi%’ y=vy(pi,t), i=1,...,N, 9
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Py

amely az S fiiggvényeket Gsszevethet6vé teszi azltal, hogy azonos dimenziéra hozza Sket a p paraméterrel
val6 felszorzéssal. A [5] irodalom szerint az okolszabély az, hogy ha az S fiiggvények azonosak, vagy
kozel azonosak, akkor a rdjuk vonatkozé paraméterek Osszefiiggdek, igy azok egyiittes illesztése nem
lehetséges. Fontos tovabbd megjegyezni, hogy igy dgynevezett lokdlis érzékenységet hatdrozunk meg,
azaz a paramétertérben kijelolt referencia paraméterhalmaz egy kis kdrnyezetében igaz. Az iterdcios

eljaras sordn tehdt minden egyes paraméterhalmazra djra és Gjra meg kell hatdrozni az adott érzékenységi
fliggvényeket.

A Fourier-egyenlet esetén az a és h egylitthat6k a paraméterek, a GK-egyenlet ezeket kiegésziti tovdbba a
7 és I? paraméterekkel. Tekintve, hogy sem a Fourier-, sem a GK-egyenletek megolddsa nem linedris azok
paramétereiben az exponencidlis idGbeli lecsengés miatt, igy egy iterativ megkozelitésre van sziikség, az
Sp; érzékenységi fiiggvények analitikus alakban nem, vagy csak kiilonosen 0sszetett forméban fejezhetSek
ki, igy azokat bar a [4] irodalomban kozolt analitikus megoldds segitéségével gyartjuk le, de az aldbbi
kozelitést felhaszndlva:

dy T(pi+Apit) =T(pi1)
ap; Ap; ’

Spi,l‘ = Ap; = 0.05p;, (10)

ahol az eldrelépd végesdifferencids kozelitéshez hasonlé médon kezeljiik a parcidlis derivaltat. A para-
méterek kozott 5%-os kiilonbséget irunk el§. Az érzékenységi fliggvény nem mutat szamottevs eltérést az
ez alatti kiilonbségek esetén. A 4-6. dbrak a Fourier-, €s a GK-egyenletek esetén szemléltetik a vonatkozé
érzékenységi és redukalt érzékenységi fiiggvényeket 1-1 tipikus paraméterre vonatkozdan.

0.1
— érzékenységel —h érzékenysége|

0.47

Hémérséklet [1]
Hémérséklet [1]

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800
1d6 [1] 1d6 [1]

4. abra. A Fourier-egyenlethez tartoz6 redukalt érzékenységi gorbék. (Reduced sensitivities for the
Fourier heat equation.)

— 1?2 érzékenysége

Hémérséklet [1]
Hémérséklet [1]

’—rq érzékenysége |

0 200 400 600 800 0 200 400 600
1d6 [1] 1d& [1]

5. abra. A GK-egyenlethez tartozé redukalt érzékenységi gorbék. (Reduced sensitivities for the GK heat
equation.)
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6. abra. A GK-egyenlethez tartozo6 redukalt érzékenységi gorbék. (Reduced sensitivities for the GK heat
equation.)

4.3.2 Az iterdcio felépitése

Az érzékenységi fliggvények gyakorlatilag megadjak, hogy az adott paraméter az id&sor mely intervallu-
man a legérzékenyebb, emiatt az azon a szakaszon jelentkezd eltérések tigymond nagyobb sillyal esnek
latba. Tehét az érzékenységi fiiggvényeken alapulé iterdcié a modell tulajdonsdgaira épitve keresi az
optimdlis paraméterhalmazt. Ez egy olyan kevésbé eldnyos tulajdonsdggal parosul, hogy az érzékenységi
fliggvények egymadstdl tobb nagysigrenddel is eltérhetnek, ami egyben bizonyos szempontbdl jellemzi
a paraméterek meghatdrozhatdsagat is. Minél kevésbé érzékeny a modell egy adott paraméter valtozta-
tdsdra, anndl nehezebb annak pontos értékét megtaldlni, illetve nem az a paraméter fogja domindlni az
illesztéshez felhaszndlt iterdcids eljarast.

Ha minden egyes p; paraméterhez meghatdroztuk azok lokdlis S, érzékenységi fiiggvényét, akkor
ezekbdl Ossze lehet dllitani egy S érzékenységi matrixot Ggy, hogy S = [S,, S, ... Spy ], vagyis annyi
oszlopa lesz, ahdny paraméterben kivdnunk iterdlni, és annyi sora, amilyen hosszi az id§sor, amire az
érzékenységet vizsgéljuk. Jeldlje Py azt illesztend§ paramétereket tartalmazo, azok k-adik iterdcidban
vett értékét, igy

Pis1 = P+ (S5 Sk)™'ST (Twert — T(Py)), (11)

amely iterdcié nem konvergens, ha az S matrix barmely oszlopa linedrisan Osszefliggd, azaz barmely
illesztend§ paraméter Osszefiiggs. Az igy kapott Tyig = Tmere — T(Py) hibagorbe pedig a szokédsos
R?-en feliil, tovabb jellemzi az illesztés és igy a paraméterek "jésdgat", valamint egy referencia minta
felhaszndldsdval magat a mérési Osszedllitast is.

A Ty bar jellemezhetd annak & 4tlagaval, és o variancidjdval, de az illesztend§ paraméterekhez az S

redukalt érzékenységeken keresztiil tudunk visszacsatolni. Ha egy adott paraméter redukalt érzékenysége
kisebb, mint a Tgig hibagorbe (kiemelten, ha a teljes idGsor barmely pontjan kisebb), vagy annak atlagos
értéke, akkor az a paraméter igen rosszul mérhet§ az adott berendezéssel, mivel a mérésbdl szarmazé
hibdk nagyobbak, mint annak a paraméternek a lokalis hatdsa, igy a rd vonatkozé hiba is jelentGsebb. Ez
nem minden paraméterre van igy, ezért a paraméterek helyes megvdlasztdsa nagy mértékben segitheti
az illesztési folyamatot. Természetesen, ha a redukalt érzékenység jéval nagyobb a teljes id6sor mentén,
mint a hibagorbe, akkor a mérés hibai mellett is j61 meghatirozhat6 az adott paraméter értéke.

Az egyes paraméterekre vonatkoz6 hibdkat a szérdsnégyzetbdl, valamint a redukalt érzékenységi fiigg-
vényekbdl Gsszedllitott Ggynevezett "information matrix" segitségével lehet megkapni,

A

C=0*S8"S)"", §=1[5,5,,...8,,] (12)

Ennek tovibbi el6nye, hogy a S mitrix egyértelmen a felhaszndlt modellnek egy jellemzdie, és a
nagyobb érzékenységi amplitidok pedig egyben fel is nagyithatjdk a mérési hibakat. Ezek egyiitteseként
a C matrix féatléinak gyoke pedig paraméterenként megadja a relativ standard eltérést. Természetesen
az Osszes vonatkozd érzékenységi fiiggvényt az iterdcié végén megkapott P paraméterhalmazra kell

meghatérozni.
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7. abra. Szarsomly6i mészkS formacié (balra), Szaszvari formacié (jobbra). (Szdrsomlyo limestone
formation (left), Szdszvari formation (right).)

2. tablazat. A Szarsomly6i mészkd formdcid iteracids uton illesztett termikus paramétereinek 0sszefog-
laldsa. (The iteratively fitted parameters for the Szarsomlyo limestone formation.)

Fourier Guyer-Krumhansl Hibaértékek
ar aGK Ty K> D a T4
1077 (221 [ 1077 [Z2] | [s] | 1076 [m?] | £107° [22] | £107° [Z2] | +1072 [s]
2 mm 5,55 4,19 1,79 | 1,20 1,67 1,07 2,48
2,15 mm | 10,2 7,44 1,13 | 1,14 3,62 2,09 1,46
2,85 mm | 10,7 - - - - 1,91 -
3,85 mm | 10,3 - - - - 1,70 -

5 KOZETMINTAK TERMIKUS VISELKEDESE

A mddszertan ismeretében pedig nézziik meg két kdzettipus esetén, hogyan mikodik a kiértékelési
eljaras, a Szarsomlyoi €s a Szdszvari mészks formdciot valasztjuk. Az illesztett paramétereknek az a, 74,
valamint az D = [/ 7, kombindciokat vélasztjuk, mivel a D érzékenysége a 7, paraméterhez kozelebb
van, mint az [>-é, ami segiti az iterdcié konvergenciajat.

A mintdkat a KEmérg Kft. gyartotta, mivel a sziikséges infrastruktiira €s technoldgia ott dll rendelkezésre.
Egy vékony 1,9 mm vastag kdzetminta elkészitése nagy kihivast jelent példdul a torékenysége miatt, igy
minden vastagsagu k6zetbdl egy all csak rendelkezésiinkre. Ezért hangsilyozzuk, hogy a pontos termikus
paraméterek meghatdrozdsihoz tobb, azonos méretli mintdra lenne sziikség.

A korabban mar lemért, és egy kordbbi kiértékelési eljarassal mar kiértékelt mintdkat az iterativ dton
torténd eljardssal Gjbol kiértékeltiik. Az illesztések, illetve a mért hdmérséklet és az illesztett gorbék
kozotti kiilonbség a 8. dbran lathaté. A [4] cikkben kozolt eredményeket Osszehasonlitva az djabb
illesztésekkel (2. tabldzat) a Szarsomly6i mészkS formacié esetében az tapasztalhatd, hogy a Fourier és
a GK egyenletek dltal adott h&fokvezetési tényezSk kisebbek, azonban nem sokban térnek el a kordbbi
kiértékelés paramétereitSl. A GK paraméterek viszont jelent§sen nagyobb értéket adnak, mint a korabbi
illesztések sordn. A 2,85 mm és 3,85 mm vastagsiagu kdzetek az djabb kiértékeléssel sem mutattak GK-
effektust, és az illesztéssel kapott hGfokvezetési t€nyezdk is kis mértékben térnek el a kordbban kozolt
értékekhez képest.

A Szészvari mintdk esetében ugyanezen véltozas figyelhetd meg (3. tdblazat). Az illesztések, illetve a
mért h6mérséklet, és az illesztett gorbék kozotti kiilonbség a 9. dbrén lathatd. A héfokvezetési tényezdk
kisebb értéket vesznek fel a 3,05 mm-es és 3,8 mm-es mintdk esetében, a GK-hoz tartozé paraméterek

z .z

(4 € «?) azonban nagyobb értéket adtak az iterativ titon torténd eljardsban.
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8. abra. Szarsomly6i mészkd formacié kiértékelése és a kiértékelési gorbe, valamint a mért hémérséklet

kiilonbsége. (The evaluation of the Szarsomlyo limestone formation and the fitted curve, together with
the corresponding temperature differences.)
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9. abra. Szaszvari mészkd$ formdcié kiértékelése és a kiértékelési gorbe, valamint a mért hémérséklet

kiilonbsége. (The evaluation of the Szdszvari limestone formation and the fitted curve, together with the
corresponding temperature differences.)

3. tablazat. A Szaszvari mészks formacio iterdcids tton illesztett termikus paramétereinek 6sszefogla-
l4sa. (The iteratively fitted parameters for the Szdszvari limestone formation.)

Fourier Guyer-Krumhansl Hibaértékek
arF aGK T4 K? D a T4
107 (227 [ 1077 (227 | [s] | 1076 [m?] | £107° (2] | £107° [2] | +1072 [s]
3,05mm | 12,9 10,3 1,47 | 2,25 3,96 2,35 2,45
3.8mm | 8,67 8,27 1,49 | 1,47 4,42 1,42 4,10
3,9 mm 12,2 - - - - 1,86 -

12
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10. abra. Az adott alakvaltozds-id§ adatsor, jelezve, hogy mely szakaszokat haszndljuk fel és milyen
sorrendben a paraméterek meghatdrozasara. (The given deformation-time history, indicating the sections
and their orders used in the iterative evaluation procedure.)

6 REOLOGIAI ALKALMAZAS

Az el6z8ekben bemutatott mddszertan gyakorlatilag teljes egészében dtiiltethetd mas teriiletekre is, ebben
az esetben egy reoldgiai példat tekintlink. Habdr a kdzetek altaldban erds reoldgiai effektusokat mutat-
nak, most mégsem egy kézetmintdn gyakorolunk, hanem egy PA6 jeld poliamid prébatestre vonatkozo
adatokat mutatjuk be. Ennek az az oka, hogy maganak a mdédszertannak a demonstricidja a célunk, nem
pedig a kézetekre jellemz§ Osszetettebb viselkedés lefrdsa. Tekintsiik a 10. dbran lathaté alakvaltozas
idofiiggését, amely a probatest 1€pcsds felterhelését, majd gyors leterhelését mutatja.

Tegyiik fel, hogy a Poynting-Thomson-Zener-modellt paramétereit szeretnénk meghatdrozni, azaz a
td;o(t) + o (1) = Ee(t) + Ed;e(r) (13)

egyenletben a 7, E, és E paraméterek az ismeretlenek. Esetiinkben csak a deviatorikus rész hosszirdnyd
komponensének a paramétereit hatdrozzuk meg, igy a o fesziiltségtenzor és az & alakvéltozds-tenzor
esetén ezeket kiilon nem jeloljik. A 10. dbrdan a szakaszok azokat az idGsor intervallumokat mutat-
jék, amilyen sorrendben azokat felhaszndljuk a paraméterek meghatdrozdsara. Az egyes szakaszokra a
kovetkezG feltételezéseket €s allitdsokat fogalmazzuk meg:

* L. szakasz: feltessziik, hogy a leterhelés utdn a testre hat6 er§ megsziinik, a fesziiltség zérus, igy az
adott adatsorra valé illesztésnél az E /E paraméterkombindcié meghatarozhaté a

0=Ee(t)+ Ed,e(r) (14)
egyenlet felhasznalasaval.
* II. szakasz: feltessziik, hogy a fesziiltség konstans, azaz
o‘% = gs(t) +d,e(t) (15)
megolddsibél a £ paramétert tudjuk illeszteni. Ebb]l megkapjuk az E Young-modulust is.
* [III. szakasz: ekkor sem a fesziiltség, sem annak idderivaltja nem nulla, igy
7d;0 (1) + o (t) = Ee(t) + Ed,e(1) (16)

13
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egyenlet megolddsdbdl 7 illeszthetd. Ehhez azonban sziikség van arra, hogy a fesziiltségre, és igy
annak idéderivaltjara egy olyan feltevést adjunk meg, amivel az egyenlet baloldala megadhatd, és
a kisérlet szempontjabdl is redlis. Tekintsiik a o(¢) = oy exp(t_TtO) fiiggvényt, ahol az r egy olyan
paraméter, ami azt a karakterisztikus idéskalat adja meg, ami alatt a probatest tehermentesiilt. Az
adatsor alapjan ezt védlasszuk meg r = 25 mdsodpercnek.

272

Ezekkel a feltevésekkel mindhdrom szakaszra vonatkoz6 leiré egyenletek analitikusan elGallithat6ak,
igy az érzékenységvizsgalat nem kivanja meg a differencidlegyenletek analitikus megoldasat, de a (10)
kozelitést viszont kihaszndljuk a paraméterek 1 %-os eltérésével definidlva. Vegyiik sorra az egyes
szakaszokat.

6.1 I szakasz

Erre az intervallumra vonatkozé analitikus megoldas
&(1) = Coexp(—(t = 10) E/E), a7

amiben a t( kezdeti idGpillanatot 640 masodpercnek valasztjuk meg, Cy pedig az ahhoz tartozé6 £(640)
érték, ami az adatsorbdl adott. A 11-12 dbrak mutatjak az érzékenységi fiiggvényt, valamint az illesztett
gorbét a hozza tartozé hibagorbével egyiitt. Az E/E paraméterre azt talaljuk, hogy E/E = 0.00491 +
0.0014.

x10™

Erzékenységi fliggvény

6 Il Il Il Il Il
600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400
1ds [s]

11. abra. Az E/E paraméterhez tartoz6 érzékenységi fiiggvény. (The sensitivity curve for the E|E
parameter. )

104 107

~

Deviatorikus £ [m/m)]
N w
- differencia

=3

Devaitorikus & [m/m)]
=

) . £=-855-107 [m/m]
600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400
1d6 3] 16 [s]
12. abra. Az illesztett gorbe és a hozza tartozé hibagorbe. (The fitted curve and the related error diagram.)
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6.2 Il szakasz

A fesziiltséget a 15 kN-os terhelésbdl, valamint a prébatest 46 mm-es 4tmérdjébdl tekintjiik meghataro-
zottnak. Igy vonatkozé differencidlegyenlet megolddsa

1
E

_E E E 4 E ,E
e E (e’ E = 0peE +E£(t0)Eet°E , (18)

e(t) =

tpit

szintén adott 7, = 280 s idSpillanatban vett &(f) kezdeti feltétel figyelembevételével, ahol tehit £ az
illesztendé paraméteriink. Az intervallumot 410 s-ig vessziik figyelembe, és £ = 338.91 + 0.1 GPas
adodik, igy E = 1.66 GPa, ami modulus érték redlis, mivel az irodalom szerint ennek értéke 0.8 és 2
GPa kozott véltozhat.
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o
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'
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13. abra. Az E paraméterhez tartozo érzékenységi fiiggvény. (The sensitivity curve for the E parameter.)
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14. abra. Az illesztett gorbe és a hozza tartozé hibagorbe. (The fitted curve and the related error diagram.)

6.3 Il szakasz

t—1o
r

A o (1) = ogexp(—=2) fiiggvényt, valamint az £(ty) = g kezdeti feltételt figyelembe véve, a

olo]

e(t) = ! e_(

1 Et t En o,
E-E ) (‘eF:+5’ao<r 1)+ e F (Eay - Esor + o — o07) (19
—Er

megoldast kapjuk, amiben 7 az illesztendd paraméter, ahol ¢y = 560 s, és a teljes adatsor végéig futtatjuk
az id6t. Igy kapjuk, hogy 7 = 44.11 + 4.23 - 10—4 s, az illesztéshez tartoz6 kiegészits informécidkat a
15-16 abrdk mutatjak.
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15. abra. A T paraméterhez tartozé érzékenységi fliggvény. (The sensitivity curve for the T parameter.)
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16. abra. Az illesztett gorbe és a hozz4 tartozé hibagorbe. (The fitted curve and the related error diagram.)

SZERZOI HOZZAJARULAS

Fehér Anna: az illesztési eljaras atiiltetése a Guyer-Krumhansl-egyenletre és annak hévezetési alkalma-
zasa, kézirat €s abrak szerkesztése.

Kovics Rébert: az illesztési iteracios eljards alkalmazdsa mechanikai példara, kézirat és dbrak szerkesz-
tése.
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Az alakvaltozasi tenzor eldallitasa feliileten mért elmozdulésjelbdl

Strain recovery from measured surface displacement

Fiilop Tamés
Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdanyi Egyetem, Gépészmérnoki Kar, Energetikai Gépek és Rendszerek Tan-
szék; Montavid Termodinamikai Kutatécsoport, fulop.tamas @ gpk.bme.hu

Sziics Mityés

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdanyi Egyetem, Gépészmérnoki Kar, Energetikai Gépek és Rendszerek Tan-
szék; Wigner Fizikai Kutatokozpont, Részecske- és Magfizikai Intézet, Elméleti Fizikai Osztaly; Montavid Termo-
dinamikai Kutatocsoport, szucsmatyas@ energia.bme.hu

OSSZEFOGLALAS: Az alakviltozasi dllapot kisérleti meghatdrozasat ltalaban nydlasmérg bélye-
gekkel végzik. A moédszer elénye, hogy a mérés megbizhatd, atlagolt feliileti alakvaltozas értékeket
eredményez, azonban az alakvéltozdsi tenzor minden fiiggetlen elemének meghatdrozdsa bonyodalmas,
ehhez tobb mérdbélyegre van sziikség. Ugyanakkor az optikai technol6gidk egyre pontosabban, napja-
inkban mar mikrométeres nagysdgrendben képesek feliileten elmozduldst mérni, mely jelekbdl szintén
becsiilhetd az alakvaltozdsi tenzor 6 fiiggetlen komponense koziil 3. Ebben az irdsban egy hurokin-
tegralokon alapul6 moddszert ismertetiink, melynek alkalmazasaval a feliileti elmozdulasjelekbdl] egy
homogén alakvaltozisi tenzor elemeire tudunk becslést adni. Mdédszeriink gorbiilt geometridk esetén
egyetlen feliileten mért elmozdulésjelbdl képes az alakvéltozasi tenzor mind a 6 fiiggetlen elemének
meghatdrozisara.

Kulcsszavak: Feliileti elmozdulas, alakvéltozds, hurokintegral

ABSTRACT: The experimental determination of deformation state is usually carried out with strain
gauges. The advantage of the method is that the measurement results in reliable, averaged surface
deformation values, however, the determination of each independent component of the starin tensor is
complicated, several gauges are required for this. At the same time, optical technologies are becoming
more and more accurate, and today they are already able to measure surface displacements in the order
of micrometers, from which signals 3 of the 6 independent components of the strain tensor can also be
estimated. In this paper, we present a method based on loop integrals, which can be used to estimate
the elements of a homogeneous strain tensor from surface displacement. In case of curved geometries,
our method is able to determine all 6 independent components of the strain tensor from displacement
measured on a single surface.

Keywords: Surface displacement, strain, loop integral

1 MOTIVACIO

A kdzetmechanikai gyakorlatban a fesziiltségi dllapot felmérése és meghatdrozdsa elengedhetetlen feladat,
gondoljunk példaul alagutak falanak megfelels biztositasara, ehhez kell§ pontossaggal sziikséges ismer-
ni az alagut kornyezetében fellépd erdket. Ugyanakkor a fesziiltségi dllapot kozvetleniil nem mérhetd, a
k&zet anyagi paramétereinek ismeretében a mérhet§ alakvaltozasokbdl lehet a fesziiltségre kovetkeztetni.
Egy tipikusan ilyen technolégia az ASR (Anelastic Strain Recovery) mdédszer [1, 2, 3], ahol nytildsmé-
rébélyegekkel mért alakvaltozasi idGsorokbdl extrapoldlnak vissza egy kezdeti alakvéltozasi dllapotra,
amibdl a kézetre meghatdrozott rugalmas és reoldgiai egylitthatok segitségével lehet becslést adni a
fesziiltségi dllapotra. Tehat a kzetfesziiltség meghatdrozdsahoz elengedhetetlen az alakvaltozasi allapot

megfelel§ ismerete.

Hagyomdényosan az alakviltozds mérése nyilasmérSbélyegekkel torténik, azonban a teljes alakvaltozasi
tenzor meghatdrozasahoz tobb bélyegre is sziikség van, ezen feliil a bélyegzett feliiletek megfeleld
elGkészitése is sziikséges. A bélyeges mérések tovdbbi problémdi, hogy a bélyeg elengedheti a feliiletet,
igy a tovabbiakban mar nem mér. Ha alakvéltozast nem is, de elmozduldst lehet mérni optikai elven is,
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példaul holografikus interferometria segitségével. Az ilyen médszerek elénye, hogy rendkiviili pontossig
érhetd el, napjainkban mikrométeres felbontdssal mikrométeres elmozduldsokat lehet mérni egy feliileten,
mindhdrom koordindtairdnyban, tovdbb4 a minta nem igényel feliileti elGkészitést. Ezen mddszerek
héatranya, hogy a mért elmozduldsadatokbdl kell meghatdrozni elGszor az alakvéltozasi tenzort, majd a
fesziiltséget. Az alakvaltozas elmozdulasbdl torténd elGéllitasanak tobb mddja is lehet. Jelen {rasban egy
hurokintegrdlokon alapulé médszert mutatunk be, aminek segitségével feliileti elmozdulasbdl hatdrozzuk
meg az alakvaltozdsi tenzort.

2  KINEMATIKAI HATTER

Ebben a fejezetben roviden Osszefoglaljuk a hurokintegrdl médszerhez sziikséges kinematikai hétteret.
Ez az 6sszefoglal6 erésen kivonatolt, a teljes képet az olvasé pl. [4]-ben talélja.

2.1 A kontinuum mozgdsa

Vizsgdljuk egy deformdlhaté test mozgdsat harom dimenzids, euklideszi teriinkben, melyet E-vel je-
Ioliink. Feltételezziik, hogy a test folytonosan kitolti a rendelkezésére all6 térfogatot, igy a kontinuum
elnevezés is haszndlatos. A testet tekinthetjiik lok4lis fizikai tulajdonsdgokkal rendelkezd anyagi pontok
Osszességének, melyet a tovabbiakban $B-vel jeloliink. A szokdsos kontinuummechanikai targyaldsnak
megfelelden vezessiink be két koordindtarendszert, az egyiket hdrom dimenzids teriink egy tetszSleges
pontjdhoz, a mésikat pedig a test egy tetszéleges pontjdhoz rogzitve. EIGbbit szokds térbeli vagy labor,
utébbit pedig anyagi vagy referencia koordindtarendszernek nevezni. A test egy tetszSleges (anyagi)
pontjanak helyzetét az anyagi koordindtarendszerbdl nézve az R € B vektorral jellemezhetjiik — mely
az anyagi koordinatarendszerbdl nézve id6tdl fiiggetlen, hiszen ez a koordindtarendszer egyiitt mozog
és deformdldédik az anyaggal—, mely anyagi pont a ¢t € T id6pillanatban az r € E vektorral jellemzett
térpontban tart6zkodik, itt T az id6tartamok mértékegyenesét jeloli. A kontinuum térbeli helyzetének
id6beli egymdsutdnjai a test mozgdsa, melyet a y : T X 8 — E leképezéssel adhatunk meg, amit
mozgasfiiggvénynek nevezziik, igy

r=x(t,R). ey

Célszertien a kezdeti idGpillanatban — masképpen egy referencia idGpillanatban — a labor és anyagi
koordinatdkat megegyeztetjiik, azaz

ro = X(IO’ R) =R (2)

Tulajdonképpen az (1)-gyel definidlt mozgasfiiggvény egy valtozétranszformdacio, mellyel az R € B
vektorokat az r € E vektorokba képezziik, melyet az

F(t,R) = y(t,R) ® Vg (3)

un. mozgdsgradienssel reprezentdlhatunk, ahol ® Vg az anyagi koordinatdk szerint képzett jobboldali
gradienst jeloli. A (2)-ben bevezetett konvencionk szerint

F(to,R) := x(t,R) ® Vg = 1, “4)

itt 1 az egységtenzort jeloli. Az R vektorral jellemzett anyagi pont kdrnyezetében az anyagi koordinata-
rendszerben értelmezett dV és a térbeli dv elemi térfogatok kozotti transzforméciot a

dv(t,R) = J(¢t,R)dV(R) (5)
alakban adhatjuk meg, ahol

J(#,R) := detF(#,R), 0<J(t,R) < oo (6)
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azaz a koordin4tatranszformdci6 Jacobi-determindnsa, melynek pozitiv és véges volta azt fejezi ki, hogy
egy véges anyagi térfogat a térbeli koordinatdkban is véges marad. Tovabba (4) kovetkezményeként

J(t,R) = 1 és dv(to, R) = dV(R). 7

A Jacobi-determindnsra vonatkoz6 végességi feltétel [Id. (6)-ot] biztositja tovabbd a mozgasfiiggvény
invertdlhatésagat, azaz létezik a y ™' : T x E — B tn. inverz mozgasfiiggvény, ami azt mutatja meg,
hogy a ¢ idGpillanatban az r térpontban mely anyagi pont tart6zkodik, azaz

R=y '(tr). (8)

Az el6bbiek alapjan szokas értelmezni a kontinuumelméletek két leirdsi maédjat:

» Lagrange-i vagy anyagi leirds: a fizikai mennyiségeket az idG és az anyagi koordinatdk fliggvényé-
ben adjuk meg;

* Euleri vagy térbeli leirds: a fizikai mennyiségeket az id§ és a térkoordinétdk fiiggvényében adjuk
meg.

El6bbit tipikusan szilard kozegek, utobbit pedig folyadékok esetén szokds alkalmazni.

A kontinuum mozgdsat a kezdeti (referencia) idépillanatban elfoglalt helyzetéhez képest is megadhatjuk,
erre szolgdl azu : T X B — E elmozduldsmezd. E16bbi megéllapitdsunk matematikai megfogalmazasa

@
u(t’R) :X(Z’R)_X(ZOsR) = X(I’R)_R’ (9)
melynek kezdeti idGpillanatbeli értéke (magatol értet6dGen) (2) alapjan
u(fo,R) =0, (10)

Tovébbi vizsgalataink céljabol vezessiik be a elmozdulds (anyagi) gradiensét:
G(1,R) :=u(,R) ® Vg 2 F(1,R) — 1. 1)

2.2 Deformdcio és alakvaltozds

A kontinuum mozgdsa — ellenben a merev testekkel — nem homogén, igy a test alakjanak megvaltozasat
is jellemezniink kell. Erre szolgdlnak a kiilonbozd deformécio és alakvaltozdsi tenzorok. Tekintsiik az
R vektorral jellemzett anyagi pont kornyezetében a dR anyagi vonalelemet, melynek anyagi hossza
dL = VdR - dR, irdnya az anyagi koordinatarendszerben pedig N, igy dR = dLN . Ezen vonalelem a
térbeli koordindtarendszerben a

dr(t,R) =F(#,R) - dR = dLF(#,R) - N (12)

Osszefiiggéssel hatdrozhaté meg, melynek hossza

di(#,R) = \/dr(7) - dr(r) = VdR - FT(,R) - F(1,R) - dR = dLYN - FT(#,R) - F(:,R) -N,  (13)

ahol T a transzponaltat jel6li. Szokds tovabbé bevezetni a

di(1,R)

_ .RT . .
N =N -FT'(+,R) -F(+,R) -N (14)

A(t,R) =

fajlagos ivhosszat, illetve a
C(t,R) :=F'(+,R) - F(1,R) (15)
Green-féle deformécids tenzort, mely a kezdeti idSpillanatban (4) alapjan

C(t,R) = 1. (16)
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Ezek alapjén a fajlagos ivhossz a

A(t,R)=yN-C(t,R)-N 17
alakban is megadhat6. Bevezetve az anyagi vonalelem dr térbeli megfelel§jéhez tartozo6 n térbeli irdnyt
dr(f,R) =dI(z,R)n(¢,R), (18)

melybdl az anyagi és térbeli koordindtarendszerben értelmezett irdnyok kozott a (12) és (14) alapjén az

1

Osszefiiggés 4ll fenn.

Torténelmileg a test alakjanak megvaltozasat egy anyagi vonalelem hosszanak fajlagos megnyuldsaval,
tobbféleképpen szokds értelmezni. Mi most a Green—Lagrange-féle

1dI%(t,R) —dL?

t,R) := 20
o(t.R) = 5> (20)
definicidra szoritkozunk, ami (14) alapjan
1/, 1 1
o(t.R) = (a (t,R) - 1) =3 [N-C(t,R)-N=1] = 5N [C(t,R) = 1] - N. 1)
Ezek szerint az N irdnyban a fajlagos megnyulés az
1 1
E(t,R) := 3 [C(t,R) —1] = 3 [F'(+, R)F(t,R) - 1] (22)

Lagrange-féle alakvéltozasi tenzor segitségével szdmithatd, melynek kezdeti idGpillanatbeli értéke (4)
szerint

E(to,R) = 0. (23)
A Lagrange-féle alakvaltozasi tenzort a (11)-ben definidlt G elmozduldsgradiens segitségével az
E(#,R) = % [G(t,R) +G"(#,R) + G(#,R) - G"(#,R)] (24)
alakban is megadhatjuk.

2.3 Kis alakvaltozdsok

A mszaki gyakorlatban az elmozdulds gradiens sokszor ,,elegendGen kicsi”, azaz matematikailag a

IG(z,R)|| = VG(1,R) : G(1,R) < 1 (25)

reldci6 érvényes, itt : masodrendd tenzorok mindkét indexében valé Osszeejtését jelenti, azaz az A és B
masodrendd tenzorok esetén A : B = tr (ATB), ahol pedig tr a mdsodrendd tenzor nyoma. (11) szerint
ekkor

F(#,R) = 1, (26)
igy (3) és (1) kovetkezményeképpen
r~R, 27)

ami szerint az anyagi és térbeli leirds j6 kozelitéssel megegyezik, igy a tovdbbiakban nem kiilonboztetjiik
meg ezeket, tovabbd Vg ~ V. =: V.
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Az alakvdltozdsi tenzor elGallitasa feliileten mért elmozdulasjelbdl

Ezek szerint (24)-ben a médsodrendd tag az elsérendd tagokhoz képest elhanyagolhatd, igy bevezetjiik az
1
e(t,r) = 3 [u(t,r) @ V+V@u(t,r)] = [ut,r) ® V]¥™ = G¥™(1,r) (28)

(infinitezimdlis) alakvdltozdsi tenzort, mely a Lagrange-féle alakvdlozdsi tenzor linearizdltja, tehat
E(t,R) ~ &(t, 1), Y™ pedig egy mésodrend( tenzor szimmetrikus részét jeloli. (28)-at a rugalmassagtan
kis alakvaltozasi elmélete geometriai egyenletnek is szokta nevezni.

3 A HUROKINTEGRALOK MODSZERE

A kézetmechanikai mérési gyakorlatnak megfelelGen kis alakvaltozasokat feltételeziink.

Tételezziik fel, hogy adott egy test, aminek felszinén (vagy felszinének egy részén) valamilyen médszerrel
mérjiik az elmozduldsmez&t. Vezessiik be a kovetkezd koordinatazast:

1. Vialasszuk ki a feliilet egy tetszSleges pontjat, melyet a tovdbbiakban O-val jeloliink. A feliilet O
pontjiban értelmezett érintdsikjat az x és y derékszogi koordindtak feszitik ki.

2. A z koordinita merSleges az érintGsikra és athalad az O ponton, viszont nullpontjit szabadon
vélaszthatjuk meg (pl. hengeres minta esetén célszer(i a henger szimmetriatengelyét vélasztani,
mint a z koordinéta nullszintjét).

A vizsgilt feliiletet egyértelmten jellemzik az x és y koordindtdk, ugyanis a feliilet z koordinatdjat
a test geometridjanak ismeretében a 7 = Z(x,y) fliggvénnyel kifejezhetjiik. Vezessiik be a a feliilet
koordinatdzasara a

Z:(xy) e (6, 20xny)) (29)
hozzarendelést.
A test feliiletén a mérésbdl ismert elmozduldsmezdt jeldljiik @i-val, ami a teljes testre értelmezett
ux (ta xa y’ Z)

u(t,x,y,2) =|uy(t,x,,2) (30)
uZ (tvxv y’ Z)

elmozduldsmezé feliiletre vett leszdkitése, amit matematikailag az u elmozdulasmezd§ Z feliileti koordi-
natdzdssal valé kompozicidjaként fejezhetiink ki, azaz

ux(t,x,y,f (X,y))
i(r, {x.y}) =wo (Idy, Z) = | uy(t,x, 5.2 (x,y) ) |, G
MZ(I,X,y,z(xa )’))

itt Idt az idGtartamok mértékegyenesén értelmezett identitds leképezést jeloli. A feliileti koordinatdk
szerint képzett gradiensre bevezetjiik a V := (% (%) jelolést. A feliileti elmozduldsmez§ feliileti
gradiense (31) szerint

G:ﬁ@@:(u@V)(Z@@):G(Z@@), (32)

amit matrixreprezentacidéban a

OQux  Oux  Oux OQux | Oux 02 Oux | dux 02

ig‘)x a@y 592 1 0 66)( [;92 ox i;')y 592 dy

G =| 2%y 9% O —| %y , 94y 9z OUy , OUy 52
G= ox dy 0z OA lA | ox + dz Ox Jy dz dy (33)

Ou, Ouy dug 92 92 Ou + Ouz 9z Oug Ouz 9z

dx 9y dIx d0z Ox dy dz Oy

Ox ady Jz
alakban adhatunk meg. (32)-vel kapcsolatosan a kovetkezd megjegyzéseket tehetjiik:
1. Elviekben a feliileten mért elmozdulésjelbdl képzett feliileti elmozduldsgradiens az elmozduldsgra-

diens 6sszes fiiggetlen komponensét tartalmazza. Ha (32) invertdlhatd, akkor G-bél meghatédroz-
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hat6 G. Vezessiik be a Z := Z ® V jelolést. A Moore-Penrose-inverz (gyakran csak pszeudoinverz)
gondolatmenetetet kovetve szorozzuk meg (32)-t Z-tal, ekkor

GZ" =G (ZZT) (34)

osszefiiggésre jutunk. Sajnos det ZZ" = 0, igy (34)-bd] [ezdltal (32)-bS1] G nem fejezhet6 ki.

2. Amennyiben a mért feliilet sik, tigy Z(x, y) = konst, ekkor

Oux  Oux
1 0 a@x l;?y
Zev=|0 1], melynek kovetkeztében G= % (%y . 35)
00 Guz  Jug
Ox oy
Ekkor az alakvaltozasi tenzornak csak 3 fiiggetlen eleme képezhetd:
Oy 1 [ Ouy Oy
ax 2 (W + (9_y) *
g=|1(% | Juc uy , 36
2 ( ox + dy ) dy ° ( )
[ ] [} [ ]

melyek a feliilet sikjdba es6 megnytildsokat és szogvéltozdsokat jellemzik.

Elsére magatol értet6dének tlinne, hogy az elmozdulasgradienst a feliileten a (28) geometriai egyenletbdl
kozvetlenill derivaldssal hatdrozzuk meg. Mivel a mérések véges felbontdsiak, azaz diszkrét feliileti
pontokban ismerjiik az elmozduldsmez§ értékeit, igy az elmozduldsgradiens meghatdrozasahoz nume-
rikus derivaldsok elvégzésére van sziikség, ami 4dltaldban nagy zajjal (hibdval) terhelt. Természetesen
a zajos eredmény szirésére is van lehetGség, vagy akar a diszkrét elmozduldsmezdt is simithatjuk, in-
terpoldlhatjuk, amivel mar folytonosan képezhetSk a derivaltak. Ezen mddszerek alkalmazdsa viszont
nagy koriiltekintést igényel. Mindezeken tdl, az elmozduldsgradiens komponensei csak nagyon speci-
alis esetekben lesznek homogének, igy példaul az anyagi egyiitthatok kisérleti meghatarozasahoz az
elmozduldsgradiensbdl képzett alakvaltozasi tenzor homogenizdldsét is el kell végezniink.

Most egy olyan, hurokintegralokon alapulé médszert mutatunk be, mellyel az el6bbi bonyodalmak mind
kikiiszobolhetSk, eredményiil pedig homogén elmozduldsgradiens komponenseket kapunk. Mindezeken
tdl, (32) invertdlasa nélkiil, gorbiilt feliiletek esetén az elmozduldsgradiens (ezéltal az alakvaltozasi
tenzor) minden fiiggetlen komponense meghatdrozhato.

A feliilet egy P pontjanak kornyezetében az elmozduldsmez6t elsé rendig Taylor-sorba fejtve az
ar,r) =’ () +G (t, rP) . (r - rP) 37
Osszefiiggésre jutunk, ahol up(f) = u(z,rp) magdnak a P pontnak az elmozduldsa. Figyeljiik meg,

hogy itt az alakvdltozdsi gradiens csak az id§ fiiggvénye, mivel a P pontban értékeltiik ki, tehat a P pont
kornyezetében homogénnek tekintjiik. Vegyiik korbe a P pontot egy I'-val jelolt hurokkal, majd képezziik

* az elmozduldsmezd skaldris és vektoridlis vonalintegraljait, illetve ivhossz szerinti integréiljat:

yﬁﬁ(r, r) - dr, ygﬁ(t, r) X dr, ¢ﬁ(t, r)|dr|, (38)

r r r

* az elmozduldsmez§ P pontra vett vektormomentumdnak skaldris és vektoridlis vonalintegraljait,
illetve ivhossz szerinti integraljat:

%[(r—rp) X u(t, r)] - dr, yg[(r— rP) x ul(t, r)] X dr, yﬁ[(r—rp) xﬁ(l,r)] |dr|, (39)
r r r

* valamint az elmozduldsmezd P pontra vett skalirmomentumdnak skaldris vonalintegraljat és iv-
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hossz szerinti integraljat:

yg[("_rp) 'ﬁ(”r)] dr, 55[("_"13) -a(t, l‘)] |dr]. (40)
r

r

Ezen integrdlokat (37) behelyettesitésével értékeljiik ki. Az egyszertiség és a praktikus alkalmazisok
fényében a hurkot egy a X b nagysidgu téglalap éleiként valasztjuk meg. Sik feliilet esetén a fenti
integralok eredményei:

1 N
= 55 Q(t,1) - dr = (Gyx — Goy) (41)
r
1 _GZX
P ¢ﬁ(t, r) xdr = -Gy , (42)
T Gyx +Gyy
1 uy
- ~ — P
%% [(r — rP) x a(t, r)] ~dr = -2uf, (44)
I
1 —uy
—yg[(r—rp)xﬁ(t,r)]xdr: ul |, (45)
ab
J 0
1 b* (3a +b) G,
55 (v ) x a0 fari = ¢ ~a®(a+3b) G , (46)
7 a?(a+3b) Gyx —b>(3a+b)Gyy
1 —uy
%yg[(r—rp) -ﬁ(t,r)]dr: ul |, 47)
J 0
yg [(r - rP) a(, r)] |dr| = é [a (@ +3b) Gy + b2 (3a+b) Gy . (48)

r

Figyeljiik meg, hogy (41), (42), (46) és (48) tartalmazza a 6 meghatirozhatd (G.x, Gyy, Gxy, Gyx,
G« és G;y) elmozduldsgradiens komponenst. Mivel a 4 integrdl 8 egyenletet jelent a 6 ismeretlenre,
igy lehet§ségiink nyilik az ellen6rzésre, vagy az elmozdulasgradiens komponensek kiilénb6z8 képpen
torténd meghatdrozasara.

Tekintsiink most egy R sugaru és L hosszisagi hengert (az utébbi méret esetiinkben lényegtelen), aminek
paldstjdnak (gorbiilt feliiletének) egy részén mérjiik az elmozdulést. A henger tengelye essen egybe a
feliiletet koordindtdz6 x tengellyel, erre merdlegesek az y és a z tengelyek, melyek origdi legyenek a
henger szimmetriatengelyén. Ekkor a vizsgilt feliilet Z koordindt4ja

12

2(x,y) = +Ry/1 - =

5 (49)
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Gondoljunk példdul arra, hogy ha egy kamerdval rogzitjiik az elmozduldst, akkor csak a henger felét
latjuk, igy a tovdbbiakban csak (49) pozitiv dgaval foglalkozunk. S6t, tdvol a szimmetriatengelytdl az
optikai képek torzulnak, igy (49)-et y = 0 koriil masodrendig sorba fejtve a

yZ

alakot alkalmazzuk. Ha sziikséges, a sorfejtésben tovabbléphetiink negyed, vagy akar magasabb (paros)
rendig is. A hurkot tovabbra is egy a x b nagysdgu téglalap éleiként megvdlasztva a hengerpaldston vett
integralok eredményei:

P

1 .
E%u(hr) dr = (ny_ny)‘*'y?(ze_sz), (51)
r

1 _GZ-X yP _ny
= 55 b xdr=| ~Goy |+ 2| Gt Gu, (52)
T Gxx +Gyy -Gy,

ub Gy Gy;
yﬁ a(r,r)|dr| = c31 | uy [+c32|Gyy |+ c33[Gyz | (53)
r ul Gy Gz
ahol az egyes vektorok egyiitthatéi
b™y[—+ b+ b~ ++/- b*
o =2a+%+ze(m Vo ;R‘/I), (54)
+— =) (b* +4R?) + yP (V+b™ + =b* b~ 4+~ b*
ey = VI )T (VDT HNTET) (1 AN B VR 55)
’ 12R 2R 2R
R L (Vo [3b2 +2 (R2 2 (yP)Z)] +b (VF +v7) [bz +2 (R2 +2 (yP)Z)]
GITTUR T G4R2
(56)
RZ+4(yP) [ b+~ b*
+ (y ) In V- +In AV s
8 2R 2R
itt és a tovdbbiakban pedig a
b~ :==b-2y", bt :=b+2y", (57)
V== AJ4R + (b7)?, V+ 1= 4R + (b*)? (58)
jeloléseket alkalmazzuk. Tovabba
1 . yP b’ |1 3yF
— |(r-x") x| - ar = 207 - 2uf % [ﬁ (Gax = 5Gyy +4G2) + 2G| (59)
r

sl R

P
_uP " ul p2 3 (Gyz +2G ) + 3 (G)ng -Gy,)
"R
E;
* ﬁ (Gyx = 3Gyy) + Z—Rze

1 P\ Y
%yg[(r—r)xu(t,r)]xdr=(u§ 0 |+—| L(2G-3G)+5Gy |-
r

(60)
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61,1Gyy +€61,2Gyz + ¢61,3G 2y + C61,4G 2 + Co1,5Uy + Col 6l
35 [(1‘ - I’P) xa(t, 1’)] |dr| = 621G xy + €62.2G xz + 623G 7x + Con,aul , (61)
T ¢63,1Gxy + 632G xz + €33Gyx + Co3,auL
ahol az egyiitthatok:
p2yp {32R+04R2 ()T =28 ()" - 2 307 4 4R2 + 7 (vF)P| | (VE - =
= - 62
L= IR 480R2 (62)
byP [3307 4202~ 28 (0F)| (VE4E) VP[RR +A0T]  prim b
+ + In +1n ,
960R? 8 2R 2R
ab? |62+ 16 ()’ |56+ 362R2 = 6R* + 4 (b2 = 5R2) ()" +16 (+*)*| (V¥ = v7)
C61,2 = — -
32R2 384R3
(63)

7P| -2 3kt 62 ()48 07|} (=4 V)

{b3 [b2 +R2+28 (y
763R3
R4+4R2(yP)2+8(yP)4 b~ ++— bt +V+
- In +1In ,
32R 2R 2R
w2 B[R AP (VEayE) 7[5 -26R2 44 (07)] (VE - vF)
o= 96R * 48R ©4)
b~ ++y= R> —b ++- P2 R bt +F
+R{(y) 2R 4IT+[(y)_TmT’
by {6230 + 482 +7 (y7)*] - 328" - 948> (y)* + 28 (yP)“} (V&= v7) B
oL = TR 480R? )
_byP[33b2+2R2—28(y )](\/_+\/_ y [R2+4 o +\/— b
960R? ! 2R
ap? 7 [37 2R -4 ()] VF ) [b2+2R2+4 2] \/—ﬂ/—
SR " 32K 64K (06)
R+4 () (b 4= bt aE
+ In —In ,
8 2R 2R
2 2 _ P2 Y _
B et L\ B s B S S R AR
0.0 12R 12R Y 2R 2R |’
(67)
ab?yP {bz [3@2 +4R?+7 (yP)? - 32R? - 94R? (yF)? + 28 (yP)4]} (VF = V= N
C2L1TTTIR T 480R2 (68)
byP |3362 + 2R - 28y )](\/_+\/_ yF |2+ 4 (67| by bR
8 "TTOR "R

- 960R?
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ab? |62 416 (yF)|  y7 [sb*+367R2 — 6R* +4 (b7 - SR?) (v°) 416 (7) | (VF = vF)

co22 = 3R * 384R2
(69)
b3 |02+ B2 428 (v9)°| = 26 [3R* + 6R2 (v7) +8 (+F)' |} (v=+ ¥F)
" 768R3
R4+4R2(yP)2+8(y‘D)4 b™ ++/— bt ++
+ In +1n ,
32R 2R 2R
a> @b (V=+VH) aW(Vr-v7) @R bTHNE bt +E
C2ITTET T 16R 8R T (ln R TR ) . (70)
e F [3b2 +2R? — 4 (yP)z] (VF—+=) b [b2 +2R+4 (yP)z] (V= + V)
=== _ - 1
€024 = TYR 32R? 64R? 1
R2+4(yP) [ b +y= bt ++F
+ In —In ,
8 ( 2R 2R )
2 b[3b2+6R2— (v )](\/_+\/_ [b2 26R?+4 (y )](\/I—\/:)
=TT 96R 48R (72)
2 b~ — 2 — 2 2 +
L (e o e ) MR A
4 2R 2R 4 2R
bty {62307 4482 +7 (47)%] - 32R* - 9482 (v7)* + 28 (+*)*} (V¥ = v N
2= R T 480R? (73)
by? [331)2 +2R? 28 (yP)z] (V=+vE) P [R4+ (yP)z] b ivE b eE
+ + In +1n ,
960R2 8 ( 2R 2R )
(\/_+\/_) @y’ (Vk=+=) @R[ b +y= bt +F
€633 = 6 = 16R 8R ty\nmag i) 74
2
[b2+4R2—2(yP)](\/I—\/:) by? (V= +v+) pl, b +— b* +V+
C63,4 = — — + Ry |In +In .
12R 12R 2R 2R
(75)
Illetve
—uf ul L(Gyz +Gay) - G
y P z 2 3 yz zy RV zz
(=) acmar=fuf |+ 20 |2 S (G4 Gr) , (76)
ab 0 R —uf R _1 "
r x 15 (Gxy + Gyx) + 35 (Giz + Go)
% [ r—-r ll(l‘ l‘)] |dI‘| =cCsg, 1Gxx +C3 szy+Cg 3GZZ+CS4(GyZ +Gzy)+Cg 5u +Cg, 6u (77)
az egyiitthatok pedig
2 — = = +
081—a2 b(V=+VH) +2y (\/I \/_)+5 In +\/_+1nb +VE , (78)
16R 4 2R 2R
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ap? |30 H6RZ =4 ()| (VE+ ) + 267 |02 - 26R2 + 4 (v7)*| (VE - v7)
cgp=—F+ (79)

2 96R
R L W (s

+R +R

2R PRy

ab? [b2 +16 (yP)z] {yP [5b4 +362R? - 6R* +4 (b2 - 5R?) (yF)* + 16 (yP)4]} (VF = V)

83 = 32R? " 384R3 ’
(80)
b3 [bz LR 428 (yP)z] ~2b [3R4 +6R? (y)? +8 (yP)4]
" 768K
R*+4R2 (vP)? + 8 (vP)* - — +
SR+ F) +8 (") (lnb +\/_+lnb +\/I)’
32R 2R 2R
ab?yP {32R4 +94R2 (yP)? = 28 (yP)* - b2 [3b2 LAR2 47 (yP)Z]} (VF = v7)
G4=" R T 480R? ®D
by? [33192 +2R? 28 (yP)Z] (VF+v=) P [4 (yP)? + RZ] B RN
+ + In +In ,
960R? 8 2R 2R
2
B et L\ G G RO G o B S SV SR 2 R
C8,5 = 12R yom 2R n 2R ’
Y|P H2R A (P (VE-VE) b [p2 2R 44 (6F)] (vE ) .
T 32R? B 64R? (89
R2 4 P\2 b — +
+ +407) (ln +\/_+1nb +\/I)
8 2R 2R

Az (51)—(77) integrdlok az R — oo (azaz a sik) hatdresetben rendre a (41)—(48), feliileten kiértékelt
integralok értékét adjak vissza [ezek (51), (52), (59), (60), (76) integralok esetén ranézésre latsz6dnak
is].

Az elmozdulasgradiens komponenseinek kisérleti meghatdrozdsanal célszerd lehet a hurkot gy megva-
lasztani, hogy annak koézéppontja y irdnyban éppen a henger szimmetriatengelyére essen, azaz y* = 0,
ekkor az (51), (52), (59), (60), (76) integralok

1
Jim §£ﬁ(t, 1) -dr= (Gyx - Gry) (84)
1 G
lim — 55 a(r)xdr=| -G., | (85)
? r Gxx +Gyy
. 1 P A P b2
Jim [(r _r ) X a(t, r)] dr==2ul + = (Gax = 3Gy, +4Gz2), (86)
I
1 —M)Ij b2 Gyz + 2Gzy
lim —byg[(r—rf’)xﬁ(z,r)] xdr=| uf |+ 52260 =36 |, (87)
y'=0as . 0 Gyx — 3Gy
o o —”5 2 %1(Gyz +Gy)
Jlim = 515 [(r —r ) -, r)] de={ uf |+ 5|3 G+ Geo) |- (88)
0 — L (Gyy +Gyy)
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ekkor pedig a mdsik hdrom integral egyiitthat6i:

bV4R? + b2 b+ V4R? + b2

li =2 2Rln ——, 89
I}TO c3,1 a+ —— R + n R (89)
hm 32 = 0 (90)
yP—0
ab®> b (2R*+b?) VAR? + b2 R2 b+ VAR? + b2
hm c33=——7- — —In—, 91
y P_50 4R 32R2 4 2R
hm C61,1 = 0, (92)
yF—0
_ ab* b (b*+b*R2-6R*) Vh2+4R2 R} b+ VARZ+ b2
lim cg12 = — + -——In——, (93)
yP—0 32R2 384R3 16 2R
ab? b (P2 +2R*) VP2 +4R> R} [ —b+ VAR + D2 b+ V4R? + b2
hm c61,3 = + + —[In —1In , (94
yP 50 2 16R 4 2R 2R
hm C61,4 = 0, (95)
yP—0
ab®* b (b*+2R*) Vb2 +4R? R2 —b+ VAR? + 2 b+ V4R? + b2
lim C61,5 = + In —1In , (96)
yP 50 4R 32R? 8 2R 2R
hm C61,6 = O (97)
yF—0
hm 62,1 = 0 (98)
yF—0
i ab* b (b*+Db*R2—6R*) Vb2 +4R2 R3 b+ VARZ+ D2 ©99)
im + +—n——-——,
w22 T 32 384R3 16 2R
a> 5 [bVb2+4R® R b+ VAR + b2
lim cep3=——-a" | ———+-In——|, (100)
yP 50 6 8R 2 2R
abZ b (b* +2R?) Vb2 + 4R? R2 b+ VAR? + b2
hm C62,4 = ——— —In————, (101)
y P_0 4R 32R2 4 2R

ab? b (3b*+6R?) Vb2 +4R? R31 b+ VAR? + b2

li == _ + -/ 102
g SO T T 48R 2 "7 R (102)
hm C61,2 = 0 (103)
yP—0
, a®> 5 [bVb2+4R> R b+ V4R? + b2
lim cg 3= —+a? | ——— 4+ Zln—" 77 | (104)
yroo T 6 8R 2 2R
hm C61,4 = 0 (105)
yF—0
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3

" a . o b\/4R2+bZ+R1 b + VAR? + b? (106)
im = — —_—t—In— |,
w1 T e T 8R 2 2R

a? P[0+ R)VEIRTR| i
I -4, L M i s 107
82T 16R 2 "7 2R (107)

i O{P O R) - 6RNARTH D ps L imee
I _ K 2 or 108
Py T e T 384R3 TT6 " 2R (108)
lim cga =0, (109)
yF—0
lim cg.s =0, (110)
yP—0

R R R Y e PR oy
lim cgg=—22 — PR i (111)
yP—>0 ’ 4R 32R2 4 2R

4 AZ ALAKVALTOZASKOMPONENSEK MEGHATAROZASANAK LEPESEI

Tesztpéldaként kollégank, Kovacs Rébert a homogén, de id6fiiggd

0.3980 0.0940 —0.4850 ,
G =[0.7820 -0.7230 0.6820 |1 — 2250210 f) -1073 (112)
0.9190 0.7020 —0.4920

elmozduldsgradienssel (37) alapjdn generdlt nekiink ,.feliileti elmozduldsmez6t”. Ezeken a mesterséges
adatsorokon teszteltiik a mddszert. A tovabbiakban bemutatjuk az elmozduldsgradiens, illetve ezdltal
az alakvéltozdsi tenzor komponenseinek meghatdrozdsat 1épésr6l-1épésre. Mig sik feliilet esetén sok
lehetGség nincsen, addig gorbiilt esetben rengeteg lehetSség és sorrend 4ll rendelkezésre, mi ebbdl egy
robosztusat mutatunk be.

4.1 Sik feliileten mért elmozduldsjel

Sik feliilet esetén (elviekben) egyetlen hurok elegendd a meghatarozhaté elmozduldsgradiens komponen-
sek becsléséhez. Vilasszunk tetszGlegesen egy hurok koézéppontot, majd vegyiink fel tetszSlegesen egy
hurkot, esetiinkben az oldalhosszok ardnya 7 = 2. Az feliileti elmozduldsokat numerikusan integralva
(azaz pixelrdl-pixelre 6sszegezve a hurok mentén) meghatarozzuk (41), (42), (46) és (48)-at. Mig G, és
G ;y kozvetleniil meghatdrozhat6 akdér (42), akar (46) els6 és masodik komponensébdl, addig G xx €s Gy,
a (42) harmadik kompnense és (48) 4ltal alkotott algebrai egyenletrendszer megolddsaként allithato elg,
illetve hasonléan Gy, €s G a (41) és (46) harmadik komponense dltal alkotott algebrai egyenletrendszer
megoldasaként adédik.
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1. abra. Sik feliileten ,,mért” elmozduldsokbdl rekonstrudlt elmozduldsgradiens komponensek az id§
fliggvényében. A folytonos vonal (112) megfelel§ komponenseit, a markerek pedig a diszkrét idGpillana-
tokban rendelkézre 4116 elmozduldsmez5kbdl a hurokintegralmddszerrel meghatarozott értékeket jelolik.

4.2 Hengerpaldston mért elmozduldasjel

A hengerpalastot €s az azt kozelitd (50) fiiggvényt a 2. dbra szemlélteti.

10

y/mm

10

2. abra. Folytonos vonal: a hengerpaldst; szaggatott vonal: a hengerpaldst masodrendd kozelitése.

Mivel az (51)-(77) hurokintegrdlokat mar az (50) kozelitéssel hatdroztuk meg, igy célszeri a hurok
kozéppontjit y irdnyban minél kozelebb venniink a henger szimmetriatengelyéhez. Most két hurkot
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fogunk haszndlni, egyet a szimmetriatengelyre koncentrdlunk, egyet pedig attdl ,,nem tdl tdvol”, konkrétan
a (2) 4branak megfelelGen elébbi y© = 5 mm, mig utébbi y€ = 5.8 mm. Elszor is mindkét hurokra
meghatdrozzuk (51) és (52) integrdlokat. A szimmetriatengelyre koncentralt hurokb6l megkapjuk G ,x
€s G, komponenseket, illetve a Gyx — Gy €s Gy + Gy, kombindciokat, mig a masik pont koriil
torténd integraldsbol az eldbbiek ismeretében adddnak a G és G, komponensek, valamint G, — G«
€s Gxx + G ;. Ezek utdn szdmithathatok a még hidnyzo offdiagonalis komponensek, azaz Gy €s G;.

Ezeket szemléltetik 3, 4 €s 5 abrak.

0.7
0.5
0.6
0.4
0.5
3
303 §§04
o %
|X O 0.3
9>0.2
0.2
0.1
0.1
0.0 / 0.0 /
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
t/s t/s
0.7 -
= 0.00 \
0.6 L
- -0.05 )
0.5
eE
£E0.4 E_0.10
3lg ~
= N
N G]
©0.3 +
x—0.15
)
0.2 ~
-0.2
o1 0.20
0.0 / -0.25
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

t/s t/s

3. abra. Az (51)-bdl és (52)-bSl nyert eredmények a szimmetriatengelyre koncentralt hurok esetén. A
folytonos vonal (112) megfelel6 komponenseit, a markerek pedig a diszkrét idGpillanatokban rendelkézre
all6 elmozduldsmezGkbdl a hurokintegralmédszerrel meghatdrozott értékeket jelolik.

Ezek utdn mér csak az elmozduldsgradiens diagondlis komponenseinek meghatdrozdsa marad hatra.
Ehhez alapvet&en haszndlhatnank (59)-et vagy (60) és (76) els§ komponensét egyiittesen. Ezek az utak
azonban mdr a mesterséges adatsor esetén sem mikodtek, a numerikus értékekkel végzett mlveletek a
numerikus hibakat er§sen felnagyitottak. Ehelyett nyiljunk vissza a sik esethez, ahol a diagonalis kompo-
nensek meghatdrozdsdhoz (42) mellett még (48)-at haszndltuk. Kiértékelve (77)-et a szimmetriatengelyre
koncentralt hurok esetén az csak a Gy, Gy, G, komponenseket valamint a hurokkdzéppont z irdnyud
elmozdulasat tartalmazza. A hurok megvélaszthat6 ugy, hogy G, egyiitthat6ja a mésik két elmozdulds-
gradiens komponens egyiitthat6ihoz képest elhanyagolhaté legyen. A pont z irdnyd elmozduldsat akar
kozvetleniil a mért értékekbdl is vehetnénk, de ténylegesen mért adatok esetén ez szérhat, hib4val terhelt
lehet, igy ehelyett ezt is célszerlibb valamely integralbdl becsiilni (ez egyben simitja is az értéket). Mi
(53) harmadik komponensébdl hatdrozzuk meg, hasonléan mint az el6bb, ekkor is megvélaszthat6 tgy a
hurok, hogy csak az elmozduldskoponenst elegend§ figyelembe venni, az igy meghatdrozott elmozdulast
szemlélteti a 6. dbra. Ezek utdn mdr (77)-bdl és (52)-b6l rendelkezésre dll6 Gy + Gy, Osszegbdl meg-
hatdrozzuk G x-et €s Gy y-t, végiil G xx + G ,-b6l G,,-t. A diagondlis komponenseket a 7. dbra mutatja.

Nem maradt m4s hdtra, mint az alakvaltozdsi tenzor fiiggetlen komponenseinek meghatdrozdsa. Mivel
Gxx = &xx, Gyy = &yy, G;; = &7, 1gy azokat nem dbrédzoljuk, viszont az alakvaltozds gombi részét,
valamint a deviatorikus rész diagondlis elemeit bemutatjuk.
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4. dbra. Az (51)-bdl és (52)-bG1 nyert eredmények a nem szimmetriatengelyre koncentralt hurok esetén. A
folytonos vonal (112) megfelel6 komponenseit, a markerek pedig a diszkrét idSpillanatokban rendelkézre
4ll6 elmozduldsmezGkbdl a hurokintegrdlmédszerrel meghatdrozott értékeket jelolik.
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5. abra. A maradék két offdiagondlis. A folytonos vonal (112) megfelel6 komponenseit, a markerek
pedig a diszkrét idpillanatokban rendelkézre 4116 elmozduldsmez&kbdl a hurokintegralmédszerrel meg-
hatdrozott értékeket jelolik.
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6. abra. A z irdnyd elmozdulas a szimmetriatengelyre koncentralt hurok kdzéppontjaban, (53)-bdl meg-
hatdrozva. A folytonos vonal (112) megfelel§ komponenseit, a markerek pedig a diszkrét idSpillanatokban
rendelkézre all6 elmozduldsmezSkbdl a hurokintegralmédszerrel meghatarozott értékeket jelolik.
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7. dbra. Az elmozdulasgradiens diagondlis komponensei. A folytonos vonal (112) megfelel6 komponen-
seit, a markerek pedig a diszkrét idépillanatokban rendelkézre all6 elmozduldsmez5kbdl a hurokinteg-
rdlmddszerrel meghatdrozott értékeket jelolik.
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8. dbra. Az alakvaltozési tenzor komponensei. A folytonos vonal (112) megfelel§ komponenseit, a mar-
kerek pedig a diszkrét id6pillanatokban rendelkézre al16 elmozduldsmezSkbdl a hurokintegralmédszerrel
meghatdrozott értékeket jelolik.
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5 KONKLUZIOK

A hurokintegrdlokon alapulé médszeriink a mintaadatsor esetén jol teljesitett. Kovetkezd 1épésként
célszertien tényleges mérési adatokon kivanjuk tesztelni a médszert. Mivel a valésdgban az elmozdu-
lasgradiens nem homogén, igy a hurokméretet célszerd kellGen kicsinek megvalasztani, de Ugy, hogy
még kellen sok adatpont a rendelkezésiinkre alljon. Ehhez — és mas mérésekkel valo 0sszevetéshez —
tipikusan j6 méret lehet egy mérébélyeg geometridjdnak megfelel§ hurok. A jovében tervezziik feliileti
integralok vizsgdlatat is, ugyanis azok simit6 és dtlagol6 hatdsa jobb lehet.

KOSZONETNYILVANITAS

A szerz6k eziton fejezik ki koszonetiiket Kovdcs Robertnek a mintaadatsorok elkészitéséért.
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OSSZEFOGLALAS: A gyengén nemlokilis, azaz gradiens rugalmasségtan és reolégia termodinamikai
feltételeknek megfelel§ egyenleteit vezetjiik le a divergencialevélasztds klasszikus médszerével. Az
extenzivitds szerepét kiemelten elemezziik.

Kulcsszavak: Kluitenberg—Verhds-test, mdsodik f6tétel, entropiamérleg

ABSTRACT: The evolution equations of weakly nonlocal elasticity and rheology are derived according
to thermodynamic conditions. The method of derivation is divergence separation. The role of extensivity
is investigated in detail.

Keywords: Kluitenberg—Verhds body, second law, entropy inequality

1 BEVEZETES

A reoldgiai egyenletek termodinamikai keretelméletét Verhds Jézsef dinamikai szabadsagi fokokra, azaz,
mai terminolégidval belsd valtozdkra alapozta, [1, 2]. A kapcsolédo jelenségkor a nem-Newtoni folyadé-
kok (példaul fogkrém, aszfalt, mianyagok vagy folyadékkristalyok) esetén konnyen felismerhetd, viszont
a szilard rugalmas anyagok esetén kevésbé latvanyosan jelentkezik. A kovek folydsa nem mindennapos,
nagy nyomadsok €s hosszu id§ kell hozza. Hogy ennek a banyészatban €s az épitSiparban milyen fontos
szerepe van Asszonyi Csaba ismerte fel és vezette be a mérnoki gyakorlatba, kiilonféle technolégiak
kidolgozasaval €s alkalmazasaval. Ezen kiviil mindennek elméleti megalapozasat angol nyelven kiadott
uttord konyviikben Richter Richdrddal egyiitt kezdték el, [3].

Ezt az elméleti munkét folytatva a Verhds-féle elmélettel Asszonyi €s munkatdrsai rugalmas anya-
gokban médsodrendd tenzori rendd bels§ valtozd bevezetésével kidolgoztdk a linedris viszkoelasztici-
tas termodinamikai 4ltaldnositasat, amely egységes keretben és termodinamikaileg konzisztens médon
vezeti le a reoldgiai anyagmodellek sordt, a termodinamikailag kitiintetett, igy nevezett Kluitenberg-
Verhds test specidlis eseteiként, [4]. Erre a modellcsalddra alapozva a rugalmas reoldgiai és képlé-
keny kontinuumokra vonatkozé gyakorlatilag fontos elméleti példdk sorat dolgozta ki munkatérsai-
val, amelyeket elsdsorban a K&zetmechanikai és Mérnokgeoldgiai Kiskonyvtar koteteiben publikéltak,
[5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32].

Az egyik ilyen kérdéskor, ahol az elmélet elengedhetetlen a megfeleléen mikodS technoldgia kidol-
gozéasdhoz, a kézetmechanika mélységi kézetfesziiltségek mérésére vonatkoz6 egyik eljardsa, amelyet
anelasztikus deformdcid helyredllitdsnak (Anelastic Strain Recovery, a tovdbbiakban ASR) neveznek.
A technoldgidt eredetileg japdn szakemberek dolgoztdk ki, és a sziikséges anelasztikus anyagmodellt
empirikusan allitottak fel, majd a méréseikkel hitelesitették. A Montavid Termodinamikai Kutatécsoport
kutatdsai megmutattdk, hogy a tapasztalati alapon kapott ASR anyagmodell (1dsd péld4ul [33]) pontosan
megfelel az el6bb emlitett Kluitenberg-Verhas testnek [4].

A reoldgia az anyag belsG szerkezetének véltozdsdbol adodd késlelteltési viszonyokat, azaz memo-
riahatdsokat tud vizsgdlni, nem foglalkozik a térbeli dtrendez6dés és az inhomogenitdsok leirdsdnak

TA cikkben leirt eredmények és gondolatok Asszonyi Csabdval folytatott beszélgetéseink és vitdink kozben csiszoldtak. A
termodinamikai médszertan kiilonbozd jelentSs és vératlan kovetkezményeirdl torténd eszmecserék a vele folytatott tudomanyos
mihelymunka leglelkesit6bb részét jelentették. Az extenzivitast, mint a kontinuumok méretfiiggetlenségének kulcsat kiilondsen
a covidos elszigeteltség idGszakdban elemeztiik.
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finomitdsdval. Holott, mir régéta ismert, hogy az Ggy nevezett gradiens rugalmassigtan, és az altald-
nositott kontinuumok elmélete pontosan ilyen hatdsokat hivatott leirni [34, 35]. Ez a kérdéskor, tehat a
gyengén nemlokdlisan kiterjesztett kontinuumok termodinamikai megalapozdsa a folyadékok esetén a
Korteweg-elméletet instabilitdsainak kikiiszoboléséhez vezetett, [36], az dltalanositott hdvezetés kisér-
leti kimutatdsat segitette szobahdmérsékleten, [37, 38], illetve ravilagit arra, hogy a kontinuumok és a
mezdelméletek sokkal kozelebbi rokonsdgban vannak, mint termodinamikai feltételek nélkiil gondoltuk,
[39, 40, 41].

A tovédbbiakban a nemegyensiilyi termodinamika médszerei segitségével dltaldnositjuk a rugalmassagtan
egyenleteit, hogy egységesen kezelhessiink disszipativ és idedlis, termikus és mechanikai jelenségeket.
A leirdsban figyelembe vessziik az anyagi eredetli memoria- €s nemlokalitdsi effektusok modellezhetd-
ségét, az elébbit belsd viltozo bevezetésével, az utdbbit illetéen pedig megengedjiik, hogy a konstitutiv
egyenletek fiiggjenek a termodinamikai dllapothatdrozdk — jelen esetben a deformdci6 és a belsd valtozé
— gradiensétdl is.

A targyalt elmélet két alappillére a vonatkoztatdsi rendszer fiiggetlenség €s a termodinamika mdsodik
fotétele. Egyik esetben sem részletezziik a fundamentalis hatteret, csak a gyakorlati oldalrdl fontos kérdé-
sekre szoritkozunk. Az els§ pillér azt jelenti, hogy nemrelativisztikus téridén a levezetett téregyenletek
és anyagegyenletek vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlenek, pontosabban ilyen, objektiv egyenletekbdl
szarmaztathatéak. A masodik pillér tekintetbe veszi, hogy a médsodik f6tétel a kontinuum egyenstlyanak
stabilitdsdra vonatkozik és az ezen alapul6 nemegyensulyi termodinamikai médszertant alkalmazza bels§
valtozokkal. A mddszertan legfontosabb elénye, hogy univerzilis, azaz nem haszndl semmilyen részletes
anyagszerkezeti modellt, illetve, hogy barmely mds alternativ médszernél és elméletkornél egyszeriibben
és rugalmasabban adaptdlhaté gyakorlati kérdések targyaldsara. Az elméleti hattérrel kapcsolatban eset-
leg felmeriil§ kérdések tekintetében a [29, 41, 42] munkakra, illetve a benniik felsorolt tovabbi irodalomra
utalunk.

Az alabbi fejezetek a sziikséges termosztatikat, a mérlegeket, az entrépiaprodukcié szamitasat és az
izotrép anyagegyenletek feldllitdsat mutatjak be.

2  GRADIENS TERMORUGALMASSAG EGY TENZORIALIS BELSO VALTOZOVAL

2.1 Termosztatika a rugalmassdagtanban

A tovabbiakban kisdeformdciés elméletet haszndlunk, a tenzori tulajdonsagokat indexekkel jeldlve. PEl-
d4ul a deform4ciét a tovabbiakban &%/ jeloli, ahol i, j a haromdimenzids térindexek, az als6-felsS kett&zott
indexek pedig 0sszegzést jelentenek, példaul 8ii a deformacidtenzor nyoma. Az indexek absztraktok, nem
koordinatdkat jelolnek, csak a térszerd fizikai mennyiségek tenzori tulajdonsigait a haromdimenzids
térben. A fels§ €s alsé indexek megkiilonboztetése nem mindig 1ényeges, mert a tér haromdimenzids
euklidészi vektortér, ezért a vektorok mindig azonosithatdak a kovektorokkal. Az indexek haszndlatdnak

elénye, hogy a ketténél magasabbrendd tenzorokkal kapcsolatos szamitdsok egyértelmten és egyszertien
jelolhetSek.

A mechanikai deformicid, illetve az alakvéltozds nem lehetnek extenziv termodinamikai dllapothataro-
z6k a szokasos értelemben. AlapvetSen lokdlisan definidlt mennyiségekrél van sz6, egy véges térfogati
rugalmas kontinuum homogén deformécidja homogén peremfeltételek esetén is alakfiiggd, tehat a tel-
jes véges térfogatra vonatkozé termodinamikai potencidlok nem teljesen anyagi természet(iek, fiiggenek
a térfogatrész alakjitdl. Ezért gdzokra-folyadékokra vonatkozé Gibbs reldcioban nem helyettesithetjiik
egyszerien a fajtérfogatot a deformaciétenzorral. Azonban a deformécié alapvetSen lokalisan értelmez-
het§ mennyiség, ezért egy kontinuumelmélet kiindulépontja nem feltétleniil kell, hogy véges térfogati
termodinamikai test legyen. Amennyiben nem kis, hanem véges deformaciéval foglalkozunk, akkor a
lokélis deforméciot el kell vélasztani a lokdlis forgdsoktdl és az energiavdltozdsokért felelds lokélis
Riemann-metrikatdl. Kis deformécidk esetén ezeket a problémadkat viszonylag egyszerd feloldani. A ru-
galmas testek fajlagos entrépidja, s, az e belsS energia és az £/ deformdci6 fiiggvénye lesz és a parcidlis
derivéltjai a kovetkezdk:

os 1 as i
2= > =y 1
de T 9 T 1
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Itt o; jeloli a termosztatikai fesziiltséget, v a fajtérfogatot €s T a hGmérsékletet. A Gibbs reldcid ezek
utdn a kovetkez§:
de =Tds +vo;;de"/. 2)

A teljes entrépia elsdrendd Euler-homogenitdsa, jelen esetben a fajlagos entrépia nulladrendd Euler-
homogenitisa, azaz a termodinamikai rendszer extenzivitdsa a u kémiai potencidl bevezetésével bizto-
sithatd:

o= e—Ts—vo-,-je"f. 3)

Ez az Euler rel4ci6 a fajlagos mennyiségekre vonatkozdan. Ezek utdn levezethetjiik a strtiségekre vonat-

o

koz6 Gibbs reldciot és Euler reldcidt is. Az utobbi egyszerden (3) Osszefiiggésnek a p = 1/v tomegstird-

z. 2z

séggel torténd szorzdsdval adodik:

0',-]-8‘1

dp. =Tdps + O’l‘jdsij + (,u + ) dp, “4)

pe =Tps+ 08”7 + up. (5)
Itt p. = pe a belsS energia stirtisége és ps = ps az entrpiasiirdség. Termodinamikai szempontbdl a
stiriségvaltozasok kis deformacié esetén sem elhanyagolhatdak. A teljes, véges térfogatu testre vonatkozo
Osszefliggéseket homogén deformdcidés mez§ esetén a fenti fajlagos Osszefiiggéseknek a test teljes M

sz

tomegével torténd szorzdssal szamolhatdak, ahol a megfelel§ teljes testre vonatkozé termodinamikai

extenziv védltozé Me'/ lesz. Specidlis inhomogén deformaciés mezdk esetén a test térfogatdra torténd
integralassal kaphatunk értelmezhetd termodinamikai Osszefiiggéseket.

Erdemes ramutatni, hogy kémiai potencidl miért nem jatszik szerepet a kontinuummechanikaban, annak

s 2

ellenére, hogy sokszor a strtiségeket tekintjiik a meghatdrozand6 alapmezdének. Transzforméljuk &t a
fenti 9sszefiiggéseket az f szabadenergiastrtiség segitségével, amelyet az f = p, — Tps = 07" + pp, st-
riségekre vonatkozé Legendre-transzformaci6 segitségével definidlunk. Ekkor a sdriségekre vonatkozé

Gibbs relécid, (4), igy irhaté:
o f ,
df = —p,dT + 0y;de" + —dp, — pd— = —pdT + 0y;de", (6)
p P

azaz latszolag nincs sziikség a kémiai potencidl bevezetésére, helyettesithet§ a fajlagos szabadenergidval
a fenti Osszefiiggés baloldaldn. Ha eleve az energidbdl, illetve a fenti termodinamikai Helmholtz-féle
szabadenergiab6l indulunk ki, akkor kdnnyen abba az illiziéba ringathatndnk magunkat, hogy tulajdon-
képpen az az alapmennyiség, és a kémiai potencidl illetve az entrdpia szerepe masodlagos a kontinuum-
mechanikdban. Figyeljiik meg, hogy a szabadenergia természetes valtoz6i a hdmérséklet, 7', a deformacid,
g', és a p stirliség, ahogy az a (6) Gibbs-reldciébdl ldtszik. A fajlagos mennyiségekkel a véltozok szdma

o 2

kisebb lesz, a fajlagos szabadenergia két véltoz6 fiiggvénye, %(T, €'7), azonban a szabadenergia stiriiség

ennek ellenére harom viltoz6tol fiigg f(T, £/, p). Ez a fontos kiilonbség a homogén deformdcidra eldirt
extenzivitds kovetkezménye [29].

Idedlis rugalmas testeknél a rugalmas energiat ki kell vonnunk a belsé energidbdl. Ekkor két valasztasunk
van a lokdlis termodinamikai elméletben, aszerint, hogy a fajlagos mennyiségekre, vagy a striségekre
alapozzuk a potencidlokat. Ez részben elméleti egyszertis€g kérdése, de természetesen végsd soron a
kisérletek dontik el, illetve anyagtipustdl fiigghet, hogy sdrtiségek, vagy fajlagos mennyiségek haszndl-
hat6ak kényelmesebben. Itt mi a tovdbbiakban a fajlagos mennyiségeket tekintjiik elsGdlegesnek, ezért
a fajlagos rugalmas energidt vonjuk ki a fajlagos belsd energidbdl és igy a fajlagos entrépia a izotrép
anyagokban a kovetkezd fliggvény lesz:

. . 1 .
s(e,e)=s|e—pue’e;; - E(Sli)z ) (7

ahol fi = pu = 2G és A = pd = K — 2G /3 a Lamé dllanddk, mert po;, = fie/ e/ + ’%(sil.)2 a rugalmas
energia sdrtisége. Ekkor a hdmérsékletet, mint az entrépia belsG energia szerinti derivaltjat bevezetve a
(1) osszefiiggésbe és dllandd u és A egyiitthatok esetén azt kapjuk, hogy a termosztatikus fesziiltség a
kovetkezd

ol =26V + /18];(6’7. €))
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Itt 6"/ a Kronecker-delta, a szokdsos egységtenzor absztrakt index jelolésekkel. A u és a A rugalmassagi
egyiitthaték nem lehetnek negativok, amennyiben az entrépia konkav. Ezt a kdvetelményt nevezziik az
anyag termodinamikai stabilitdsdnak, a mdsodik f6tétel stabilitdsi rendszerének a fontos részét képezi,
tudjuk, hogy az anyag mechanikai egyensilydnak is sziikséges kovetelménye. A fenti termodinamikai

s 2

megfontoldsoknak a kovetkezménye, hogy a Lamé-dllandék ardnyosak az anyag stirtiségével.

2.2 Gyengén nemlokalis rugalmassdgra és egyetlen gyengén nemlokdlis belsd valtozora vonat-
kozo termosztatikai alaposszefiiggések

A fizikai mennyiségek gradienseinek termodinamikai dllapothatarozéként torténd bevezetésével ugyanaz
a nehézség, mint ami mar a deformécié kapcsan is felmeriilt: alakfiiggd lesz a kiterjedt testre vonatkozo
potencidl, ezért anyagjellemzd§ paramétereket ilyen kisérletekbdl csak ennek tudatdban kaphatunk!. Az

2

el6z6 fejezet alapjan kézenfekvd, hogy a rugalmasigtani Gibbs relécio kiterjesztéséhez lokdlis szintrdl
kell kiindulnunk, stirdségekkel, vagy méginkabb fajlagos mennyiségekkel. Ekkor a fajlagos entrépia az e
belsd energidtdl, a '/ deforméciotdl és annak di &'/ gradiensétdl, illetve a masodrendd tenzor &/ belsd
véltozotdl és ennek 9x&™ gradiensétdl fiigg, azaz s = s(e, e/, e/, &V, 0rEV). Az entrépiafiiggvény

parcidlis derivdltjait ezek utdn a kdvetkezSképpen jeloljiik:

ds 1 os i 0s Skij 0s Js K

-_— = —, — = —V—, —— =V—, — = VYVy;j — =VvY... 9
de T e T 0Ged) T agu U Gaety ©)
A fajtérfogat szorzok nem sziikségesek, de kényelmesek a tovabbi szdmitdsokban. Az S kl i Vijs Y, ]'.‘ fizikai
mennyiségek a megfeleld termosztatikai entrépikus intenziv mennyiségek. Latni fogjuk, hogy a szokdsos
intenziv mennyiségektdl elvért tulajdonsdgok nem 6rzddnek meg maradéktalanul. A Gibbs reléci6 ezek
utan a kovetkezd formaban irhaté:

de = Tds +voy;de” —vS, dde" —vTy;;deY —vTYh doré . (10)

Ez lesz a kiindul6pontunk konstitutiv torvények levezetéséhez. Ide fog tartozni az anelasztikus fesziilt-
ségre és a hdaramstirdségre vonatkoz6 differencidlis Hook-torvény és a hévezetés Fourier-torvényének
kiterjesztése, illetve a £/ bels§ véltozé id6 és térbeli véltozasat leird parcidlis differencidlegyenlet,
amelyet evoliicios egyenletnek fogunk nevezni. Azért nem mozgasegyenlet vagy dinamikai torvény a
neve, mert nem csak mechanikardl van sz6. A bels§ valtozora vonatkozoé intenziv valtozoban masként
jelenik meg a hdmérséklet, nem osztunk vele, mint a deofrmécidra és gradinsére vonatkoz6 esetben,
a termosztatikai fesziiltségek esetén. Ez csak kényelmi szempontbdl van igy, nincs mogotte mélyebb
indoklas. Azt a fizikai elvardsunkat tiikrozi, hogy mig a deformécié az energiat mddositja elsGsorban,
jobbdra a kvadratikus rugalmas energia révén, ahogy azt l4ttuk (8)-ban.

2.3 Entrépiaprodukcio a gyengén nemlokdlis rugalmas anyagoknal

Az entrépiamérleg egyenlGtlensége, az entropia novekedésének torvénye, egy feltételes egyenlStlenség. A
feltételek esetiinkben a kompatibilitds, illetve a tomeg, a lendiilet, a perdiilet és az energia megmaradésa.
Az energia megmaraddsabol a belsd energia mérlegét vezethetjiik le és ez fog szerepelni a termodinamikai
szdmitdsokban. A tomeg megmaraddsa, a kontinuitdsi egyenlet a kovetkezd

p+pdvi =0, (11)

ahol a pont a szubsztancidlis id6derivéltat jeloli, azaz p = 6;p + v'0;p. Itt 8, és 0; a parcidlis id5de-
rivalt és a gradiens, v' pedig a kontinuum sebességmezdje, amelyet a szokdsos mdédon a tomeg €s az
impulzusdramlés segitségével definidljuk. A lendiiletmérleg:

pvt —9;5Y =0 (12)
Itt 6%/ jeloli a fesziiltségtenzort. Ha a perdiilet megmarad, akkor a konduktiv lendiiletiramsiirtiség, azaz
a fenti egyenletben szerepl$ fesziiltségtenzor szimmetrikus, 6/ = &7/'. Tovdbb4 &'/ 4ltaldban nem

azonos és nem is egyenld a statikai kisérletekben mérhetd és az entrépia derivaltjaként szarmaztatott
termosztatikai o/ fesziiltséggel. Létni fogjuk, hogy ha egyenldek, akkor nincs mechanikai disszipacid.

1Ez nem fiiggetlen dolog, mert a deformdcié is gradiens véltozd, amennyiben a kompatibilitdsi feltételt komolyan vessziik.

40



Gradiens termomechanika és reoldgia

A belsé energia mérlege a kovetkezd (14sd pl. [2])
pé+0iq" = 5o, (13)
ahol ¢' a hG4ramsfir(iség, a belss energia konduktiv drams(riisége.

Tovabbi kényszer a kompatibilitdsi feltétel kis deformaciok esetén
&Y = E(a’v] +0/v') =LY, (14)

azaz a deformdcié szubsztancidlis idGderivéltja a sebességgradiens szimmetrikus része. Végiil pedig
a belsd viltozo fejlédési egyenlete is feltétel az entropiamérleghez, mégpedig a kovetkez$ 4taldnos
forméban

&7 = f(e 8", ke £V, 01EY). (15)
Itt az egyenlet jobb oldala, az '/ fiiggvény anyagi, konstitutiv mennyiség, keressiik a masodik f&tételbsl
kovetkezd, ra vonatkozé megszoritdsokat. A tovabbi konstitutiv fliggvények a fesziiltség 5/, és a hGaram-
stirtiség ¢'. A mésodik fététel megkoveteli, hogy az entrépia elszigetelt rendszerben csak novekedhet és
ez az emlitett konstitutiv fiiggvények specidlis formdjanak kovetkezménye. Mivel csak az emlitett élta-
l4anos feltételeket koveteljiik meg az anyag szerkezetével kapcsolatban és semmi mast nem kell tudnunk

e

annak mezoszkopikus vagy mikroszkopikus dsszetételérdl, ezért ezek univerzalis kdvetelmények.
Az entrépiamérleg a masodik f6tételt a kovetkezd felételes egyenlGtlenség formdjaban tartalmazza
ps+0,J =X >0, (16)

ahol a (11)-(15) feltételeket a lehet§ legegyszertibb médon fogjuk figyelembe venni, kdzvetleniil be-
helyettesitve az egyenleteket az entrépiamérlegbe. Az entrOpiadramstiriség azonositdsa utin pedig az
entropiaprodukcid egyszeriden levezethetd, rdadédsul konstruktivan haszndlhaté formaban. Az dram és a
termel8dés szétvdlasztdsdra a klasszikus irreverzibilis termodinamika médszerét, a divergencidk levalasz-
tasat fogjuk haszndlni, mert ez teszi a legéttekinthetSbbé a levezetést gyengén nemlokalis dllapottérben.
Megjegyezziik, hogy a bonyolultabb és modernebb mddszerek praktikusan ugyanerre az eredményre

vezetnek, azzal az elénnyel, hogy kevésbé heurisztikusak, és egyértelmibb a végeredmény.

A szdmitdsban az entrépiafiiggvény szubsztancidlis derivaltjdnak kiszdmitdsa utdn, az 4llapothatdrozék
idéderivltjait behelyettesitjiik a kényszerekbdl az alabbiak szerint:

> k" e .. PRI
ps(e, &, oxe" €V, 0p &) = p—Te - /% 167 + %(61(8”) + i€ + YK () =
k _ ¢k aij
q"—S%;€é 1

Eij (i kif\ L OVi (i i gk J g gkl
e G e G A R S A

41 (vij - ¥ f) 2 0. (17)

Ez alapjdn az entrépia dramstirdség
k _ ¢k aij _ vk gij
K S i€ TY l.jf
T

z 2z . . 7z sptee ~k _ k k -7 SIS BV
lesz és ugyanakkor a hGaramsirdséget is kiegészitjiik egy extra taggal g~ = g* —S"; : &Y. A kompatibilitési
feltétel felhasznalasaval végiil az entropiamérleg a kovetkezd formdaban irhaté:

g~ - Sk & Ty £V
T

Jk

p§+8k(

(qk - Skl.js'ij) Ok (%) +

N AT
Ojvil (i . . iy
% (O-[Ll] _ Sk[/a’]skl _ TYkE]al]fkl) + [l (}’ij _ 6le§j) > 0. (18)
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1. tablazat. Gyengén nemlokalis rugalmas testek termodinamikai erdi és dramai.

termikus | mechanikai forgatd belsd
dramok gt (rél,{) 0'6[;,{ I fi
4 (L &Y wiil _ 9Vl |, _ 5 yk
erék 0 (T) a 7= =5 Vij 6le.j

Itt az indexekben hasznalt (..) zaréjel a megfeleld tenzori komponensek szimmetrikus részét jeldli, |..]
pedig az antiszimmetrikus részt. A szamitasban felhasznéltuk, hogy a szubsztancialis és térderivéaltak
sorrendje nem felcserélhetd és érvényes a kdvetkez$ azonosség:

(&) = Ok — o' 1€ (19)
Bevezetjiik a
oD = 5D —oli g skis 5 Ug gkl _y (igh) gkl (20)

szimmetrikus anelasztikus fesziiltségtenzort. Ez a formula a viszkézus fesziiltségre vonatkozé Newton-
féle fesziiltségtenzor, azaz o'} = &/ — o/ kiterjesztése. A tovabbi tagok a bels6 valtozé és a deformdcié
gradiensei miatt jelennek meg. Lithatjuk, hogy a gyenge nemlokalitds miatt a sebességgradiens anti-
sszimmetrikus része nem feltételen nulla még akkor sem, ha az anelasztikus fesziiltség szimmetrikus,
mert ekkor a J| ;v;) tag szorzétényezGje még nem biztos, hogy nulla.

A §' héaram, a 5 fesziiltség és a belsd véltozo fejlédési egyenletét meghatdrozé i/ anyagi természetd
konstitutiv fiiggvények. Az entrépiaegyenlStlenség miatt nem lehetnek akdrmilyenek. Az egyenlGtlenség
legegyszerlibb megold4sa, ha feltételezziik, hogy §*, o), és f%/ linedris fiiggvényei a szorzétényezGiknek
az entrépiaprodukcidban, azaz bevezetjiik a termodinamikai erdket és dramokat az 1. tdblazat szerint.

A termodinamikai erdk és dramok azonositdsa a fenti egyenlStlenségben elsGsorban matematikai kérdés,
az egyenlGtlenség megoldhatésaga a dontd feltétel. Termodinamikai dramok az egyes tagokban azok,
amelyekben meghatdrozand6 konstitutiv fiiggvények szerepelnek. Az erSk pedig a megfelel tagok
szorz6i. Példdul (18) utolsé tagjdban az £/ konstitutiv mennyiség szorzéja, a belsd véltozéra vonatkozé

termodinamikai erd, az nem az entrépiastiriségbdl meghatdrozott intenziv valtoz6 gradiense, hanem
entropiastrdiség teljes funkciondlderivaltja lesz:

ds ( Os ) 5(ps)
k =

= oYk = p— — _ >
i m Okt = h Po(oeny) = oeii

A& (e, 0, €V, 0kEV). (21)

Sima és izotrép konstitutiv fiiggvények esetén az entrépia egyenlStlenség megoldasa a kovetkezd:

cji:Aai%’ (22)
ol o e i) . pde (y<ij>_akY’§,.j>)
EU = e D g (v - arh ) =
(Gan)k = BPREE+ 15" (k- o)
&= ekt (v - ). 4
A P (y[ij]_akylfijl)
Wl = iyt v 15y (y[ij]—akY]Eij]) (25)

Az izotrép fliggvények reprezenticids tételeit alkalmaztuk, amely alapjan a mdsodrendid tenzorokat
deviatorikus, gombi és antiszimmetrikus részekre bontottuk. Néhdny egyiitthat6 ezek koziil j6l ismert.
Példdul Ar = A/T? a Fourier-féle hévezetés egyiitthatd, lff’" és lff’ h pedig a linedris viszkoelaszticitds
elméletében fellépd nyirdsi és térfogati viszkozitdsi egyiitthatdk. Az entrdpia novekedése megkoveteli,

42



Gradiens termomechanika és reoldgia

hogy a fenti linedris egyiitthaté matrixok pozitiv definitek legyenek, ezért a kovetkezd egyenlStlenségek
teljesiilnek:
dev jdev psph psph jrot jrot
AT 7 ks kyy s L Dyt 2 0,
dev dev sph sph
+1 kis" +k

dev jdev 12 21 sph; sph 12 21
lll 122 _TZO’ kll k22 _TZO,
rot rot
jrotrot _ u

1 22 4 =
(23) és (24) a termodinamikai reol6gidban alapvetd Kluitenberg-Verhds test gyengén nemlokalis éltala-
nositdsa [4]. A gyengén nemlokdlis altalanositas az eredeti lokdlis alaktdl abban kiilonbozik, hogy az
anelasztikus fesziiltség és a belsd valtozoéra vonatkoz6 termodinamikai erSk gradiensfiiggdek. Ezen feliil
fontos megjegyezniink, hogy nem tételeztiik fel az Onsager-féle vezetési egyiitthatokra sem szimmetridt,
sem antiszimmetriat, tehat példaul lfize" * lg]"", k:g h g k;f h, llrg’ * l;f’. A makroszkopikus reverzi-
bilitas elve itt nem alkalmazhatd, mert a bels§ véltozé paritdsa nem rogzithets. Ez a hatarozatlansag
Osszhangban van a kovekre vonatkoz6 megfelel§ kisérleti tapasztalatokkal. Feltételezziik tovdbb4, hogy

az anyagi egyiitthatdk allandok.

(26)

2.3.1 Idedlis anelasztikus anyag.

Fontos specidlis eset az, amikor az anyag nem disszipativ, azaz az entrépiaprodukcié nulla. Ez tobbféle-
képpen is lehetséges. Tegyiik fel, hogy a belsd termodinamikai erd, azaz y;; — 0rY ’l?j nulla és az dltaldnos
h&4rams(irdség és az anelasztikus fesziiltség is kiilon-kiilon nulla. Ekkor a kovetkezd konstitutiv fiiggvé-
nyek és téregyenletek érvényesek:

g = Skl.jéij , 27)
U = o+ o SM 4§07 + Ty 07 EM, (28)

iy Os ds 6(ps)
07 = p— - __| = =2 29
P oe k(pa(akfw>) 5Tl @

Tehét a kontinuum nem feltétleniil van nyugalomban, a deformacidsebesség nem nulla, ahogy ez a fenti,
(23)-(25), konstitutiv egyenletekbdl latszik.

Kiilonosen érdekes, hogy a héaramsiriség sem feltétlen nulla és ez alapjdn a belsd energia terjedhet
egyiitt a deformdciéval. Azaz (27) behelyettesitésével a belsd energia (13) mérlegébe azt kapjuk, hogy

pé + 0 (S5;67) = 0. (30)

Ekkor a bels§ energia megmarad, mert a mechanikai teljesitmény, a fenti kifejezés forrdstagja nulla, (28)
miatt. Viszont az impulzusmérleg a kovetkezé:

P — (T + 3 SK + SETeM L TY i M) = 0 31)

Az idedlissag feltétele szerint a belsé termodinamikai erd nulla, igy (29) felhasznélasaval latjuk, hogy a

o

belsd valtozé miatti anelasztikus fesziiltség erdstrtiségként jelentkezik:
pv' = 8 (0 + 0 S*T + S 107Ny = —pVié:s (32)
ahol
Vis = 0gus 0'EX + 0y, g1y s OLEN, (33)

a fajlagos entrépidnak a bels§ valtozoéra vonatkozé parcidlis gradiense, azaz térbeli derivaltja az Gsszes
tobbi valtozdjat dllandonak tekintve. Ezt a tulajdonsdgot klasszikus holografikussdgnak nevezziik, [41].
Ha példaul az entrépiafiiggvény additivan a deformaciotdl és a bels§ valtozotdl fiiggs részekre bontha-
t6, azaz s(e, &'/, Ore' , Y, 0rEV) = spia(e, €7, 0ke) + 8ins (€Y, k&), akkor egyszerdien a masodik
tagnak, s;,,-nek a gradiense lesz a fajlagos erGstirtség, hiszen Vifs = 0;Sin:- Ez azt jelenti, hogy a belsd
véaltozénak kozvetlen mechanikai hatdsa van, ebbdl a szempontbdl akdr dltaldnositott deformacidként is

interpretédlhato.
Néhany tovabbi megjegyzés:
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— A kontinuitdsi egyenlet és a kompatibilitési feltétel, (14) €s (11), kovetkezménye, hogy a siirtiség
és a deformdci6 nem fiiggetlenek, mert: 5 = si Ezért af =In ;%’ ahol pg allando.

— Természetes peremfeltételeket adhatunk meg az 6sszes mezdre az dramok, kiilondsen az entrépia-
dram, tobbféle specidlis elSirdsaval is.

— Néha a bels§ valtozét a termodinamika feltételek megallapitdsa utdn valamilyen mas mez§ gradi-
enseként interpretdljdk egy lokdlis elmélet keretei kozott (pl. [43, 44]). A fentiekben lattuk, hogy
ez félrevezets lehet, mert ekkor a feliileti és térfogati hatdsok kiilonboznek és a fejlédési egyenlet
és a peremfeltételek is masok.

— Egy véges deformacids elméletben a belsd valtozoé fejlédési egyenletében megjelennek természetes
objektiv idGderivaltak, mint a kozegre vonatkoz6 Lie-derivaltak, illetve a térbeli kdlcsonhatdsok
is médosulnak, [29]. Anyagi sokasdgok bevezetésével a fenti szamitdsok kiegészithetSek ebben az
irdnyban, de kdzetek esetén ez nem tiinik fontosnak.

— A holografikus tulajdonsag, egzotikus elnevezése ellenére, jol ismert a folyadékok esetén. Ugyanis
egy komponenst, idedlis Euler-folyadékoknal, adiabatikus folyamatokra a u kémiai potencidl egy-
ben mechanikai potencidl is, mert a Gibb-Duhem reldcié miatt Vp = pVu, ahol p a termosztatikai
nyomas.

— A holografikus tulajdonség, azaz az idedlis esetben fellépé erd-fesziiltség viszony egy természetes
dinamikai homogeniz4ciés mechanizmust jelent a bels§ valtozéban megjelend heterogenitdsokra
vonatkozoéan. Ez elég nyilvanval6, ha figyelembe vessziik a disszipativ dinamika egyensulyt stabili-

7416 szerepét. Ha a belsé véltozo gradiense nulla, akkor csak a hagyomanyos, deformécids eredett
fesziiltségek vezetnek lokdlis gyorsuldsra.

3 OSSZEGZES

A fentiekben megadtuk a Kluitenberg-Verhds—test bels§ véltozéban és deformdcidban is mdsodren-
di gyengén nemlokdlis kiterjesztését. Megmutattuk tovdbbd, hogy a kapott egyenletek visszadjik a
Kluitenberg-Verhds test alapegyenleteit, amennyiben a termodinamikai potencidlok lokélisak, nem fiig-
genek sem a deformdcid, sem a belsd valtoz6 derivaltjaitdl.

A holografikus tulajdonsag csak a bels§ valtoz6 esetén volt kimutathat6. A deforméciora latszélag nem
érvényes, annak specidlis viszonya miatt a stirtiséggel. Ez a kérdés még tovabb vizsgdlando.
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Kapcsolat a gradiens €s a viszkoelasztikus kontinuumok
anyagtorvényei kozott

The connection of constitutive equations of gradient and visco-elastic materials
Béda Gyula
BME, Miiszaki Mechanikai Tanszék, beda@mm.bme.hu

Béda Péter
BME, VJJT, beda.peter @kjk.bme.hu

OSSZEFOGLALAS: Felhasznilva, hogy az anyagban keltett zavards nem jelenik meg egyidében min-
deniitt, hanem terjed, felirhat6 a hullam terjedési egyenlet, amely alapjan az anyag valtozéira kdvetkez-
tetéseket vonhatunk le. Igy kideriil, hogy ennek a felvetésnek a Poyting-Thomson-Jeffery egyenlet nem
tesz eleget.

Kulcsszavak: mésod- és harmadrendd hulldm, gradiens test, viszkoelasztikus test, Poyting-Thomson-
Jeffery anyagtorvény

ABSTRACT: Using the fact that the disturbance caused in the body does not appear everywhere at the
same time, but propagates, the wave propagation equation can be written, based on which conclusions
can be drawn about the variables of the material. Thus, it turns out that the Poynting-Thomson-Jeffery
equation does not fulfill this condition.

Keywords: second and third order wave, gradient material, visco-elastic material, Poyting-Thomson-
Jeffery constitutive equation

1 BEVEZETES

Gradiens kontinuumnak fogjuk nevezni a kdvetkezd anyagtorvényid kontinuumot
o = fi (e &x) (1
o = f2(& €x, Exx) 2
A viszkoelasztikus kontinuum anyagtorvénye pedig legyen
o=fi(e &) 3)

vagy Lebon (1971), Verhds (1985)
o = fi(e, & 801) 4

A képletekben o a fesziiltség, € az alakvaltozas. Ezek x-szerinti derivéltja

oe _ 0%e _

8_x = Ex, @ = Exx»
és hasonldan

oe _ e

A vizsgdlatot az egydimenzids esetben végezziik.

A gradiens anyagtorvényekkel az anyag nemlokadlis tulajdonsdgait prébaljadk megkozeliteni. Hasonléan
a viszkoelasztikus anyaggal a mindig jelenlévé disszi-pacidt meg a lejatsz6dé thermomechanikai anyag
irreverzibilis folyamatét.

A kovetkezSk az eddig felvetett tulajdonsdgokat vizsgdlja, illetve keres olyan lehetséges fiiggvénykap-
csolatot, amely ezeket kifejezi.
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2 A MASOD- ES HARMADRENDU HULLAMOK Béda Gy. (1997)

A kovetkezd szamitisok egydimenzids esetre vonatkoznak. Igy ha x a hely ¢ id6 koordinata, akkor pl. a
o fesziiltség
o=0(x,1)

az x helynek €s a r id6nek a fliggvénye. Hasonléan
e=¢e(x,t1)
a részecske sebesség
v=v(x,t)

fliggvény. A kapott eredmények a hdrom dimenzids esetre is kiterjeszthetSk. Az anyagtorvény vizsgéla-
taira egy lehetséges eljards a kovetkezd:

A kontinuum a vizsgdlat kezdetén legyen egy meghatdrozott fizikai 4llapotban. Ezt az dllapotot egy adott
helyen érje valamilyen fizikai, jelen esetben mechanikai, hatds. Ez a zavards nem jelentkezik azonnal a
kontinuum minden részénél. A zavards helyétdl tdvolabbi részén késGbb. A zavartalan | 1 | tartomdanyt és

a|2 | megzavartat a
@ (x,1) = dll.

hatdrolja. A ¢ (x,7) a hullimfront, amelynek terjedési sebessége jellemzd§ a kontinuum anyagdra. A
hullamfront biztos kovetése érdekében a zavar legyen egy szingularitds a o, g, v fiiggvényekben, vagy
ezek elsd, illetve mésodik derivaltjdban. A szingularitds legyen ugrds, ennek jele példdul o esetében

[o] =00 —0.
A 07 a ¢ (x, 1) mogott o értéke a| 2 | tartomanyban. Hasonldan o a o értéke a| 1 | tartomanyban. Ha
[o] =0,

akkor a fiiggvény folytonos. A bevezetett jelolés és értelme minden fliggvényre és derivéltjaira is ugyanazt
jelenti. Igy pl.

oo oo

x|, \dx),’

A kovetkezGkben a derivaltak indexben szerepelnek, azaz

oe oe e

— = E&x,— =&, ——= = Exx,.n
8)( )ﬁat ’8x2 XX

6_0'
ox

és igy tovabb.

és igy tovabb.
A szinguldris hulldmok osztalyai

1. elsérendd, vagy iitéshulldm, ha

de

3. harmadrendd hullam, ha

Ox ot
de 2 2 2
oo oo 0“v
—_— 0, — 0,..., — 0, stb.
[ze]i [axar]i [aﬂ]i °
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Az egydimenzids esetben, minden rendd szinguldris hulldm terjedési sebessége

c=-2 5)
Ox

A terjedési sebesség tehdt a zavards terjedése és jellemezheti a kontinuum anyagit. A kovetkezd szdmi-
tasok a 2. mdsodrendd hulldm esetére vonatkoznak. Az itt kifejtett szamitds menete a magasabb rendd
hulldmok esetére is kiterjeszthet6 BédaGy. (2010).

A masodrendd hullamfront 1€tezésének kinematikai feltétele ha

de

oo oe ov
[E] 0 [E] ’ [E} 0
a Hadamard lemma szerint
lox] = pex, o] =ner,  [&x] = &gy,
[St] = K¢, [Vx] =VPx, [Vt] = V. (6)

a dinamikai kompatibilitési feltétel a

Tx = pv;
mozgasegyenletbdl és az
& = Vx
alakvéltozasi sebesség definicidjabdl
Hpx = PKP; (7
és
K@ = VPx. 8)

A képletekben p a tomeg striiség, u, k, v az altaldnos hullam amplitud6. Ezeken feliil teljesiil az anyagi
kompatibilitdsi egyenlet. Az (1) és (3) egyenleteknél dltalanosabb

F(0,&,0x,07,6x,6) =0

implicit fiiggvény az anyagtorvény. Irjuk az F-et a hullimfront el6tt

Fo(...),
a hulldmfront mogott
F(.)
alakban. Az anyagi kompatibilitasi feltétel
F(..)=-Fy(..)=0. )

Az F a o, e valtozokon kiviil a ¢, €s ¢;-nek is fliggvénye, mert itt

Ox = (0x)1 +HQx, 01 =(01)1 + 1Y,  Ex = (Ex)1 +K@x, & = (&)1 + K¢y

Ezek utan
oF  OF N oF és oF _ O0F N oF (10)
0py B BO'XN BSXK 0, B 80’,” Be,K
a
0Fy _ 0k _ 0
Opx ¢y

A (9) p-re nézve elsS rendd nemlinedris parcidlis differencidlegyenlet, a karakterisztikdi, vagyis a hul-
lamfront (vetiilete)

dx dt
OF ~— 9F’
Opx 0oy
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dx
— =C
dt
a terjedési sebesség. A két utébbi egyenletbdl
F F
IE _OF (11)
6901‘ 6‘px
A (10)-et felhaszndlva a (11)-ben
oF oF oF oF
C(@O’;“ agtK) aa’xﬂ 68xK ( )
A u és a k kozotti kapesolat a (7) és (8) dinamikai feltételekbdl adédik
1
K= —p (13)
pc

Ennek, és a (12) egyenletbe vald behelyettesitése utdn, ha p # 0, kapjuk a hulldimterjedési egyenletet
oF ;5 or , N oF oF 0
—Cc —p—c"+—cCc- =
P a0y P 00y dg; 0&y

Az index a parcidlis derivéltat jeloli.

(14)

A (14)-ben ¢ hatvdnyainak szorzdi valds értéki fliggvények, tehat az egyenletnek van valés megoldésa.
A hulldm minden irdnyban terjed, ezért még egy ellentétes el§jeld valés megoldas van. Végiil a c-ben
harmadfoku egyenlet 3 kiilonboz6 elgjeld valés megoldést ad.

Minden anyagtorvény persze fiigg a o és € véltozoktdl. Az alakvéltozas masodik gradiensét is tartalmazoé
anyagtorvény lehetségességét a harmadrendd hulldmok vizsgélatira van sziikség. A harmadrendd hulldm
esetében

[o] = [e] = [ox] = [01] = [ex] = [&] =0,

de a masodik derivaltak nem nullak. A hullam 1étezésének kinematikai feltétele

[oxx] = Woxox, (o] =[0u] =1 oxer, 0] =10 (15)
[Sxx] = K*‘PxSDx, [Sxt] = [Stx] = K*SDxSDz, [8tt] = K*‘Pt‘Pt
A dinamikai kompatibilitasi feltételbSl szdrmazé (13) egyenlet most is érvényes
1
K= —u (16)
pc

Az anyagtOrvényt most is dltaldnos és implicit alakba frva
G (O-’ E,0x,0¢1,0xx,0xt,0tts Exxs> Ext» 811‘) = 0

Az anyagi kompatibilitési feltétel
G(...)—-Go(...)=0.

Ezazegyenletaa g, és ¢,-re nézve elsérendd nemlinedris parcidlis differencidlegyenlet, a karakterisztikai

dx  dt
9G T 9G°
e Opr
emlékeztetiink, hogy
dx Pr
= — = --— 17
€= o (17)
Az egyenletben
oG oG _ , +8G*+8G2* +8G*
= — —2k K
a‘ﬁx ao-xx H o ao—txll v agxx v agxt v
és
oG 0G _ , +8G* +6G2*+ .
- = — 2K K
a(pt ao_tt /’l ()Dt aO_Xt/’l (IDX agtt ‘701‘ agxz SDX

A (17)-ba helyettesitve, rendezve és a c terjedési sebességet beirva, a (16) szerint «* és u* kozotti
kapcsolatot felhaszndlva, a hullimterjedési egyenlete

0G 4 0G5 ( 0G 4G\, 9G G
0oy, paa'xt paa'xx r
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GRADIENS ES VISZKOELASZTIKUS ANYAGOK
3.1 Néhany eset, ahol az anyagtorvény o, € és ezek elsé derivaltjdt tartalmazza
* Az (1) egyenlet anyagtorvény esetében a (14) egyenlet egyiitthat6i

oF oF oF
= O’ = O, =
a0y 00y 0g;

0,

igy az (14) egyenlet
oF
- =0,
0y

vagyis az F' nem lehet anyagtorvény.

* Az (3) anyagtorvény esetében a (14) egyenlet

F
a—c=0

agt

a (3) szintén nem lehet anyagtorvény.

* Ez utébbi esetében, ha az egyenlet valtozdja oy is, azaz

oF oF
— #0 é& — #0,
oz, * €s o, *

akkor a Szokolovszki-Malvern egyenlet lehet anyagtorvény, ugyanis most a (14)

oF , N oF 0
—c +—|c=
P a0 t oe t
gyokei teljesithetik a hulldmterjedéssel kapcsolatos kivdnalmakat.
* Ha az anyagtorvény ¢, €s &,-t6l fiigg, akkor a (14) egyenlet

IF  OF

- —— =0,
ﬁstc 0ey

a c-re nézve csak egy valés gyoke van.

» Az els§ gradiens £-t6l fliggs anyag lehetséges anyagtorvénye, ha az €, mellett az &, helyett o, a
valtozd, mert ekkor (14)

oF , OF
-p——c - — =0.
paaxc 0e,

* Az g, els§ gradienst tartalmazé anyagtorvény lehetséges, ha az €, mellett g, és oy valtozokat is
tartalmazza az egyenlet BédaGy & Béda (1999). Ez kisérletileg is igazolt vorosréz esetében.
3.2 Néhany eset, ahol az anyagtorvény o, € és ezek mdsodik derivaltjdt tartalmazza

* A (18) egyenlet alapjan megéllapithat6, hogy (2) és (4) egyenletek nem lehetnek anyagtorvények,
ugyanis az (2) esetében a hullim terjedési egyenlet

oG
0&xx

=0

vagyis a feltevésiinkkel ellentétben a G nem fliggvénye az £, ,-nek. Az (4) esetében hasonléan

0G

2
=0
88ttc

szerint a G nem lehet fliggvénye az g,;,-nek.
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* A (2) és (4) anyagmodellek egyesitése egy lehetséges anyagtorvényhez vezet. Ugyanis ekkor a
hulldmterjedési egyenlet

oG , 0G
=0.
ey “r 0&xx
Most a
oG oG oG

60_” 50‘xx 50‘xt

=0

és a hulldm terjedése

(19)
ha
G
O&xx
G < 0.
0&qy
* Végiil legyen az anyagtorvény &, €s oy, fliggvénye. A (18) -bdl
(2 0G 02+8—G)cz=0.
0oy, Ot
Igy a terjedési sebesség
oG
e
ha  —== <0. (20)
0&sy

Most az anyagtorvény az e ,-t6l fiiggetlen.

4 A KAPOTT EREDMENYEK
Az anyagtorvényt akkor tekintjiik lehetségesnek, ha valtozdi olyanok, amelyek esetében 1étezik legalabb
egy pozitiv és egy negativ valds gyoke a (14) vagy a (18) hulldmterjedési egyenletnek.

Ezt felhaszndlva, az €y, illetve €., fliggetlen valtozékat megtartva, a hullimterjedési egyenletekbdl
szdrmazo lehetséges anyagtorvények

F (0-9 8’ O-x,gx) = O, < 0 (2])

vagy
F(O’,S, O-t’gx’gt) = 0’

ha (14) egyenletnek harom valds gyoke van c-re, és ezek kozott legaldbb egy negativ, BédaGy (1997),
(gradiens anyag).

A (14)-et megtartva, és megkovetelve, hogy &, vdltoz6 maradjon, a lehetséges anyagtorvény valtozoéi a o
és £ mellett o, és &; lehet, ekkor

OF OF
_ gy g
c= SF F < 0. (22)

P doy p oy
Ha oy, o &, & az anyagtorvény valtozdi, akkor a c-ben harmadfoku egyenlet gyoke valds pozitiv és
negativ mennyiségek, BédaGy (1997).

A (18) hullamterjedési egyenlet hasznalatdval nézziik meg az alakvaltozds masodik gradiensét tartalmazo
£xx-re vonatkozo lehetséges anyagtorvényt.

Ha &,, mellett g, is valtozdja az anyagtorvénynek az egy lehetséges egyenlet mert ekkor a terjedési
sebesség (19) képletnek megfeleld

9exx (23)
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Masik lehetséges anyagtorvény, ha az e, mellett oy is valtozd. Ekkor a ¢ terjedési sebesség

(24)

(25)

Végiil lehetséges, hogy valamennyi derivéltat tartalmazé anyagtorvény a lehetséges. Ebben az esetben a
negyedfoku (18) egyenletnek legaldbb két valés gyoke van, egy pozitiv €s egy negativ.

Legyen most olyan az anyagtorvény, amelyben oy, mellett még &,-t is valtoz6 (els§ eset) vagy oy
(mésodik eset). Az elsG esetben a terjedési sebesség

(26)

a masodik esetben

27

A dolgozat kezdeti feladata az volt, hogy vizsgdlja a Poyting-Thomson-Jeffery & -t is tartalmazd, és a
£xx masodik alakvéltozdsi gradienst tartalmazé anyag-torvényeket. Eredmény a két modell egyesitése,
vagyis olyan anyagtorvény lehetséges, amely az &,-t és ex,-et is tartalmazza. Az anyag éltaldban ennek
alapjan nem lokdlis, a lokalis alakban &, és oy, valtozdkat tartalmazza

Lehetséges anyagtorvények a lokélis anyagok esetében is vannak. Ilyen a (22), (26) és (20), ekkor az
anyagtorvénynek az €., illetve az £, nem valtozdja.

Az anyagok tobbsége nem lokdlis. A Poyting-Thomson-Jeffery anyagtorvény akkor lehetséges, ha nem-
lokdlis az anyag, azaz az £y,-et tartalmazza. A torvény lehet lokdlis, ha véltozok &;, és oy, mdsodik
derivaltak. A (25) és (26) terjedési sebességli anyagok anyagtorvényei médositott egyenleteknek tekint-
hetdk.
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Thermodynamically consistent, extended symplectic finite difference scheme for
solving coupled thermo-viscoelastic problems
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Fiilop Tamaés
Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem, Gépészmérnoki Kar, Energetikai Gépek és Rendszerek Tan-
szék; Montavid Termodinamikai Kutatocsoport, fulop.tamas @ gpk.bme.hu

OSSZEFOGLALAS: Kézetek esetében gyakran megfigyelhetd jelenség a reoldgiai ill. viszkoelasztikus
mechanikai viselkedés. Ehhez gyakran olyan koriilmények is tarsulnak, melyek elengedhetetlenné teszik
a termikus viselkedés (hévezetés, hStagulas) figyelembevételét is. Az alabbiakban az ilyen, csatolt termo-
viszkoelasztikus problémdk megbizhaté numerikus szimuldciéjra ismertetiink egy termodinamikailag
konzisztens kontinuum-modellt és végesdifferencia-sémat egy térdimenziéban. A szimplektikus médsze-
rek kiterjesztésén alapulé séma képes a termodinamikai értelemben vett 6sszenergia megd6rzésére hosszi
id6n 4t az elenyész$ numerikus disszipacionak kdszonhetden, és a diszperzids hiba is minimalizalhatd,
igy a séma alkalmas disszipativ folyamatok és hullimterjedés egyideji modellezésére is. A termodina-
mikai konzisztencia éltal biztositott diszkretizalt entrépiatermelSdés kovetése pedig eldrejelzést nydjthat
a séma stabilitdsvesztésérdl.

Kulcsszavak: szimplektikus numerikus médszerek, végesdifferencia mdédszerek, termomechanika, termo-
viszkolelasztikus viselkedés

ABSTRACT: In rocks, viscoelastic or reological behaviour is commonly observed. This often occurs
in situations where thermal effects must also be taken into account. For the reliable solution of such
coupled thermo-viscoelastic problems, we present a thermodynamically consistent continuum model
and a corresponding numerical scheme in one spatial dimension. Based on the extension of symplectic
methods, our method is able to conserve the total (thermodynamical) energy of the system over long
timescales due to the negligible numerical dissipation, while the dispersion error can also be minimized,
thus the numerical method is suitable for modelling dissipative processes occurring simultaneously
with wave propagation. Furthermore, by following the discretized entropy production provided by the
thermodynamical consistency, stability loss can be anticipated before it actually occurs.

Keywords: symplectic numerical methods, finite difference schemes, thermomechanics, thermo-
viscoelastic behaviour

1 BEVEZETES

Autoném (idSfiiggetlen) hamiltoni mechanikai rendszerek szimuldcidja esetében jol bevilt eljards a
szimplektikus numerikus médszerek hasznélata [7]. Ezek lehet6vé teszik a hamiltoni mechanika egyes
elényos tulajdonsdgainak megdlrzését a diszkretizdlt, numerikus esetben is. Ilyen tulajdonsdg példdul
az, hogy egy idGinvaridns dinamikai rendszer Osszenergidja hosszabb tavon is a val6édi Osszenergia
kozelében marad, ellentétben olyan hagyomdnyos eljardsokkal, mint példdul az explicit Euler-médszer
vagy a Runge—Kutta-médszerek csalddja, melyek a diszkretizacion keresztiil fizikailag valdtlanul energiat
disszipélnak el a rendszerbdl, ill. éppen energidt adnak ahhoz. (Ezt az 1. 4bra illusztrdlja.) Ez a jelenség

szamos elterjedt numerikus médszer esetében megfigyelhetd, és messzemend problémakat okozhat olyan

Jelen frds a 2022-ben Port6ban tartott 1st International Conference on Mechanics of Solids konferencidn bemutatott,
folyoéiratcikként is benytjtott eredményeket €s az azdta elért tjabb, kapcsol6dé eredményeket ismerteti.
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B
2f
Q
5
5
2 —— Symplectic Euler —— Symplectic Euler
g 0.1 7 —— 4th-order Runge—Kutta —— 4th-order Runge—Kutta
"'g ----- Minimum energy | [ N = ----- Minimum energy
S
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Nondimensional time Nondimensional time

1. abra. Két szabadsagfok, rugés sikinga mozgasanak szimulacidja szimplektikus Euler- €s negyedrendd
Runge—Kutta-médszerrel (balra: révidebb, jobbra: hosszabb idgskdlan). Mig az elébbi séma esetén a
rendszer Osszenergidja az egzakt érték koriil marad hosszi id6n 4t is, az utdbbi esetén valétlan médon
lecsokken. (Az idGlépés a két szamitds sordn azonos, és — a kiilonbségek illusztraldsa végett — viszonylag
nagy, A7 = 0.7.) (Simulation of two DoF planar elastic pendulum using symplectic Euler and Runge—
Kutta numerical methods (left: shorter, right: longer timescale). While, with the former method, the total
energy of the system stays around the exact value even after a long time, for the latter it decreases in an
unrealistic way. (The size of the time step for the two simulations was identical, and was chosen — for
demonstrational purposes — to be relatively large, AT = 0.7))
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2. abra. A megoldasmezd u(2,x, y) pillanatképe a 0%u/0t*> = 8%u/dx> + 0*u/0y?* egyenlet Neumann-
peremfeltétellel, a COMSOL kereskedelmi szoftverrel végzett numerikus szimulacidjabdl, az alsé élen
impulzusszerd gerjesztéssel, tiz kiilonféle numerikus moédszerrel (balrdl jobra és lentrdl felfelé: BDF
2-5, DP5 Smooth, BDF 2-3; BDF 1-1, DP5 PI-Standard, DP5 PI-Quick, BDF 3-5 Strict; Generalized-c,
RK34 Auto, Gen.-o Predictor Const.) (Solution snapshot u(2,x,y) of 0*u/dt> = 0%u/0x* + 0*u/oy*
with Neumann boundary condition, a single pulse applied at the bottom edge, via ten different solution
methods (left-to-right and top-to-bottom: BDF 2-5 etc., see above))

egyszerd numerikus szimuldcidk soran is, mint példaul egy kétdimenzids hullam terjedése, ahogyan a 2.
abrén is lathato.

Disszipaciét a valosdgban is mutat6 — példaul hévezetést, reoldgiat vagy koncentralt paraméter( csilla-
pitdst tartalmaz6 — rendszerek modellezése esetében a numerikus disszipdcié minimdlisra csokkentése
kiilondsen elényos tulajdonsdga lehetne egy megfelel6 numerikus médszernek: hiszen ellenkezd esetben
az eredmények értelmezése soran lehetetlen elkiiloniteni a fizikai jelenségekhez tartoz6 disszipacidt a
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diszkretizaldsbol szarmaza6tdl. Ahhoz azonban, hogy ezeket a folyamatokat fizikai modellekben is meg
tudjuk fogalmazni, egy olyan megkozelitésre van sziikség, amely képes kiilonféle jelenségek egységes
tdrgyaldséra: ilyenek a jelen irdsban vizsgélt termo-viszkoelasztikus problémdk is.

Az irreverzibilis termodinamika elméleti eszkoztarat ad arra, hogy disszipativ folyamatokat is tartalma-
z6 csatolt jelenségek fizikai modelljeit egységes keretben, ellentmonddsmentesen fogalmazhassuk meg.
Igy lehetséges az, hogy a hagyoményosan termodinamikidhoz kothetd belsS energia fogalmat példaul
olyan mechanikai rendszerekre is alkalmazhatjuk, melyekben a disszipdlt energia mennyisége mechani-
kai folyamatok eredménye, pl. reoldgiai vagy viszkoelasztikus anyagokat leiré kontinuum-mechanikai
modellekben, vagy csillapitdssal is rendelkezd pontmechanikai rendszerek esetében. Az egységes keret
rdaddsul olyan konzisztenciét nyujt, mely konkrét numerikus alkalmazdsok esetén is igen hasznosnak bi-
zonyul, példaul a termodinamika masodik f&tételén és az dltala megtestesitett aszimptotikus stabilitdson
keresztiil.

Ezt a megkozelitést alkalmazva szdmos kordbbi eredmény sziiletett méar kutatécsoportunkban, példdul
sajat fejlesztésd végesdifferencia-sémdk a Poynting—Thomson—Zener (PTZ) anyagi viselkedést mutaté
kontinuumok egy- [6] ill. hd&romdimenzids [13, 12] egyszer(i geometridkon valé numerikus szimuléci-
6jara. Jelen frasban ennek a torekvésnek egy kovetkezs dllomasat mutatjuk be, ahol a viszkoelasztikus
mechanikai viselkedéshez csatol6dé hévezetést és hdtdgulast is modellezziik egy egydimenzids tartomé-
nyon, valamint ezt a modellt egy kiterjesztett szimplektikus sémaval Iéptetjiik térben €s idSben. ElGszor
a jelenségeket leiré kontinuum-modellt tekintjiik, majd ennek numerikus szdmitdsokhoz haszndlhat6
diszkretizacidjat, végiil pedig az elvégzett konkrét numerikus szimuldcidkat és a modszer gyakorlati
alkalmazhatdsdgét ismertetjiik.

2 KONTINUUM-EGYENLETEK

A vizsgalt, egydimenzids kontinuumot leiré egyenletek a kovetkezdek:

p= 2% 1
ov == (1)
o=0q+0, (2)

av
= —, 3
P (3)
o .,
oc+17— =1L, 4
o T(?t 4
V2
€ot = 5 + €int, )
——
€kin
E T
€int = Cex (T -Tex) + 2_6 (e + a’Tex) + _,\0'2 (6)
€thermal —_— —
Cel €rheol
T E
5= CorIn o + e, 7
Tex
oT
o= -2, 8
Je FP &)
1
jS Tje’ (9)
Or 11 _(, 00
ﬂs_a—;_]e-F}Ta'(IL—TE), (10)
Oéint aje
—m__ZJe L 11
or ~ ax 7T (an
as 0js
2 12
ot Ox s (12)
(13)
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Je

==L (14)
e=D+a(T —T), (15)

e = ED. (16)

o

Itt a térbeli dimenzié mentén az x koordindta irja le az dllandé p slrdségl test pontjainak helyzetét, kis
alakvaltozasokat feltételezve. Az (1) lendiiletmérleg megadja a v sebesség idSbeli fejlddését a o fesziiltség
divergencidjan keresztiil. A fesziiltség egy o reverzibilis és egy & irreverzibilis rész Gsszege (2). Az
L sebességgradiens (3) segitségével o onsageri id6fejlédése (4) szerint fejezhetd ki ([2] nyomdn, a
PTZ-esetre alkalmazva). Itt az onsageri reldciok kovetkezménye, hogy I pozitiv kell, hogy legyen [4].

A belsé§ energia (11) és az entrépia (12) mérlegének megfogalmazdsdhoz sziikség van a konstiticids
Osszefliggésekre. Az ey fajlagos Osszenergia az ey, fajlagos mozgasi energia és az ey, fajlagos bel-
s6 energia Osszege. A belsS energidra vonatkoz6 (6) Osszefiiggés [9, 10] nyomdn lett meghatdrozva,
részletesebb leirast [16] tartalmaz.

A belsé energia masodik allapotjelzgje, T mellett, az € geometriai mennyiség, amely megegyezik a
hagyomadnyos alakvaltozassal abban az esetben, ha a folyamat a fesziiltségmentes és termodinamikailag
egyensulyi T = Te allapotbdl indul. Erre nézve masodrendd Taylor-sor szerinti kifejtés biztositja a
hooke-i rugalmas energia, valamint a h6tdgulds figyelembe vételét az dllandonak vélasztott @ hStdgulasi
egyiitthatén keresztiil.

Végiil, a harmadik dllapotvéltozo6 6-,! melyhez tartozd e neo) fajlagos reoldgiai energia (6)-beli kifejezésé-
ben az dlland6 7/ (ZpD egylitthat6t rogziti a (4) és (11) egyenletekkel val6 termodinamikai konzisztencia.
Hasonléan, termodinamikai megfontoldsokon keresztiil adédik az s fajlagos entrépidt meghatarozé (7)
Osszefliggés is, azZ etnermal + €e1 reverzibilis Osszegre alkalmazott Gibbs-reldcion keresztiil. A j, hd-
drams(rdség a Fourier-torvénynek (8) megfelelGen viselkedik dllandé A hévezetési tényezdvel, a j
entrépiadram-sirtiség pedig a szokdsos (9) viszonyban van a j, hGdramstirdséggel.

2

A 7y entropiatermel8dési rata-striség két tagbol dll, melyek koziil az elsé a (8) egyenletnek, a masodik
a (4) egyenletnek megfelelden nemnegativ lesz, igy (fizikailag értelmes elGjeld egyiitthaték mellett) az
egyenletekbe beépitve teljesiil a termodinamika mésodik f6tétele.

Végiil, € id6beli véltozasat L hatdrozza (14) meg [8, p. 21.], ahol € a D rugalmas és az a (T — Tex)
termikus részre bonthat6 (15); el6bbi a Hooke-torvényen (16) keresztiil kapcsolddik a fesziiltség rugalmas
részéhez. Erdemes megjegyezni, hogy itt az egyenletek megfogalmazasdban nincsen direktben hasznalva
az u elmozdulds, azonban megkaphat6 a sebesség idSbeli integraldsaval.

Ez az egyenletrendszer a kordbbi [6, 13, 12] vizsgdlatok sordn hasznalt rendszer kiterjesztése Fourier-
féle hdvezetéssel és linedris hdtdguldssal. Lathatd, hogy szdmos kiilonféle mennyiség egylittesen irja le
a rendszert: ilyen esetekben gyakori megkozelités minél kisebbre csokkenteni ezek szamat a numerikus
megoldds sordn. Ettdl eltérd médon mi a tovdbbiakban az 0sszes mennyiséget megtartjuk annak érdeké-
ben, hogy azokon keresztiil kiilonféle peremfeltételek rugalmas alkalmazhatdsagat biztositsuk, valamint
hogy lehet&séget adjanak a numerikus megoldds mindségének monitorozdsira, ami egy ilyen Osszetett,
csatolt probléma esetében igen értékes a numerikus megolddsok kiértékelése soran.

3 DISZKRETIZACIO

A fenti (1)-(16) kontinuum-egyenleteket id6ben és térben is diszkretizaljuk. A szimplektikus numerikus
mddszerek hagyomdnyosan véges dimenzi6ji dinamikai rendszerekhez haszndlatosak, igy jelen esetben
kiilon térbeli diszkretizacidra van sziikség. (A nemreverzibilis jelenségeket leiré egyenletek 1éptetésére
nem haszndlhat6 a szimplektikus megkozelités, ezeknél mds, e célra kifejlesztett, madsodrendben pontos
explicit 1éptetést alkalmazunk.) A térbeli és id6beli diszkretizdcids séma azonban sajatos, mivel egyes
mennyiségek esetében az indexek fél 1épéssel el vannak tolva térben vagy idGben.

Ez a megkozelités a [6, 5]-ban foglaltak kiterjesztése tovabbi mennyiségekre: téridé-alapi megfontolasok
alapjan bizonyos (tipikusan idébeli vagy térbeli derivaltakkal szdrmaztatott) mennyiségek természete-
sebben szdmithatéak a féllel eltolt indexd helyeken az egész index(i mennyiségekbdl. Ezt az elrendezést

IPTZ-esetben a Kluitenberg—Verhds-modellbéli belsS valtozé o formdjdban fejezhetd ki.
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1. tablazat. A végesdifferencia-séma. A sziirkével jelolt mennyiségek segédmennyiségek, nem részei
a diszkrét megolddsmezének. (The finite-difference scheme. Grey quantities are auxiliary ones, not
considered to be numerical solution values)

1 1 1 1
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illusztrdlja az 1. tdbldzat. Egyes mennyiségek azonban mind egész, mind féllel eltolt indexd helyeken
szdmitva vannak: ilyen esetben az 1. tdbldzatban sziirkével jelolt mennyiségek nem szdmitdsi eredmé-
nyeknek tekintendGek, hanem segédmennyiségeknek, hasonléan a Runge—Kutta-mddszerek kozbiils§
szamitasi értékeihez. Ezek a segédmennyiségek a [6, 5]-beli sémat megtord Fourier-hGvezetés miatt
lettek bevezetve, annak érdekében, hogy a séma idében masodrendd maradjon. Az igy kapott séma mind
térben, mind id6ben mdsodrendd pontossdgot nyjt.

A fentieknek megfelelSen a térben egész ill. feles indexd térpontok jelolése x, = nAx ill. x,_12 =
(n — 1/2)Ax. Hasonl6an, a megfelel§ iddpillanatok jelolése t/ = jAr ill. /=12 = (j — 1/2)Ar. Az
alabbiakban a diszkretizalt egyenletekbdl szamitott mennyiségek indexelése is ezt a konvenciét koveti.

s .

A kezdeti feltételeket az eltolt idGlépéseknek megfelelGen kell elGirni a ¢ ill. r~1/2 pillanatokban a
szamitott mennyiségekre. A jelen irdsban vizsgalt minden szimuldcié egyensulyi dllapotbdl (azaz v, o,
0,L,€,D, je, js és mg zérus), és homogén T = Tox hdmérséklettel indul.

A peremfeltételek a vizsgélt esetekben mind adiabatikusak, azaz j, = 0 van elSirva az x_1,5 €s xy41,2
pontokban, mechanikailag pedig egyetlen, t; idGtartamu és v, nagysagu sebességimpulzus van elGirva
az x_1;p peremen, azaz

% [1 —cos (27ré)] ha0<r <ty

v(t,x_12) = (17)

egyébként,
mig az xy41/2 végpont végig rogzitett, azaz ott v = 0 minden iddpillanatban. Ezekkel a peremfeltéte-
lekkel a sebességimpulzus utdn a rendszer 6sszenergidja nem csokkenhet, hiszen miattuk sem termikus
energiakozlés, sem mechanikai munkavégzés nem torténhet a peremeken. A rendszer 0sszenergidji-
nak novekedése pedig megjosolhaté az x_i/>-nél 1év6 peremen vett mechanikai teljesitmény idSbeli
integrdljdval, ha r < 13,.

59



Takécs - Fiilop

A diszkretizalt egyenletekbdl szdrmaztatott explicit numerikus sémat a (18)—(20) osszefiiggések irjdk le.
Az egyes egyenlGségjelek feletti szamok azokat az egyenleteket jelolik, amelyekbdl az adott diszkretizalt
egyenlet szdrmaztatva lett.
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4 NUMERIKUS EREDMENYEK

A fentebb bemutatott numerikus sémadval, kezdeti és peremfeltételekkel az anyagjellemzdktdl fliggben
kiilonféle jelenségek figyelhetSek meg, melyek jol illusztraljadk a modell mogott meghtizédd fizikai
folyamatokat és a numerikus médszer jellegzetességeit. Ehhez hiromféle anyagot hasznaltunk, melyek:
Stripa granit [15, 3, 14], poliamid-6 polimer [11, 1], és egy nem 1étezd, virtudlis anyag egyes jelenségek
jobb megjelenitésére.
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3. abra. Elsd sor: A sebességmezé (bal) és a hGmérséklet (jobb) téridS szerinti dbrdzoldsa, erGs me-
chanikai disszipaci6 és hévezetés mellett. A sebességmez5hoz hasonldan viselkedik a tobbi mechanikai
és kinematikai mennyiség is. A disszipacié éltal okozott (és a mozgd impulzus koriil koncentrdlédo)
hémérséklet-inhomogenitast kisimitja a hévezetés. Mdsodik sor: a kiilonféle energiafajtak (térbeli in-
tegralok) és az entrépiaprodukcid-rata (mry térbeli integrdlja) idébeli alakuldsa. (First row: Space-time
dependence of velocity (left) and of temperature (right) when both mechanical dissipation and heat con-
duction are strong. Other mechanical and kinematic quantities behave similarly to velocity. Temperature
inhomogeneity created by dissipation (which is concentrated along the path of the travelling pulse) gets
homogenized by heat conduction. Second row: time dependence of the corresponding various energies
(space integrals) and of entropy production rate (space integral of ng).)

A numerikus szimulédcidk szamitdsa dimenzidtlan mennyiségekben tortént (ezek fels§ hullimmal vannak
jelolve): hosszegységként a minta X hosszat, idSegységként a — maximalisan (E7/p)'/? sebességgel
terjedd — reoldgiai hullam altal X megtételéhez sziikséges id6t hasznéltuk. Ezek, és az E Young-modulus
segitségével kifejezhetS a tomegegység, cex segitségével pedig a hdmérséklet egysége.

A térbeli diszkretizdcibhoz N = 40 cellt alkalmaztunk, a szimuléci6 teljes dimenziétlan ideje minden

esetben 7 = 15 volt. (Azaz egy maximadlis sebességgel terjedd reoldgiai hulldm éppen 15-szor futna végig

a szimuléci6 alatt a minta mentén.) Az idSlépést azokban az esetben, ahol ez nincsen kiilon kiemelve,
~ At

tigy hatéroztuk meg, hogy a € = ¢xy reoldgiai Courant-szdm 1 legyen.

A 3. dbrdn lathat6 eredmények a virtudlis anyagjellemzdkkel valé szimuldciobdl szdrmaznak, ahol a
reoldgiai disszipacié €s a héterjedés sebessége hasonld, igy jol megfigyelhetGek a csatolt jelenségek.
A sebességimpulzus terjedése kozben, kiilondsen a széleken val6 visszapattanaskor, a reoldgia folytan
hé fejlédik, ami szétterjed a mintdban és megemeli annak hémérsékletét. Ez a folyamat jol lathatdan a
termikus és mechanikai egyensily felé tart, 7 = 15-nél mar kozelitSleg be is dllt a homogén hdmérséklet,
és a sebességimpulzus amplitddoéja is jelentGsen csokkent a kezdetihez viszonyitva.

Ennek megfelelGen alakulnak a 3. dbra alsé grafikonjan abrazolt kiilonféle tipusd energidk is. A mozgasi
és rugalmas energia fokozatosan termikus (és igy belsd) energidva alakul. Minden energiatipus az elére
megjosolhatd, egyensulyi értékéhez tart aszimptotikusan. Ek6zben a numerikusan kapott megolddsme-
z6kbdl szadmitott 6sszenergia a sebességimpulzus megjelenése utdn — a peremfeltételeknek megfelelGen
— végig szinte teljesen dllandé marad. Vegyiik észre, hogy az Gsszenergia nem iddSléptetS egyenletbdl
szdrmazik, tehdt az energiadrzés a numerikus séma sajit, belsd tulajdonsdga. Ezeken tul az entrépiater-
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mel6dés végig nemnegativ marad, a mésodik f6tétellel 6sszhangban.

A kornyezettel valé kezdeti kolcsonhatds sordn tovdbbi ellenGrzési lehetGség a peremeken bevitt tel-
jesitmény diszkrét integraljanak Osszehasonlitdsa a rendszer Osszenergidjaval. Ahogyan a 3. dbra alsé
grafikonjdn is lathatd, a teljesitmény-integralt (E wansferred) végig koveti a megolddsmezdkbdl szamitott
Osszenergia (Erotal)-
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4. abra. A 3. dbraval anal6g szimulaci6 eredményei, de hGvezetés nélkiil. (Results analogous to those
in Figure 3 but with no heat conduction.)

A numerikusan szamitott 6sszenergian j6l megfigyelhet§, hogy a bemutatott séma nem mutat numerikus
disszipécidt, hiszen a mechanikailag és termikusan zart rendszerbdl a szimuldcié sordn nem tiinik el
semmilyen energia, csak egyik tipusbdl a mésikba alakul a csatolt jelenségeken keresztiil. Ezzel Ossz-
hangban a valédi, fizikai disszipacids folyamatok a numerikus médszertdl fiiggetleniil figyelhetSek meg.
Olyan, gyakran haszndlt mds id6beli 1éptetések, mint az explicit Euler- vagy a Runge—Kutta-séma esetén
az Osszenergia nem maradna 4llandé magéra hagyott rendszer esetében sem.

2z

A 4. dbréan lathat6 eredmények egy, az el6z&vel majdnem azonos futtatdsbdl szarmaznak, ahol az egyetlen
kiilonbség a két szimulacié kozott a hdvezetés 1éte: az utdébbiban ez ki volt kapcsolva. Bar itt is ugyanigy
termelSdik hé a reoldgiai folyamatok eredményeképpen, mint az el6bbi esetben, de ennek megfelelden a
h&mérséklet nem tud kiegyenlit6dni a minta hossza mentén.

Az 5. dbrén lathaté eredmények egy poliamid-6 anyagjellemzdkkel tortént szimuldciébdl szarmaznak.
Itt az el6z6 futtatdsokkal ellentétben a Courant-szdm C = 0,5-re lett 4llitva, hogy megfigyelhets legyen
a numerikus moédszer viselkedése diszperzids hiba mellett is. Lényeges eredmény, hogy bar a belss és
a mozgdsi energidkban lathat6 egy, a diszperzidbdl szarmazd fiktiv oszcillacid, de az 6sszenergidban ez

nem jelenik meg, az tovabbra is dllandé marad a kezdeti tranziens utan.

A termodinamikai konzisztencidbdl szarmazo eldnyoket jol illusztrdljak a 6. dbrdn lathat6 eredmények.
Ezt a szimulaciét szandékosan olyan bedllitdsokkal végeztiik, hogy a séma hévezetésbdl szarmazo sta-
bilitasi feltétele? ne teljesiiljon: igy egy idG utdn stabilitdsvesztés torténik. Ez jol lathaté 7 = 2 koriil a
sebesség térid§-diagramjan €s az dsszenergia exponencidlis novekedésén is.

Azonban mdr ennél jéval el6bb, 7 = 1 id§ kornyékén megfigyelhetd, hogy a Il entrpia-termelGdés

2Numerikus kisérletek alapjan: ;%ex % < 0.333.
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5. dbra. A Courant-szam C = 0,5-es értéke mellett diszperziés hiba figyelheté meg. Ezt a téridG-
diagramokon az impulzus koriil fokozatosan megjelend szellemképeken, és a belsé ill. mozgasi energia
oszcilldciGjan lathatjuk. (With Courant number C = 0.5, dispersion error is observable. Note the gradu-
ally emerging ghost images around the pulse in the space-time diagrams, and the artificial oscillations
in internal and kinetic energies.)

negativva vélik, ami ellentmond a termodinamika médsodik f6tételének. Az ehhez haszndlt — kontinuum-
esetben garantdltan pozitiv definit — g fajlagos mennyiség diszkretizdldsa szdndékosan nem pozitiv
definit médon tortént, a

w11 1 | PN 1 1 NS Ll s 412 T (ajtl A
(7s)n = 5% [(TJ__T_,{ ()i * oy (Je)u1)2 +;F0'n [IL,, _E(O-n - o5
n

n+l n -1 n

2D

egyenlet szerint (a [13]-beli tlet alapjan, hogy monitorozhassuk a stabilitdsvesztést). Mivel a termodina-
mika mdsodik f6tétele a Ljapunov-féle aszimptotikus stabilitdshoz kapcsolédik, numerikus megsértése
numerikus instabilitdsra utalhat. Ezek alapjan — megfelel§ diszkretizaciéval —a I1; mennyiség jol hasznal-
hat6 arra, hogy mdr a stabilitdsvesztés ldthatova vildsa elStt megjdsoljuk azt. Ez egy Osszetett, idGigényes
szimulacié esetében igen hasznos eszkozzé vélhat a gyakorlatban.

A poliamid-6 és a Stripa granit anyagjellemzdkkel valé futtatdsok esetében nehezebb megfigyelni a csatolt
folyamatokat, mivel a valds anyagokndl a hGvezetés dltaldban sokkal lassabb folyamat, mint a mechanikai
(reoldgiai) hullamterjedés. Ezenkiviil a reol6giai folyamatok jelentGsen lassabbak, mint a hullamterjedési
sebesség, igy a reolgidbdl szdrmazé disszipalt h§ joval nagyobb idGskéldn vélna csak lathatéva — annak
ellenére, hogy a reoldgia hatdsa egyértelmien megjelenik a hullimterjedés sordn, hiszen a reoldgiai
hulldm terjedési sebessége eltér az rugalmas hullamét6l. Egy ilyen, Stripa granit anyagjellemzdkkel
végzett szimuldcidt mutat a 7. dbra. A tény, hogy a numerikus moédszer szimplektikussdga megérzi az
Osszenergidt hosszutdvon is a hulldimterjedés megbizhat6 szdmitdsa mellett, izgalmas lehetGségeket nyujt
a modszer olyan késGbbi alkalmazdsaira nézve is, ahol ezeknek a kis véltozdsoknak a kumulélt hatdsa
mégis megfigyelhet§ a gyakorlatban.

63



Takécs - Fiilop

1.0 7 0.1 1.0 0

W 0.5 e 0.0 w» 8 0.5 |

ey -8

0.0 % —0.1 0.0 -y T T T T 1

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Dimensionless time £ Dimensionless time ¢

x 1074 x1073

. =K 1
! Tl
! 11
i1 TET
! T
N 118
11 T
I TET
I
I
I

Dim.less entropy production I

Dimensionless energy E

Ekinctic
Nl Ethern}al
I
I

Eelastic
5] ~
13

5
1
I

1
: Erheo]ogical
I

|

N -

I ]

|

|

|

|

|

|

E

Etotal

internal

1
i
I
]
11 g
18

Etransferred

- - HB

Dimensionless time ¢

6. abra. Stabilitasvesztés, melyet elGrejelez a kordbban negativva valé (és igy a masodik f6tételt sértd)
diszkretizalt entrépiatermelSdés. (Vegyiik észre a jobb felss dbran a 103%3-0s nagysagrendet.) (Loss of
stability, and how discretized entropy production rate becoming negative reveals the problem early, well
before energies become problematic. (Note the 10393 scale in the upper right figure.))

5 GYAKORLATI ALKALMAZHATOSAG

A bemutatott numerikus séma alkalmazhatdsaga igen széleskord. Kifejlesztésének egyik f6 motivacidja
a koézetek viselkedésének tobb idGskdldn valé modellezése volt olyan esetekben, ahol egyszerre €s
csatolva jelennek meg olyan hétani és reoldgiai folyamatok, melyek elhanyagoldsa nem megengedhetd.
Ilyen alkalmaz3si teriilet példdul az elmozdulds-alapti overcoring fesziiltségmérési eljards, a dilaticids
rezonanciafrekvencia-médszer, vagy egy kiilonosen nagy pontossagid ASR (Anelastic Strain Recovery)
mérés.

A séma hosszutdvi energiadrzése lehetvé teszi elasztikus vagy reoldgiai hullimok megbizhaté szimu-
laciéjat is kontinuumokban, a hdmérsékleti viszonyok figyelembevételével. Ez kulcsfontossdgi olyan
esetekben, amikor pl. a hagyomdnyos modalis médszerek nem alkalmazhatdak: ilyen a fentebb emlitett
rezonanciafrekvencia-mérés is viszkoelasztikus anyagi viselkedés mellett, de ez a megkdzelités nagyobb
1éptékd, foldalatti 1étesitmények koriili szeizmikus és egyéb eredetd hulldimok viselkedésének vizsgéla-
tara is haszndlhat6. Ez elengedhetetlen példdul a gravitdciéshulldm-detektorok mikodését akadalyozé
gravitdcids zaj elbrejelzéséhez.

A kézetek mellett sok esetben a polimerek, mianyagok viselkedése is erdsen viszkoelasztikus és hd-
mérsékletfiiggd [1]. A termodinamikailag konzisztens modellezés és megbizhaté numerikus szimulacié
tehat lehetdséget nytjt a kiszasi ill. fesziiltségrelaxacids jelenségek pontos eldrejelzésére, additiv gyar-
tastechnoldgidk modellezésére és faradasi hatdsok figyelembevételére.

A bemutatott médszer gyakorlati felhaszndl4sat nagyban elGsegiti, hogy a termodinamikai konzisztencia
és a kiterjesztett szimplektikussag szdmos ellenérzési lehetGséget nytijt a szimulaciés eredmények értel-
mezése sordn. Az Osszenergia numerikus megtartdsa teljesiti a termodinamika els§ f&tételének fizikai
elvérasait, igy az ettdl eltér6 eredmények felhivhatjdk a figyelmet a szimuldcié bedllitdsainak, kezdeti
vagy peremfeltételeinek ill. a haszndlt anyagjellemzdk valétlansdgdra. Hasonldan, az entrépia folyama-
tos kovetése a masodik f6tételen keresztiil tovabbi ellendrzési lehetGségeket nyidjt a numerikus szamitas

stabilitdsara nézve.
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Termodinamikailag konzisztens, kiterjesztett szimplektikus numerikus végesdifferencia-séma. . .
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7.4bra. A 3. és a4. abrak szimuléaci6jaihoz hasonl6 futtatds, azonban a Stripa granit anyagjellemzdgivel. J61
l4that6, hogy areoldgiai relaxdciés idd itt jelentGsen nagyobb a hulldimterjedéshez tartozé karakterisztikus

7. 2z

1d6nél.

6 OSSZEFOGLALO, KITEKINTES

A bemutatott numerikus séma egy termodinamikailag konzisztens, egydimenzids kontinuum-modellre
épitve térben €s id6ben masodrend( pontossagot nyudjtva képes csatolt termo-viszkoelasztikus jelenségek
szimuldcidjdra végesdifferencia-mddszerrel. Az idSbeli 1éptetés a hagyomanyos szimplektikus médszerek
kiterjesztése, igy magdara hagyott a rendszerek dsszenergidjat hosszi tdvon is meg6rzi. Ennek megfeleld-
en nem lép fel szdmottevd numerikus disszipacid, igy a valds, disszipativ fizikai folyamatok megbizhat6
elGrejelzésére is lehetdség van, melyet a bemutatott numerikus eredményekkel is demonstraltunk. A diszk-
retizélt entrépiatermelddést figyelemmel kisérve tovdbba lehetGség nyilik a séma stabilitdsvesztésének
eldrejelzésére a masodik f6tételen keresztiil.

A séma fentebb ismertetett, tervezett és lehetséges alkalmazasi teriiletei koziil a kézetek anyagjellemz&i-
nek meghatdrozdsindl alkalmazott dilaticids rezonanciafrekvencia-moédszer eredményeinek kiterjesztett
értelmezése kiilonosen igéretes: a reoldgiai €s termikus jelenségek figyelembevételével pontosabb kiér-
tékelés vérhato.

A még szélesebb alkalmazhatdsdg érdekében elengedhetetlen a séma kiterjesztése hdromdimenzids
geometridkra: ehhez a [6, 13, 12] szerinti, h6tdgulds és hévezetés nélkiili modellek esetén alkalmazott
skaldris, majd tenzoridlis megkozelités dltaldnositdsdra van sziikség.

Szintén tovabbi figyelmet érdemel a peremfeltételek szisztematikus kezelése: a séma explicitségének
megdrzése mellett a peremfeltételek egész ill. fél 1€épéseknél valé megaddsa néhdny esetben nem trividlis,
ennek konzisztens kezelése kézenfekvibbé teheti a séma haszndlatat kiilonféle alkalmazasok esetén.

7 KOSZONETNYILVANITAS

A bemutatott kutatds a Kulturilis és Innovacids és Minisztérium UNKP-22-3-I-BME-96 kédszami Uj
Nemzeti Kivalosdg Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovacids Alapbdl finanszirozott
szakmai tdmogatasaval, az NKFIH FK 134277 palyazat, és az NKFIH 2018-1.1.2-KFI-2018-00207

65



Takécs - Fiilop

projekt timogatdsaval késziilt.

HIVATKOZASOK

[1]

(2]

[3]

[4]

[5]
[6]

[7]

[8]
[9]

[10]
[11]

[12]
[13]
[14]

[15]

[16]

Asszonyi, C., Csatdr, A. és Fiilop, T. ,,Elastic, thermal expansion, plastic and rheological processes
— theory and experiment”. Periodica Polytechnica Civil Engineering 60.4 (2016), 591-601. old.
por: 10.3311/PPci.8628.

Asszonyi, C., Fiilop, T. és Van, P. ,,Distinguished rheological models for solids in the framework
of a thermodynamical internal variable theory”. Continuum Mechanics and Thermodynamics 27.6
(2015), 971-986. old. por: 10.1007/s00161-014-0392-3.

Chan, T., Hood, M. és Board, M. ,,Rock properties and their effect on thermally induced displace-
ments and stresses”. Journal of Energy Resources Technology 104.4 (1982), 384-388. old. por:
10.1115/1.3230433.

Davarpanah, S. M., Vian, P. és Vasarhelyi, B. ,,Investigation of the relationship between dynamic
and static deformation moduli of rocks”. Geomechanics and Geophysics for Geo-Energy and
Geo-Resources 6.1 (2020), 29. old. por: (10.1007/s40948-020-00155-z.

Fiilop, T. ,,Wave Propagation in Rocks — Investigating the Effect of Rheology”. Periodica Poly-
technica Civil Engineering 65.1 (2021), 26-36. old. por:|10.3311/PPci. 16096.

Fiilop, T. és tsai. ,,Thermodynamical Extension of a Symplectic Numerical Scheme with Half
Space and Time Shifts Demonstrated on Rheological Waves in Solids”. Entropy 22.2 (2020),
155. old. por:|10.3390/e22020155. urL: https://doi.org/10.3390/e22020155.

Hairer, E., Lubich, C. és Wanner, G. Geometric numerical integration. Second. 31. két. Springer
Series in Computational Mathematics. Structure-preserving algorithms for ordinary differential
equations. Springer-Verlag, Berlin, 2006, xviii+644. old. 1sBN: 3-540-30663-3; 978-3-540-30663-
4,

Hetnarski, R. B. és Eslami, M. R. Thermal stresses — Advanced theory and applications. Dordrecht:
Springer, 2009. 1sBN: 978-1-4020-9246-6. por: 10.1007,/978-1-4020-9247-3.

Lubarda, V. A.,,On Thermodynamic Potentials in Linear Thermoelasticity”. International Journal
of Solids and Structures 41 (2004), 7377-7398. old. por1:(10.1016/j.1ijsolstr.2004.05.070.
Nowacki, W. Thermoelasticity. Oxford etc.: Pergamon Press, 1986. 1sBn: 0-08-024767-9.
Polyamide - Nylon 6 - Rod. https://www.goodfellow.com/uk/en-gb/displayitemdetails/p/am30-rd-
000105/polyamide-nylon-6-rod (Retrieved 2022-02-12). Goodfellow.

Pozsir, A. ,,Wave propagation in viscoelastic solid media — thermodynamically consistent finite
difference numerical investigations”. MSc thesis. Budapest, Hungary: Budapest University of
Technology és Economics, 2021.

Pozsdr, A. és tsai. ,,Four Spacetime Dimensional Simulation of Rheological Waves in Solids and
the Merits of Thermodynamics”. Entropy 22.12 (2020), 1376. old. por: 10.3390/e22121376.
RockStudy Ltd. Rheological properties of rocks. Pécs, Hungary. 2022.

Swan, G. The mechanical properties of Stripa granite. Techn. jel. LBL-7074, SAC 03, UC-70.
Stockholm — Berkeley: Swedish Nuclear Fuel Supply Co. — Lawrence Berkeley Laboratory, 1978.
URL: https://escholarship.org/uc/item/02r1h3zp.

Takdcs, D. M., Pozsdr, A. és Fiilop, T. Thermodynamically extended symplectic numerical simu-
lation of viscoelastic, thermal expansion and heat conduction phenomena in solids. 2022. por:
10.48550/ARXIV.2211.12120. urL: https://arxiv.org/abs/2211.12120.

66


https://doi.org/10.3311/PPci.8628
https://doi.org/10.1007/s00161-014-0392-3
https://doi.org/10.1115/1.3230433
https://doi.org/10.1007/s40948-020-00155-z
https://doi.org/10.3311/PPci.16096
https://doi.org/10.3390/e22020155
https://doi.org/10.3390/e22020155
https://doi.org/10.1007/978-1-4020-9247-3
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2004.05.070
https://doi.org/10.3390/e22121376
https://escholarship.org/uc/item/02r1h3zp
https://doi.org/10.48550/ARXIV.2211.12120
https://arxiv.org/abs/2211.12120

Mérnokgeologia-Kbzetmechanika 2023 (Szerk: Takdcs, Van, Vdsdrhelyi)

A newtoni graviticio termodinamikai modositidsdnak hatasa
a galaxisok sebess€ggorbéire

The effect of thermodynamic modified Newtonian gravity on galactic
rotation curves

Pszota Maté
Eétvos Lorand Tudomdnyegyetem, Budapest;, Budapesti Miiszaki Egyetem, Budapest; Wigner Fizikai Kutatokoz-
pont, Budapest, mpszota@ gmail.com

OSSZEFOGLALAS: A modern kozmoldgiai megfigyelések szerint a galaxisok mért forgasi sebesség-
gorbéi eltérnek a benniik 1év6 fényes anyag alapjan a klasszikus newtoni graviticiés elméletbdl varhato
sebességeloszlastol. Ennek az ellentmonddsnak a felolddsdra szdmos kutatds irdnyul. Az egyik legelter-
jedtebb elmélet a sotét anyag feltételezése, amelyet eddig csak gravitacids hatdsa alapjan tudtak mérni.

Azonban a sotét anyaggal kapcsolatos megfigyelések magyardzata nem feltétleniil igényli valamilyen
anyag jelenlétét, a gravitacié elmélete is indokolhatja. A MOND (Modified Newtonian Dynamics) pél-
daul a dinamikai torvény gyorsuldsfiiggését feltételezi, illetve tobbféle elképzelés alapul gravitacié-
termodinamika kapcsolattal motivélt dltaldnositdsokon [1]. A szakdolgozatban az egyik ilyen elmélet [2]
egyenleteit vizsgdlom egyszerd gombszimmetrikus esetben.

Munkdmban a vonatkozé parcidlis differencidlegyenleteket numerikusan megoldva vizsgdlom az elméle-
tet, és adott egyszeri anyageloszlast feltételezve 0sszevetem a szamitdst az NGC 3198 galaxis megfigyelt

sebességgorbéjével. Végiil a megfigyelésbdl kapott stiriségeloszlassal is megvizsgdlom a kaphato sebes-
séggorbéket az NGC 3198, NGC 925 és DDO 154 galaxisokra.!

Kulcsszavak: médositott gravitacid, sotét anyag, galaktikus sebességgorbék, termodinamikus gravitacié

ABSTRACT: The explanation of dark matter observation does not necessarily require assuming some
matter, but a modification of gravity could solve it as well. For example, MOND (Modified Newtonian
Dynamics) assumes the acceleration-dependence of the law of dynamics, and there have been various
theories regarding the connection of thermodynamics and gravity as well [1]. This work examines one
such theory [2] in a spherically symmetric case and the numerical solution of the related differential
equations. Using observational density distribution data, I investigate its effects on the rotation curves of
galaxies NGC 3198, NGC 925 and DDO 154.

Keywords: modified gravity, dark matter, galactic rotation curves, thermodynamic gravity

1 KOZMOLOGIAI ATTEKINTES

1.1 A sotét anyag kozmologiai problémdja

Mire gondol az ember, ha meghallja a ,,s6tét anyag” kifejezést? Megprobdl elképzelni egy valdsagtol
elrugaszkodott anyagot, esetleg kis, lathatatlan részecskékre gondol, vagy valami mdsra? Az elmult
évtizedek kutatdsai bar megerdsitették a 1étezésérdl vald bizonyossdgot a kutaték korében, de egyeldre
nem sikeriilt kézzelfoghat6 eredményre jutni a mibenlétével kapcsolatban. Szdmos modell és kisérlet
prébalta megmagyardzni a sotét anyag eredetét. A részecskefizikai kutatdsok az ismert részecskéket
leir6 standard modell kiterjesztésével, a kozmoldgiaiak pedig nem vilagit6 égitestek, példaul apro fekete
lyukak feltevésével probdlkoztak, de napjainkig egyik sem vezetett meggydz6 eredményre. Ennek ellenére
a feltetételezett, dltaldban csak gravitdcidval kolcsonhatéd részecskékkel modellezett elmélet paratlanul
sikeres a vildgegyetem legnagyobb méretskdldkon zajlé fejlédésének lefrdsdban. De hogyan is jutottunk
el ahhoz, hogy hidnyz6 anyagot tételeznek fel a kutaték a megfigyelt sebességek alapjan?

A naprendszerbeli graviticié hatdsat az 1600-as évek elején Johannes Kepler irta le, a réla elnevezett

1Pszota Maté azonos cimi diplomamunkdjanak bévitett valtozata, konzulens: Csabai Istvan, témavezets: Van Péter
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Kepler-torvényekben foglalva 0ssze a bolygémozgés 4ltala felismer torvényszerdiségeit. Isaac Newton
az 1687-ben megjelent, Principia cimmel hivatkozott munk4djaban pedig tobbek kdzt megmagyardzta a
naprendszerbeli gravitdcios hatdsokat ([3]), amely pératlanul sikeres leirdsa volt a jelenségeknek, mind-
Ossze az Einstein 4ltal leirt 4ltaldnos relativitdselmélet tudta feliilmilni. A newtoni elmélettel pontosan
meghatdrozhat6 egy graviticiés erStérben mozg6 tetszGleges test palydja, és levezethetSek belSle Kepler
torvényei is. A {6 problémédja azonban, hogy minden erhatést pillanatnyinak tesz fel, akdrmilyen valtozas
(példaul egy test tomegében) azonnal kihat az egész vildgegyetemre, ami ellentmondésban van a specidlis
relativitdselméletben lefektetett alapelvekkel, miszerint van egy univerzalis sebességhatar, amivel az ilyen
hatdsok terjedhetnek. Az einsteini dltalanos relativitdselmélet is Ggy van kalibrdlva, hogy hataresetben
visszaadja a foldi és a naprendszerbeli mozgdsokon megfigyelt graviticids hatdsokat. Ugyan jelenleg
ez a legpontosabb leirdsa a vildgegyetem gravitacios kolcsonhatdsainak és jelenségeinek, mégis sokszor
a j6l bevilt és sokkal egyszertibben kezelhet§ newtoni tomegvongzast hasznéljak a kutaték. Erdemes
észrevenniink a rejtett feltevést, miszerint az univerzum tetszGleges 1éptékd és tdvolsdgu tartomanyain is
ugyanazt a gravitdcids torvényt haszndljuk, remélve, hogy a relative kis méretskdldkon igazolt torvény
univerzdlisan is alkalmazhato.

A svijci Fritz Zwicky 1933-ban a Coma-galaxishalmazbeli galaxissebességek eloszlasabdl kovetkeztette
ki a halmaz tomegét, és jelentds eltérést taldlt a 14that és a szdmoldsbol adédaot érték kozt [4]. Az eltérést
egy feltételezett ,,s0tét anyag”, (eredeti német megfogalmazas szerint ,,dunkle Materie”) szdmlajara irta,
ami itt még magdaba foglalhatott olyan nem lathatd, de j6l ismert anyagokat is, mint példdul a nem vil4git6é
csillag- és galaxiskozi gazfelh6k. Habdr masok is feltételeztek nem lathaté anyagot a galaxisokban, és
Zwicky eredményei se voltak pontosak, de a feltételezés, miszerint a megfigyelt mozgdsokat okozé tomeg
nagy része nem lathat6 a tdvcsoveinkkel, helyes volt.

Igazan azonban csak az amerikai Vera Rubin 70-es évekbeli eredményeinek hatdsara valt komolyan vett
elméletté, aki a galaxisokban 1év{ csillagok keringési sebességét mérte meg a tavolsag fiiggvényében [5].
A naprendszerbeli bolygémozgast jol leiré newtoni graviticids torvénybdl vart mozgashoz itt is hidnyzott
a vonzderdt biztositd anyag, mint ahogy az 1. dbrén is lathat6. Késébb a galaxishalmazok elrendez6dé-
sének magyarazatahoz is figyelembe kellett venni az igy feltett anyagot (a sotét anyag tobb mint 6tszor
nagyobb tomeggel van jelen az univerzumban!). Ezen kiviil legtdvolabbra és ezéltal a legrégebbre torté-
nd megfigyelések a korai univerzumbdl hatramaradt hattérsugérzas is arra utalnak (a jelenleg elfogadott
kozmolégiai modell alapjdn), hogy az anyageloszlds egyenetlenségeinek magyardzatdhoz mar akkor is

jelen kellett lennie egy gravitacios hatést kifejtd sotét anyagnak.

Egy példa a jeloltekre az dn. steril neutrind, amely a standard modell "szupergyenge" kiterjesztésével
jelenik meg [6]. Tovabbi példa a "gyengén kolcsonhatd nagytomegl részecske" (angol betliszoval WIMP),
amely 4ltaldban a standard modell kiilonbdzd kiterjesztéseibSl adédik. Egy masik megkozelitésben
jelennek meg a "massziv asztrofizikai kompakt halébeli objektumok" (MACHO), amelyek tobbek kozt
halvany, kevés fényt kibocsato égitestek, mint példaul barna vagy fehér torpék vagy csillagkozi bolygok.
Lathatjuk, hogy sokféle javaslat 1étezik a lehetséges részecskék vagy égitestek modellezésére, amelyek
allatkertjébdl (a teljesség igénye nélkiil) izelit6t ad a 2. dbra. Végiil érdemes kitérni a Krasznahorkay
Attila és kollégai nevéhez kot6d6 X17 részecskére, amelyet a debreceni ATOMKI-ban fedeztek fel, és
egy konnyt, dj er6t kozvetit§ elemi részecske [7]. Ez a lehetséges felfedezés nagy figyelmet kapott,
azonban a més kutatdk dltal valé igazolds még vdrat magdra.

A sikerei ellenére azonban ezeknek az elméleteknek is vannak hidnyossdgaik. A feltett, de hidnyz6 al-
kot6 részecskén til, csillagdszati megfigyelések alapjan tobb kapcsolatot fedeztek fel a galaxisok lathato
(,,barionikus”, példaul csillagok, gdzfelhdk) tomege és a kordbban emlitett sebességgorbék bizonyos
tulajdonsagai kozt, annak ellenére, hogy a sotét anyag dominancidja alapjan azt varnank, hogy ez el-
nyomja az elébbit. Ezen kiviil a feltett ,,sotét anyag részecskével” végzett szamitégépes szimulcidk is
ellentmonddsosak a megfigyelésekkel a galaxisok kdzépsd tartomanyan.

Szédmos fizikus azonban egy mds megkozelitéssel vizsgdlja a kérdéskort. Eldfordulhat, hogy nem va-
lamilyen ismeretlen anyag okozza a fenti hatdsokat, hanem magukban a jelenséget leir6 matematikai
torvényekben van hidnyossag, mds szoval a newtoni graviticié médositasra szorul ezeken a méretskala-
kon? Az &ltaldnos relativitdselmélet, aminek a szokdsos, ,.hétkoznapi” hatdresete a newtoni gravitacid,

szintén lehet&vé teszi, hogy bizonyos kiegészitésekkel modositott hatdst kapjunk, megdrizve a kisérle-
tekkel bizonyitott tartomdnyon a pontossagot.
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1. abra. Egy tipikus rotdcios gorbe, mely szemlélteti, hogy a lathaté anyagb6l ad6dé tomeg nem képes
elegendd graviticios hatdst kifejteni (also, szaggatott vonal) a megfigyelt sebességekhez (felsd, folytonos
vonal), forrds: Mario De Leo, szerkesztve. (A typical rotation curve, which illustrates how the contribution
from visible matter cannot provide enough gravitational effect (lower, dashed line) to account for the
observed phenomena (upper, continuous line), source: Mario De Leo, modified.)

A sebességgorbék elemzése alapjan az NGC1052-DF2 galaxisban példdul alig vagy egyéltalan nincs
sOtét anyag. Ennek magyardzata lehet a torpegalaxis egyedi fejlédése, példdul alacsony fémtartalmat
gaz kvazarsz€l miatt val6 6sszeslrisodése, de a nagy mérete, alacsony sotét anyag és nagy mennyiségl
fényes objektum tartalma miatt ez magyardzatra szorul. Az eredmény mindenképp fényt vet arra a tényre,
hogy a sotét anyag elvalaszthato lehet a galaxisoktdl, azaz a sotét anyag nem mindig koveti a barionikus

anyagot, akdr teljesen hidnyozhat [8].

Az egyik ilyen ismertebb mddositasi irdnyzat Mordehai Milgrom nevéhez fizddik [9], és a gravitaciods
erStorvény gyorsuldsfiiggését teszi fel, mds széval a kis gyorsuldssal bird, kiils6 részén a galaxisoknak
mads lesz a vonzderd, igy a csillagok kormozgési sebessége is. Ez az elmélet a s6tét anyaghoz mérhetSen
sikeres az egyes galaxisok leirdsdban, azonban relativisztikus kiterjesztései ellenére nem nyujt egy atfogé
keretet az Osszes kordbban targyalt jelenség magyardzatara, és még ezzel a médositdssal is hidnyzik anyag
nagy mérettartomanyokon. Nehézséget jelent az is, hogy bar a graviticids torvény modositdsa lefrhat6
egy Uj paraméter bevezetésével a szokdsos és a modositott hatdresetekben, de a legjobb illesztést csak
ennek a galaxisonkénti valtoztatasaval lehet kapni, igy az elmélet sokat veszit az altaldnos prediktiv
erejébdl és ad hoc jelleget vesz fel.

Az empirikus Tully-Fisher reldciot (miszerint a galaxis teljes tomege ardnyos a sebességgorbe lapos
részének maximumadval v-edik hatvdnyon) se magyardzza meg a sotét anyag. A ldthat és a barionikus
anyagra a mért értékek v = 4,48 +0,38 (sztelldris T-F esetben) és v = 3,64 +0,28 (barionikus T-F esetben).
A médositott newtoni dinamika (MOND) elmélet jelentSs eredménye példaul, hogy természetesen adddik
beldleav = 4[10]. AMOND-ot és a sotét anyag elméletet 6tvozi a szuperfolyékony sotét anyag elképzelés
[11]. Ebben a szuperfolyékony rész sotét fotonokbdl all, a MOND hatdssal kombinalt skalarmezd effektiv
térelmélete generdlja a bozonikus jarulékot.

Egy masik kutatési irdnyzatban a termodinamika és a gravitacié kapcsolatdb6l prébdlnak a kutaték egy
sikeres mddositott gravitdcids leirdst adni. Feltehetnénk a kérdést, hogy mi koze a két, 1atszélag tavol all6
tudomadnyteriiletnek egymdashoz? A vdlasz az, hogy a megfelel$ termodinamikai megkozelités valdjaban
a vizsgdlt jelenség teljeskord leirdsat adhatja. Erik Verlinde az univerzum gyorsuld tdguldsaért felelGs
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2. abra. A sotét anyag lehetséges magyarazatainak ,,allatkertje”: a sokféle részecske mellett a médositott
gravitdcio is fontos kutatdsi irdny. A MOG a mddositott graviticié kiilonbozd véltozatait, a MoND a
Milgrom-féle elméletet, a TeVeS pedig annak a relativisztikus altaldnositdsat jelenti. Forrds: G. Berone
és T. M. P. Tait, szerkesztve. (The ’zoo’ of various explanations of dark matter: aside from the various
particles, modified gravity is an important research avenue. MOG refers to theories of Modified Gravity,
MOoND to the theory of Milgrom and TeVeS to its relativistic generalisations. Source: G. Berone and T.
M. P. Tait, modified.)

sOtét energia €s a sotét anyag kozos eredete mellett érvel a fekete lyukak elméletének és termodinamikai
megfontoldsok felhasznédldsdval [1]. Egy masik elméletben viszont a termodinamika 6nmagéban is meg-
magyarazhatja a gravitacids er6torvény méretskalafiiggd valtozasat [12]. Ez valaszt adna arra a kérdésre,
hogy miért pont bizonyos méreteknél (példdul a galaxisokndl) jelent problémét a megszokott newtoni
tomegvonzdssal valé magyardzat.

2 oz

A szokésos feltevések sokféle anyagfajtat, konnyd és nehéz részecskéket vizsgiltak magyardzatként, még
a korai univerzumbodl szarmazd, dgynevezett primordidlis fekete lyukakat is, de egyelére sikerteleniil.
Minthogy a tobb évtizedes részecskefizikai kutatds eddig nem vezetett sikerre olyan részecske felfe-
dezésében, amely a vildgunkat j6l leiré standard modellen tul kielégit§ magyardzatot adhatna a sotét
anyag eredetére, igy érdemes észben tartani, hogy nem feltétleniil ez lehet az egyetlen ut, és lehet, hogy
valdjdban magat a gravitaciot kell a megfelel§ mérettartomanyokban kiterjeszteniink és dltaldnositanunk,
hogy vélaszt kapjunk a val6di természetének mibenlétére.

Végiil érdemes egy harmadik megkozelitést is figyelembe venniink; ahogy Sabine Hossenfelder is rimutat
[13], a két fenti megkdzelités szembedllitdsa hamis, hisz a problémadik és legjobb magyardzataik sokszor
mas méreteken €és jelenségeknél meriilnek fel, igy miért ne lehetne mind a mddositott graviticid és
valamilyen 4j, nem szokvanyos anyagfajta elmélete igaz? Tehat amig a sotét anyag meg tudja magyarazni
az univerzum legnagyobb 1épték( szerkezetének tulajdonsigait, addig a gravitdcié példdul a galaxisok
mérettartomdnyan fellépd a problémdék esetén adhat magyardzatot a megfigyelések és a bevett leirdsunk
kozti eltérésekre. Az érvelés szerint ez igazabdl nem jelenti két (ij dolog fliggetlen feltevését, hanem amint
a foton is az elektromdgneses mez&hoz kapcsolddé részecske, tgy itt is a modositott gravitdcids mezéhoz

is rendelhet§ lehet egy részecske. Mindenképpen érdemes kovetniink az asztrofizika tjdonségait és hireit,
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és észben tartanunk, hogy versengd modelleken tdl helyett a szertedgazoé jelenségeket akér egy egyiittes
magyarazat frhatja le legjobban. A sotét anyag valddi természetének megismerése bar jelentds kihivast
okozott a fizikusoknak az elmilt évtizedekben, azonban a rejtély megfejtése mély betekintést nytjthat az
Univerzum legnagyobb és legkisebb szintjein valé miikodésébe.

Az irodalomban tobbféle modell 1étrejott a sotét anyag leirdsara, ezen dolgozatban a pszeudo-izotermikus
(ISO) sotét anyag halé-modellt haszndlom, melyet Randriamampandry és Carignan [14] cikkében a (2)-
es egyenlet ir le. Ezen munka egyik célja ennek Gsszevetése az aldbb ismertetendS termograviticios
elmélettel.

1.2 Modositott newtoni gravitdacios elmélet

A gravitdci6 €s a termodinamika kapcsolatdnak fizikai alapja a két elméletkor hasonlé univerzalitdsa.
Mind a graviticié torvénye, mind a termodinamikai hdmérséklet fogalma fliggetlen az anyagtdl és a
mikroszkopikus szerkezettSl. Ezen megfigyelésen alapul a newtoni gravitacié dolgozatban vizsgélt el-
mélete. Itt a gravitdcids potencidlt termodinamikai 4llapothatdrozéként kezelve a Poisson-egyenletnél
dltalanosabb téregyenleteket kaphatunk. Az aldbbiakban Van és Abe [2] cikkében szerepl§ nemline-
aris elméletbdl fakadé mdédositott newtoni graviticiés (MOND-szer(i) elméletet vizsgdlom, amelynek

s 2

egyszertsitett téregyenletei:

t0,p = I* (Ap - 4nGp), (1)
w00 = 12 (A¢ _K(Vg)? - 47er) , 2)

ahol / a karakterisztikus hossz, 7 a relaxdcids id6, ¢ a gravitacids potencidl, G a Newton-féle gravi-
tacids dllandd, p az anyag sirliségeloszldsa, 0, a parcidlis idGderivélt, A a Laplace-operator, V a hely
szerinti gradiens, K pedig egy elméleti s?’m~2 dimenzi6ji paraméter. A termodinamikai médszerbél a
gravitdl6 anyagot leiré mozgdsegyenleteknek ettdl dltaldnosabb formadi is kovetkeznek (lasd [15]). A fenti
elsd egyenlet egyensilyban visszaadja a szokdsos newtoni gravitacidt, a masodik nemlinedris egyenlet
vdkuumbeli egyensilya pedig a kovetkezd alaki centrdlis potencidlra vezet:

o(r) = %m(i). 3)

ro

Mindkét fenti parcidlis differencidlegyenlet az egyensilyi megoldasra relaxdl a fazismezS elméletek
egyenleteihez hasonldan.

A cél a nemegyensulyi termodinamika, a gravitdciéelmélet és az asztrofizika hatdran fekvd elmélet
vizsgélata. Ezen kiviil kozelit§ 6sszehasonlitast végzek az NGC 3198 galaxisnal mért sebességgorbékkel.
Fontos kiemelni, hogy esetiinkben elég egy paramétert (K) illeszteni, egy sotét anyag eloszlasfiiggvényt
illeszt6 modelljeihez képest [14].

2 A TERMODINAMIKAI HATTER

2.1 A termodinamikai elmélet ismertetése és a gravitdcios potencidal, mint gyengén nemlokalis
dllapothatdrozo haszndlata

A nemegyensilyi termodinamikai képben egy 4ltaldnos ¢(r, t) skaldirmezdt bevezetve, majd termodina-
mikai valtozéként kezelve vezethetSk le a potencidlra kapott egyenletek.

s

Vegyiink egy olyan teljes energiastiriséget, amely kiilon tartalmazza a mez6- €s a kolcsonhatdsi energiét.
Ekkor a bels§ energia stirdisége, u, a szokdsos teljes energiastriség, e, és a gravitdlo anyag, ¢, és mez§
energidinak (utolsé tag) kiilonbsége:

Vo Vo

_ 4
8rGp @)

u=e—@-

ahol az utolsé tag, a gravitdcids mezd energidjanak elkiiloniilése a bels§ energidtol az elmélet egyik
fontos eleme. Az ehhez hasonlé termodinamikai elméleteket, amelyekben a termodinamikai potencidlok

71



Pszota Maté

az dllapothatdrozok térbeli derivdljaitdl fligghetnek, gyengén nemlokdlisnak nevezziik. A mér emlitett
fazismezd§ elméletek sorolhatdak ide, de a kontinuummechanika dltaldnositott kontinuumelméletei is
[16]. Itt p a gravitdl6 anyag sdr(ségeloszldsat irja le. Ekkor az s entrépia u, v = %, ¢ és Vo fiiggvénye
lesz, valamint a Gibbs-reldciét a kovetkezSképpen irhatjuk fel (7 h6mérséklet €s p nyomads jeldléssel):

V¢-V¢]

du =Tds — pdv =de —dy —d
u s —pdv =de —dy 87Gp

®)

Minthogy maga a gravitdl6 anyag is extenziv mennyiség, igy az Euler-homogenitds alapjan érvényes az
alabbi egyenlGség:
V-V

u=Ts—pv+,u=e—<p—m. (6)

A u kémiai potencidl a késGbbiekben nem jelenik meg, mivel anyagitaddssal nem foglalkozunk. A
termodinamika II. f6tétele alapjan a kovetkezd egyenlStlenség teljesiil:

pS+V-j>0, (N

ahol j a konduktiv entrépia-dramstiriiség, mely egyiitt mozog a kdzeggel. Az idGderivalt is szubsztan-
cidlis derivélt lesz, tehat s = % + v - (Vs). Az egyenlGtlenség teljesiilésének azonban a tomeg- és

impulzusmegmaradis is feltétele, melyeket a kovetkezd egyenletekkel irhatunk le:

p+pV-v=0, (8)
pV+V-P=0, 9)

ahol v a kozeg sebességmezeje, és a P nyomadstenzor szimmetrikus, mert feltételezziik, hogy a kozeg-
nek nincs belsd lokdlis impulzusmomentumsirtisége. Tovabba felirhatjuk a bels§ energiamérleget is a
kovetkezSképpen:

pé+V-q=-P:Vy, (10)

ahol q a héaramstrdséget, vagyis a bels6 energia konduktiv dramat jeloli. Ekkor ezen egyenletek alapjan
az entrépiamérleg a kovetkezd alakra hozhato:

1 1
v | L (q+ ——ovol| =
ps+ T(q+4nc‘0 so)
¢ 1 @
% V| .v[= A — 471G p) — 1
(q+47rG ‘p) (T)+477GT( ¢ —4nGp) an

1 1 Vv
P-pl—- — (VoVo— Vo VoI|| : — >
p 4nG(‘p‘p 'Y 90)} 7 =%

pe
produkci6 elsé tagja a termikus, a mdsodik a graviticids, az utols6 pedig a mechanikai kolcsonhatdsra
vonatkozik, benniik az ismeretlen konstitutiv fliggvények a q hGaramstrtség, a P nyomastenzor €s ¢, a
skaldrmezd evolicids egyenlete. Eszrevehetjiik, hogy a gravitaciés potencidl bevezetése altal a szoka-
sos mechanikai és a termikus temrodinamikai dramok megvaltoztak, hiszen -t tartalmazé kifejezések
szerepelnek az egyes tagokban. Az izotrép kozegekre érvényes Curie-elv alapjdn kereszthatds csak a
nyomads skaldris része és a skaldr gravitacios tag kozt 1éphet fel. Ezaltal, felirhatjuk a kdvetkez6 Onsageri-
egyenleteket:

ahol I az egységtenzor, és az entrépiadram j = % (q + (,ngo). Itt a szorzatdsszeg alakd entrdpia-

1 1
o _ (I 1o (Ap - 4nGp 13
—1 [Sp(P) = 3pl - 25 VeV L I vy )

ahol a vezetési egyiitthatok matrixdra nem feltétleniil szimmetrius vagy antiszimmetrikus, mert belsé
véaltozds elméletek esetén nincs informacionk a mikroszerkezetrdl, ezért a mikroszkopikus idStiiktrozést
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nem tudjuk megkovetelni. Mindenképp csak a szimmetrikus rész tekinthet$ disszipativnak, az antiszim-
metrikus részbdl ugyanis nem szarmazik jarulék az entrépiaprodukcidhoz. Ezdltal a termodinamikai erék
és dramok ardnyossagdt kifejezs teljes egyenletrendszer a kovetkezd:

—V AV =—-ApVT 14
Q+ =V¢= ( ) FVT, (14)
¢ =4nGly (Ap —4nGp) + 11,V - v, (15)
1 Ve Vo Ay
~Sp(P) - = _ V. 1
3P (P) —p+ — = =hi (4 G p)+lz v, (16)
P-S (P)l—L \% ——(V RIEE VV+(VV)T—%V vl 7
p 3 472G eV Y n 3 >

ahol A = AT~2 a Fourier-térvénybeli hévezetési tényezd, Sp(P) a P tenzor spurja (nyoma), 31—2T =7
a nyir6 viszkozitasi egyiitthato, A,n, 11, [, l12, [>) transzport egyiitthatdk. Itt [ a térfogati viszkozitas.
Bevezetjiik é =47 Gl1-t, ahol [ a térbeli skélét jellemz8 mennyiség, T pedig a relaxdcids idS. Ekkor, ha
a relaxacios idd sokkal kisebb, mint az anyag mozgasanak karakterisztikus ideje, a (15)-s egyenletbdl
egy, a Fourier-hdvezetéshez hasonlé egyenletet kapunk:

2
% _ L (ag - 4nGp). (18)
ot T

amennyiben pedig a (16)-s egyenlet bal oldaldn szereplé mennyiségek nagy (példdul galaktikus) méret-
skédlan nem elhanyagolhatdak, akkor a det(l) = Il — 112121 (> 0) jeloléssel a (15)-s egyenletbdl a (16)-s
egyenletbe helyettesitve a V - v-s tag kifejezésével a kovetkez8 adddik:

det( )

9\ (v-V)g = 4nG e (V) 2Sp® p| . (19

l12
(Ap —4nGp) + 471G—
ot I

24G

Fontos megjegyezni, hogy ez a termograviticids elmélet lehet nem disszipativ, ha a transzportegyiitthatok
madtrixa antiszimmetrikus, azaz [;» = —I>;. Ebben az esetben /1, és /> eldjele kiilon-kiilon nincs termodi-
namikailag meghatdrozva, a vezetési matrixnak csak a szimmetrikus részére ad megszoritast a masodik
f6tétel, az entrépiaprodukcié nemnegativitdsanak feltétele (tehat 1y,1p > 0és l1lp — (I1p +121)/4 = 0) A
nemlinedris tagnak fizikai jelentése van, a gravitaciés tér nyomdsaval kapcsolatos. Tekintsiink vaikuumot,
ahol p és p eltiinik, valamint természetesen adédik, hogy izotrép nyomastenzort hasznéljunk: P/ = P§'/ .

Most vezessiik be a 4G delz(l) l -t az el6z6 részhez hasonldéan. Tegyiik fel, hogy P elhanyagolhatéan

kicsi, és a relaxacios id6 kisebb, mmt az anyag mozgasanak karakterisztikus ideje, igy a kovetkez6 marad:

9¢ _

12 [
(Aso 4nGp + ;zwso)z) , (20)
ot T

24nGdet (1)

ahol bevezethetjiik a K = Wjet(,) paramétert. Eszrevehetjiik, hogy maga a termodinamikai hattér
nem rogziti K elgjelét (hisz [j; elGjele nem rogzitett), ez a potencidl vonzé jellegébdl adédik, G-hez
hasonléan. Igy a teljes termograviticids potencidlra a kovetkezs téregyenletet kapjuk:

00 = 12 (A(p _4xGp - K(Vga)z) . 1)

Ez az egyenlet nem szdrmaztathaté hamiltoni tipusd varidcids elvbdl az idéderivéalt miatt, de a stati-
kus, idében 4dllnadé része sem a nemlinedris tag miatt, amely a graviticids tér nyomdsabol szdrmazik
vakuumban. Ennek hatdsa akkor észlelhetS, ha az anyag stirtiségébdl és nyomdsabol szdrmazé tagok
elhanyagolhat6k mellette. A tovdbbiakban ennek a megoldédsait vizsgdlom kiilonféle forrastagokkal,
egyszertisitésekkel, illetve kezdeti- és peremfeltételekkel.

2.2 Elméleti megoldas

Gombszimmetrikus staciondrius esetben a 21. egyenlet a kovetkez§ alakra egyszertisodik:

2
¢ =-=¢ +4nGp(r) + K (¢)°, (22)
r

73



Pszota Maté

ahol a gravitcids gyorsuldst haszndlva, ami definicié szerint

g=-Vo, (23)
és itt az aldbbi alakot 6ltve
g(r)=—-¢, (24)
a kovetkez§ alakra frhatjuk 4t:
80’ = ~2g(r) - 4Gp(r) ~ Kg ()" ©5)

Ez egy nemlinedris Ricatti-egyenlet, ami atalakithat6 egy kdzonséges masodrendi linedris differencil-
egyenletté, és bizonyos feltevésekkel élve p(r)-re, megoldhaté lesz analitikusan. Az irodalomban bevett
mddszer alapjan, az egyenletet atirhat6 a kovetkezd jeloléseket bevezetve

2

R(r) = 0 (26)
S(r) =—-4nGp(r) - K, 27
v(r) = Kg(r), (28)
az alabbi alakba:
v(r) =v(r)? +R(r) - v+ S(r). (29)

Behelyettesitve a v(r) = — ’;((rr)), kifejezést, a kovetkezSt kaphatjuk:

u(r)” = R(ru(r) +S(r)u(r) = 0. (30)
Megoldva a 30. egyenletet, megoldast kaphatunk g(r)-re, ami az aldbbi lesz:

’

u 1
g(r) = UK 30

2.2.1 Vikuummegoldds

Vikuummegoldas, vagyis p(r) = 0 esetén, az S(r)-re vonatkozé egyenlet a kovetkez§ lesz:
S(r)=-47G -0-K =0. (32)

A 30. egyenletbdl adddik, hogy ekkor

u(r)” + %u(r)’ =0, (33)

amely konnyen megoldhaté u(r)’-ra és u(r)-ra:

C
u(r) = r—; (34)
u(r) = —% + Cs. (35)

Ez alapjdn, a 31. egyenletet haszndlva, a kdvetkez$ adddik:
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G
c=-22 36
C) (36)

1
acuum = = a5 37
gV (7") K}" + Crz ( )
1 r

‘pvacuum(r) =¢ot+ E In K+Cr (38)

Ennek a megoldasnak szingularitdsa van r = 0-ban, tehat csak egy tomegeloszlds hatdsdnak elhanyagol-
hatéva véldsa utdn van értelme haszndlni, (tehat tdvol a galaktikus tomeg zométdl) és a C dllandét ezek
alapjan lehet a peremfeltételek segitségével illeszteni a vikuumtartomanyra valo 4ttérés hataran.

2.2.2  Konstans stiriiséggel valo megoldds
A 30. egyenletet megoldhatjuk analitikusan akkor is, amennyiben a siiriség egy adott p. konstans:
S(r) =—-4nGp(r) - K = —-4nGp. - K = S.. 39)

Behelyettesitve R(r)-t, a 30. egyenlet megoldésa a kovetkezd:

e—i\/Sicr ei\/ST‘r
u(r) =C " +C . (40)

7

Igy magkaphatjuk a megoldast g (r)-re:

e VST (VSer i) VST (VSer +0)
2 +lC2 2 .
;

u(r) =-iC; (41)
1 —iCle_i‘/ST*r]—z\/Er - Cle_"‘Errl—2 + iCzrl—zei‘E’\/S_Cr - Czi}—zei‘mr
g(r) = % C]%e‘i Sor 4 CZ}ei‘Er . (42)
Ez a kifejezés tovdbb egyszerisithetS az aldbbi 1épések alapjin:
=L]! Cre~IVSer 4 CyelVSer V5 —Cpe~IVSer 4 CpetVSer @)
r)y=—|- - Fi ,
8 K |r Cle_i\/‘gr+C2€i\/§r ¢ C1€_i SCr+C2€i\/§r
_ 1 VB etV — el VSer
g(r) = —+—=i , —, (44)
Kr K Cle_”/‘gr+C2€l Ser
(45)
bevezetve egy Uj C konstanst, mint
| )
C=—=iln—, 46
21 n C, (46)
; C
i-2C 2
==, 47
0= 2 7)
ezéltal
1 S —iVSer _ i(\/Si.r+2C)
8() = o+ e - , (48)
KI” K e—l Scr + el(mr*'zc)
1 S,
glr)=—+ \/_Ctan(\/§r+C), (49)
Kr K
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V=AGp.K
g(r) = Ki S OPR (V=47GpeK - r+C). (50)

r K

A tovébbi vizsgélat céljabol érdemes kiilonvélasztani a K > 0 és K < 0 eseteket. A K > 0 esetben, a 50.
egyenlet atirhaté mint

1 [4 c
g+(r) = = + ﬂl(jp -itan (l'\/47TGpCK T+ C) , (S1)
r

iC=C, (52)

1 4 ¢ =
g6(r) = 2 | 2L tanh (VArGpoK -+ ). (53)
r

és a K < 0 esetben mint

1 4nGpe
g_(r) = _|K|r - N/ 7T|K|p - tan (\/47erC|K| r+ C) . (54)

Minthogy a konstans sirtiségeloszlast leir6 modellben kivanatos eltiintetni a szingularitast » = 0-ban, ezt
megtehetjiik C vagy C megfelel§ vélasztdsdval. C = i7-t vélasztva, a tanh(x) fiiggvény coth(x) lesz, és
a kovetkezd sorozatreprezenticidja lesz az egyenletben:

1 4nGp,
§() = 2= = /% -coth (yAGpcK -}, (55)

3

) 1 4rGp, 1 ArGp.K - r ( 4”GpcK)-r3

8+(r) = —— . N _
' Kr K 4nGp.K - r 3 15

1 K
g+(r) = -3 -AnGpe -1+ 1 (4nGpe)? -r* +0 (rs) , (57)

+0 (rS) . (56)

ezaltal eltiintetve a szingularitdst. Eszrevehetjiik, hogy az elsé tag megfelel a szokdsos newtoni gra-
vitdciéban kapott eredménnyel, mig a magasabb rendd tagok, amelyekben a K paraméter is szerepel,
ehhez jarulnak hozzé korrekciként. A g_(r)-hoz, valaszthatjuk C = Z-t és hasonléan megkaphatjuk a
kovetkezdket:

1 4nGp,
g ()= ——— 4 [ Z2P -cot(\/47erC|K|-r), (58)
|K|r K|

3
3
1 4nGp, 1 \ArGpe|K| - r (\/47erC|K|) -r .
N xR - 100 |,

g-(r)=- -
IK|r VarGp K| - r 3 45
(59)
_ 1 K| 2 3 5
g-_(r)= -3 -AnGpe - r — T (4nGpe)”-r’+0 (r ) , (60)

2z

ami az elsd két rendben ugyanazt az eredményt adja, mint az el6z8 eset, a kiilonbség csak a K-ban
magasabb rend{ tagokkal jelenik meg, ahogy a két sorozat egyre jobban eltér.

A 55. és 58. egyenletekbdl a potencidlok is meghatdrozhatdak:
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sinh (\/47ercK . r)

p+(r) = x " + 0, (61)

sin (\/47erC|K| . r)

o_(r)= —m In . + ¢p. (62)

Az igy kapott megolddsok bepillantdst engednek a vizsgélt termogravitidcids modell viselkedésébe, €s
segitenek hitelesiteni az numerikusan kapott eredményeket.

3  AZIDOFUGGO GRAVITACIOS EGYENLETEK VIZSGALATA

3.1 Elméleti feldolgozas
3.1.1 Disszipativ newtoni gravitdcio

Amennyiben a nemlinedris tag elhanyagolhat, akkor ¢(z, x") potencidlra az (1) egyenletet kapjuk:

12
Orp = = (Ap —4nGp),

ahol a p(t, x") stirtiségeloszlds rogzitett, a kezdeti feltétel pedig barmi lehet. A fenti parabolikus linedris
parcidlis differencidlegyenletnek egyenstlyi megolddsa a jobb oldaldn ldthaté Poisson-egyenlet megol-
dasa, ez az egyensuly aszimptotikusan stabil, az egyenlet az egyensilyi megolddsara relaxdl. Kés6bb
Ry lesz az a tdvolsdg, amelyen tdl mér a nemlinedris tagot vessziik figyelembe. A graviticid, amennyire
tudjuk, nem disszipativ. Azonban a gravitaciét emergens mezdként magyardzé, a termodinamikai kap-
csolaton alapul6 elméletek nem keriilhetik el a disszipacié kérdését. EbbGI kiindulva természetes, hogy
a szokdsos Poisson-egyenletet egyenstilyban kapjuk vissza. Azt, hogy észlelni tudjuk-e a gravitacios tér
egyenstlyra torténd relaxdcidjét a relevdns iddskdldkon mulik. Diési cikke, [17], alapjdn ha létezik is, a
jelenlegi foldi mérési adatok korldtai miatt ezen idéskdla lehet ms-os nagysdgrendd. A gravitdcios téridd-
fliggését feltételezd spekulaciok altaldban valamilyen tehetetlenséget vezetnek be és nem disszipativak.
Viszont disszipativ modellek is vannak, példdul az el6bb emlitett, [17], késleltetett erGhatds disszipativ.
A fenti id6fiiggd dinamikai egyenlet stabilitdsa jol kihasznalhatd, Iényegében a numerikus viszkozitds
koncepcidjahoz hasonldan.

GOmbszimmetrikus esetben, a szimmetria miatt természetes peremfeltétel a kozéppontban nulla erd,
0,¢(t,0) = 0, a Neumann-hatarfeltétel. A vizsgélt tartomany sugara Rg, ebben a pontban pedig rogzi-
tett a potencidl, ¢(¢, Rg) = ¢g Dirichlet-hatarfeltétellel, a [0, Rg] tartomanyon keresem a megolddst.
Dimenzidétlanitdshoz vezessiik be a kdvetkezSket:

t =i, (63)
r = RgF, (64)
¢ = @0, (65)
P = pop. (66)
Behelyettesitve az egyenlet igy alakul:
2 2
05 ~ l 0~ - [“-4nG - 0 -~
5,6 = f Ag - 205, (67)
T Rs.T T
E
Ekkor Ié—i =14és A%iz'po = 1 vélasztédssal élve, a kovetkez§ dimenzidtlan egyenletet kaphatjuk a
E
gdmbszimmetrikus Laplace-operatort haszndlva:
2
Orp = Orrp+ —0rp = p(r). (68)
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Oldjuk meg abban az egyszerd esetben, ha p(r) = pg, ha 0 < r < Rc, és 0, ha r > Rc, tehat
egy Rc < Rg sugéron beliil egyenletes az anyageloszlds. Az egyenlet tulajdonsdga, hogy relaxdl a
statikus, Poisson-megolddsra, és azt a megadott peremekkel lehet szdmolni. Ezt hivjuk tehat egzakt
aszimptotikus megolddsnak, amit akkor kaphatunk meg, ha ¢ mér nem véltozik idében. Ekkor az Rc-n
beliili tartomanyon megadhatjuk a statikus megoldast:

12 2’ !’
¢7+ ¢ = po, (69)

¢’ (0) =0, ¢(Rc) = ¢r peremekkel.

Ennek a megoldasit keressiik ¢(7) = ar? + b alakban. Ekkor a derivaltak:

¢ =2ar,¢" =2a.

A (69)-s egyenletbe behelyettesitve és a peremfeltételeket felhasznalva:

2a+4a=py = a:%, (70)
go(Rc):ch:aR%+b = b:goR—%Ré. (71)

Ezéltal a kovetkez6t kapjuk:
90:% r? — R%) + ¢r. (72)

Az egzakt aszimptotikus megolddst ebben az esetben Rc-n kiviil a dimenziétlanitott » = 1 hatérig
meghatdrozhatjuk:

e +-¢ =0 (73)

©(Rc) = ¢r, (1) = ¢ peremekkel.

Minthogy klasszikus newtoni potencidlt varunk, keressiik a megoldast ¢(r) = é + B alakban. Ekkor a
derivaltak:

A 24

¢'=-= ==
r2’ 73

A (73)-s egyenletbe behelyettesitve és a peremfeltételeket felhaszndlva az automatikusan teljesiil. Tovabba
a peremek alapjan g = % + B és ¢ = A + B, ezdltal:

A (¢r —¢1)Rc
= b —A = A= -RZFURC 74
g d 1~ Re (714)
— R — R
B=Q01—(QDR ¢URc _ ¢1 - ¢r c (75)
1-Re 1-Re

Mivel végtelenben nulla potencidlt szeretnénk, igy B = 0, vagyis ¢1 — grRc = 0 — ¢r = If—é. A
derivéltakat is illesztve legyenek a két tartomdny hatdran:

- R
Pop. - _(er = 1) c (76)
3 (1 - Rc)RZ
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melybe behelyettesitve, és kifejezve ¢g-t a kdvetkezs adddik:

2
poR
R =-—3" (77)
Igy a végsS formuldnk a potencialra a belsd tartoményon:
PO 2 PO L2
p(r) = Fr - TRC' (78)
A kiils§ tartomdnyon pedig:
3
POR: 1
w(r)=———. (79
¥
Ezt az egzakt megoldast a numerikus eljaras kalibracidjara fogjuk haszndlni.
3.1.2 Moddositott newtoni gravitacio
A 2. fejezetben kapott teljes termograviticids egyenlet:
wopp = I (Ap - 4rGp - K(V¢)?) (80)

amelyet két tartomdnyra bonthatunk a konnyebb feldolgozds céljabol, 0-tdl Rys-ig és Rps-t8l Re-ig
terjedd tartomdnyra, ahol az Ry, hatdr az a pont, ahol a newtoni termograviticios egyenletbdl kapott
megoldds, és a derivaltja is megegyezik a teljes termograviticios egyenletben szerepld potencidl és erd
értékével, valamint Ry a tartomany hatdra, ameddig vizsgéljuk. A p(r) jelen esetben pg, ha 0 < r < R,
és0,har > Rc.

Ekkor az egyenletek a két tartomanyon:

0,0 = 1> (Ap — 47Gpy) (81)
oM = P(Appr — K(Vom)?). (82)

A dimenziétlanitashoz a kovetkezdket vezethetjiik be:

p = pop, (83)
12
Lea (84)
r = Rgr, (85)
RiT  R;
t=1tof >ty = l% 7E (86)
= @op. (87)

Ezeket behelyettesitve a (80)-s egyenletbe:

ago 5 . P05 - K 52
—0¢p=a|—=Ap—-4nG - —¢y(V . 88
A o PP ¢ (V9) (88)
Melyet a kovetkez§ alakra hozhatunk:
- . 4nGpoR> . 2
0,6 =Ag - TEp — Koo (Vg)” . (89)

L 4nGpyR2 . = .. ‘ . . .
Vélasszuk LOOE = 1-et, valamint legyen K¢ = K egy 0j paraméter. A kordbban felirt paramétereket
természetesen a dimenzidtlanitott formdjukban hasznaljuk:
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(90)
oD

Rg
92)

A hulldmokat elhagyva a kapott egyenletiink a kdvetkez§ lesz a gombszimmetrikus Laplace-t hasznalva

14 2 !’ /7
e =¢"+>¢ —-p-K(¢')% (93)

ahol p(r) = 1,ha0 <r < Rc és p(r) =0, ha Rc < r < 1, valamint a kévetkez§ hatér- és illesztési

feltételeink lesznek:
O0rp(r=0,1) =0, ¢(r = Ry, 1) = o (r = Ry, 1),
Oro(r=Rp,t) = 0,om(r = Ry, 1),
(,DM(F = l,t) = @YE.

Az elsé tartoményt ekkor Rc-ig a kovetkezd egyenlet és peremfeltételek irjak le:

14 2 ’
¢+ g - 1=0, (94)

¢1(0) =0, ¢1(Rc) = ¢r.

Hasonléan jarhatunk el, mint az el6z6 fejezetben; probalkozzunk ¢(r) = ar? + ¢ alaki fiiggvénnyel
(Neumann peremfeltétel miatt nem lesz linedris tag), ekkor a derivédltak behelyettesitve:

2
2a+-2ar=1 = a=—, 95)
r 6
RZ
_ . p2 _ C
‘,DR—aRc"'C:)C_QDR_?' (96)
Ezaltal ezen a tartomanyon a potencidl:
7'2 _ R2
@1(r) = ——5 +¢r. 07
A madsodik tartomany, Rc < r < Rjs esetén az potencidlt leir6 egyenlet a kdvetkez§ alaki lesz:
(98)

2
44 + - ’ — O.
12 . ¥y
Hasonl6an az el6z6 fejezethez, itt szintén keressiik a megoldast ¢(r) = é alakban, ekkor a (98)-s egyenlet

automatikusan teljesiil:
24 2 A
( ) 0. (99)

B

Ez esetben a peremfeltételek:
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¢2(Rc) = pr = A =¢rRC,

2
' ’ ¢rRc Rc R
SDZ(RC)ZSD](RC)—)— T = % - (pR:—_C_
R, 3 3
Teh4t ezen a tartomdnyon a megold4s:
3
@a(r) = —3—C. (100)

r

A harmadik tartomdnyon, Ry; < r < 1 esetén pedig a kovetkezSt kapjuk:

144 2 ’ ’
¢+ s~ K (¢3)" =0. (101)

Ennek a megolddsat keressiik ¢3 = A In(r) + B alakban, ekkor a derivéltak:

’ _ A ’7 A
‘103 - r s 3 }"2 .
Ezeket visszahelyettesitve:
A 2 A A® 1
4+ K—=0 = A=—. (102)
r2or or r2 K

Ezen a tartomdnyon a peremfeltételek:

1 R, 1 R,.
¢3(Rym) = ¢2(Rp) — Elﬂ(RM) +B= 3RS B=- T In(Rpr) + 55—

s

M 3RM
e R KR
= _— = et = —
903( M) 902( M)_>KRM 3R]2V1 M 3
Ezeket visszahelyettesitve:
1 3r

=— |1 -1]. 103
¥3= % |In KR ) (103)

Ezt kiértékelve a kiils§ peremen ¢g = ¢3(1) = % (ln (K;_g ) - l) adodik.
C

Ezt az analitikus megoldast is a numerikus médszeriink ellendrzésére hasznalhatjuk.

3.2 Numerikus megoldds
3.2.1 Disszipativ newtoni gravitdcio

A numerikus megoldasndl a (68)-s egyenletet és a kovetkez$ derivaltakat hasznaljuk, n-el jelolve a hely,
j-vel jelolve az idéindexet:

, Cn+l,j — Pn-1,j
Pn,j = T’ (104)

yo $nelj T 200+ On-1,j
Pn.j = Ax2 :
81
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Ekkor a kovetkezd 1éptetés adodik:

Pn,j+1 — Pn,j _ Pn+l,j — 2‘/’n,j + Yn-1,j + 1 Pn+l,j — Pn-1,j

= - Pn- 106
At Ax2 r Ax fn (106)
Amelybdl egyszeriden kifejezve az idSlépést:
-2 -+ 1 g 1 R 1 g
On it = Onj +Ar Pn+l,j Pn,j T Pn-1,j +o Pn+l,j Pn-1,j —onl . (107)

Ax? r Ax

Ezt tehat rogzitett kiilsG peremmel és belsG derivalttal szdmolva a 5. dbrdn a bal oldali grafikonokat
kaphatjuk. A potencidl derivaltjat véve egységnyi tomegre esd erdt kapunk, ez adja a kormozgédshoz a
centripetalis er6t:

mv2

mo,p=""" (108)

r

Igy a sebességgorbéket a kapott potencidlbdl a kovetkezs képlettel szamolhatjuk:

v =+Gré, g, (109)

ahol a G faktor a Randriamampandry és Carignan [14] cikkében szerepld mértékegységekhez valé
skélazast adja, esetiinkben G = 2,07 km?s~2 lesz.

3.2.2 Méddositott newtoni gravitdcio

Altaldban a disszipativ rendszerek targyaldsira hatékonyabb a fizikai peremeket haszndlé leirds. Erre
j6 példa a hdvezetés, ahol a peremen a hGaramsiriség megaddsa a természetes, nem-Fourier esetben
nem is tudunk nagyon mdésként eljarni. Ilyen természetes peremet a mérlegegyenlet szerkezet, vagy
variaciés elvek sugallhatnak. Itt is ilyen, dramstrdséges peremeket fogunk hasznélni, ezért érdemes a

kovetkez8képpen egyenletrendszerre bontani az integrdlandé differencidlegyenletet:

0
qr.1) = 2F. (110)
r
do dq 2 2
o _(')r+rq Kq-. (111)

P

A megoldds sordn az elsd két tartomdnyon az el6z8 fejezethez hasonlé 1éptetést haszndltam, valamint a
harmadik tartomdany adta a peremet Rs-ben. Minthogy masodfaji peremfeltétel is lesz, igy numerikusan
sokkal jobban kezelhetd, ha eltolt mezds integraldst haszndlunk. Ennek a 1ényege, hogy a potenciilhoz
tartozé pontokat egy fél térlépéssel eltolva vessziik figyelembe, azaz a vizsgilt tartomény peremétSl
AT)‘—re van mindkét irdnyban. Ezt j6l illusztrdlja Kovécs és J6zsa [18] konyvében a 7.7-es dbra, amely a

Guyer—Krumhansl-egyenletnél abrazolja sematikusan az elrendezést (igy ¢ helyett ott T van):

A harmadik tartomdnyt eltolt mezds médszerrel szdmoltam, az el6z6hoz hasonlé médon, a kdvetkezd
1épésekkel (itt is n jeldli a helylépést, és j az idSlépést):

Pn,j — Pn-1,j
Gnjrt = = (112)
dn+1 —Y4n,j 2 2
Pnjrl = Pnj+ A\ ==+ —qn.j — Kq; ;| - (113)

Ezt tehdt a rogzitett fenti peremfeltételekkel szdmolva a 6-8. dbrdkon a bal oldali grafikonokat kaphatjuk.

A sebességgorbéket a kapott potencidlbdl az el§z6 fejezethez hasonléan szdmolhatjuk, ezek jobb oldalon
vannak.
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KX XXX XX
XX XX X

Ax/2 j-1 j j+1

= |

3. abra. Az eltolt mez&kon alapulé diszkretizacio sematikus dbrazoldsa, Kovacs €s Jozsa [18] kdnyvében
a 7.7-es abra. (The schematic representation of the discretisation method of shifted fields, Fig. 7.7 in the
book of Kovacs and Jozsa [18].)

3.2.3 Hasznalt paraméterek

A szdmolds sordn kétféle sdrliségmodellt hasznéltam, egy egyszerd, adott Rc tdvolsigig adott kons-
tans sirtiséget, valamint Randriamampandry és Carignan [14] cikkében a (2)-es egyenletben szerepld
pszeudo-ISO sotét anyag halé modellt:

__Po
r 2’
1+(E)

melynél egy po konstans stirtiséghez tartozé elméleti gorbét tiintettem fel a 5. dbran. Ehhez a cikkben a
(3)-as egyenlet irja le a sebességgorbét:

piso(r) = (114)

> (115)

viso(r) = \/47rGPoR2C 1- é arctan (L)

Rc

ahol pg a kozponti siiriség, és Rc a hal6 kdzpontjadnak sugara. Ez a képlet a newtoni graviticié elméleti
aszimptotikus gorbéjét adja. A Poisson-egyenlethez relaxdlé megoldas sordn a megadott paraméterek Rc
és po voltak, a termograviticids egyenletnél pedig a megadott paraméterek Rc és K voltak, ezek alapjdn
készitettem 5. és 6-8. dbrakat.

3.2.4 Stabilitas, kezdeti- és peremfeltételek

A kezdeti feltétel a newtoni termogravitacios egyenlet megolddséndl a Van és Abe [2] cikkében szerepld
exponencidlis-szerd eloszlds volt, a teljes termogravitacids egyenletnél pedig a kiilsG rogzitett potencidllal
megegyez§ konstans potencidl. A peremfeltétel a bels§ peremen a nulla derivalt volt. A kiils6 perem
elméleti szamoldsokndl rogzitett potencidl, a galaxisok adataindl pedig az utolsé mérési értékbdl szamolt
derivalt értéke volt.

A stabilitdshoz a Jury-kritériumokat teljesitd (Kovacs és Jozsa [18] konyve alapjdn), az irodalmit6l

2
joval biztosabb At = (Al)(c)) 1d6lépést haszndltam. A tapasztalatok alapjdn ez a teljes termograviticids

egyenleteknél is stabil numerikat eredményezett, igy tovabbi vizsgalatot nem igényelt.

3.3 Kapott eredmények grafikus abrazoldsa

Az 6sszehasonlitdshoz a Randriamampandry és Carignan cikkében [14] is szerepld NGC 3198-as gala-
xis adatait valasztottam, mely sebességgdrbéje a 4. dbran lathatd. Az dbran a pszeudoizotermikus (ISO)
sebességgorbe 14thatd, voros, szaggatott vonallal a Hy korongnak, fekete, csik-pontozott vonallal a csil-
lagok korongjanak jarulékat, a fekete pontok pedig a megfigyeléssel kapott forgasi sebességeket jelzik,
a szaggatott vonal a sotét anyag jaruléka. A vastag kék vonal a pszeudoizotermikus s6tét anyag stirtiség
paramétereivel kapott legjobb illesztés, figyelembe véve fényes anyagot és az atomi hidrogént. A megka-
pott dimenziétlanitott gorbéket a cikkben szereplé R¢c = 4,85 kpc, valamint py = 15,01 - 1073 M®pc_3
adatokkal, valamint a fenti dbrdn szerepld tengellyel szdmoltam, illetve skdldztam 4t a dimenzidtlan
tengelyeket.
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4. abra. Az NGC 3198 galaxis sebességgorbéje Randriamampandry és Carignan cikkében [14]. (The
rotation curve of galaxy NGC 3198 in the article of Randriamampandry and Carignan [14].)

3.3.1 Disszipativ newtoni gravitdciora kapott eredmények

ElGszor a lathaté anyagra az egyszerd konstans stirdiségmodellt, majd a pszeudoizotermikus és a konstans
stirdiséget is figyelembe véve p(r)-ben hatdroztam meg a relaxdlé potencidlt és a hozzdjuk tartozé
sebességgorbéket. A két esetben a pg értékek egyeznek meg, valamint egyiittes esetben olyan konstans
értéket valasztottam, hogy a cikkben szerepl§ abraval Gsszevethet§ gorbét kapjunk. A szemléltetés
céljabol az egyiittes esetben a fekete gorbe a pg konstans stirtiséghez tartozé potencidlt jelzi, mint a 5.
dbra felsd részén.

Az integrél4s kiils§ pereme a dimenzidtlanitds alapjan 1-nél volt, tovabb4 a felhaszndlt pg és R értékekre
Randriamampandry €s Carignan [14] cikkében szerepld§ 2-es tdbldzatban 1évS értékeket hasznaltam,
melyek alapjén:

Galaxis neve | Rc [kpc] | ISO pg [107° Mypc™]
NGC 3198 | 4,85 + 0,42 15,01 +2,15

Az 4tskéldzott értéke a sugdrnak gy a 40-es vizszintes tengelybdl ad6dé skéldzasi faktor miatt Rc =
4,85/40 kpc = 0,12125 kpc volt. A potencidl fiiggbleges tengelye tdjékoztaté jellegd, dimenziétlan,
fizikai értelmezésére és skdldzdsdra most nem vdllalkoztam, hiszen a 1ényeges eredmény a belSle kapott
sebességgorbe. Mint lathatjuk, csak a l4that6 anyagot tekintve a sebességgorbe visszaadja a klasszikus
lecsengést, mig a pszeudoizotermikus sotét anyagot is feltéve a sebességgorbe Rc-n til ellaposodik, ahogy
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5. abra. Dimenziétlan potencidl relaxédcidja €s sebességgorbék csak lathato anyagra (feliil), valamint ISO
é&s lathato anyagra. (The relaxation of dimensionless potential and velocity curves for visible matter (up),
and for ISO DM and visible matter.)

s 2

a csillagdszati megfigyelések is mutatjdk. A szdmitdsndl ad6do ,,csicsot” a stirdségmodell egyszerdsége
okozza, kifinomultabb modellt haszndlva a 4. 4brdhoz jobban kozelits illeszkedés érhet6 el.

3.3.2 Moddositott newtoni gravitdciora kapott eredmények

Minthogy Rc < Ry < 1, feltételnek teljesiilnie kell a modell miikodéséhez, igy a K paraméter értéke
csak R% <K< R% tartomdnyon lehet a dimenziétlanitds alapjan. Abrazoltam a potenciél relaxaciojat,

ésa belcc’)”le kapott s(ébességgérbéket a teljes termogravitaciés egyenlet alapjan kiilonb6z6 R hatarokkal,
ami a konstans pg = 1 stirliség hatdra. Ry értékénél megy at a szokdsos }—es potencidl a logaritmikus
novekedésbe, ennek érdekessége, hogy ez egy ponton til mindenképpen pozitiv értéket fog felvenni,
hiszen a logaritmusfiiggvénynek nincs fels§ korlatja. Ez nem baj, mivel fizikai tartalma a derivaltjanak,
azaz az erének van. A sebességgorbéken lathatjuk, hogy a 5. dbra felsd, csak 1athaté anyagot tartalamzoé

grafikonjdhoz hasonléan viselkednek Ry, = %K Ré—ig, majd utdna lapossd valnak. A sebességgdrbén itt

is megjelend ,,csticsot”, valamint a pontosabb illeszkedést a mért adatokhoz kifinomultabb stirdségmo-
dellel kaphatunk. A kiilonb6z8 paraméterek hatdsanak jobb megértése és lathat6saga céljabdl a hasznalt

paraméterparosokat a 6. dbra eldtti tdbl4zat foglalja Gssze.

A bal oldali dbrdk dimenziétlan mennyiségeket mutatnak az egymdssal valé jobb Osszevethet§ségért,
a sebességgorbék pedig dimenzidsak a megfigyelési adatokkal vald Osszevetéshez. A potencidlt mutatéd
dbrakon lathatjuk, ahogy az konvergdl az elméleti értékhez, a sebességgodrbéken pedig lathatjuk, ahogy
kiillonboz6 Rc értékekre a ,,csucs” egyre kijjebb tolddik, és a lapos rész ardnya az egész gorbéhez képest
fligg K paraméter relativ ,,helyzetétSl” a lehetséges értékeinek intervallumdban.
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6. abra. Potencial relaxacidja és sebességgorbék kiilonbozs K értékekre, bal oldali d4brdk dimenziétlanok
Rc = 0,1, jobb oldalt skdlazva, ezért Rc = 4 kpc. (The relaxation of the potential and velocity curves
for various values of K, images on the left are dimensionless Rc = 0,1, images on the right are scaled,
thus Rc =4 kpc.)
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7. abra. Potencial relaxacidja és sebességgorbék kiilonbozs K értékekre, bal oldali d4brdk dimenziétlanok
Rc = 0,2, jobb oldalt skéldzva, ezért Rc = 8 kpc. (The relaxation of the potential and velocity curves
for various values of K, images on the left are dimensionless Rc = 0,2, images on the right are scaled,
thus Rc =8 kpc.)

Lathatjuk, hogy a newtoni termograviticiés egyenlet megoldasara a pszeudoizotermikus és a konstans
sirtiséges modell esetén az NGC 3198 galaxis sebességgorbéihez hasonldkat kaphatunk a 5. dbran. A
teljes termogravitacids egyenlet Osszeillesztett megolddsabdl kiilonbozd R értékekre lathatjuk, hogy itt
is nagyjabol visszakapjuk a galaxis sebességgorbéit a kovetkezd illusztracids 9. dbrdn, ahol a bal oldali
grafikonon R¢c = 0, 12125 (R¢c = 4,85 kpc, a sotét anyag halé magsugara) és K = 220 (dimenzidsan
K =1,7-107* m?s72), a jobb oldalin pedig Rc = 0,2 (Rc = 8 kpc, a galaxis sugara az dbra szerint,
a fényes anyag sebességgorbéjének csiicsa) és K = 90 (dimenziésan K = 6,9 - 107> m?s~2) voltak a
paraméterek. Lithatjuk, hogy kevesebb feltételezett anyag nagyobb potencidlt eredményez Ggy, hogy a
modellben nem tételeziink fel térnyomast, csak Ry, tdvolsdgon tdl. Ezzel demonstrdltam, hogy az elmélet

képes lehet a megfigyelési adatok magyardzatdra, legaldbbis nincs nyilvdnval6 ellentmondésban veliik.
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8. abra. Potencial relaxacidja és sebességgorbék kiilonbozs K értékekre, bal oldali dbrdk dimenziétlanok
Rc = 0,3, jobb oldalt skdlazva, ezért Rc = 12 kpc. (The relaxation of the potential and velocity curves
for various values of K, images on the left are dimensionless Rc = 0,3, images on the right are scaled,
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Természetesen a megfigyelési adatokkal vald sokkal részletesebb 0sszevetés sziikséges ahhoz, hogy a
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newtoni gravitacio ilyen médositasat komolyan vehessiik.
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9. abra. A Randriamampandry €s Carignan [14] cikkében szerepl§ dbra szuperpondlva az R¢c = 0,12125
és K = 220 (balra) és Rc = 0,2 és K = 90 (jobbra) értékekkel szamolt grafikonokra. (The figure
from the article of Randriamampandry and Carignan [14] superponed onto figures with corresponding
parameters of Rc = 0,12125 and K = 220 (left) and Rc = 0,2 and K = 90 (right).)
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7o ”

3.4 Disszipativ téregyenlet teljes megolddsa megfigyelési stiriiségadatokra

v s

A fenti eredmények hitelesitik a numerikus mddszert és igy valddi sirtiségadatokra is megbizhatunk az
eredményekben. A tovdbbiakban a THINGS adatbdzis galaktikus stiriségmodelljeit felhasznalva [19], a
teljes, tehdt az egész tartomanyon a médositott newtoni gravitacids egyenletet tartalmaz6 médon, az NGC
3198 galaxis vilagité anyagdnak és atomi hidrogénjének sirdségadatait haszndlva forrasstriségként,
szintén sebességgorbéket szamoltam. A kapott gorbék a kovetkez§ dbrdn lathatdak:

NGC3198 galaxis sebességgorbe, K=45

200+ —— Sebesség - Szamolt
— - Sebesség - SD
+ Sebesség - HI
175 = = Sebesség - DM modell

—— Medgfigyelési adatok

0 5 10 15 20 25 30 35 40
r tavolsag a centrumtodl (kpc)

10. abra. Az NGC 3198 galaxis sebességgorbéje K = 45 értékre (K = 3,47 - 107> m?s~% dimenzi6san),
N = 105. (The velocity curve of galaxy NGC 3198 with K = 45, (K = 3,47-107 m*s~2 with dimensions),
N =105.)

Ezen kivill még két galaxisra is megvizsgaltam a teljes egyenlet dltal josolt sebességgorbét. Ellen-
Orzési céllal eldszor az ISO modellt figyelembe véve reprodukdltam a Randriamampandry és Ca-
rignan [14] cikkében szerepld sebességgorbét (felhaszndlva a cikkben szerepld R¢c = 16,63 kpc és
po = 3,40 1073 Mypc3 értékeket), ezutan a teljes médositott egyenletet oldottam meg a korabban is
hasznélt médon. Az dbrdkon a DM a sotét anyag jarulékét, a HI az atomi hidrogén jarulékat, az SD pedig
a lathat6 anyag jarulékat jeloli, a DM modell pedig az ISO modellb8l ad6dé gorbét. A megoldds sordn
a kordbban részletezett peremfeltételeket hasznaltam. Megvizsgaltam a DDO 154 galaxist is, melyet
azért is érdemes lesz tovabb vizsgalni, mivel anndl a megfigyelt sebességgorbe csak kis hanyadat lehet a
l4that6 anyag és atomi hidrogén kontribicidjdval megmagyardzni, és egy ilyen, a feltételezések szerint
sOtét anyag domindlt galaxisra a sebességgorbék reprodukcidja fontos 1€pés lenne. Itt is eldszor repro-
dukdltam az ISO megolddsit (a Randriamampandry és Carignan [14] cikkében szerepl§ R¢c = 1,34 kpc
és po = 27,38 1073 Mypc=3 értékeket hasznélva), majd a teljes médositott egyenletet oldottam meg

7 2z

numerikusan. Eredményiil a kovetkezd dbrdkat kaptam:
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11. abra. A DDO 154 és NGC 925 galaxisok sebességgorbéi a médositott gravitacids esetben, K = —150
és N = 105. (The rotation curves of galaxies DDO 154 and NGC 925 with modified gravity, K = —150
and N = 105.)

z_ 2z

Erdemes megfigyelni, hogy itt K eldjele kiilonbozS. Minthogy a héttérben 1év6 termodinamikai elmélet
alapjan az egyiitthat6 elGjele nincs rogzitve, ez a galaxisok anyagdnak és dinamikdjanak kiilonbozd
kapcsolatara utalhat.

A hdrom bemutatott galaxis a kovetkez6képpen néz ki:

12. abra. Balra: NGC 3198 galaxis, forrds: Sloan Digital Sky Survey, jobbra: DDO 154 galaxis, forras:
National Radio Astronomy Observatory, Little THINGS, lent: NGC 925 galaxis, forrds: Adam Block,
Mount Lemmon SkyCenter, and University of Arizona. (Left: Galaxy NGC 3198, source: Sloan Digital
Sky Survey, right: galaxy DDO 154, source: National Radio Astronomy Observatory, Litle THINGS,
bottom: galaxy NGC 925, source: Adam Block, Mount Lemmon SkyCenter, University of Arizona.)
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3.5 Osszefoglalds

A termodinamika és a gravitdcidéelmélet kapcsolatdnak gondolata a fekete lyukak elméletének termodi-
namikai vonatkozasaibdl kiindulva fokozatosan er8sodott a gravitacié elméletén beliil. Miutan kideriilt,
hogy az 4ltaldnos relativitdselmélet bizonyos dltaldnositdsai is sikeresen megalapozhatdéak a nemegyen-
stulyi termodinamika segitségével [20], az emergens graviticié gondolata egyre nagyobb teret nyer. A
kapcsolat gyokere a két elmélet hasonld univerzalitisa, amelyen az ismertetett nemrelativisztikus ter-
mogravitacidés elmélet is alapul.

Ebben a dolgozatban ennek a nemrelativisztikus termograviticids elmélet bizonyos jéslatait, elsGsorban
a galaxisok sebességgorbéire vonatkozé megolddsokat hasonlitom 0ssze a megfigyelési adatokkal.

o

Pontos stiriségadatokat haszndlva, a teljes egyenlet megolddsabdol a DM modellel 6sszemérhetd pontos-
sagu sebességgorbét is kaptam, mely a 10. és 11. dbrdkon lathatok.

A jov6ben érdemes lehet az elméletet tovabb tesztelni, tovabbi galaxisok adataival is dsszevetni, illetve
a numerikus mdédszert javitani, a peremfeltételek szerepének vizsgdlatdval és a numerikus stabilitds
novelésével. Nem vilagos, hogy a DDO 154 galaxisanal tapasztalt illesztetlenségnek fizikai oka van vagy
a esetleg a termograviticiés modell valamilyen méds peremfeltételeivel esetleg a ez a s6tét anyag tiltengés
is megmagyarazhato.

Ezért tovabbi kutatdst igényel a teljes egyenlet megoldasa, és annak lehetséges illesztése megfigyelé-
si adatokra, kiilonos tekintettel a haszndland6 peremfeltételekre. Ebbdl a szempontbdl is tanulsdgos a
szuperfolyékony-normalis keverék sotét anyag modell [21], amelynek feltevései egy eredendSen hidro-
dinamikai szerkezet(i elméletbe konnyen beilleszthetdnek tlinnek.

Felmeriil§ probléma, hogy miként illeszthetd egy ilyen, teljesen termodinamikai elmélet a mar konven-
ciondlisan elfogadott fizikai torvények kozé, és hogy milyen egyéb kovetkezményekkel és lehetséges
ellentmonddsokkal jarna ez. Ebbdl a szempontbdl természetes kovetkezd 1€pés a teljes gravohidrotermo-
dinamikai egyenletrendszer vizsgélata, ahol biztatd, hogy mir onmagéban csak a termikus kolcsonhatds
figyelembe vételével megfelelGen értelmezhetSek a klasszikus stabilitdsi problémak statikus esetben,
termodinamikai stabilitasként, gyengén nemlokalis allapottérben [22].
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Térfogatfogalmak a fekete lyukak termodinamikdjaban

Volume Concepts in the Thermodynamics of Black Holes

Somogyfoki Réka

Eoétvos Lorand Tudomdnyegyetem Természettudomdanyi Kar, Fizika Doktori Iskola, somogyfoki.reka@wigner.hu

OSSZEFOGLALAS: Az 4ltaldnos relativitiselméletben a térfogat egy koordindta-fiiggd mennyiség,
ezért a fekete lyukak termodinamikai leirdsdban altaldban nem szerepel a térfogat €s a nyomads, mint
véltozok. A dolgozatban megvizsgaljuk, hogyan lehet termodinamikailag konzisztens médon kiilonb6z8
térfogatfogalmakat bevezetni ezekbe a leirdsokba, koriiljarjuk az erre tett prébalkozasokat az irodalom-
ban, és bemutatjuk a levonhat6 konklizidkat. Els§sorban az Anti-de Sitter—Kerr fekete lyukak f4zisszer-
kezetét és a Hawking—Page-fazishatdrokat vizsgéljuk. A dolgozat célja a térfogat beilleszthet§ségének

vizsgdlata kiilonféle tipusu fekete lyukak termodinamikai elméletébe.

Kulcsszavak: Masodrend( fazisatalakulas, Anti-de Sitter-metrika, extenzivitas

ABSTRACT: Volume is a coordinate-dependent quantity in General Relativity. Therefore, when it comes
to thermodynamics of black holes, volume and its conjugate pressure are not used as thermodynamic
variables. In this presentation we study how different types of volume concepts can be used in black
hole descriptions in a thermodynamically consistent way and show the consequences taking results from
literature into account. We study especially the phase structure of Anti-de Sitter—Kerr type black holes
and their Hawking—Page phase boundaries. The main aim of this project is to find out how one can put

the thermodynamic volume piece into place in the great puzzle of the theory of black holes.

Keywords: Second-order phase transition, Anti-de Sitter metric, extensiveness

1 BEVEZETES

A termodinamikai targyalds egy nagyon érdekes megkozelitési mddja a fekete lyukak lefrasdnak. A tisztan
csak relativitdselméleti principiumokat figyelembe vevé vizsgdlathoz képest egészen 1j megvilagitdsbol
kezeli a problémat, 1ényegében egy masik massziv fizikai diszciplindhoz csatolja. Lehet&vé teszi, hogy
az 4ltaldnos relativitdselmélet megolddsai konkrét kozmoldgiai megfigyelésekhez kapcsolddjanak. Ezen
feliill azért is fontos a fekete lyukak termodinamikdja, mert a té€rid§ holografikus elképzeléseit is ez

alapozza meg [1,2].

A fekete lyukak termodinamikdjat és az 4ltaldnos relativitdselméletet kutatdkat egyardnt foglalkoz-
tatja ugyanannak a fogalomnak a tisztdzdsa: a fekete lyukak térfogatfogalmdé. A geometriai térfogat
koordinatarendszer-fiiggd, relativisztikusan viszont csak koordinata-fiiggetleniil lehetne fizikai mennyi-
ség, a termodinamikai térfogatvaltoz6 pedig azért fontos elem, hiszen nyomast is csak ezen keresztiil lehet
a szamitasokba bevezetni. A fekete lyukak esetén ez a két kérdéskor taldlkozik egymadssal, megnehezitve

azzal a problémadval, hogy a fekete lyukakndl elvileg nincs sz6 mechanikai munkavégzésrdl.

A fekete lyukak esetén a térfogat helyett a legfontosabb termodinamikai dllapothatdrozé szintén egy
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geometriai mennyiség, az eseményhorizont feliilete. Emiatt felmeriilhet a kérdés: valéban érdemes-e
invaridns térfogatfogalom bevezetésével veszddni? Christodoulou és Rovelli [3] nagy attorést értek el
ezen a téren, €s megmutattik, hogy van értelme annak, hogy a fekete lyukak térfogattal bevezetett termo-
dinamikdjardl beszéljiink. Erre hdrom féle kiinduldsi gondolatmenet 4ll a rendelkezésiinkre: Az elsS a
kopaszsagi tételt veszi alapul. Eszerint nincs értelme termodinamikai térfogatot bevezetni, hiszen az ese-
ményhorizont Ggyis magdban hordozza a geometriai tulajdonsdgokat. Egy masik lehetdség a szokdsos,
geometriai 47R3 /3 haromdimenzi6s ltszélagos gombtérfogatot azonositani a termodinamikai térfogat-
tal. Tobbek kozt Dolan [4], valamint Spallucci és Smailagic [5] is ezt hasznéljdk fel gondolatmenetiik
felépitése sordn. Ok az Anti-de Sitter-téridén keresztiil, az entalpia segitségével vezetik be a térfogatot,
mint termodinamikai valtozét. Végiil, megkozelithetjiik a problémat teljes mértékben termodinamikai
szemszOgbdl, ekkor a térfogatfogalom az extenzivitdson keresztiil keriil bevezetésre. Az ilyen médon

definidlt térfogat pedig 6sszhangba keriil az éltaldnos relativitdselmélet invaridns térfogatfogalméval.

A dolgozatomban azt vizsgdlom, hogy ez a harom kiilonb6z6 megkozelités egyes specidlis esetek-
ben milyen eredményre vezet, és ezek az eredmények termodinamikailag mennyire konzisztensek. Az
irodalomban latott példdk levezetésén til alkalmazom a térfogatfogalmakat, elsGsorban az Anti-de Sitter—

Kerr-fekete lyukak fazisszerkezetét €s a Hawking—Page-fazishatarokat vizsgalva.

A dolgozatot dgy épitettem fel, hogy a masodik fejezet 6sszefoglalja a termodinamikai alapfogalmakat,
amelyek analdégidban allhatnak a fekete lyukak vizsgédlata sordn felmeriilé problémékkal, vagy sziik-
ségesek lehetnek a késébbi fejezetekben leirt folyamatok megértéséhez. A harmadik fejezetben irok a
kiilonbozd tipusd fekete lyukakrdl, metrikdjukrol, kiilondsen azokra helyezve a hangsilyt, amelyeket
késébb termodinamikai oldalrél is vizsgalni fogok. Az utolsé fejezetben pedig ratérek a fekete lyukak
termodinamikéjdra. Itt a mar kordbban emlitett hdrom kiilonféle térfogat-bevezetési szempont alapjan

haladva veszem gorcsd ald a Hawking—Page-fazisatalakuldst.

2 TERMODINAMIKAI ALAPFOGALMAK

2.1 Potencidlossag

A termodinamika elsé f6tétele az energiamegmaradést fejezi ki, amely megkiilonbozteti az energiadtadds
két formdjat, a Q héatadast, és a W végzett munkat, ezeket pedig Osszekapcsolja egy testre jellemz§

allapotfiiggvény, a U bels§ energia megvaltozasaval:
dU =060 +oW. (1)
Ennek megfelel6en egy homogén termodinamikai test fundamentélis egyenlete energia reprezentacidban:
dU =TdS — pdV + udN, (2)

ahol az § entrdpia, a V térfogat, valamint az N részecskeszam a bels§ energidhoz tartozé természetes
allapotvaltozok, a T hdmérséklet, a p nyomds, €s a u kémiai potencidl pedig a hozzdjuk tartoz6 parciélis
derivéltjai U-nak. Ez a megallapitds azt is magaban hordozza, hogy a termodinamikai dllapotoknak 1étezik
olyan 4llapotfiiggvénye, amely a megfelelS termodinamikai valtozdk potencidlja. Jelen esetben ez a belsd
energia, de barmelyik extenziv véltoz6 lehet potencidl, hiszen ebbdl a szempontbdl a differencidlok

teljesen semlegesek. A késdbbiekben az entrépiat tekintjiik az elsddleges potencidlnak, melynek valtozoi

96



Térfogatfogalmak a fekete lyukak termodinamikdjdban

(U,V,N).

A belsé energia és az entropia mellett tovabbi potencidlok bevezetése is hasznos. Ezek kozott a Legendre-
transzforméacio jelenti a kapcsolatot, amely egy involuci6 valds értéki, konvex fiiggvényeken. A tovabbi
termodinamikai potencidlok a hozzdjuk tartozé Legendre-transzformdacidkkal, feltiintetve a természetes

véltozoéikat:
e szabadenergia: F(T,V,N)=U -TS,
* entalpia: H(S, p,N) =U + pV,
* Gibbs-potencidl: G(T,p,N)=U -TS + pV.

Az entrépia az alappotencidl, ezért kozponti fogalomként kell kezelniink. Entropikus rendszer targyala-

sakor az entrdpia teljes derivaltja (2) alapjin

DS(U,V,N) = (% ’%, —ﬁ), 3)

ahol E, V, N a természetes valtozok. A mérésekkel meghatarozott (%, %%) vektortér az (U,V,N)

allapottéren. Az entrépidnak, mint potencidlfiiggvény létezésének a feltételei:

ds Oe Jds 3 de

T—=—+p, ¢ — =
P Ter T ar

av  ov @

ahol s, v, e, és p rendre az entrdpia, a térfogat, az energia és a nyomads fajlagos mennyiségeit jelzik [6],
vagyiss = S/N,v =V /N ése = U/N.Ezakkor teljesiil, ha a fenti vektortér teljes derivaltja szimmetrikus,
ebbdl kovetkezik a vegyes masodrendd parcidlis derivaltak egyenlGsége, valamint, hogy az entrépia csak

egy additiv konstans értékéig meghatarozott.

Tisztdznunk kell még az exergia fogalmdt, amely definicié szerint a legnagyobb elérhet6 hasznos munka,
egy olyan folyamat sordn, amely egy rendszert termodinamikai egyensilyba hoz egy hétartallyal [7, 8].

A rendszer és a hétartily egyenstlyba keriilésével az E exergia O lesz.
Ey =U-TS, &)

ahol Ty a hétartdly hdmérséklete. A fenti (5) egyenlet elsG rdnézésre Legendre-transzformdcionak is
tinhet, 4m ez nem igy van, hiszen az exergia nem egy termodinamikai potencial. Ebbdl kifolydlag az
exergidt a szabadenergidval helyettesiteni, vagy forditva, hibds elgondolds. Fontos megjegyezni, hogy az

exergia a termodinamikai rendszer, azaz a test és a kdrnyezet teljes entrépidjaval kapcsolatos mennyiség

[6].

2.2 A termodinamika fétételei

A termodinamika elsé f6tételét, ahogyan mar lathattuk fentebb, az (1) egyenlet fejezi ki. Szokds ehhez
az egyenlethez még hozzétenni az energiadtadds egy harmadik formajat, az anyagmennyiséggel szalli-
tott belsd energidt. Ekkor a f6tételre vonatkozd egyenlet egy, az anyagitaddsra vonatkozd extra taggal
egészithetd ki, a kdvetkez6 mddon:

dU = 6Q +6W + 6L, (6)

ahol tehat L az anyagdtadasbol szarmaz6 energiadtvitelre jellemz3 mennyiség.
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A termodinamika mésodik fétételének sokféle megfogalmazasa ismert. Clausius verzidja tigy sz6l, hogy
a hé mindig a melegebb hely feldl terjed a hidegebb felé, a Kelvin—Planck-valtozat pedig kimondja,
hogy nincs olyan periodikusan miikodd gép, amely egy hétartallyal ll kapcsolatban, €s az ebbdl felvett
energidt teljes egészében munkdva alakitja. Létezik olyan megfogalmazais is, hogy zart rendszer entrdpidja
egyenstlyi helyzetben maximadlis, illetve, hogy nemegyensilyi folyamatok sordn a rendszer entrépidja
nem csokkenhet. Utébbi éllitdst a disszipacids egyenlStlenséggel fejezhetjiik ki a matematika nyelvén.
Ezen kiviil még a belsd stabilitdsi kritériumokat kell megszabnunk ahhoz, hogy az elv teljesiiljon egy

anyagra.

A termodinamika harmadik f6tételét Nernst fogalmazta meg, ez azt foglalja magdban, hogy a h6mérséklet

nulldhoz tartdsa az entrdpia eltlinését is maga utdn vonja.

A termodinamikédnak, torténeti okok miatt nulladik f6tétele is van. Ezt az el§z6 harom utdn fogal-
maztdk meg formélisan, viszont alapvetGbbnek tartjdk, mint birmely mdsikat. Eszerint, ha A rendszer
termodinamikai egyensilyban van a B rendszerrel és B rendszer termodinamikai egyensilyban van a C
rendszerrel, akkor az A és C rendszerek is termodinamikai egyenstilyban dllnak egymadssal. Egy mésik
megfogalmazdsban, a termodinamikai egyenstly sziikséges és elégséges feltétele, hogy a megengedett

kolcsonhatdsoknak megfelel intenziv mennyiségek egyenld értéket vegyenek fel [6].

2.3 Extenzivitds

Az egyensilyi termodinamikdban az 4llapothatarozok nagyon fontos tulajdonsiga az extenzivitds. Mate-
matikailag ezt igy fogalmazzuk meg, hogy az entrdpia a valtozéinak elsGrendii Euler-homogén fiiggvé-
nye, vagyis

S(AU,AV,AN) = APS(U,V,N), @)

ahol f = 1 a homogenitds rendjét adja meg [9]. A tobbi termodinamikai potencidl extenzivitdsi tulaj-
donsdgai a (7) egyenlet kovetkezményei. Az intenziv véltozokra nincs hatdssal a rendszer djraskélazasa,
ezért rajuk ez a feltétel természetesen nem teljesiil, €és mds potencidlokra mar nem minden valtozéjuk-
ban ugyanez a tulajdonsag jellemzS. Altaldban is lehetnek esetek, amikor kozvetleniil levezethetjiik a
skdlazasi tulajdonsdgokat, mint példaul a feliiletdominalt aeroszolok. Ehhez hasonlatosan, a fekete lyu-
kak esetén, ahol szintén a dimenziondlisan redukalt a fizikailag megfoghat6an 1ényeges téridStartomany

(hologréfia), bonyolultabb Euler-homogenitdsi dsszefiiggések érvényesek.

Tobbvaltozos fiiggvények extenziv valtozdi esetén kiilonbozd rendben is lehet homogén a fiiggvény az

egyes véltozdiban, vagyis
WP EY, .. AP E™) = APy W(E, .., E™), (8)

ahol B, = (B1, ..., Bn) valés konstansok, valamint S, az dltalanositott homogenitds rendje. (8) tehét az

extenzivitds altalanositott forméja.

Erdemes megjegyezni, hogy a belsd energidn kiviil, az 6sszes tobbi, Legendre-transzformaciéval el§l-
lithat6 fundamentdlis potencidlnak legaldbb egy természetes valtozéja intenziv. Egy kozonséges rendszer
esetén azonban ezek rendje 8 = 0, vagyis az tjraskalazas sordn egyszeriden figyelmen kiviil hagyhatjuk
Sket. [9] A fekete lyukak termodinamik4jdban jellemzdek a nem nullad- vagy elsérendd homogén ex-

tenzivitasi tulajdonsdgok. Ekkor az arra vonatkoz6 0sszefiiggéseket, hogy egy termodinamikai potencial
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milyen rendi homogén fiiggvénye a véltozoéinak, Smarr-reldciéknak nevezziik [10].

A (2) egyenletbdl az extenzivitdsi tulajdonsag miatt kovetkezik, hogy a belsd energia:
U(S,V,N)=TS - pV +uN, ©)]
és ugyancsak levezethet§ a Gibbs—Duhem-relécio,
-SdT +Vdp — Ndu =0, (10)
amely megmutatja a kapcsolatot egy rendszer intenziv valtozoi kozott.

2.4  Termodinamikai és dinamikus stabilitds

Termodinamikai stabilitdsnak szokds nevezni az entrépia azon tulajdonsigat, hogy konkav fiiggvény.
Pontosabban, az entrépia masodik derivaltja, ahol ez létezik, entropikus rendszer esetén mindig negativ
szemidefinit. A matematika nyelvén ezt extenziv, egy komponensi gazokra, folyadékokra, ahol az dllapot
(U,V,N), akovetkezs egyenlGtlenség-rendszerrel is leirhatjuk. Az extenzivitds, azaz az els6rendd Euler-

homogenitds miatt tehét a stabilitdsi feltételek a mar kordbban bevezetett fajlagos mennyiségekkel:

orev) 1 o itewe 22TV

0, 11
Oe Cy ov - (I

ahol ¢, az alland6 térfogat melletti fajhS. Ezek szerint a hdmérséklet novekedése egyiitt jar a belsd
energia novekedésével, és forditva, valamint, a térfogat ndvekedésével a nyomdsnak csokkennie kell
(egyszert rendszerek esetében) [11]. Mds megfogalmazasban, az izoterm kompresszibilitds és az izochor
hékapacitds pozitivitdsa a termodinamikai stabilitds feltétele, hiszen ebben az esetben lesz a fajlagos

entropia mésodik parcidlis derivaltjaibdl alkotott Hesse-matrix pozitiv definit.

Az izobar fajhé esetében a stabilitas feltételének matematikai lefrdsa:

1 _0T(e,p)

0 12
) ge 1, % (12)

ami a kdvetkezménye a masik két stabilitdsi feltételnek (11)-ben, pozitivitdsa tehdt nem jelent plusz

kritériumot.

A termodinamikai stabilitds pedig a dinamikus stabilitds sziikséges feltétele, nemegyensilyi termodina-

mikai targyaldsban, id6fiigg6 folyamatok esetén [6].

2.5 Azideadlis gaz

Az idedlis gdz a gdzok legegyszeribb modellje. Energiastriiségét a kalorikus dllapotegyenlete adja meg:
e=cT, (13)
ahol c a gaz fajhdje, T pedig a hdmérséklete. Az idedlis giz termikus dllapotegyenlete

pV =nR,T, (14)
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ahol p a nyomds, V a géz térfogata, n az anyagmennyiség molban, R, = 8.314 J/(mol K) pedig az

univerzalis gazallandé.
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1. dbra. Izotermdk az idedlis gaz p-V diagramjan. A feltiintetett h6mérsékletek a nyil irdnyaban nove-
kednek. (Isotherms on the dimensionless p-V diagram of the ideal gas. The temperatures shown in the
figure increase in the direction of the arrow.)

Az 1. abran az idedlis gdz p-V diagramja lathatd, melyen az izotermak mindenhol monoton csokkend,

konvex fiiggvények.

Az idedlis gdz-modell j6 kozelités nagy fajlagos térfogatii és magas hGmérsékletd redlis gdzokra. [6]
Azonban, ha nem csak specidlis eseteket szeretnénk leirni, tobb té€nyezét kell figyelembe venniink a reélis

gazok leirdsandl.

2.6 A van der Waals-gdz

1873-ban Johannes Diderick van der Waals elkésziilt doktori disszertaci6javal, melynek az Over de
Continuiteit van den Gasen Vloeistoftoestand (A gaz és folyékony halmazallapotok folytonossdgarol) [12]

cimet adta. Az 1910-ben Nobel-dijjal jutalmazott kutatdsokban szerepelt a kovetkezd egyenlet:

(p+%)(V—b) =Z%mv2, (15)

el

ahol p akiils6 nyomads, V a moldris térfogat, a a "fajlagos vonzasi tényezd", b a fajlagos térfogati tényezd

(b < V), v amolekuldk sebessége, m pedig a molekuldk tomege.

Van der Waals (Bernoulli felvetése alapjan) figyelembe vette a gdzmolekuldk véges méretét, illetve
a koztiik fenndllé vonzé kolcsonhatdsokat (kohézids erSket) a b és a paraméterek beiktatdsdval. Az
egyenlet torténeti jelentdsége, hogy els6ként tartalmazta a 1égnemd és folyékony fazisok leirdsat, a

fazisegyensulytol elkezdve a kritikus pont alatt, egészen a folyadék-gdz fazisszeparécidig.
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2. abra. Izotermdk a van der Waals-gdz p-V diagramjan, redukalt koordinatdkkal. A feltiintetett hGmér-
sékletek a nyil irdnydban novekednek. (Isotherms in the phase diagram of a van der Waals material in
reduced coordinates. The coordinate reduction is so that the critical point is at (1,1,1). The temperatures
shown in the figure increase in the direction of the arrow.)

A van der Waals-gaz termikus dllapotegyenlete:

NR,T  aN?

V-Nb V2’ (16)

p(v,T) =

ahol T a hémérséklet, immar Kelvinben, R,, a specifikus gazallando, N a részecskeszdm, v = V/N pedig
a fajlagos térfogat. Tovabbi atalakitasokat eszk6zolve, redukalt nyomast (p/p.), hdmérsékletet (T/T,) és
térfogatot (V /V.) érdemes bevezetni, ahol a redukalt koordinatazas a kritikus értékekkel valé normalasat

jelenti. Ekkor a redukalt termikus allapotfiiggvény a kdvetkezd alakot olti:

8T, 3

I)= —— — —. 17
pr(Vr ) 3, — 1 v% a7

s 2

Az igy kapott izotermdkat a p — V sikon dbrizolva, (2. dbra), szembetiing, hogy a kritikus pont alatti
hémérséklet gorbék monoton csdkkend tendencia helyett egy szakaszon monoton ndévésbe valtanak,
majd onnan vissza. A kritikus h6mérséklet izotermdnak a kritikus pont inflexiés pontja. Az anyag
belsd stabilitdsi kritériumai kimondjdk, hogy az izochor fajhd és az izoterm kompresszibilitds csakis
pozitiv értékeket vehet fel, ami azt jelenti, hogy az izotermdk csdkken§ szakaszdn a termodinamikai
stabilitds sériil. Az Un. reguldris tartomdny a van der Waals-anyagban tehit a p — V diagramona b =V

egyenes €s a spinodalis, vagyis az izotermak lokalis szélsGértékei 0sszekotd gorbe kozott taldlhat6. Ennek

szemléltetése a 4. abran lathato.

2.7 A fazisatalakulas

Azt arégidt nevezziik fazisnak, melyben az intenziv allapotjelz6k egyértelmien meghatarozzak az anyag

allapotat [6]. Fontos megkiilonboztetniink egymastdl a fazisdtalakulds, illetve a faziskapcsolat fogalmat.
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3. abra. Van der Waals-anyag termikus allapotfeliilete, redukalt koordinatdkban. Vastag vonallal jeldlve
a kritikus hdmérséklet, illetve a spinodalis gorbe. (Thermal state surface of a van der Waals material
in reduced coordinates pressure, volume and temperature. The critical temperature isotherm and the
spinodal curve marked by bold curves. Both curves are running on the surface.)
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4. abra. Izotermdk a van der Waals-gdz p-V diagramjan, a binodalis és spinodalis gorbékkel, redukalt
koordinatdzasban. (Isotherms on the p-V diagram of a van der Waals gas with binodal and spinodal
curves in reduced coordinates.)

Mig el8bbi egy folyamatot jelent, mely sordn a vizsgélt test fazisallapota megvaltozik, utébbi a fazisdi-
agramokon megjelend gorbék lefrdsdra szolgdl. A 2. dbran l4thaté a van der Waals-gdz fazisdiagramja.
A van der Waals-anyag kétféle fazissal rendelkezik, ezek a folyadék- és gazfazis. A fazisegyensulyt, vagy

elsérendd faziskapcsolatot kijelold gorbét, un. binodalist a p — V sikon a fazisokra vonatkozé kémiai

102



Térfogatfogalmak a fekete lyukak termodinamikdjdban

potencidlok egyenl§ségébdl szamithatjuk ki. A 4. dbrdn mér ez is feltiintetésre keriilt. A médsodrendd
faziskapcsolat a van der Waals-gaz esetén a kritikus pont, amely a 4. dbran ott 1athatd, ahol a kritikus
hémérséklet izotermdja érintje a binodalis, illetve spinodalis gorbéknek. Utébbiaknak ebben a pontban
taldlhaté a lokdlis maximuma. A 4. dbrén is feltiintetett spinoddlis gorbe a kritikus hdmérséklet alatti

2 2

izotermak lokdlis szE€lsGértékeit koti 0ssze egymassal.

A van der Waals-gdz modell dllapotterének bizonyos tartomdnyaiban a termodinamikai stabilitds jol
lathatéan sériill. A Maxwell-konstrukci6 teszi lehetévé, hogy feloldjuk az ellentmondést: eszerint az
elsérendd fazisatalakulds sordn a térfogat novekedésével a nyomds egy adott értéken abbahagyja a
csokkenést, bedll egy konstans értékre, majd amikor az anyag teljes egészében atalakult, folytatja tovabb
a csokkenést. Honnan tudjuk, mi ez a konstans érték? A 4. dbrdn minden izotermdhoz kiilon, egy-egy
vizszintes vonalként jelenik meg, ami ugy helyezkedik el, hogy pontosan egyenl§ nagysaguak legyenek
az éltala elhatarolt teriiletek. Fizikailag ez annyit tesz, hogy a gdz pontosan akkora munkét végezne a
vonal egyik oldaldn, amekkora energia a masik oldalon felszabadulna. Termodinamikai szempontbdl
ennek a teriilet-egyenldségi elvnek a két fazis kémiai potencidljainak egyenlGsége felel meg. A binodélis

gorbe ezen vizszintes vonalak végpontjait koti 6ssze a kritikus h6mérséklet alatti izotermakon.

A 2. és 4. dbran is lathat6 izotermékat a Gibbs-potencidl és a nyomads fliggvényében dbrazolva (5. dbra)
megfigyelhetjiik, hogy a kritikus hdmérséklet alatti izotermdk metszik sajit magukat. A metszéspont

helye minden esetben a Maxwell-konstrukci6 4ltal kijelolt nyomasnal van.

g=

—4 - Tr[-]
0.78
0.81
0.84
0.87
0.9
0.93
0.96
0.99
1.02

G -]
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5. abra. Van der Waals-gdz izotermai a fajlagos Gibbs-potencidl vagy u kémiai potencial és a redukalt
nyomds fiiggvényében dbrazolva. A feltiintetett hGmérsékletek a nyil irdnydban novekednek. A szaggatott
vonaltol balra esé régié nem fizikai. (Isotherms of the Van der Waals material as a function of specific
Gibbs potential or u chemical potential and reduced pressure. The temperatures shown in the figure
increase in the direction of the arrow.)

2.8 Tobbkomponensii rendszer egyensiilya

2 2

Amennyiben a vizsgalt rendszeriink tobb kiilonb6zd anyagbdl tevédik Ossze, két kiilonbozd allapot-

egyenlettel leirt anyag egyenstlyat termodinamikai egyenletekkel fogalmazhatjuk meg. Ezt az ideélis
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gdz és sugdrzasi tér péld4jan keresztiil fogjuk szemléltetni. A sugérzdsi tér, vagy fotongdz kiilonleges
tulajdonsdga, hogy az alkot6 részecskéi tomegtelenek. A rd vonatkozo6 egyenletekben igy N = 0, viszont
meg kell jegyezniink, hogy ett6l még a sugdrzasi tér extenziv. A fotongdz py energiastirisége csak a

hémérséklettdl fiigg, rd a Stefan—Boltzmann-féle sugarzasi torvény vonatkozik, miszerint

U
pu =1 = oT*, (18)

ahol o a Stefan-Boltzmann-dllandd, értéke 5.67 - 1078 W/(m?K*). Az extenzivitds miatt a Stefan—
Boltzmann-torvény a fotongdz dllapotit egyértelmiien meghatdrozza. Fontos tulajdonsdga még a sugarzasi

térnek, hogy beldthatd, hogy Gibbs-potenciélja mindezekbdl kovetkezden

Gsug = 0. (19)
Tudjuk, hogy
dU =TdS - pdV, (20)
ebbdl
o5 _ 1 85 95 _P 1)

ou~T O T

A sugarzasi tér entropiastirdsége (18) alapjan

2ot (22)
Ps,sug = 30' Py
nyomadsa pedig
U o
Psug = % =37 (23)

emiatt a sugdrzdsi tér izotermdi a p — V-diagramon vizszintes vonalakként jelennek meg, ahogyan ezt
a 6. dbra is szemlélteti. A sugdrzasi tér és az idedlis gdz akkor van egymadssal egyensilyban, amikor a

nyomdsuk kiegyenlitddik, vagyis p;q = psug. Ezt fekete gorbe jeloli a 6. dbran.
Hatdrozzuk meg a fazisegyenstily-gorbe egyenletét! Tudjuk, hogy

nR,,,TE

T 4
Ve, Tg) = =T7 = ,
p(Ve,TE) 3'E Ve

(24)

ahol a nyomdsok egyenlGségét kihasznalva kifejezhetjiik Te-t Vg segitségével, igy egyvaltozés alakra

jutva:

p(Ve) = ”V’Z (5nz. VE)_é = (ngu)‘*)év;? (25)

Ez lathaté a 6 dbran is, feketével jelolve. A gorbe jol lathatéan kdveti az idedlis gaz izotermdinak és a
sugdrzasi tér nyomdsfeliiletének metszéspontjainak vonaldt. Ehhez az 4llitdshoz szorosan hozzétartozik,
hogy a fazisegyensuly-gorbétdl balra valdjaban nem léteznek a vizszintes vonallal feltiintetett llapotok,
ott csak az idedlis gdz izotermdi l1éteznek fizikailag, a gorbétdl jobbra pedig az anyag teljes mértékben

sugdrzas-uralta. Ezért a 6. dbra ebben az értelemben pusztan illusztracio.

A Stefan—Boltzmann sugdrzasi torvény levezetésébdl még tovabba egy olyan fontos kovetkezményre
juthatunk, hogy a sugdrzasi térrel val6 egyensuly feltétele kiterjedt rendszer esetén a Gibbs-potencial

eltlinése.
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6. abra. Sugarzasi tér és idedlis gdz egyensulya. A feltiintetett h6mérsékletek a nyil irdinydban novekednek.
(Radiation space and ideal gas equilibrium in the pressure-volume phase diagram. The temperatures
shown in the figure increase in the direction of the arrow.)

3 MI AZ A FEKETE LYUK?

A klasszikus kiindulé elképzelés ennek a kérdésnek a megvélaszoldsdra egyszerd koncepcién alapszik.
Mar 1784-ben John Michell é€s 1878-ban Laplace is arra a kovetkeztetésre jutott, hogy 1éteznie kell olyan
"fekete csillagnak", azaz egy ultranehéz objektumnak, amely esetén a szokési sebesség a fénysebességnél
is nagyobb, vagyis még a fény sem tud a graviticiés mezejébdl kijutni. Am a Michell-Laplace-féle fekete
test nem a sz6 szoros értelmében vett fekete lyuk, hiszen ennek esetében semmi nem zérja ki, hogy a fény,
akdr csak kis iddre vagy kis tdvolsdgra elhagyja az objektum felszinét. Tehdt, a fekete lyukak esetében

nem beszélhetiink szokési sebességrdl [13, 14].

Sokan Albert Einsteinnek tulajdonitjik a fekete lyukak felfedezését, pedig O maga sohasem vezette le a
relativitaselméletbdl ilyen objektumok létezését. Az els, aki ezt megjésolta, David Hilbert volt. O ehhez
Karl Schwarzschild német asztrofizikus Einstein-egyenletekre adott, homogén, tokéletes folyadékgomb
koriili téridSre vonatkozé megolddsit haszndlta fel, ennek okdn nevezziik ezt ma is Schwarzschild-
megolddsnak. A fekete lyukak els§ matematikai leifrdsit végiil egymdstdl fiiggetleniil Kruskal [15] és
Szekeres [16] alkottdk meg, 1960-ban. A Kruskal-Szekeres-kiterjesztés a Schwarzschild-megoldast
bdviti ki, és alapvetd épitdkove lett a fekete lyukak leirdsanak [14]. A kiterjesztett Schwarzschild-téridd
struktuirdja részletesen Wald konyvében [17] taldlhaté. A fekete lyuk definiciéja eszerint a téridének egy
olyan régidja, amelybe, ha barmilyen kiils6 forrasbol érkezd fénysugar vagy megfigyel§ behatol, soha
nem lesz képes onnan kijutni, és végiil a térid§ szinguldris pontjdba zuhan majd bele, amely szingularitast

gravitacios 6sszeomlds hozott létre.

3.1 A Schwarzschild-metrika

A Schwarzschild-metrika a legéltaldnosabb gombszimmetrikus megolddsa a vdkuumra felirt Einstein-
egyenle-teknek. Statikus fekete lyukakra vonatkozik, amelyek nem forognak és nem toltottek, tehat a

szdmoldsok sordn nem jelenik meg sem az impulzusmomentum, sem a toltés, mint véltoz6. Az egyes
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Schwarzschild-fekete lyukak egyediil a tomegiikben térhetnek el egymastol. Egyértelmien jellemzi ket
az eseményhorizontjuk sugara, amelyet Schwarzschild-sugarnak neveziink. Minden tomeghez egyér-
telmtien hozzarendelhet6 a maga Schwarzschild-sugara, €s minden tomeggel rendelkez§ objektumot
fekete lyuknak neveziink, ami kisebb ennél a hozzarendelt sugarndl. A metrika az Gn. Schwarzschild-

koordinatakban (¢, r, 8, ¢) a kovetkez6képpen irhat6 fel:

2GM
3 )czdt2 +

ds? = c2dr? = _(1 _ dr® + r2do* + r’sin*0d¢?, (26)

re 1= 2GM

rc?

ahol 7 a sajatidg, ¢ a vikuum-beli fénysebesség, M a gobmbszimmetrikus objektum invaridns tomege, G

pedig a Newton-féle gravitdcids dllandd. A Schwarzschild-sugar értéke

2GM
rs =

S 27)
jOl lathatéan a (26) egyenletnek itt szingularitdsa van, ahogyan r = 0-ban is. Az eseményhorizont ez
alapjan egy fényszerd hiperfeliilet, szokdsos értelmezése, hogy ezt elérve a fény tobbé "nem tud kisza-
badulni” a fekete lyuk graviticiés mezejébdl, azaz egy, a lyuk tomege altal egyértelmien meghatdrozott
véges sajatid§ alatt a kozéppontba zuhan [18]. Hawking és Ellis [19]-ben pontos matematikai definici-
6t adtak az eseményhorizontnak, illetve Bekenstein nyomdn azt is megmutattdk, hogy ez a definicié a

termodinamika f6tételeit kielégiti®.

A nem forgd, toltetlen fekete lyuk-koncepcidéban a (27) egyenlet a ¢ = G = 1 egységrendszerben a rg =
2M alakra egyszerdsodik. A Bekenstein—Hawking-entrépia, vagyis a fekete lyuk eseményhorizontjanak
"feliilete" ekkor a kovetkezd alakot olti:

S =nrk. (28)

2 2

A tomeget a belsd energidval azonositva és (28)-t kihaszndlva tehat felirhatjuk a kovetkez§ dllapotegyen-
letet [20]:
S(U) = 4nU>. (29)

Ebbdl kovetkezik az in. negativ h6kapacitds-paradoxon, hiszen (29)-t kétszer derivalva az energia szerint
a
L =8n (30)
CT?
egyenl§ségre jutunk. Ennek jobb oldala egyértelmten, ennélfogva bal oldala is nagyobb, mint 0. Mivel
a hdmérséklet mindenképpen egy pozitiv mennyiség, a (30) egyenlet a hGkapacitds negativitidsat vonja
maga utan. Ezt negativ h6kapacitas-paradoxonnak nevezziik, a dolgozat egyik célkitizése, hogy ezt oldja

fel, termodinamikailag konzisztens médon.

Honnan tudjuk, hogy mekkora egy ilyen fekete lyuk? Induljunk ki a hagyoményos gombtérfogat képleté-
bol: Veeom = 4nr3 /3. A térfogat egy hdromdimenziés fogalom, ez azt jelenti, hogy a 4 dimenziés térid
nulladik, id6komponensének rogzitett értékénél értelmezhetd. Ez a kikotés a Schwarzschild-metrikdban

egyet jelent azzal, hogy a térfogat egy fekete lyuk belsejében mindenképp nulla [21].

Fontos megjegyezni, hogy Hawking koncepcidja értelmében egy magédra hagyott Schwarzschild-féle fekete lyuk termodi-
namikai értelemben véve instabil: mivel h6kapacitdsa negativ, ezért ha normal fekete test lenne, akkor a h6mérsékleti sugarzas
kovetkeztében energiat, {gy tomeget veszitene, a kisebb tomeg miatt megnéne a hdmérséklete, ami fokozott kisugarzast jelentene
és igy tovabb. Viszont a fekete lyuk nem normal fekete test, ezért is volt termodinamikai trgyalhatdsdga sokdig kérdéses.
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3.2 A Reissner—Nordstrom-metrika

A Reissner—Nordstrom-féle fekete lyukak nem forognak, tehdt impulzusmomentummal nem, de toltés-
sel rendelkeznek. Az {velemnégyzetet dltalanos alakban a kovetkez$ formdban is felirhatjuk statikus,

gombszimmetrikus fekete lyukakra:

2
ds? = F(r)d — L _ 2462 + 2 sint0ds?, 31)
f(r)
ahol f(r)-r6l tudjuk, hogy
"(r =g, 32
resl] = (32)

ahol g a gravitacids gyorsulds értéke az eseményhorizonton (f(rs) = 0). A Reissner—Nordstrom-metrika
esetén ez az f(r) fiiggvény a
Q? rt r- oo ot

2M
f=1-——+Z=(-)(-")=l-—+—-— (33)
r r r r roor r

alakban frhat6 fel, ahol Q a toltés. A (33) egyenletben tehat

M="""" lletve Q=vrr, (34)

2

hogyha az r*-ra vonatkozé mdsodfokid egyenlete(ke)t megoldjuk. (34) alapjan pedig konnyen lathatd,

hogy
1

N

Tudjuk, hogy Q = r-®, ahol ® a Coulomb-potencidl az eseményhorizonton. A belsG energia egyenletében

(rtdr™ +r~dr?). (35)

1 1
dM = zdr* = zdr, & dQ =

most nem jelenik meg a pdV tag, hiszen térfogatrél (még) nem tudunk beszélni. (35)-t behelyettesitve

igy a kovetkezSképpen alakul az energia sugarfiiggése:

dU =TdS = dM - CI)dQ— dr ——d———,/ " +,/ dr
_1 - 1 - (36)
_2 1 ,/r+ d 1 r_)dr

- %(1 - r—)a’r+ + %(1 - 7)arr‘.

Az energia tehét két tagbdl tevédik Ossze, tigy is mondhatjuk, hogy TdS = T*dS*+T~dS~ alakban irhat6

fel. Ezt az alakot kihaszndlva az entrépidt konnyen kiszdmolhatjuk:

1 1
S = / ?TdS = / ?(a’M -ddQ) = / 471/ 5(f(r))(dM - @dQ). (37)
Itt felhaszndltuk, hogy
1
== . (38)
T |f ()] =0
37-t a fentiek alapjan szét tudjuk bontani S.-ra a kovetkez&képpen:
r- rE 1,
S+—47r// ——)](1——)dr Edr—
r r (39)

—27r/ (1—r—)d drt + 2 /rd(l—r—)ﬂdr_,
r r r r

107



Somogyfoki Réka

ahol felhaszndltuk a kovetkezd Dirac-delta azonossagot:

RS

6(ax) =
lal

6(x). (40)
A (40)-ben szerepl§ abszolit érték miatt diszkutdlnunk kell. Amennyiben r* > r vagy r* < r, akkor a

két integral szorzéfaktordnak elGjele megegyezik, igy egy kettes szorz6t kapunk és a végeredmény

dS = 4rnrdr. (41)

Viszont r~ < r < r* esetén a (39)-ben szerepl§ integrdlok elGjele kiilonbozd lesz, igy pont kiejtve
egymdst a végeredmény S. = 0. Ily médon, minddssze a metrika mennyiségeinek segitségével, termodi-

namikai 0sszefliggések feltételezésével ki tudtuk tehdt szdmolni az entrdpia sugérfiiggését?. Vagyis

S(r) = 27r?. (42)

3.3 Az Anti-de Sitter — Kerr-metrika

Az Finstein-egyenletek teljesen szimmetrikus vikuum-megoldasai, amelyek konstans gorbiilethez tar-
toznak, a de Sitter-, a Minkowski- és az Anti-de Sitter-metrikdk. Ezek rendre a pozitiv, O és negativ értékd

A kozmolégiai konstanshoz tartozé megolddsok, amikor a vikuum energiastiriisége pozitiv, a nyomdsa

pedig negativ [22].

A Kerr-metrika egy toltetlen, forgd fekete lyuk koriili térid§ geometridjit irja le. Az ivelemnégyzet

[4,23,24] alapjan Boyer—Lindquist-koordinatdkban:

2 A 0 0

A (d a sin’6 p? p? Ag sin’6 (adt 3 r’+
-

2 2
2
2 2 a

t— —d¢) + —dr- + A—d& + > — d¢) , (43)

L2
ahol az a paraméter az egységnyi tomegre juté impulzusmomentummal 41l kapcsolatban, vagyisaza =0

esetben a Schwarzschild-megoldast kapjuk vissza, L egy hosszparaméter, illetve

24 2\(72 442 2
+ L~ +
A= (r+a’)( r) —2mr, Ag=1- a—COSZQ, p2 =r’+ azcoszg,
3
és a kozmoldgiai konstans A = i —8nP.

A kozmoldgiai konstans esetében a 8 szorzéfaktor valdjdban esztétikai okok miatt kapott helyet: ezzel a
konstanssal szdmolva ugyanis a nyomashoz konjugalt termodinamikai térfogat éppen a hadromdimenziés

gomb megszokott, geometriai térfogata lesz. [25]

3.4 Egyéb fekete lyuk-tipusok

A Kerr—Newman-metrika a legdltaldnosabb staciondrius megoldédsa az Einstein-egyenleteknek, ami egy

forgd, toltott, tomeges objektum téridd-geometridjét irja le, figyelembe véve egy elektromdgneses mez§

2A gondolatmenetért kdszonet illeti Biré Tamadst.
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energidjat is. Az ivelemnégyzetet Eddington—Finkelstein-koordindtdkban [26] a

2 2.2 .2
—-2Mr+Q°+a“(1 - 0
dst=-"_ r+0”+a(I-sin )dv2 +2dvdr +r* + a*cos*0d6*+ (45)
r? + a%cos?6
N A sin®6
(r2 + a%cos26)

2Mr — Q?

ma Sil’lzg dVd¢ (46)

de? — 2a sin’0 drd¢ — 2

alakban frhatjuk fel, ahol M a témeg, Q a t6ltés, a az impulzusmomentummal kapcsolatban 4116 paraméter,
illetve
A= +d>? = (2 +a® - 2Mr + 0%)d%sin6. (47)

Léteznek tovabba pulzdld, sugirzd és egyéb tulajdonsdgokkal rendelkezd fekete lyukak is, amelyek

leirasara nem térek ki részletesen, hiszen termodinamikailag sem fogom vizsgalni Gket.

3.5 A Christodoulou—Rovelli-térfogat

A kérdés, hogy mekkora egy fekete lyuk, sokféleképpen megkozelithetS. A hagyomdnyos téridd-
koncepcidra alapul6 térfogatfogalom nem lehet helytall6 abban az esetben, ha az dltaldnos relativitdselmé-
letben hasznélatos gorbiilt térid§-koncepcidt vessziik alapul. Tovabb4, a térfogat meghatarozasanak gatat
vet a4 dimenzids térid6ben az egyidejliség nem egyértelmd mivolta is. A probléma masik aspektusa, hogy
ebben az esetben a térfogat koordindtarendszer-fiiggd, vagyis nem objektiv, amely tehat 1atszélagos, nem
lehet fizikai mennyiség, ahogyan termodinamikai dllapothatiroz6 sem. A Schwarzschild-metrika esetén
a megalapozo feltevés, hogy a "kiils§" tartomdnyok statikusak, mig a "bels¢" tartomédnyok folyamatosan
valtoznak, fiiggnek az id6koordinatatél. Ez Gjabb kérdést vet fel: mit neveziink kiilsé és belsS tartomany-
nak? Az [3] a Minkowski-térid6ben ugy definidlja egy gomb térfogatét, mint egy adott K tartomanyba
illeszkedd legnagyobb térszert gombszimmetrikus feliilet 4ltal hatdrolt tartomdnyt. Ez a definici6 sze-
rencsére adaptalhat6 gorbiilt téridémodellekbe is, egyértelmdsitve a belsé és kiils tartomanyok fogalmat

barmilyen gombszimmetrikus téridSre.

7. abra. Schwarzschild-féle fekete lyuk konformalis- vagy Penrose-diagramja. [3] (The conformal or
Penrose diagram of a Schwarzschild black hole is a good representation of the Christodoulou—Rovelli
volume concept.)
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Az egyenlet, amely Christodoulou és Rovelli szerint megadja ezt a térfogatot:
V(v) =3V3rM?v, (48)

ahol M az objektum tdmege, v = ¢ +r pedig a nullkoordindta az Eddington—Finkelstein-koordinatazasbol

[3]. Ezzel (26) a kovetkezd alakot 6lti, egy Schwarzschild-fekete lyuk esetén:

2GM

rc?

ds* = —(1 - )a’v2 +2dvdr +r2do* + rzsin29d¢2, 49)
amar eddig is haszndlt jelolésekkel. A (48) egyenlet adja meg, hogy mekkora is egy fekete lyuk belsejének
térfogata. JOl lathat6an ez novekszik az id6vel, még tigy is, hogy a kiils§ feliilet ugyanakkora marad. Ezt

a fekete lyuk-beli gorbiilt térid6 okozza.

Zhang [27]-ben kimondja, hogy a Christodoulou és Rovelli 4ltal bevezetett (48) térfogat ardnyos a tomeg
0todik hatvdnyéval. Mivel a Schwarzschild-fekete lyukak tomege egyértelmiien meghatdrozza a sugarukat

5

is, igy a Christodoulou—Rovelli-térfogatra a Veg ~ M> ~ r> 6sszefiiggés teljesiil.

4 A FEKETE LYUKAK TERMODINAMIKAJA

1973-ban Bekenstein megfogalmazta a termodinamika masodik fGtételének kiegészitett valtozatat: esze-
rint a fekete lyuk entrépidjdnak és a hagyomdnyos, fekete lyukon kiviili entrépidnak Osszege sosem
csokkenhet [1]. 1974-ben Stephen Hawking fedezte fel, hogy a nulladik f6tétellel is vonhaté analdgia,
mégpedig a Hawking-sugarzas lehet az a jelenség, ami az ezzel kapcsolatos kiegyenlitédési paradoxont
megoldja [28,29]. Ezekbdl egyenesen kovetkezd felfedezés, hogy a fekete lyukaknak van hmérséklete,
melynek nagysdga a tomegiikkel forditottan ardnyos. Mindezek tették lehetGvé, hogy értelme legyen a

fekete lyukak termodinamik4jardl beszélni.

Elsé ranézésre két tudomdnyos diszciplina nem is tiinhetne egymadstdl tdvolabb dllénak. Mig a fekete
lyukak fizikajat szigoru differencidlgeometriai kritériumok halmaza alkotja, addig a termodinamika egy,
a mikroszkopikus rendszerek viselkedését makroszkopikus kozelitésekkel leiré tudoménydg [17]. Am
emlitésre mélt6 koriilmény, hogy belss szerkezet ismeretének hidnya miatt a fekete lyukaknak nem létezik
statisztikus fizikdja, a kopaszsagi tétel ezt nem teszi lehet6vé. Bekenstein ezt igy fogalmazta meg, hogy
a fekete lyukak entrépidja valdjaban azok bels§ szerkezetére vonatkozé informécié hidnydnak mértékét

adja meg [30]. Ezek a koriilmények a termodinamika szerepének jelentGs atértékel6déséhez vezetnek.

4.1 A Schwarzschild-féle fekete lyukak termodinamikaja

Az éltaldnos relativitdselmélet Schwarzschild-megolddsdbdl ad6do fekete lyukak vizsgélata sordn felfe-
dezhetjiik a termodinamika f6tételeit a szamitdsok kozott [13]. A 2.2. fejezetben részletesen ismertetett
els§ f6tételt analogidba lehet allitani a kdvetkezd egyenlettel, vagyis, hogy a fekete lyuk teljes bels§

energidjanak megvéltozdsa a kovetkezSképpen alakul:

drg dA T
am = &S - ZJA 50
2 l6nrs 4~ (50)
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ahola c = kp = h = G = 1 egységrendszert hasznaltuk, rs a Schwarzschild-sugar, M a fekete lyuk

tomege, T a h6mérséklet, A pedig az eseményhorizont feliilete. Eszrevehetd, hogy ez valéban
dU =TdS (&2))
alakd. Eszerint az entrépidt megfeleltethetjiik a fekete lyuk eseményhorizontjdnak feliiletével:

S = 4nrs. (52)

A masodik f6tétel megjelenése, amely szintén a 2.2. fejezetben keriilt részletes targyaldsra, a fekete lyukak
lefrasakor ugyancsak az entrépia eseményhorizont-feliilettel valé azonositasan alapul. Ugyanis, amikor
egy pozitiv energiastirliségd anyag 4tlépi a fekete lyuk eseményhorizontjat, megnoveli annak tomegét.
A tomeg, ahogyan kordbban lattuk, ardnyos a Schwarzschild-sugdrral, vagyis ilyen esetben a fekete lyuk

feliilete is novekszik. Ez pedig, az el§bb lattuk, hogy az entrépia novekedésével egyenértékd [13].

Megmutathatd, hogy a térfogat, mint termodinamikai dllapothatdrozé extenzivitdson alapuld, konzisztens
termodinamikai bevezetése a Christodoulou—Rovelli-térfogatfogalmat eredményezi [31]. A kétdimenzids
S(V) paramétertéren az entrépia mindenképpen konkdv, ami stabil termodinamikét eredményez. Biré és
tarsai [20]-ban erre alapozva egy Uj térfogatfogalom bevezetésével, mely a sugdr (vagyis a tomeg) 6todik
hatvanyéval ardnyos, termodinamikailag konzisztens mddon igyekeznek feloldani a (30) egyenletben
bemutatott hGkapacitdsi paradoxont. Mindez az entrdpia dbrdzoldsdban egy 1j dimenziét eredményez: az

S(E,V) paraméterteret a 8. dbra szemlélteti.

w

8. abra. A Schwarzschild-fekete lyuk entrépidja a térfogatot bevezetve konkav. Ezen a V = M> kondicié
kijelol egy konkdv gorbét, melynek a V = 0 sikra vett vetiiletev konvex, tehdt termodinamikailag instabil
eredményre vezet [20]. A koordindtdk mindeniitt dimenzidtlanok. (The entropy of the Schwarzschild
black hole is concave after the introduction of a volume. The condition V.~ M? designates a concave
curve whose projection to the plane V = 0 is convex, so it leads to a thermodynamically unstable result.
Coordinates are dimensionless everywhere.)

MegfigyelhetS, hogy az entrépia ebben az esetben mdr nem egy gorbe, hanem egy feliilet, amely a
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vizsgdlt fizikai tartomdnyon, tehét pozitiv térfogat-, entrdpia- €s energiaértékek esetén mindenhol konk4v.
AV ~ M kondici6 altal kijeldlt tartomdanyt kijelolS gorbén a feliilet gorbiilete végig pozitiv, tehat a
termodinamika is stabil. Ennek vetiilete a V = 0 sikra egy konvex gorbe, ami azt jelenti, hogy aV = 0

kondicid, vagyis a térfogat nélkiili fekete lyuk koncepciéja termodinamikailag instabil.

4.2 A nem Schwarzschild tipusi fekete lyukak termodinamikdjarol

A Reissner—Nordstrom-metrika, vagyis a toltott fekete lyukak lefrasaval foglalkoz6 3.2. fejezet-beli
szamitds sordn r*-t, illetve r~-t haszndltunk, mint két kiilonbozd sugdr. De mi is ezen sugarak fizikai
jelentése? Beszélhetiink tobbhorizontos fekete lyukakrdl is. A de Sitter vagy Anti-de Sitter téridébe
dgyazott toltéssel vagy impulzusmomentummal rendelkezd§ fekete lyukak esetén két horizont szokott
megjelenni a szdmitdsokban, egy kiils§ és egy belsd, pontosan erre 1dthattunk példat a 3.2 fejezetben is.
Volovik és tarsai [32]-ben megmutattik, hogy a kéthorizontisdg nem befolyasolja a horizontok jarulékat
az entrépidhoz, és az ebben az esetben is fiiggetlen lesz a tovdbbi paraméterektdl, mint a toltés vagy az

impulzusmomentum.

4.3 A Hawking—Page-féle leiras

Kezdetben a fekete lyukak termodinamikai leirdsdhoz az egyetlen termodinamikai paraméterpdr a hGmér-
séklet és az entrépia volt. A kozmoldgiai konstans, akdrcsak a toltés vagy az impulzusmomentum, szabad
véltozéként jelent meg az egyenletekben. AdS téridén az energia-impulzus tenzor, illetve a hidrodina-
mikai képpel torténd kapcsolat szerint a kozmoldgiai dllandé a nyomdssal kapcsolatos. Az univerzum
tagulasanak hatdsa lokélisan negativ nyomdsként jelentkezik, tehat a kozmoldgiai dlland6 az, amit megfe-
leltethetiink egy redlis gdz nyomdsdnak, ahogyan ezt mér a (44) egyenletben is ldthattuk. Az ott szerepld

8m-s szorzdfaktor beiktatdsa onkényes: valdjaban a két mennyiség megfeleltetésének az alapja, hogy a

A

“81G (53)

p =
vakuum éllapotegyenletet kielégits energiaimpulzus-tenzor a dS/AdS-terek forrasa lehet. Itt G a Newton-
féle gravitdcids dllandot jeloli, amely a tovabbi szdmitdsok sordn a G = 1 egységrendszer hasznélata

miatt nem keriil feltiintetésre.

A nyomads és a térfogat bevezetésével a toltott AdS-fekete lyukak allapotterének vannak olyan tartoma-
nyai (a van der Waals-gaz viselkedéséhez hasonl6an), ahol az entrépia masodik derivéltja nem negativ
(szemi)definit, vagyis a termodinamikai stabilitds sériil. Mindez azt jelenti, hogy van értelme fazisat-
alakulds nyomait keresniink a fekete lyukak termodinamikdjdra vonatkozé egyenleteinkben. Kiinduld
Osszefiiggéseink a

S=nR? illetve =—-= = -8np, (54)

ahol S a Bekenstein—Hawking-entrépia, akarcsak a (28) egyenletben, A a kozmoldgiai konstans, €s mivel
az AdS-téridét vessziik alapul szamitasainkhoz, értéke negativ, p a nyomas, / pedig egy hosszparaméter,

aminek a fent 14that6 formula a definicidja. Azt is tudjuk, hogy

M:§(1—%R):§(1+I;—22) (55)

a tomeg, amelyet ebben a megkozelitésben megfeleltethetiink az energidnak, vagyis M = U. Ekkor a
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kovetkezd Osszefiiggést irhatjuk fel:

dR, 3
dU = TdS = dM = 7(1 + l—sz) =T 2Rn dR. (56)

Tl
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9. abra. A hémérséklet sugarfiiggése kiilonbdzs [ paraméter-értékek esetén a Hawking €s Page-féle
modellben. Az [ paraméter feltiintetett értékei a nyil irdnydban novekednek. (Radius dependence of
temperature for different | length parameter values in the Hawking—Page approach. The values of the |
parameter shown in the figure increase in the direction of the arrow.)

ebbdl a h6mérséklet sugarfiiggése

- MLR(l + %Rz), (57)

mely a 9. dbran lathato, az [ hosszparaméter kiilonbozg értékeire. Figyeljiik meg, hogy minden gorbe
egy minimumbhellyel rendelkezik, melyek az / paraméter novelésével egyre kisebb sugdr értéknél helyez-
kednek el. A lokdlis minimum felett, az R,,, < R tartomdnyon, aszimptotikusan a hdmérséklet linedrisan

fligg a sugartdl. A lokdlis minimum helyét a kovetkezSképpen hatdrozhatjuk meg:

1 3
1 (_F+l_2) 1 3R*-[?

1
— =0T =0T = ORTOMR = — = , 58
¢ CEL T OME T OREOME T 138 2rR23R2 4+ 12 (>8)
amirdl tudjuk, hogy mindenképpen pozitivnak kell lennie. Ez alapjan
)
R>+—, %59

V3

vagyis a minimum helye, mivel [ egy hosszparaméter, értéke mindig nemnegativ, R,, = [/V3. Itt a

hémérséklet értéke

V3
mm—2

ot (60)

Ezeket az értékeket a 10. dbran emeltem ki, az [ = 0.8 hosszparaméterd gorbén.

A Hawking—Page-hdmérsékletet, amely szintén szerepel a 10. dbrdn, Hawking és Page a szabadenergiabdl
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10. abra. A hémérséklet sugarfiiggése [ = 0.8 esetben a Hawking—Page-féle modellben, feltiintetve a
lokdlis minimumot és a Hawking—Page-hdmérsékletet, amely ebben az esetben Ty p = 0.398. (The radius
dependence of the temperature in the case p = 0.15 in the Hawking—Page approach, indicating the local
minimum and the Hawking—Page temperature, which is Tgp = 0.3568 in this case.)

szamitottak ki [29]. Az ide vonatkozé Gibbs—Duhem-relacid
F(T)=E(T)-TS(T) =-8dT, (61)

amelyben nem szerepel a V-t tartalmazé tag, mivel itt nem is beszéliink bevezetett térfogatrél. A hdmér-
séklet, aminél F(T) = 0, lesz az 4ltalunk keresett Tx p. (57)-t behelyettesitve attérhetiink a sugédrra, mint
véltozo:

R R? R( 3R2) B R( R2)

FR =gt g\t ) =37 ©

latjuk, hogy ez a kifejezés az R? = [ és az R = 0 esetekben tiinik el. Utébbi nem lehet az dltalunk keresett
megoldds, hiszen a (57) egyenletben lathatjuk, hogy ekkor a hdmérséklet divergdlna. Az R%{ p = 1?

megoldést az (57) egyenletbe helyettesitve viszont megkapjuk a keresett

1
Tup =T(Rup) = ok (63)

Hawking—Page hdmérsékletet. A 10. dbran ezt folytonos vizszintes vonal jelzi, habar valdjdban a jobb

oldali, felfutd, termodinamikailag stabil 4g az egyetlen, amelyen valéban bir fizikai jelentéssel.

4.4 A Spallucci—-Smailagic-féle leirds

Az eddigiekben bemutatottakkal szemben [5]-ban Spallucci és Smailagic a tomeget az energia helyett
az entalpidnak feleltetik meg. Ez az elképzelés eredetileg nem t6liikk szarmazik, viszont a fejezetben
a szdmoldsaim sordn végig az § munkdssdgukra fogok hivatkozni. Az entalpia természetes valtozdi a
nyomds és az entrépia, az (55) képletben lathaté tomeg tehat kis atalakitdsra szorul. Az (54) alapjan

a kozmoldgiai dlland6 helyett a nyomadst vezetjiilk be valtozoként, a sugarfiiggés pedig egyértelmien
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Tl

10
L[-]
2.4

o8 2.2

06 1.8
16
14

1.2

04

02 0.8

0.0

11. dbra. A hémérséklet sugarfiiggése kiilonboz§ [ paraméter-értékek esetén Spallucci és Smailagic
szamitasai alapjan. Az [ paraméter feltiintetett értékei a nyil irdinyaban névekednek. (Radius dependence
of temperature for different | parameter values based on calculations of Spallucci and Smailagic. The
values of the | parameter shown in the figure increase in the direction of the arrow.)

meghatdrozza az entrépiat. Igy

1(5)1/2 471p(S)3/2
+ — .
n

M=H(S,p)= 51> 3 (64)

A hémérséklet és a térfogat rendre az entalpia S, illetve p szerinti derivéltjai. Az entalpidra vonatkoz6
Gibbs-reldcio

dH(S,p) =TdS +Vdp. (65)

P

Anal6g modon az el6z4 fejezet szamitdsaival, itt is az entalpidt derivalva az entrépia szerint tudjuk kisza-
mitani a h6mérséklet sugarfiiggését. Ez, az entrdpia helyett a sugdarral, mint valtoz6, a kovetkez6képpen
alakul:

1
T(R,p) = - 2pR, (66)

amelyet a 12. dbrdn ladthatunk. A hdmérséklet-gorbének most is van egy lokdlis minimuma, amely felett
linedris a viselkedése. A minimum helye és értéke

1 2
R, = 6 T, =+|L (67)

\/87rp, n

melyek ugyszintén a 12. 4bran keriiltek feltiintetésre.

Azonban ebben az esetben mar beszélhetiink nyomdsrol, igy ennek a sugérfiiggését is vizsgalnunk kell.

A (66)-t invertdlva a nyomas a

p(R.T) = %(T— 47%13) (68)
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12. abra. A hémérséklet sugarfiiggése /| = 0.8 esetben Spallucci és Smailagic alapjan, feltiintetve a
lokdlis minimumot és a Hawking—Page-h&dmérsékletet, amely ebben az esetben Ty p = 0.7052. (Radius
dependence of the temperature for pressure | = 0.8 according to Spallucci and Smailagic. Indicating the
local minimum and the Hawking—Page temperature, which is Tgp = 0.3568 in this case.)

alakban irhato fel. Ezt a 13. dbran tiintettem fel.

p(R)[-]
251

2.0

HP
15 |

10

0.5 4
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13. abra. A nyomas sugarfiiggése T = 1.2 h6mérsékletre, feltiintetve a Hawking—Page-nyomast, melynek
értéke pyp = 1.6965. (Radius dependence of the pressure with a temperature T = 1.2 in the Spallucci-
Smailagic approach, indicating the Hawking—Page pressure, the value of which is pgp = 1.6965.)

Spallucci és Smailagic szerint a térfogatos fekete lyukak termodinamikai egyensilyédnak feltétele, hogy
a Gibbs-potenciéljuk nulla. Ez észszerd, mert azt jelenti, hogy ebben az esetben nem beszélhetiink a
fazisatalakulds sordn anyagatmenetrSl. Feltételnek tehdt, a 5. dbrdn létott teriiletek egyenlGsége, vagy
Maxwell-szabdly helyett ezt kell megszabnunk, vagyis G(T, p) = 0-t. Hawking és Page [29]-ben a
szabadenergidra mondjak ki ezt a feltételt, tehat F'(T) = 0-val szamolnak (naluk térfogat nincs bevezetve).
A kiilonbség abbdl adddik, hogy mig utébbi esetben az invaridns tomeg az energidval van azonositva,
vagyis M = U, Spallucci és Smailagic az invaridns tomeg-entalpia egyenl&séggel szamolnak, azaz M =

H-val. Ha elvégezziik a kétféleképpen definialt invaridns tdmegen ugyanazt a Legendre-transzformaciot,
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az energia esetén szabadenergidt, az entalpia esetén pedig szabadentalpidt fogunk kapni:
U(s,v)-TS=F(,V), H(S,p)-TS =G(T,p). (69)

Ez az oka annak, hogy kiilonboz§ kritériumokat megszabva a kétféle szdmitdsi moéd ugyanarra az
eredményre is vezethet. Ahogyan lattuk az egyszer( termodinamikai rendszerek tirgyaldsdndl a 2.8.
fejezetben, a Gibbs-potencidl sugdrzasi térrel valé egyensilya pont az anyagdtmenet hidnyét vonja maga

utan. A feltételiink tehat most Ty p megtaldldsdhoz, hogy G eltlinjon.

R 4n 4 of 1 R 2m 4
G(R.p)=H(S.p)-TS = ~ + X ,R3 — R(— 2R)=———R, 70
(R, p) (S,p) St 3P RN\ R 2P 137 (70)

azonban ezek nem G természetes valtozo6i3. (66)-t invertdlva és behelyettesitve azonban ki tudjuk fejezni

G (T, p)-t, ezt tegyiik hat 0-val egyenl&vé. Ebbdl T-t kifejezve jutunk a Hawking—Page-hémérsékletre:

/8
Tgp =+ g (71)

Mivel hémérsékletrSl beszéliink, értéke csakis nemnegativ lehet, ezért a + elGjeles megoldést tartjuk
meg. Az is jol lathaté ebbdl, hogy a Hawking—Page-hémérsékletnek csak pozitiv nyomads, tehat negativ
kozmoldgiai dlland6 esetén van fizikai értelme. A 12. abran ezt is feltiintettem / = 0.8 esetében. Figyeljiik
meg, hogy a 10. és a 12. dbran a hdmérséklet sugarfiiggésének karakterisztikdja megegyezik, viszont a
Hawking—Page-hdmérséklet mégsem ugyanaz a két esetben a termodinamikai nyomds paraméter, vagyis

kozvetve a térfogat megjelenése miatt.

Gogt
03 . . e . o
°[ Phases of BH in equilibrium with radiation / /
02f
Pure radiation
//f
011 T< Tmiu Tmin THP >Tmm T> THF/

Locally stable BH /
Radiation—BH phase

— N . . . I . . . I

~0.2 04 0.6 0.8

0.1

.

T ___ StableBH _

02b

14. abra. Spallucci és Smailagic dbrdja a Hawking—Page-h6mérséklet meghatarozasahoz [5]. (Figure by
Spallucci and Smailagic for determination of the Hawking—Page temperature.)

Azonban muszdj megjegyezniink, hogy [5] tévesen haszndlja a szabadentalpia fogalmat, hiszen 4llan-
dénak tekintett hdmérséklet mellett derivdl, miutdn a (8) képletben leszogezi, hogy T egy sugarfiiggd
mennyiség. A helyes fogalom erre, az altaluk hasznalt fiiggvényre az exergia, amely esetében tényleg

egy allando kiilsé hdmérsékletrs] beszélhetiink. A 14. 4bran lathatjuk annak médjat, ahogyan Spallucci

3Habdr megjegyezziik, hogy az eredmény G ezen formdjdval szdmolva is véltozatlan.
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és Smailagic meghatdroztdk a Hawking—Page-hGmérsékletet: pontosan az a h6mérséklet Ty p, aminek
izotermdja érinti a vizszintes tengelyt, hiszen ez az anyagatmenet hidnyat figyelembevevd feltételrend-
szer. Viszont a 14. dbra fiigg6leges tengelyén valdjdban nem a G szabadentalpia, hanem az exergia a
mennyiség, amely hibdsan G-ként szerepel. Igy a Hawking—Page-hdmérséklet megtaldldsdra sem ez a j6

moédszer. Az exergia

_ _R K 2 _
Ex_E_TOS_E"'ﬁ_TOﬂR —Ex(R), (72)
R szerinti derivéltja
0S Ty
E'(R)=E'(R)|1-Ty—)=E'(R)|1 - . 73
LR = E'(R)1 =Tz ) = E'R)(1 - 505) 73)

Az exergidnak szélsGértéke vagy inflexios pontja tehdt ott lesz, ahol a kornyezet 7o hGmérséklete meg-

egyezik a rendszer T (R) hémérsékletével (E’(R) > 0 esetben, amely esetiinkben teljesiil).

A cikk nem veszi tovdbb4 figyelembe, hogy a szamitdsok sordn nem két stabil fazis jelenik meg, illetve
azt sem, hogy a kordbban emlitett anyagdtmenet nélkiili fazisdtalakulds miatt, részecskeszdm hidnydban a
G = uN 0Osszefiiggés sem felhaszndlhatd. A Gibbs-potencidl eltlinése azt jelenti, hogy a vizsgalt rendszer
sugdarzasi térrel tart egyensulyt, hiszen ahogyan a termodinamikai bevezetSben lattuk, a G = 0 feltétel

pontosan ennek felel meg.

0.3 A

G [
s
I Bl L

1.0
-0.2
-0.3
-0.4
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
R[]

15. abra. Izotermdk a Gibbs-potencidl-sugar diagramban a 14. dbrdn helyteleniil Gibbs-potencidlnak
aposztrofilt exergia helyett. Minden izoterma azonos tulajdonsdgokkal rendelkezik, nincs hémérsékleti
hatarérték, amely a gorbék karakterisztikdjanak szeparatrixaként viselkedne. Ez azt jelenti, hogy nem
biztos, hogy a Gibbs-potencidlbdl lehet kovetkeztetni a Hawking-Page hémérsékletére, ahogyan azt
kordbban sejteni lehetett. A feltiintetett h6mérsékletek a nyil irdnyaban novekednek. (Isotherms in the
Gibbs potential-radius diagram instead of the exergy used in figure 14. All the isotherms have the same
characteristics, there is no limit value in temperature. This means that we may not be able to infer the
Hawking—Page temperature from the Gibbs potential as we thought we would. The temperatures shown
in the figure increase in the direction of the arrow.)

4.5 Leirds a Christodoulou—Rovelli-térfogattal

Nézziik, hogyan véltoznak ezek az eredmények, ha a Christodoulou—Rovelli-térfogatot vezetjiik be a
szdmitdsainkba, vagyis

A=-5=—""1 (74)
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hasznélva
1 /S S\5/2 0H 1 S5p(S\3/2
H(S, =—\/j+ (—) , ebbdl —| =T(S,p)= +—(—) , 75
(S.p) =5 *+r( eOaSp(p)Mﬁhﬂ (75)
vagy most is a sugarat haszndlva valtozéként
R 1 S5p
H(R,p)=—=+pR>, é T(R,p)=-—+—R". 76
(R.p)=Z+p ¢ T(Rp)=_ o+ (76)
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16. abra. A hémérséklet sugarfiiggése kiilonboz8 p paraméter-értékek esetén a Christodoulou—Rovelli-
térfogatot beépitve a modellbe. (Az [ hosszparaméter most sugérfiiged mennyiség, ezért ennek fiiggvényé-
ben nem 4brazolhat6é a hdmérsékletfiiggés.) A feltiintetett nyomads értékek a nyil irdnydban novekednek.
(Radius dependence of temperature for different p parameter values incorporating the Christodoulou—
Rovelli volume into the model. (The length parameter [ is now a radius-dependent quantity.))

Mivel tudjuk, hogy G(T,p) = H(S,p) — TS az ide vonatkozé Legendre-transzformacid, a Gibbs-

potencidlt a (76) egyenletekbdl ki tudjuk szdmitani:
G(R.p) = PR, (77)

|
N W

ezt egyenlévé téve nulldval a Hawking—Page-h&dmérséklet
2
Thp = 3—(61?)1/4- (78)
Vs

Mivel [ most (74) miatt entrdpia-, és igy sugérfiiggd mennyiség, igy a 16. és a 17. dbrdkon a rogzitett
paraméter az el6z6 két fejezet abraitol eltérd médon a p. A 17. dbran tiintettem fel a jelenleg targyalt modell
hémérsékletének sugarfiiggését, a lokalis minimummal és a Hawking—Page-hémérséklettel, melynek

értéke itt Ty p = 0.2067 a dimenzidtlan hdmérsékletegységekben kifejezve.

4.6 A fajho szerepe

A Schwarzschild-féle fekete lyukak, illetve Hawking és Page leirdsa esetén térfogat hidnydban nincs értel-
me izobdr vagy izochor fajh6rdl beszélni, térfogat hidnydban, annak értelmezése nélkiil csak hékapacitis
Iétezik, ahogy lattuk, az ezzel valé szamitdsokkal a (30) egyenlet negativ hSkapacitds-paradoxonjira

jutunk. A Spallucci, Smailagic, valamint Dolan 4ltal hasznalt térfogat esetén viszont mér tudunk ezekkel
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17. abra. A hémérséklet sugarfiiggése p = 0.15 esetben a Christodoulou—Rovelli-térfogattal, feltiintetve
a lokélis minimumot és a Hawking—Page-hémérsékletet. (Az [ paraméter most sugarfiiggd mennyiség.)
(The radius dependence of the temperature in the case of p = 0.15 with the Christodoulou—Rovelli
volume, indicated the local minimum and the Hawking—Page temperature, which is Tgrp = 0.2067 in this
case.)

szdmolni, hogy meghatarozzuk a termodinamikai stabilitdst. A negativ hdkapacitds-probléma egyszert
fekete lyukak esetén mar a geometriai térfogat hasznalataval is megoldddik, de fontos megjegyezniink,
hogy a fajhd negativitdsa, vagyis a termodinamikai instabilitds az eldfeltétele a Dolan dltal [4]-ben vizs-
galt fazisatalakulds 1étezésének. Ez viszont nem egy globdlis fazisatalakulds, vagyis a kritérium csak az
allapottér egy részét zarja ki. A van der Waals-esetben a negativ kompresszibilités, a fekete lyukak esetén

a negativ fajhd tartomanya jeloli ki a fazishatarokat.

Azon fekete lyukak stabilitdsanak vizsgalatakor, amelyek invaridns tomegét az entalpidval azonositjuk, a
belsd energidbdl szarmaztathat6 izochor hékapacitds helyett az entalpidbdl szarmaztathat6 izobar héka-
pacitds elttinése jelenti a szdmoldsok sordn a vizsgdlandé kritériumot, ahogyan a stabilitdsi feltételeket

lathattuk a 2.4. fejezetben. A kiszdmitds mddja

T
P = "57

, (79)
(_S)P,J,Q

ez eltlinik, amikor a szamlaldja, vagyis T = 0, és divergdl, amikor a nevezdje tlnik el, vagyis dsT = 0
esetben.

Bir6 és tarsai megkozelitésében [31] a negativ hékapacitds-probléma megolddsa abban rejlik, hogy az
energia és a fiiggetlen termodinamikai valtozoként bevezetett térfogat hatvanyfiiggvényként skalazodik

a kovetkez§ Osszefliggés szerint:
S(U,V) = €UV, (80)

ahol ¢ egy ardnyossagi tényezd, az Euler-homogenitas pedig az a + 8 = 1 feltételt szabja a hatvanyki-

tevSkre. Tovabbi kiegészitése még ennek, ahogyan kordbban is lattuk, S egyuttal a sugar négyzetével is

I [S R

Mivel a térfogat is mindenképpen a sugdr valamely hatvdnydval ardnyos mennyiség, a (80) egyenlet
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alapjan megszabott feltételt a kovetkez6képpen tudjuk médositani:
S(R) = éERRP, (82)

tehat a + By = 2. A (80) egyenletben lathaté entrépia elsd derivaltjai

s 1 S s p S
woTTw ¢ worhY (83

alakdak, amelyekbdl a

p==7 (84)

allapotegyenletre jutunk. A Stefan—-Boltzmann-torvény alapjan B/a = 1/3 teljesiti a hdromdimenzis

sugdrzdsi torvényt. Az entrépia belsd energia szerinti mdsodik derivaltja

s 41 1
== (85)
oU? oUT VeyT?
amelyet (80) alapjan a
9’ S
Wza(a—l)ﬁ (86)
forméban is felithatunk. Mindezekbdl kaphatjuk meg a
a S
=—= 87
VETTaV (87)

izochor fajhdre vonatkozé Osszefiiggést. Tovabbi 4talakitdsok utdn Bird és tarsai arra az eredményre
jutnak, hogy az entrdpia, a bels§ energia €s a nyomds pozitivitasa ilyen forman maga utdn vonja a fajhd
pozitivitdsat is. Az a térfogat, amely kielégiti az Euler-homogenitds megkotését is, mindenképpen a sugér
otodik hatvanyaval kell, hogy ardnyos legyen, vagyis y = 5. A Christodoulou—Rovelli-térfogat pont ilyen.
Ennek esetében a = 0.75 és 5 = 0.25 és az entrdpia véltozatlanul az eseményhorizont feliiletével ardnyos
mennyiség. Ha a hagyomdnyos, geometriai térfogattal szdmolnank, amely a sugdr harmadik hatvanyaval
aranyos, akkor @ = 8 = 0.5-re jutnank, amely kielégiti ugyan az @+ = 1 Euler-homogenitasi kritériumot,

azonban az @ = 3 sugarzasi torvénybdl ad6d6t mar nem.

4.7 A kritikus pont

Caldarelli, Cognola és Klemm 2000-ben [25] teljes stabilitdsvizsgalatot végeztek el az AdS-téridén
értelmezett Kerr—Newman tipusu fekete lyukakra vonatkozdan. Dolan 2012-ben [4] azt is megmutatta,
hogy a van der Waals-gézra jellemzé fazisatalakuldshoz hasonl6 folyamat jatszédhat le az ilyen tipusi
fekete lyukak esetében. Azt is megéllapitotta, hogy ennek a folyamatnak a rendparamétere lehet a fekete
Iyukak termodinamikai dllapotegyenleteibe bevezetett térfogat. Dolan cikkének esetében ez megegyezik
a szokdsos geometriai térfogattal, amely az objektum sugardnak harmadik hatvanydval ardnyos, mint az
(53) egyenletben, abbdl kifolydlag, hogy a kozmoldgiai konstans a nyomdssal ardnyositott mennyiség. A

termodinamikai valtozok kozti Osszefiiggést megado dltalanositott Smarr-reldcid

H
§+pV—ST—JQ—%:O. (88)
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Dolan cikkének esetében is, ahogyan azt az (54) egyenletben mér l4thattuk,

A

Y

S=nxR2, lletve p= (89)

a kiindul6 Osszefiiggések. Spallucci és Smailagic [5] gondolatmenetéhez hasonldan a tomeget az en-
talpidval azonositja, nem pedig a belss energidval. Egyvéltozds eset a térfogat nyomdsfiiggetlenségébdl
kifoly6lag egydltaldn nem keriil targyaldsra, a cikk feltételezése, hogy csak forgé vagy toltott fekete
Iyuk esetén beszélhetiink (ilyen formdaban) térfogatrél. Ezért Dolan egy forgé, toltott fekete lyuk esetét

vizsgdlja, ekkor az entalpia

18. abra. A Dolan 4ltal is szdmolt teljes J — S paramétertér és a bonyolult fazisszerkezet. Feketével a
cp — oo, vildgossziirkével a T = 0 gorbék. (The total J — S parameter space and the complex phase
structure calculated by Dolan. The cp — oo case marked by darker, while the T = 0 region marked by
lighter curves.)

S+ 702+ 325%)? 4 an2(1 + 325 2
1\/< n02 + ) 4 dr(1.+ 545) 0

H(S,P,J,0) ==
( Q) =5 pr

alakban frhat6 fel. Ezt a kifejezést a nyomads szerint derivdlva kapjuk meg a termodinamikai térfogatot,
amely igy V (S, P,J, Q) fiiggvénye. Azonban a J = 0 esetben, vagyis, ha a fekete lyuknak nem lenne
impulzusmomentuma, a térfogat tisztdn az entrépia, illetve, az entrépidval (54) egyenletben azonositott

sugdr fiiggvénye lenne.

A stabilitdsvizsgélat sordn Dolan [4] cikke nyomén a tOltetlen, Q = O esetrdl, vagyis az AdS—Kerr
fekete lyuk fazisszerkezetérSl készitett 18. dbran vildgossziirke gorbe jeloli azt a régidt, ahol az izobar
hdkapacitas eltiinik, fekete gorbe pedig azt, ahol divergdl a J — § paramétertéren. A 2.4. és a 4.6.
fejezetekben lathattuk, hogy ez a kritérium mutatja meg a termodinamikailag stabil régidkat. A kritikus
pont a 18. dbrdn lathaté fazistér els6 siknegyedében a fekete, cp — oo gorbe lokdlis maximumdaban

van. Koordinatai [4]:

(SP)irir ~ 0.08204, illetve  (JP)rir ~ 0.002857, 1)
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analitikus szdmitdsok segitségével.

4.8 A kritikus pont Christodoulou—Rovelli-térfogattal

JVP

04

0.2 4

$
&
=
n
b

19. abra. A teljes J — S paramétertér €s a bonyolult fazisszerkezet Christodoulou—Rovelli-térfogatot
bevezetve. Feltiintetve a c p — oo, valamint a T = 0 gorbék. (The total reduced J — S — P parameter space
with the coordinates JNP and S*P, and the complex phase structure when using the Christodoulou—
Rovelli volume. The c p — oo case marked by darker, while the T = 0 region marked by lighter curves.)

20. abra. A teljes J — S paramétertér és a bonyolult fizisszerkezet Christodoulou—Rovelli-térfogatot
bevezetve. Feltiintetve a c p — oo, valamint a T = 0 gorbék. (The total reduced J — S — P parameter space
with the coordinates J*P and S*P, and the complex phase structure when using the Christodoulou—
Rovelli volume. The c p — oo case marked by darker, while the T = 0 region marked by lighter curves.)

Dolan [4]-beli (26)-0s egyenlete nem elégiti ki az els6rendd Euler-homogenitést, emiatt nem is a meg-

szokott extenzivitds teljesiil az esetében, ahogyan azt a (88) Smarr-reldcié mutatja. Ezért mddositott
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térfogatot bevezetve, vagyis A = -8z P helyett a

_5p5
T

A= (92)

ansatz-t bevezetve az entalpia a Q = 0 esetben, vagyis egy forgo, toltetlen, AdS—Kerr-tipust fekete lyukra

1 2pS3\2 252
H(S,P,J,0 =0) = \/(S+ b ) +47r2J2(1+ e ) 93)
2VnS V4 T
Ebbdl
OH T
T = illetve c¢p = 94)

a ’ aT :
oS 1p.y a5lP.J

Tudjuk, hogy a kritikus pont 1étezésének a feltétele, hogy a c p dlland6 nyomadsu fajhd divergdljon, vagyis
(0T/0S)|p.s = 0 legyen.

JP JVP
0010 T=0 010 T=0
0.008 0.08 /
000 006
0004 004
0.002 /‘ T C — 00 002
\ C > 00
"0 002 004 006 008 010 012 014 %550 005 010 015 020 025 030 035 040
o S2p
(a) Hagyomanyos térfogattal [4] (b) Christodoulou—Rovelli-térfogattal

21. abra. cp — o0, és T = 0 gorbék a J — S paramétertér els§ siknegyedén. A kritikus pont mindkét
esetben a fizikai régidban (' > 0) helyezkedik el. (The curves cp — oo in red and the curves T = 0 in
blue in the first plane quarter of the reduced J — S — P parameter space. In both cases, the critical point
is in the physical region (T > 0). (a) With classical volume (b) With Christodoulou—Rovelli volume)

A 19. és a 20. dbrdk mindegyikén az elsS siknegyedben, a T = 0 és a ¢, — oo gorbék kozott helyezkedik
el a stabil, fizikai régi6. A két dbra kdzott a kiilonbség, hogy a paraméterteret kiilonboz8képpen redukalt
véltozok koordinatazzak. Mig 19. abran a fazisszerkezet szimmetrikus, a 20. 4brdn maga a paramétertér,
hiszen a vizszintes tengely S P koordindjdhoz a J%P "illik", még ha a fizisszerkezet szimmetridja ettS] fel
is bomlik. Azt, hogy melyik a "helyes" vagy "hasznos" koordindt4z4s illetve skdldzds, tovdbbi kutatdsok
sziikségesek, hogy el tudjuk donteni. Az dbrdkon feltiintetett 7 = 0 gorbék a fizikai régié hatdrai: felettiik

T < 0, vagyis itt nem val6sulhatnak meg fizikai allapotok.

A 21. dbran szemléltettem a lokdlis stabilitast. A két grafikon a 18. dbra, illetve, a 19. dbra elsd siknegyedeit
mutatja részleteiben. Mindkét esetben sotétebb gorbe jeloli azt a régiot, ahol a fajhd divergél, viligosabb
aT = 0-t, ami felett a h6mérséklet negativ, vagyis fizikai dllapotok nem valdsulhatnak meg. Balra, a 21a.
abran az eredeti, médositatlan térfogat, jobbra, a 21b. dbrdn a Christodoulou—Rovelli-térfogat beépitve az
entalpidba. Erdekes megfigyelni, hogy a 3 viltozds fiiggvények mindkét esetben hasonlé médon voltak 2
valtozésra redukalhatéak. Az Gj térfogat bevezetésével a S2P és JVP verzi6t haszndltam fel az Gj valtozok
koziil, ahogyan ez a 21b. dbran is latszik. Azért valasztottam ezt a kétféle 4j koordinatdzas koziil, mert

igy Dolan 4brdjaval szerkezetileg és nagysdgrendileg is 0sszehasonlithatd grafikon sziiletett a 21. dbran.
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A lokadlis, médsodrendd fazisdtalakulds kritikus pontja mindkét esetben a divergenciét jelz6 gorbék lokélis

maximumanal talalhat6. Ez a Christodoulou—Rovelli-, tehat a 21b. abran lathaté esetben

(S?P)irir ~ 0.1584  és  (JVP)irir = 0.01729. (95)

Dolan szerint ott taldlhat6 a globélis Hawking—Page-fazisatalakulds, ahol az aszimptotikusan AdS-
téridébe dgyazott fekete lyuk szabadenergidja kisebb, mint a tiszta AdS-esetben. Ennek a fazisatalakulas-
nak a megtaldldsdhoz nem elég ebbdl a szemszogbdl megvizsgalni a kérdést. A Hawking—Page kritikus

pont helyének megtaldldsdhoz, ha 1étezik, tigyszintén tovabbi kutatds sziikséges.

5 KONKLUZIO

Bekenstein, Hawking és még sokan mdsok vallalkoztak arra, hogy megmutassék, ez a tdrgyaldsmod nem
csak érdekes, de hasznos is. Viszont ezekben a leirdsokban a térfogat problematikusan értelmezhetd,
ezért nincs teljes egyetértés abban, hogy a kiilonféle termodinamikai feltételekkel bevezetett tobbféle
térfogatfogalom koziil melyiknek a segitségével irhatjuk le ténylegesen ezeknek az objektumoknak a
viselkedését. Hirom hozzaallast tekintettem 4t a térfogathoz, annak bevezetési médjaihoz. Hawking és
Page [29] térfogat bevezetése nélkiil vontak le kovetkeztetéseket jutottak egy kritikus viselkedéshez, Spal-
lucci és Smailagic [5] a szokdsos, haromdimenzids geometriai gombtérfogatot vezették be szamitasaikba,
hasonléan Dolan-hez [4], akinek a munk4jét részletesen vizsgdltam. A Bir6 és tarsai [31] dltal bemutatott
térfogatfogalom teljes mértékben termodinamikai megalapozast, de szorosan hozzdkapcsolddik az dltal-
nos relativitdselmélettel is kompatibilis invaridns térfogatfogalomhoz. A Hawking—Page-fazisatalakulast
mindezen kiilonbozg elképzelések mentén lehet jobban megérteni, a dolgozat tehat ezt a hdrom utat tekinti
at. En az AdS-Kerr metrikdn vizsgdltam Sket, és eredményiil azt kaptam, hogy, ugyan mas paraméte-
rekkel és més skdldzasi tulajdonsdgokkal jelenik meg az invaridns térfogatfogalomra alapulé faziskép,
de mégis meg6rzddik a Dolan dltal prezentalt fazistér 1ényeges szerkezete. A Hawking—Page-fazishatar

egyértelmien a sugdrzasi térrel val6 egyensulybdl vezethetd le, a feltételek indikacidja alapjan.

A dolgozatban beldttam, hogy habér a litsz6lagos geometriai térfogatnak (V = 47R?/3) igen nagy
hatranya, hogy fizikailag egy koordinata-fiiggs fogalom, mar ezzel is ki tudjuk kiiszobolni a fekete lyuk-
termodinamika egyik legfontosabb problémadjat: a negativ hékapacitds-paradoxont. Az extenzivitdson
keresztiil bevezetett térfogatfogalom abszolit elénye, hogy az invaridns térfogatot adja eredményiil,
és dltala termodinamikailag konzisztens médon kiiszbolddik ki a negativ hékapacitds problémdja,
illetve a Hawking—Page-fdzishatdrok, tehdt a fekete lyukak parolgdsardl vald eddigi ismereteink nem
véltoznak meg ezzel a szamitdsi moéddal sem. Ezen kiviil megvizsgaltam, hogy a Christodoulou—Rovelli-
féle [3], geometriailag kitiintetett térfogatfogalom termodinamikailag is beilleszthet§ a szamitasokba,
bar ekkor a Hawking—Page-fazishatérok, illetve a fazisatalakuldshoz tartozé kritikus pont médosulnak.
Ez akdr az elsddleges (primordialis) fekete lyuk-méreteloszlasra is befolydssal lehet, ami a késGbbiekben

megfigyelésekkel val6 0sszevetésre is adhat alapot.
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Kluitenberg—Verhas-modell, h6tagulas €s reoldgiai energia

Kluitenberg—Verhds model, thermal expansion, and rheological energy

Fiilop Tamés
Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdanyi Egyetem, Gépészmérnoki Kar, Energetikai Gépek és Rendszerek Tan-
szék; Montavid Termodinamikai Kutatécsoport, fulop.tamas @ gpk.bme.hu

OSSZEFOGLALAS: Jelen fejezet bels viltozés médszertannal, az energia eltoldséval szarmaztatja
a Kluitenberg—Verhds viszkoelasztikus modell hétaguldssal kiterjesztett valtozatat. Feltdrja az extra,
reoldgiai energiatag tulajdonsdgait és megadja a belsG valtozoé interpretdcidjat.

Kulcsszavak: viszkoelasztikussag, belsd valtozd, kontinuumelmélet, idSbeli termodinamika

ABSTRACT: This chapter derives the Kluitenberg—Verhas viscoelastic model extended to incorporate
thermal expansion, via the internal variable methodology, using the extension of energy. Properties of
the extra rheological energy term are explored and the interpretation of the internal variable is provided.

Keywords: viscoelasticity, internal variable, continuum theory, temporal thermodynamics

1 BEVEZETES

Az [1] cikk az entrdpia eltoldsdval szarmaztatja a Kluitenberg—Verhds-reoldgiat a belsé valtozés mod-
szertannal. Igy a belsé valtozé kikiiszobolése csak izoterm kozelitésben valésithaté meg. Jelen irds egyik
célja az izoterm kozelités elkeriilése és konstans egylitthatok megengedése!, az entropia helyett az ener-
gia eltoldsdval. Mdsik cél a hStdgulds megengedése, mely a gyakorlati alkalmazdsokban sokszor meriilt
fel fontos igényként. Tovabbi cél a valddi szabad paraméterek feltardsa, a bels§ valtoz6 interpretdldsa,
és a reoldgiai energiajdrulék elemzése. A kapott eredmények nagyban segitik numerikus szimuldcidk
megvaldsitdsat is, mint azt kutatécsoportunk ilyen irdnyud eddigi eredményei mutatjak.

Jelen targyaldsban nincs figyelembe véve a hGvezetés, mely vektori (1d. harams(irdség) jelenségkor, nem
tenzori, igy izotrop kozeg esetén csatoldddsmentesen, konnyen hozzdadhaté a modellhez. Mind ehhez,
mind az itt k6zolt eredmények alkalmazasaihoz jelen kotet Takdcs—Fiilop fejezete nyujt példat és tovabbi
irodalmat.

2 A KIINDULOPONT

Az elindulédshoz sziikséges kontinuumelméleti hattér a kovetkezd (1d. pl. [2]).

Az L sebességgradiens tenzor a v sebességmezd deriviltja,
L=veV (Descartes-koordindtakban: L;; = d;v;), (D)

a belsd energia mérlege az e fajlagos belsé energia, a jg h6aramstriség vektor, a o fesziiltségtenzor és
a sebességgradiens szimmetrikus része kozotti

06 = —V-jg +tr (L) = —V-jg +1r (O'LS) 2)

Osszefiiggés. Az entrépiamérleg az s fajlagos entropia, a js entropiadram-stiriség vektor és a 7 entro-
piatermel&dési ratasiriség kozotti

0§ ==V-jo+mg 3)

1Ez gyakorlati alkalmazdsok szdmadra is, oktatdsi célokra is fontos.
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kapcsolat. A szokdsos nemegyensilyi termodinamikai kapcsolatot tekintjiik az entrépiadram-stirség és
a héaramsdriség kozott:

Js = ZIE, 4)
ahol T > 0 az abszolit h6mérséklet.
Reverzibilis modell esetén minden megengedett folyamat mentén
ns =0, )
irreverzibilis modell esetén pedig a 2. fGtétel szerinti
s >0 (6)

kovetelményt fogjuk vizsgalni.

Jelen tdrgyaldsban, mint fentebb emlitésre keriilt, a hdvezetéstdl eltekintiink:

iE=0, js=0. (M
Ekkor reverzibilis modell esetén
Tng =0, (8)
irreverzibilis modell esetén pedig a
Tns=0T$>0 )]

egyenlStlenséget fogjuk megkovetelni.

o s

A mechanikai teljesitménystrtség tr (o-L) alakja lehet6vé fogja tenni nekiink, hogy nemcsak kontinuum-
, hanem helyfiiggetlen idébeli [10, 9, 2], koncentralt paraméterti, homogén termodinamikai modellekre
is vonatkozhassanak az aldbbiak. Térderivéltak ugyanis ettdl a ponttdl kezdve nem fognak fellépni,
LS-re nem mint térderivéltra, hanem mint 6nallé jogi szabadsagi fokra tekintiink. Mds kinematikai
mennyiségekkel valé kapcsolatdt nemcsak kontinuummodellbdl szarmaztathatjuk [6, 4, 5, 7, 8, 3], hanem
posztulalhatjuk is (természetesen a kontinuummodell 4ltal motivaltan). Igy helyfiiggetlen, tehat véges
szabadsdgi foku, id6beli dinamikai (s6t, termodinamikai) modelliink lehet rugalmas, viszkoelasztikus és
hétagulasi jelenségek leirdsara. Ez szamos kisérleti elrendezés modellezéséhez megfeleld, és egyszerd,
praktikus eszkoztar.

A mérnoki gyakorlathoz kozelebb vagyunk, ha T a termikus valtozénk, nem e vagy s. Induldsként csak
termikus valtozdsokat engedjiink meg:

e=eq(T), s=su(T), (10)
melyek kozott a
de =Tds (11)

Gibbs-reldciét (mint konstiticids konzisztenciafeltételt) a

deth _ dsth

ar " ar (12)

kapcsolat kirovasaval biztositjuk.2 Példaul

T
en(T) =T, s(T) =cln

aux

+ Saux 13)

Py

allandé ¢ fajhdjd modellt testesit meg (itt Thux, Saux Segédmennyiségeks3).

25(e) konkdvitdsat a T valtozé nyelvén dey,/dT > 0, vagy ekvivalens médon dsy,/dT > O biztositja.
3Dimenziés mennyiségnek nincs logaritmusa, ezért van sziikség egy Tayx-ra.
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A termikus vdltozdsok mellé fokozatosan fogjuk majd megengedni a rugalmas, a viszkoelasztikus és a
hétagulasi jelenségeket.

Izotrop kozeg kis alakvaltozésaira fogunk szoritkozni. E kdzelitésben a o tomegstirdség allando.

Rugalmas és hdtagulasi alakvaltozas fog eléfordulni, a rugalmas kitérést lokdlisan, tenzorilag méré D
rugalmas deformaltsig tenzorrdl, a sebességgradiens tenzorral (és a szokdsosan hasznélt & alakvaltozasi
tenzorral) val6 kapcsolatdnak részleteit a [6, 4, 5, 7, 8, 3, 2] m{ivek tartalmazzak.

Az attekinthetGség kedvéért eleinte ,.egy térdimenziés”, helyesebben szélva: 1 kinematikai szabadsagi
foku esetet tekintiink, a hdromdimenzids tenzori tirgyalds ezutdn lesz bemutatva. Az 1D tdrgyalds nem
annyira egytengelyd folyamat modellezéseként haszndland6 / fogand6 fel: reoldgia jelenléte esetén ez
mar Onbecsapas (a keresztirdnyd mozgasok szdmottevs ,,0nallé életre kelnek™, 1d. pl. [2]), hanem egy
izotrop anyagu tenzori modell deviatorikus és gombi része bizonyul ilyen, effektive skaldr szerkezettinek.
Koziiliik a gombi részben lesz hétagulds izotrop kdzeg esetén.

3 A HOOKE-MODELL

A rugalmassag tulajdonképpen a fenti, csupan termikus szabadsdgi foku (10)—(12) modell bels§ valtozés,
reverzibilis kiterjesztéseként interpretalhat6.

Tekintiink egy extra D szabadsdgi fokot. Kinematikai szerepet fog jdtszani, ezt az L-lel vald
D=L (14)
kapcsolata fejezi ki. A fesziiltség ennek az allapotjelz&nek a
oc=ED (15)

linedris fiiggvénye, a pozitiv E egylitthatoval (mely egytengelyd értelmezés esetén a Young-modulusz).
E fesziiltség oL mechanikai teljesitménysiriiségének reverzibilis, nemdisszipativ voltét a fajlagos belsg
energia kovetkez§ kvadratikus, konvex eltoldsaval* kapjuk:

E
e(T,D) = ey, (T) + iDZ. (16)

Ekozben a fajlagos entrépidt nem toljuk el, D-fliggetlennek tartjuk:
s=s54(T). 17)

Ekkor

) dsy, - dey, . . E ,\ . . .
TﬂSIQTSZQTﬁTZQ—TIQethIQ e——D") =0é —EDD =0cL-EDD =

=ocD-EDD =0, (18)

ennélfogva a modell reverzibilis, nemdisszipativ.

A hémérséklet pedig dllandénak bizonyul: (18) szerint bairmely megengedett folyamat mentén

én =0, (19)
igy
dey, .
0=éy = %T, (20)

d
mely % > ( (Iasd a 2. 1abjegyzetet) alapjan arra vezet, hogy

T=0. 2D

4Ezdltal s(e, D) konkavnak bizonyul.
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4 A KELVIN-VOIGT-MODELL

Az iménti, rugalmas modellhez képest e és s maradjon vdltozatlan, a fesziiltségben viszont legyen jelen
egy extra, viszkozitds-jellegt tag:

oc=ED+EL=ED+ED. (22)
Ez a Kelvin—Voigt-modell. A
&=0—-ED (23)
irreverzibilis fesziiltségjarulékkal, mely most

o=ED, (24)

dr dTr 20
=oD-EDD=6D+EDD-EDD =ED? >0, (25)

) dsy, - dey, . . E Y\ . . .
Trns =o0T$=0oT——T=0—T=0éy,=0|e—=—D"| =pé —EDD =0L—-EDD =

a modell irreverzibilis. A hdmérséklet pedig monoton né (nemcsokken):

deh , . A
gd—T‘T =06, =ED?>0. (26)
Vegyiik észre a
Tns=0D=0L 27

alakot is: alabb hasonl6 képletekkel taldlkozunk majd.

5 A POYNTING-THOMSON-ZENER-MODELL
A
oc+tc=ED+EL avagy o+10=ED+ED (28)

Poynting—Thomson—Zener (PTZ)-modellhez egy irreverzibilitast hozé 1) szabadsagi fokra van sziikség.
A [1] cikk a Kluitenberg—Verhds-reoldgia szdrmaztatdsidhoz a fajlagos entrépiat tolja el egy, a & Uj
szabadsagi fok négyzetével ardnyos taggal: kis idGre atvaltva [1]-kozelibb jelolésekre,

1
s(e,D,¢) = Seddigi(e, D) - Efz, (29)

e-t pedig nem véltoztatja; ez azonban kozelitSleg olyan, mintha a fajlagos entrépidt hagynank érintetleniil,
és a fajlagos belsd energidt tolndnk el:

1 1 1
e(s,D)=e (Seddigi +5&%, D) ~ e(Seddigin D) + 3¢, - 56 = eeatigi + T - 367 (30)

Mi most toljuk el a fajlagos belsd energiat.

A PTZ-modell esetén , kézzel”, kozvetleniil is megkereshetd, hogy milyen extra taggal toljuk el a fajlagos
belsd energidt. Induldsként irjuk 4t (28)-at (a masodik véltozatat) (24) segitségével:

(6 +ED)+71(6+ED)Y =ED+ED (31)
o+165=(E-7E)D =1D, (32)

ahol
[=E-71E (33)
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(I elnevezése: csillapitasi index). Ezutan tekintsiik a belsGenergia-mérleget:

: : . (E Y\ 1 ) E -6l
oé=cL=0cD=EDD+6D = (—DZ) +& [7 (o + T&)] = (—D2 + ;6—2) + 2 3
2 1 2 21 I
Ez azt mutatja, hogy ha
E
e=ey+—D?+ 52 (35)
20 201
a fajlagos bels§ energia, akkor az el6bb latottakhoz hasonl6an
Trs == 0ég = [é (ED2+ ! &2)']—
S O€mn Y 2Q 291'\
E C ool E S8
- (_Dz+ ;efz) AL (_Dz+ ;&2) T 50, 09
2 21 1 2 21 1

pozitiv definit entrépiatermelSdési ratastriségl, a masodik f6tétellel konzisztens modellt nyertiink.

e

Emellett, szintén az el6z6ekhez hasonldan, a hGmérséklet idGbeli alakulasara
>0 37
adodik.

2 2z

Itt tehdt kozvetleniil meg is kaptuk az extra belsd valtozoét: kozvetleniil a  Hooke-on tili fesziiltségjarulék
jatssza ezt a szerepet.

6 A TEHETETLENSEGI HOOKE-MODELL

Szintén még ravezetd mozzanatként, probaljuk meg most a
oc=ED+ED (38)

alaku hidnyos Kluitenberg—Verhds-modell esetén is kézzel keresni meg a fajlagos belsS energia alkalmas
eltoldsat: ezuttal

o=ED (39)
a Hooke-on tili fesziiltségjarulék, és
0é =0cD=EDD+6D = ED2 + ED2 (40)
alapjan
e=ey+—D?+—D? (41)
20 20
esetén
Tng=---=0éy=0|é-|—D>+—D*||=0, 42
s 0én =0 [e %0 % (42)
a modell reverzibilis, a h6mérséklet pedig allandé.
A tovébbiak érdekében érdemes az itt kapott fajlagos belsS energidt az
E 1 2 \2
e=ep+—D+ — (EL) 43)
20 20F

alakba is 4tirni — majd késébb latjuk meg, miért.

Eszrevehetjiik azt is, hogy ez alkalommal nem a &, hanem L mennyiség jtssza az extra szabadsagi fok
szerepét. Nem latszik ,,k6z0s nevez§” a két eset kozott. Ez elgondolkodtaté.>

5 A kovetkezd szakaszban mindazondltal el fogunk jutni a szintézishez.
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7 A RELAXACIOSTAG-MENTES KLUITENBERG-VERHAS-MODELL

Az elébbi modellt kiegészitve a Kelvin—Voigt-modellben latott viszkézus taggal, azaz a
o =ED+ED+ED (44)

esetben ugyanez az

E £ . E 1 [2.\2
e=ept—D*+ D2 avagy ep+—D?+ — (EL) 45)
20 20 20 20E

fajlagos belsd energia, az eddigiekkel analég médon, a
THS:...:Qéth:..:E[)zZo (46)

eredményre vezet, azaz az irreverzibilitds is, a h6mérséklet alakulésa is a Kelvin—Voigt-modellnél latottal
egyezik.

8 A TELJES KLUITENBERG-VERHAS-MODELL

Eddigi sikereink utdn meglepd lehet, de a teljes Kluitenberg—Verhds-modell, tehdt a csupa nemnulla
egyiitthatékat tartalmazé

o+160=ED+ED+ED (47)

esetén nem adddik lehetdség az eddigiekhez hasonld, kdzvetlen konstrukcidra. A végeredmény ismere-
tében ez nem is meglepd: a teljes Kluitenberg—Verhds-modell esetén egy olyan extra gazdagsag 1ép fel,
mely a specidlisabb esetekben nincs jelen. Nincs kizdrva, hogy a végeredményt latva visszanézhetne az
ember, €s — utélagos bolcsességként — kitigyeskedhetne egy kézi szarmaztatast. Ekkor sem nyilvanvalo
azonban, hogy az ilyen kozvetlen ,,vegyiik észre” hozzaallas révén Az Egyetlen Lehetséges Megold4st
taldljuk-e meg, vagy csak Egy Lehetséges Megoldast. Ezért a kovetkez6kben implementéljuk inkabb
a [1]-ban l4tott dltaldnos mdédszert, amely nem virtuozitdst igényel, hanem egy receptszerd mdodszertan
alkalmazasat.

Most forditva haladjunk: (47) nem bemenet, hanem kimenet lenne majd; egyelSre annyit varunk, hogy
oG=0c—-ED (48)
nemnulla lesz.

A Hooke-szinten latott fajlagos belsG energiat most is egyetlen taggal toljuk el, de most dltaldnosan
egy — egyeldre ismeretlen interpretdcidji — i belsd szabadsagi fokkal. A konvexitds (igy s konkdvitdsa)
érdekében, tovabba az egyszertiséget szem elbtt tartva, az

E

e(T, D.1) = e(T) + 5= D? + i’ (49)
20 20

alakot vdlasszuk, ahol « egy nemnegativ egyiitthatd, mely 4ltaldnosan nyugodtan lehetne az dllapotjelz&k

fliggvénye, a gyakorlat érdekeit szem elGtt tartva azonban most konstansnak szeretnénk tekinteni.

A fajlagos entrépidt ezittal sem toljuk el. L pedig tovdbbra is legyen egyenld D-tal (hétaguldst most még
nem engediink meg). Ezért az eddigiekhez hasonl6 1épésekkel indulhatunk:

Tng=---=pén=0|é—|—D"+—n =ocL—-EDD — knij =
20 20
=6L+EDL—-EDD — xmj = 6L - knij. (50)

A kialakult kifejezés nem ab ovo pozitiv definit, ennek biztositdsdra onsageri egyenleteket valasszunk
modelliinkbe, a kovetkez6 formaban:

O = py L+ pppk, (51)
=N = o L+ pyykip, (52)
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ésa uy1, H12, 21, Moo onsageri egylitthatékban is szoritkozzunk a konstans egylitthatok esetére. Hogy
(50) legjobboldala pozitiv definit legyen, ennek sziikséges és elégséges feltétele az onsageri egyiitthatok
2 X 2-es p mdtrixa szimmetrikus részének (;S-nek) pozitiv definit volta, mely a

+ 2
mi1 =0, u2 >0, ﬂnﬂzz—(%) >0 (53)

feltételrendszerrel ekvivalens.

Kiiszoboljiik ki az i bels§ valtozot: (52)-t irjuk at a
= (1 pykd;) 1 = piy L (54)

alakra, az itt felismert 1 + u,,«d, derivaltoperatorral hassunk (51)-re:

O+ [k b= My L +/111/122KL +(1 +/122K(9t) KO =

I
=IL+ Kty Moo L + 1560, (1 + p10,k8,) 1 = IL + Ky oy L + 11,8, [_ﬂzlL] = (55
.\ .

ebbe (48)-at behelyettesitve pedig (itt két tag 6sszevondsihoz és egy tag atirdsahoz L = D-t is felhasz-
ndlva) a (47) alakd eredményre jutunk:

o—ED+1(6—ED)=ID+ED, (56)
(T+T(‘T:ED+(f+TE)D+I§D. (57)
———
=E

Az itt fellépé egyiitthatokra (53) alapjan

>0, 7>0, E >71E, (58)
tovabba
+ ) 2 2 B 5
0 < 114122 — (ﬂlz /lzl) = 11t — Hip  Hiop21r Moy _ detp — (,Ulz /lzl) <dety (59
2 4 2 4 2
kovetkezményeként
£>0 (60)
adddik.

Az (51)—(52) egyenletrendszerre tekintve lathatjuk, hogy w1, = 0 esetén (51) & és L kozotti, Kelvin—
Voigt-kapcsolatot ad, n pedig lecsatolddik. A Kelvin—Voigt-esetben azt is 1attuk, hogy nincs sziikség
extra energiatagra.® Minket most a fesziiltség Hooke-on tuli jarulékainak termodinamikailag konzisztens
héttere érdekel, ezért nézziikk most meg, u1» # 0 esetén (és persze x # 0 esetén) mit mondhatunk az
extra energiatagrol. (52) révén indulhatunk, majd behelyettesithetjiik (51)-et:

N 2
K2 X A2 K o —p,L
20 20 (2 2K1) 20 |M2 2 —'“12K
_* A 2 1 R N Y
- 2 2 [ﬂﬂ'uIZKL+'“22K0'_ﬂ11ﬂ22’<L] = 2 [TO'—EL] -
20K 204K
:LAZ’ ahol X=_2’ A=Ta-_éL (61)
20 ki,

SHa van is extra energiatag, azt a Kelvin—Voigt-mechanika nem valtoztatja, ,,szunnyad6” energiafajta.
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A belsd véltoz6 tehat 4tskdldzdssal (melyhez teljes jogunk van, hiszen « is szabad paraméter volt, és n-ra
se volt semmi kik6tés) a kinematikailag jol interpretélhat? L, a mechanikailag jol interpretdlhat6 & és a
Kluitenberg—Verhas-modell (pl. kisérletileg fittelhetd) 7, E egyiitthat6i kombindciéjaként interpretalhatd.
Az atskalazast frjuk is fel konkrétan: (51)-bdl kifejezve 1j-ot, és (52)-be helyettesitve,

n=—1A. (62)

Kl yo
Vizsgaljuk meg, milyen termodinamikai megszoritds adédik y-re: az

[:=E—7l=xdety- KHpoHy ) = —KHypHy) (63)

tehetetlenségi index bevezetésével

2
“12“121) Y b L TR ( 2, 2 ) (64)

OSKdetﬂSZKﬂllﬂzz—K( 5

1=

. P o A -
(u%2+u§1)371+5, f(,11%2+—)STI+§, Kz,u‘]tz+lzs2(271+1)/</1%2, (65)

2 PP 2
(ki) =2 (204 1) (k) + 1 < 0. (66)

P A~ A2 2 A A2 g
(200 +1) =y (2e0+ 1) = 12 <sasdy < (200 +0) (200 4 1) - 2. (67)

Ez, I helyére E —71 -t helyettesitve, egyszer algebrai észrevételek révén a kovetkezd beszédesebb alakra

irhato at:
2 2
(\/r—i— \/g) < i, < (\/r—f+ \/;) . (68)

Ha « vagy u1» nulla, e feltételek érdektelenségbe fulladnak. Amikor egyikiik sem nulla, akkor viszont

1 1
S 2 — (69)

adédik a termodinamikai masodik f6tétel szabta egyenlétlenségekbdl. [, I, E nemnegativok, igy ez az
alsé korlat mindig joldefinialt; £ = 7/ esetén (I = 0 esetén) a fels6 korlat oo lesz, és elStte < helyett <
frandé.]

Ha 7, I vagy E nulla, akkor az alsé és a felsG korlat egybeesik, y egyértelmtien meghatdrozédik. Konnyd
ellendrizni, hogy épp a 6-7. ill. 5. szakaszban kozvetleniil beazonositott extra energiatagot kapjuk vissza.
A teljes Kluitenberg—Verhds-modell esetén azonban egy intervallumban szabadon mozog y . Kisérletbsl
csak kalorikus informécid, legkonnyebben a hdmérséklet mérése révén illeszthetd az értéke: a hdmérséklet
idéderivaltjat a kordbbiakhoz hasonléan, (50) felhasznéldsaval, a (62)-ben kifejezett  és a (61) soran
kifejezett 17 behelyettesitésével

deth

gdTTzQéthzé'L—Knﬁza'L+X(6'—fL)A (70)

alapjan josolja a modell, melyben a kinematikailag és mechanikailag hozzaférhet6 mennyiségeken til y
is szerepel, igy kisérletbSl kimérhetd.
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9 HOTAGULAS: A KIINDULO MODELL

Hétagulds esetén L mdr nem egyezik D-tal: a kinematikai véltozasok mdr nemcsak rugalmaskitérés-
jellegliek, hanem hétagulas-jellegtiek is. Kozelebbi (és tenzori) megfogalmazast a [6, 4, 5, 7, 8, 3, 2]
frasok kozolnek, itt most csak a kis alakvéltozasos (és elGszor csak ,,egydimenzids” — egy kinematikai
szabadsagi foku)

L=D+aT (71)

képletre lesz sziikségiink, melyben az a linedris hétdguldsi egyiitthato a gyakorlatorientdltsdg és attekint-
het&ség kedvéért dllandonak lesz tekintve. Az imént idézett irdsok a rugalmas + hétagulési jelenségkor
konzisztens termomechanikai hétterét is kozlik. Ez a — hdtagulassal kiterjesztett Hooke- — modell lesz
a kiindul6pont a Kluitenberg—Verhds-modell h&tdguldst is megengedd kiterjesztéséhez: a fesziiltség to-
vébbra is”

oc=ED, (72)
a fajlagos belsd energia és a fajlagos entrépia azonban éltalanosodik:
E E
e(T,D) = e (T) + 22TD + —D?, (73)
Y 20
E
s(T, D) = 54(T) + 22D (74)
©

Ez a kiindul6 modell reverzibilis, nemdisszipativ:

T Ts TdsthT+ T“ED dethT'+ T“ED‘ 50 +T - aED
s = s = E— —_— = 00— —D = pe - =
s=0 ol 7 0 0 a7 [ 0 €

aE E )\ ) , . . .
=ole——TD - —D +aETD=0'L—aE(TD+TD)—EDD+aETD=
Y

20
=ED (D +aT) - «ETD — aETD — EDD + aETD =0. (75)
A hémérséklet mar valtozik:
dey, . E . dey, . E .
0=Trg==o0o-M74o1%p = gy 7%%p (76)
dr 0 dr 0

10 A KLUITENBERG-VERHAS-MODELL HOTAGULASOS KITERJESZTESE

Ismét feltételeziink egy
G=0-ED (77)
extra fesziiltségjarulékot, és a fajlagos belsS energidt toljuk el egy bels§ valtozé négyzetével ardnyos

taggal:

E E
e(T,D,n) = e (T) + 22TD + —D* + — 2, (78)
0 20 20

a fajlagos entrépidt pedig nem moddositjuk. (75) a 6L teljesitménystriség-jarulékkal és az extra
fajlagosbelsGenergia-tag iddderivaltja révén bdviil:

Tng=---=0L—-«knn. (79)

Innentdl az (51)—(55) és (58)—(69) képletek mind érvényben maradnak.® (56)—(57)-ben hasznéltunk
L = D kapcsolatot, ezek 4ltalanositdsa htagulds jelenléte esetén:

o —ED+7(o—ED)=IL+EL, (80)
0'+T0'IED+TED+i(D+(IT)+é(D+a/T), (81)
oc+70=ED+ED+ED +IaT + Eaf . (82)

7Mint az idézett mivekben részletesen is kdzolve van, ha D-r6l 4ttériink egy olyan referencia-idGponttdl tekintett alakvdl-
tozésra, mely referencia-idGpontban D nulla, akkor a fesziiltség hagyomanyos, Duhamel-Neumann-képletét kapjuk.
8Nem véletleniil: el6vigydzatossdgbdl gy lettek felirva, hogy a hétagulds megjelenése ne befolydsolja Sket.
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Ezenfeliil a hdmérséklet idéderivéltjanak kifejezéséhez (70) dltaldnositandd: (76) olyan mértékig érvény-
ben marad, hogy

dey, . E .
Trg=- = o7 4 o72Zp), (83)
dr 0
masrészt (79) most is atirhaté (70) mintdjéra:
Tns=6L—xmpj=06L+y(6-IL)A, (84)
igy
dey, . E . .
Q%T = —oT=D+oL+y (6 - L) A. (85)
0

11 A HAROMDIMENZIOS, TENZORI VALTOZAT

A haromdimenzids targyaldsban izotrop kozeget tételeziink fel. Mivel o és D szimmetrikus, a mechanikai
szerepet jatszo n belsd véltozot is szimmetrikus tenzornak vélasztjuk. A szimmetrikus tenzorok devia-
torikus (%) és gombi (*P") részre szétbontésa, és a kapcsol6dé alaptulajdonsagok (pl. hogy deviatorikus
és gombi tenzor szorzatdnak nyoma 0) ismertnek lesznek feltételezve (Id. pl. [2], a jelen kontextusra
valé alkalmazdasardl pedig [1] is hasznos forras). A szétcsatolddds miatt a deviatorikus rész is effektive
egy 1 kinematikai szabadsagi foku (,,1D”’) modellként kezelhet§ (mégpedig hétdguldsmentesként, mert
a hétagulas is izotrop), és a gdmbi is (viszont a gdmbi rész hitagulasos).

A hétiguldssal kiterjesztett Kluitenberg—Verhds-modell a kovetkezsS. Kinematikailag
LS =D +aTl (86)

koti Ossze az érintett kinematikai mennyiségeket [6, 4, 5, 7, 8, 3, 2]. A fesziiltségnek a Hooke—Duhamel-
Neumann-rugalmastol valé eltérése -

OA_dev — o_dev _ Ededeev , &sph — O_Sph _ EsphDsph ) (87)

A fajlagos bels§ energia

Esph dev Esph
e(T,D,5) = eq(T) + o TuD+ — tr (Dde"Dde") + Sy (DSphDSph) +
20 20
d h
+ xdev tr (ndev,’dev) + ﬂ tr (nsphnsph) , (88)
20 20
a fajlagos entrépia
a sph
s(T,D,m) =s4,(T) + trD, (89)

ahol tovabbra is érvényes a (12) osszefiiggés. (75) mintdjara
Trng=---=tr (&deVLsdeV) — k9 qr (Udevﬁdev) +1r (&SphLSSph) — Phyr (ﬂSph [ Sph) , (90)

a deviatorikus és gombi részek onsagerileg szétcsatolodnak, a kovetkezd egyenletrendszerrel biztositjuk

Trs > 0-t, konstans u?fv, uls.?hegyijtthat(’)kkal:
d sph
&9 — ﬂ??VLS ev +’utli§deev’-]dev ’ &5Ph — ’u?]ihLSSP + 'uigthphilsph, o1
d , h oh - s
_’]dev — ﬂg(—l:vLS ev +’ugfz:vkdevi)dev’ _nsph — ’u;[;hLSSP + ’u;l;hksphi]sph, 92)
ahol az egyiitthatdk a kovetkez§ egyenlStlenségeket kell kielégitsék:
dev dev
Hiy TH
KiT 20, Hys' 20, KT RS = (—” > ) >0, (93)
sph sph
h h hosph [ Hi2 T Hg
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Eme onsageri egyiitthatokbol az

Tdev = Kdevu(zigv > 0, idev = ’u(liev > 0’ Edev = idev + TdevEdev > TdevEdev’ (95)
sph sph A

TP = PP > 0, PP =P >0, B = PR pthpeeh > v pph, (96)

Evdev = Kdev det /Jdev >0, fdev = Evdev _ Tdevidev’ (97)

E*P" = P det 4" > 0, [PM = ESPh — PR e, (98)

szdrmaztatott egyiitthatkat definidljuk. Ezek az egyiitthatok jatszanak szerepet, amikor a bels§ valtozot
kikiiszoboljiik, kapva, hogy

O_dev + Tdevo-_dev — Ededeev + Ededeev + édevbdev , (99)
P 4 PR PR = pephpyseh . fosphpysph o frsphysph | fsph o 4 sphg iy (100)

A
Adev — TdevoA_dev _ édeVLSdeV i Asph — Tsphé_sph _ g‘:sphLSSPh (101)

kombindcidkkal az extra belsGenergia-tagok nemnulldk, ha 74V, jdev, £4eY Kozl legaldbb egy nemnulla,
illetve ha 75P", /PP FsPh kziil legaldbb egy nemnulla, és ekkor az extra belsGenergia-tagok

dev sph
Y (Ade"Adev) | I S (ASPhASPh) : (102)
20 20
ahol
1 1
> <) < 5 (103)
(\/Tdevfdev + 1 /édev) (\/Tdevjdev A /ﬁ'dev)
1 : 1
S <y < . (104)
(\/Tsphfsph + A /é‘sph) (w/Tsphfsph — 4 /é‘sph)
A hémérséklet alakuldsat megszabo egyenlet:
Q—?}“T o7 D (LS e | (09 - PLS™) A% | 4
+ir (&SPhLSSph) + P [(a—sph - fSPhLSSph) Asph] . (105)
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A sziklarézslik allékonysaganak valdszintiség elvil vizsgalata

Probabilistic Rock Slope Stability Analysis

Fiizesi Ferdinand
BME, Epitémérnéki Kar, Geotechnika és Mérndkgeologia Tanszék, ferencferdinandfuzesi@edu.bme .hu

Bogoly Gyula
BME, Epitémérnéki Kar, Geotechnika és Mérndkgeologia Tanszék, bogoly.gyula@emk.bme .hu

OSSZEFOGLALAS: Jelen tanulmany célja az, hogy egy atfogo attekintést adjon, egy gyakori mér-
nokgeoldgiai feladat, a sziklarézstik allékonysagvizsgalatnak ,,Gjszeri” valosziniiség elvli megkozelité-
sérol. A téma kiterjedt szakirodalommal rendelkezik, a nyirészilardsag anyagmodelleit6l indulva, a
bemend paraméterek eloszldsain keresztiil, a hétkdoznapi mérndki gyakorlatban val6é adaptalasig. Jelen
cikk a szakirodalom segitségével, ezen kutatasi teriileteket szeretné 6sszefoglalni, az aktualis vonatko-
zasokat is figyelembe véve. Az értekezés bemutatja a tonkremeneteli valoszinliség fogalmat, a megbiz-
hatosag koncepcidjat, illetve az ehhez sziikséges fizikai és geologiai paraméterek bizonytalansagabol és
szorasabol adodo eloszlasat. Emellett a mdodszer gyakorlati jelentdségét is kihangsulyozva, bemutatjuk
a tonkremeneteli valoszinliség elfogadasi kritérium rendszereit és a kockazatelemzés alapjait is.

Kulcsszavak: sziklarézst, allékonysag, valdsziniiség elvil vizsgalat, tonkremeneteli valdsziniiség

ABSTRACT: The purpose of the paper is to give an overall view of a highly developing approach to a
common engineering geological task, the rock slope stability analysis with a probabilistic design
method. This topic has extensive and diverse literature, from the failure criteria models of the shear
strength, through the distributions of the input parameters, to the convenient usage in civil engineering
practice. The aim of this study is to provide an up-to-date and comprehensive overview of the litera-
ture background of these research areas. The paper presents the assessment of the probability of failure
and the reliability of the slope concepts. The variety and distributions of the required physical and ge-
ometrical parameters and conditions will also be discussed. Furthermore, to demonstrate the practical
benefits of the probabilistic method, the paper introduces different acceptance criteria and concerns the
topic of risk management.

keywords: rock slope, stability, probabilistic analysis, probability of failure

1 BEVEZETES

A mérnokgeologiai feladatok estén a mérnokok a kdrnyezetben talalhatd természetes anyagokkal (k6-
zet, talaj, viz) dolgoznak. Ezen természetes anyagok fizikai jellemzo6i térben és idében valtoznak,
amely valtozasokat nehéz elére meghatarozni, ezért a paraméterek konstansként valo leirasa szintén
nehézkes. A mérnokok és kutatok, kiilonb6zé modszerek segitségével szeretnék ezen adatok bizonyta-
lansagat és szorodasat limitalni és mindsiteni megfeleld, reprezentativ értékek hasznalataval (Bardossy
és Fodor, 2011). A valtozok és bizonytalansagok lekiizdése érdekében a sziklarézsiik stabilitasat a
gyakorlatban, féként valoszinliségi €s determinisztikus modszerekkel vizsgaljak (Park et al., 2001). A
sziklarézsiik egyensulyi vizsgalataként a valoszinliség elvii (Call, 1972; McMahon, 1971) és a deter-
minisztikus (Jaeger 1971; Kutter 1974) modszerek szinte egyidében jelentek meg. Az elmult évtize-
dekben szamos jelentds rézsii allékonysagot vizsgaldo modszer sziiletett meg, mint példaul a numerikus
(Hoek és Bray 1981; Goodman 1995; Wang et al. 2003; Hatzor et al. 2004; Stead et al. 2006;
Kveldsvik et al. 2009), analitikus vizsgalatok (Hoek és Bray 1981; Lam és Fredlund 1993; Nawari et
al. 1997; Bye és Bell 2001; Liu et al. 2008; Saada et al. 2012) és empirikus modszerek (Hoek és Bray
1981; Bieniawski 1979; Goodman 1989; Romana et al. 2003; Potro és Hirlimann 2008; Pantelidis
2009). A fentebb sorolt példak alapjan lathato, hogy a determinisztikus modszer hasznalata a kony-
nyebb adaptalas miatt, elterjedtebb a mérndki gyakorlatban. Habar az elmult id6szak szamitasi kapaci-
tas novekedésével parhuzamosan, a valdszinliségi modszerek is szélesebb korben elkezdtek terjedni,
foként egyedi mérndki feladatok pl. nagy kiilszini fejtésii banyak esetén.
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A kovetkez6 fejezetekben a sziklarézsiik stabilitasanak valosziniiség elvii modszerének irodalmi at-
tekintését részletezziik. Az els6 részben bemutatjuk a sztochasztikus vizsgalatokat (tonkremeneteli és
megbizhatosagi analizisek), illetve ezen vizsgalatok elvégzéséhez sziikséges modszercket (Monte-
Carlo-mddszer, FOSM - First-order second-moment eljaras, PEM — Point Estimate eljaras). Majd a
szamitasok bemend paramétereinek szakirodalom szerinti varatd eloszlasait €s az eloszlasok jellemzo-
it. Az attekintés masodik felében pedig a valosziniiség elvli rézstistabilitds vizsgalatok gyakorlati
hasznélatat mutatjuk be, kiillonb6z6 elfogadasi kritérium rendszereken keresztiil (Priest és Brown
1983; Sjoberg 1999; Schellmanet al. 2006; Pothitos és Li 2007; Wesseloo és Read 2009; Adams
2015).

2 A VALOSZINUSEGI ELEMZES ES MEGBIZHATOSAGI INDEX

A sziklarézsti stabilitds valoszintiségi elvli modszerénél, ellentétben a determinisztikus modszerrel a
bemend paramétereket a teljes valosziniségi-eloszlasukkal vessziik figyelembe. A rézsu allékonysa-
ganak mérészdma a tonkremeneteli valosziniiség (P; — Probability of Failure) és a szdmitas megbizha-
tosagi indexe (5). A Py tonkremeneteli valdsziniiség, amely azt mutatja meg, hogy az adott valdszind-
ségi stabilitds vizsgalatndl hany esetben lett a biztonsdgi tényezd kisebb az adott normalnal,
szdzalékosan, az Gsszes esetszamhoz képest (Abdulai and Sharifzadeh 2021). A 5 megbizhatdsagi in-
dex pedig azt, hogy az eredmények atlaga a szordsanak viszonyaban milyen messze van az adott nor-
matol, hatarértékt6l. A szamitasok eredményeképpen kapott B és Py értékek, és ezek kapcsolata, meg-
hatarozzak a rézsi stabilitasat (Gibson 2011). Egyes elfogadasi kritérium rendszerek (Isd. 4. fejezet)
ezen értékeket kategorizaljak megfeleld, illetve nem megfeleld csoportokba. Ilyen példa az 1. tablazat-
ban bemutatott, U.S.A. Miiszaki Hadteste altal javasolt elfogadési kritérium rendszer (U.S. Army
Corps of Engineers 1997).

1. tablazat. Elfogadasi kritérium rendszer (U.S.A. Miiszaki Hadtestének javaslata alapjan, 1997)

Elvéart teljesitmény foka Megbizhatéségi Ténkre’m Sn?teh vals-
index, 8 sziniiség [-]

Magas 5.0 3x10”

Jo 4.0 3x10”

Atlag feletti 3.0 0.001

Atlag alatti 2.5 0.006

Rossz 2.0 0.023

Nem megfelel6 1.5 0.07
Veszélyes 1.0 0.16

2.1 Megbizhatosagi analizis

A tonkremeneteli valoszinliség meghatarozasa a megbizhatosagi analizis egyik f6 eredménye. A
tonkremenetel jelentheti a szerkezet, miitargy teherbirasdnak vagy adott hatarallapotanak elérését. Az
adott hatarallapotot egy g(X) hatarallapot fiiggvénnyel tudjuk leirni, a miitargy ellenallasanak R(X) és
ra hato, rézsiik esetében, cstisztatd erok S(X) kiilonbségeként (1).

g(X)=R(X)-8(X) (M

ahol az X reprezentalja a szdmitasokban figyelembe vett véletlenszeri bemend paramétereket. Ezen
definici6 szerint a tonkremenetel g(x) <0 esetén kdvetkezik be, a stabil allapot pedig g(x) > 0 egyenlo-
ségnél all fent (1.b abra). A G(X)=0 fiiggvény altal létrehozott feliilet a kritikus hatart irja le ez a két
allapot kozott. A hatarallapotfiiggvényt a rézsiik stabilitas vizsgalatanal, alltalaban a rézsii adott tonk-
remeneteli modja (sik, ékes, kor csuszolapos stb.) szerint helyettesitjiik be. Komplexebb mérnokgeo-
logiai feladatok soran, mint alagutak deformacioi vagy rézsiik foldrengés terhei esetén, az ellenallas és
a hatas oldalt nehéz expliciten definialni (Langford and Diederichs 2011).

Hogy a megbizhatosagi indexet megallapitsuk, meg kell vizsgalni az adott miitargy hatarallapot
fliggvény atlaganak és a kritikus hatarallapot fiiggvény atlaganak G(X)=0 tavolsagat. A két pont tavol-
saga ¢s a hatarallapot gorbe atlaganak aranya adja a szamitas, és miitargy megbizhatosagi indexét (3
(1.b abra)
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1.a abra. Valosziniiségi-eloszlas fliggvény és megbizhatosagi index /5 (Langford és Diederichs, 2011
alapjan). 1.b abra Hatarallapotfiiggvények biztonsagos és tonkrement régioi a FORM — First Order
Second Moment eljaras (linearis) és a SORM — Second Order megbizhatdsagi modszer alapjan
(Jimenez-Rodriguez et al. alapjan, 2006).

e
F=
2

Ahol a g a hatarallapot stiriségfiiggvényének atlaga és a oG a szorasa. Ebbdl az egyenletbdl (2)
tisztan latszik, hogy konstans atlagos kihasznaltsag mellett, a megbizhatosdgi index novelésével a
fliggvény szorasa csokken. fgy latszik, hogy a keskenyebb valosziniiségi fiiggvény esetén, magasabb a
megbizhatosagi index és kisebb a tonkremeneteli valosziniiség lasd 2.a-b abra (Langford és Diederichs
2011).

A bevezetésben mar emlitettiik, de hangstilyozni szeretnénk, hogy egyes bonyolultabb esetekben a
mitargy, rézsi hatarallapotgérbéjét nem lehet egyszertien egzaktul meghatarozni. A megbizhatdsagi
analiziseket altalaban véges elemes modszerekkel szoktdk vegyiteni, hogy meghatdrozzuk a pontos ha-
tarallapot fliggvényt. Azonban szamos mas statisztikai modszer is 1étezik a hatarallapotgdrbe momen-
tumainak meghatarozdsara. Példaul az First Order Second Moment-eljaras (FOSM) modszer a
hatarallapotfiiggvény varhat6 értékének és szorasanak Taylor-sor kdzelitésén alapul; a Point Estimate
Method eljaras (PEM) pedig egy numerikus eljaras, amely a fliggvény pillanatait egy sor elére megha-
tarozott diszkrét pontban értékeli ki; a Monte Carlo szimulécié pedig olyan modszer, amely nagy sza-
mu véletlenszerlien valasztott bemeneti értékeket general az eloszlasfiiggvények szerint, majd ezeket
az értékeket az analitikus modellben hasznaljak fel a rendszer viselkedésének meghatarozasahoz.

Szamos kutatd (Carter és Lajtai 1992; Muralha és Trunk 1993; Trunk 1993; Leung és Quek 1995;
Liu és mtsai 2014; Shamekhi és Tannant 2015) kiillonb6z6 valdszinliségi modszert fejlesztett ki a szik-
larézsiik stabilitasanak vizsgalatara. Ezekben az megkdzelitésekben kiillonbdzé megbizhatdsagi anali-
zis modszereket alkalmaztak, példaul Monte Carlo szimulaciot és FOSM modszert, de ezek hasonlo
torési hatargorbéken alapulnak.

A) ~ - Beta=1.0 Beta= 1.5 Beta=2.0 Beta=2.5 B)
459
40% -
35% / \
60% o / \
= S 30% VA \
& 50% P \
© 2 25% / \
2 0% H / \
& & 20° //‘ \
2 £ / N
B 20% < 10%
£ [
£ 10% 506 "
T T T T T %
0 1.0 3.0 2.0 4.0 0 1 2 4
Reliability Index [-] i
Factor of Safety [-]

2.a abra A megbizhatosagi index és a tonkremeneteli valoszinliség kapcsolata, feltételezve, hogy a
biztonsagi tényezo stirliségfiiggvénye normalis eloszlast 2.b abra A megbizhatdsagi index valtozasa-
nak a hatasa a rendszer bizonytalansagara, a biztonsagi tényez6 2,5 atlaga mellett, feltételezve, hogy
annak szorasa normalis eloszlast (Langford és Diederichs alapjan, 2011).
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Ezekben az eljarasokban a torési hatargérbék altalaban determinisztikus modelleken alapulnak
(Barton és Choubey 1977; Hoek és Bray 1981; Hoek és Brown 2018), és csak néhany bemeneti para-
métert kezelnek véletlen valtozoként. Teljes korii valosziniiségi analizishez az 6sszes bemeneti para-
métert valtozoként kellene kezelni, és a torési hatargorbéket is sztochasztikus alapokra kellene helyez-
ni.

2.2 Valosziniiség elvii vizsgalat

A valdszintiség elvli modellezés egy eszkdz, amely a bemend paraméterek bizonytalansagat, azok
statisztikai jellemzOivel veszi szamitasba a stabilitas vizsgalat soran. Eredményeképpen a biztonsagi
tényez0 striiségfiiggvényét kapjuk, ellenben a determinisztikus modszerrel, ahol csak egy egzakt biz-
tonsagi tényezot (FS- - Factor of Safety). A biztonsagi tényezd stirliségfliggvényének azon halmazat,
ahol a rézsli tonkrement, azaz nem érte el a meghatarozott minimalis értéket, azt tonkremeneteli valo-
szintiségnek Penek nevezziik (3. abra). Az elmilt évtizedekben ez a mddszer széleskdrben elterjedt a
sziklarézsiik stabilitasanak vizsgalatdhoz, foként kiilszini fejtési banyak esetén (Hammabh et al. 2009;
Chiwaye ¢és Stacey 2010; Gibson 2011).
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3. abra. A valdsziniiségi elvii stabilitas vizsgalat folyamatabraja.

A tonkremeneteli valosziniiség alapkoncepcidja az, hogy a bemend paraméterek a valosziniiségi-
eloszlasukat hordozva szerepelnek az allékonysag vizsgalatban. A P értelmezése (altaldban szazalékos
eredmény) azt jelenti, hogy 100 ,,probabol” hany esetben ment tonkre a rézsti, miitargy.

Bar a valoszinliségi modszer egyértelmiinek és konnyen adaptalhaté modszernek tlinik, azonban a
mérnodki gyakorlati hasznalata el6tt mérlegelni kell néhany szempontot. A bizonytalansagok elkeriilése
miatt bevezetett szamitas, magaval hordoz eddig nem vizsgalt problémakat is, mint példaul a bemen6
paraméterek eloszlasainak pontos meghatarozasa, ezen eloszlasok egymasra hatésa, korrelacioja (vagy
annak hianya) a modellekben, a kritikus csuszolap meghatarozasa, amely eltérhet a minimum bizton-
sagi tényezonél és a maximum Prnél (Oka és Wu 1990), az iddlegesség figyelembevételének a hidnya
(Adams 2015) és a megfelel6 modellszam megvalasztasa (Jakab 2017)

A megbizhatosagi analizisben, a hatarallapot fiiggvény kiszdmitasahoz hasznalt fébb mddszerek, az
alabbiakban lesznek réviden osszefoglalva:

Monte Carlo Szimuldcio

A Monte Carlo szimulacio egy statisztikai szimulacidos modszer, amelyben véletlenszeriien generalt
adatokat hasznalnak egy probléma modellezésére, elemzésére vagy szimulalasara. Az alapdtlet az,
hogy az eredményeket tobbszor ismételve, véletlenszertien valasztott adatokkal vald tobbszori kisza-
mitasaval becsléseket kaphatunk a varhato értékekrodl, szorasrol és mas statisztikai jellemzokrol. Az
elégséges szamu szimulacio soran a FS valoszinliségi-eloszlasfiiggvénye meghatarozhatd. A Monte
Carlo szimulaciok szama fliggetlen tervezéshez sziikséges iteraciok szamatol. Ezért az alkalmazando
szimulacios szamot megfelelen kell kivalasztani (Koch 2018).

First Order Second Moment - eljaras (FOSM)

Az FOSM az elsoérendli Taylor-sor els6 két momentumat hasznalja a hatarellenallasi fiiggvény koriili
pontban, hogy megbecsiilje a valoszinliségi valtozok hatasat a rendszer megbizhatosagara. A modszer
az N bemeneti valtozok adott értékeire alapozva becsiili meg a hatarellenallasi fiiggvény pillanatnyi
momentumait (atlag és szoras) Az FOSM mddszer egyik jelentds elénye, hogy vilagos és konnyen
tablazhato modon mutatja be az egyes valtozok relativ hozzajarulasat a torési hatargdrbe értékeihez
(Baecher és Christian 2005).
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Point Estimate modszer (PEM)

A PEM olyan modszer, amely a hatarallapot fliggvényt pontrol pontra értékeli a véletlen bemeneti val-
tozok kivalasztott értékeinél (sulypontok). Ez a modszer széles korben hasznalt a geotechnikai kozos-
ségben (Rosenblueth 1981; Rosenblueth 1975). Bar a PEM nem nyqjt teljes eloszlast a kimeneti valto-
z6rol, ahogy azt a Monte Carlo mddszer teszi, mégis egyszertien hasznalhato olyan problémak esetén,
amelyek viszonylag kevés véletlen valtozot tartalmaz, és hasznos, amikor az éltalanos tendencidkat
vizsgalunk (Chiwaye és Stacey 2010).

Response Surface Methodology - eljdrds (RSM)

Az RSM-et el6szor brit statisztikusok mutattak be 1951-ben (Box and Wilson 1951).

Ez a mddszer egyre nagyobb figyelmet kap a geotechnikai kutatok korében is. Harom 6nallo 1€pésbol
all annak érdekében, hogy meghatarozzuk az FS valdszintiségi-eloszlasfiiggvényét. Az els6 1épésben a
stabilitasi modell szoftver segitségével kiszamitjuk az FS értékét kiilonboz6 bemend valtozok kombi-
nacidival. Majd regresszids technikak segitségével felépitiink egy feliiletet vagy gorbét a 2D térben,
ami a valaszfeliiletet adja az FS reakciojat az bemend paraméterek valtozasaira. A harmadik 1épés az
FS értékek eloszlasdnak statisztikai elemzését jelenti, amit a Monte Carlo szimuldci6 soran a masodik
1épésben generalt FS értékek alapjan végeziink. A Py ebbdl az eloszlasbol szamithaté ki, mint azon
probak szdma, amelyeknél az FS kevesebb, mint 1, osztva az Osszes proba szamaval (Shamekhi és
Tannant, 2015).

3 A SZILARDSAGI PARAMETEREK JELLEMZO ELOSZLASAI

Ahogy korabban tobbszor is emlitettiik, a valoszinliségi elvii sziklarézsii stabilitasi vizsgalat egyik kri-
tikus kérdése a bemend paraméterek megfeleld eloszlasfiiggvényeinek meghatdrozasa. Mint ahogy ar-
ra mas kutatok is (Kulatilake et al., 1985) ramutattak, az eltérd eloszlasfiiggvény valasztasa jelentésen
befolyasolhatja a sziklarézsiik tonkremenetelének valdszinliségét (2. tablazat).

2. tablazat. A sziklarézsiik tonkremeneteli valdszin{iségének eltérése a bemend paraméterck eloszlas
fliggvényének valtozasa esetén, ¢kes tonkremenetel esetén
(Kulatilake et al. alapjan 1985)

A szamitasban figyelembe vett valdsziniiségi- Leg] o‘t’)ban illeszthetd Tonkremeneteli
eloszlasok elroszlas’ az FS-re val6szinliség

(Atlag és c.0.v.)

HA” »B”

csuszolap csuszolap

irAnya irdnya 0a [0

Atlag Atlag Atlag Atlag FS =0.86 -
Normal, Lognormal

Atlag Atlag Egyenletes | Egyenletes | (0.86, 0.10) 0.96

Atlag Atlag Normal Normal Normal (0.86,0.10) | 0.96
Normal, Lognormal

Atlag Atlag Lognormal | Lognormal | (0.86, 0.10) 0.95

Kétvaltozos | Kétvaltozos Lognormal (0.88,

normal normal Atlag Atlag 0.33) 0.72

Kétvaltozos | Kétvaltozos Gamma, Lognormal

normal normal Egyenletes | Egyenletes | (0.88, 0.35) 0.70

Kétvaltozos | Kétvaltozos Normal, gamma (0.89,

normal normal Normal Normal 0.33) 0.68

Kétvaltozos | Kétvaltozos Normal, gamma (0.89,

normal normal Lognormal | Lognormal | 0.33) 0.68
Lognormal (0.94,

Fisher Fisher Atlag Atlag 0.53) 0.67
Lognormal (0.94,

Fisher Fisher Egyenletes | Egyenletes | 0.54) 0.64
Lognormal, gamma

Fisher Fisher Normal Normal (0.89, 0.33) 0.62
Lognormal (0.94,

Fisher Fisher Lognormal | Lognormal | 0.53) 0.62
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A bemend paraméterek valdsziniiségi-eloszlasa a mért vagy vélt adatokra illeszthet6 legjobb elosz-
las alapjan torténik. Egyes esetekben az elvégzett mérések szama nem elegend6 a megfeleld statiszti-
kai szamitasok elvégzésére. Ezért mindig sziikséges ezen eloszlasokat megfeleld miiszaki ismeretek
alapjan revizionalni (Muralha és Trunk 1993).

A szakirodalom alapjan (Ang et al. 1975; Coates 1981; Hoek and Bray 1981; Priest 1993; Mostyn
and Li 1993; Park 1999; Nilsen 2000; Duzgun et al. 2003; Pathak and Nilsen 2004) az egyes paramé-
terek javasolt valoszinliség-eloszlas fiiggvényeinek tipusait a 3. tablazatban mutatjuk be.

3. tablazat. A bemend paraméterek szakirodalom altal javasolt valosziniiség eloszlasai

Bemend paraméterek Eloszlas tipusa
Tomeg Normal
*@r Normal
*UCS Lognormal
Kohézio Lognormal
Dolés szog Normal, Fisher
Do6lés irany Normal, Fisher
*JRC Haromszog

*: JRC- joint roughness coefficient — tagoltsagi érdesség mérészama; ¢r — Rezidualis surlodasi szog; UCS — Egyiranyt nyomoszilardsag

Ezen bemend paraméterek szakirodalmi javaslatok. Akkor igazak, ha a laboratoriumi vizsgalatok és
helyszini mérések eredményei korrelalnak hozzajuk. Javasolt a mért és kapott eredményeken egy il-
leszkedés vizsgalatot elvégezni, hogy megallapitsuk, hogy hasonlo statisztikai paraméterekkel rendel-
kezik, mint a szakirodalomban feltételezettek.

4 REZSU TERVEZESI KRITERIUM RENDSZEREK

A stabilitas vizsgalat 6 célja a rézst geometridjanak meghatarozasa. A valdszinliségi szamitasok vég-
eredményeként meghataroztuk a rézsii tonkremeneteli valoszintiségét (Pr) €s a megbizhatosagi indexét
(B). Ezen eredményeket kiilonb6z6 kategoriakba tudjuk sorolni, amely kategoria rendszereket a szik-

crer

elfogadasi kritérium rendszereknek hivunk (Priest és Brown, 1983; Kirsten, 1983; U.S. Army Corps of
Engineers, 1997; Sjoberg, 1999; Schellman et al., 2006; Pothitos és Li, 2007; Wesseloo és Read, 2009;
Adams, 2015). A kritérium rendszerek altalaban specifikus banyakra, jellemzden helyi felhasznalasra
késziiltek. {gy ezek hasznalata altalanos szikla rézsiikre nem ajanlott, azonban vannak olyanok is me-
lyek standart tervezési elv megalkotasara jottek 1étre.

Ami az Gsszes elfogadasi kritériumban k6zos tényez0, hogy meghatarozzak az adott mérnoki fela-
dathoz megfeleld P értékét. Az elsédleges szempont ezekben az altalanos esetekben a rézsii meredek-
sége, geometriaja és élettartama. Azonban egyedi esetekben figyelembe veheté a tonkremenetelben
érintett tdmeg mérete vagy gazdasagi és munkavédelmi szempontok is. Példaul, a Wesseloo és Read
(2009) munkaja szintén figyelembe vette a tonkremenetel kdovetkezményeit és foglalkozik a rézst ki-
alakitasaval (4. tablazat).

Az elfogadasi kritérium rendszerek fobb feltételeit az aldbbiakban, tablazatosan, foglaljuk ssze. Az
Ok Tedi nyiltszin{i ércbanya (Papua Uj-Guinea) rézsiiire vonatkoz6 kritikus tonkremeneteli valoszin{i-
ségeket Pothitos és Li (2007) kategorizalta (5. tablazat). A Schellman és tarsai-féle (2006) elfogadasi
kritérium rendszert hasonldan egy egyedi banyara fejlesztették ki, a chilei Mantroverdében talalhatd
rézérc banyara, azonban ez a tonkremeneteli valoszinliségen feliil az ebben érintett tomeget is figye-
lembe veszi (6. tablazat). Priest és Brown (1983) hasonldan az el6z6 rendszerekhez figyelembe vette a
tonkremeneteli valoszinliséget és ezen feliill a valosziniiségi szamitds megbizhatosagi indexét és a
tonkremenetel kovetkezményeit is (7. tablazat). Az el6z6 kutatdkkal szemben, Kristen (1983) nem vet-
te figyelembe a rézsii méreteit és a tonkremenetel kdvetkezményeit, azonban mas technikai szempon-
tokat igen, mint példaul a rézsii élettartamat, a koz altal valo megkozelithetoséget és a rézsti mozgasa-
nak monitoring rendszerét (8. tablazat). Végiil de nem utolsé sorban, Adams (2015) 1étrehozott egy
komplex, kockazat elemz6, elfogadasi kritérium rendszert, amely a tonkremeneteli valdsziniiség és a
hagyomanyos biztonsagi tényezo6 értékein és viszonyan feliil, a tervezési élettartamot, a rézsli geomet-
rigjat és a kockazatkezelés modjat is (9. tablazat) (Bogoly és Flizesi, 2021).
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4. tablazat. Elfogadott tonkremeneteli valoszintiség tipikus értékei banyarézsiikre (Wesseloo és Read,

2009 alapjan)
Rézsti méret Tonkremenetel kovetkezménye
Csekély Kozepes Magas
FS>1,1
Rézstipadka
Pr<25-50 %
Kozbensd rézsii FS>1,15-1,2 FS>1,2 FS>1,2-1,3
szakasz Ps<25 P;<20 % P;<10 %
) FS>1,2-1,3 FS>13 FS>1,3-1,5
Teljes rézsi
Pe<15-20 % Pr<5-10% Pe<5%

5. tablazat. Elfogadott tonkremeneteli valoszinliség az Ok Tedi banya sziklarézstiinél (Pothitos és Li,

2007 alapjan)
Tervezési helyzet Elfogadot,t tcznlfre:meneteh va-
l16szintiiség
p Alkalmazhato- Geotechnikai Tartomany Ajanlott ér-
Tervezendd elem , . .
sag allapot (%) ték
Altalanos - 10-50 -
Folytonos hi-
Rézstipadka - T 0-10 10
Nem-
- folytonos hibék 10-50 20-30
T?,IJ o5 vagy kbzben- Altalanos - 1-3 -
s rézsii szakasz
Teljes vagy kozben-
0O rézsil szakasz lizemi
, o - - <1 -
uttal vagy egyéb inf-
rastruktaraval

6. tablazat. Elfogadott tonkremeneteli kritérium a Mantoverde banya sziklarézstiinél
(Schellman, 2006 alapjan)

Tonkremenetelben Biztonsagi tényez6 Tonkremeneteli valo-
érintett tomeg (t/m) (FS) szintség (Py)
<15000 >1,20 <0,12
15000-30000 >1,25 <0,10
>30000 >1,30 <0,08

7. tablazat. Elfogadasi kritérium rendszer (Priest és Brown, 1983 alapjan)

Kategoria és . , Tonkreme-
. N . Megbizhato- S
Tonkremenetel kovet- Példa ségi Index (B) neteli valoszi-
kezménye & ntiség (Py)
Nem sulyos rézstipadka 1,4 0,1
Kozepesen sulyos reszb’e n ? lland§ 2,3 0,01-0,02
rézsi
, magas vagy al-
Nagyon sulyos landé rézet 3,2 0,003
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8. tablazat. A tonkremeneteli valdsziniiség jelentdsége (Kirsten, 1983 alapjan)

Tervezési kritérium

Megfigyelt természetes folyama-

Tonkre- tok
meneteli va- Legki-
16sziniiség Hasznalati Nyilva- | sebb szik- | .. Iﬁthato rezlsi L?ithatoar} mli
(Vo) €lettartam nossag séges felu- fonkremenetele tabil mozgdso
ayelet gyakorisaga aranya
, o Altalaban oo
s0-100 | Effektiven | Nyilvanos |\ oo | Jathatéak rézsii- | Boscees el a
nulla bejaras tiltva cstiszAsok lejtok mozgasara
Nagyon
rovid idotar-
tam (1de1gle— Folyama-
nesen nyitott g .
AN Nyilvanos | tos monitor- \
kiilszini ba- o S L, Egyértelm je-
s n bejaras erd- ing inten- Nagyszamu o
20-50 nyak, id6sza- . . . o lek a lejték moz-
L. sen akada- ziv, instabil rézsi b
kos polgari . gasara
. lyozva kifinomult
munkalatok eszkozokkel
alatt tartha-
tatlan kocka-
zat)
Nagyon
rovid idotar-
tam (kvazi-
ideiglenesen Nyilvanos Folyama-
. < o .| tos monitor- Néhany ins- Néhany jel a
nyitott kiil- | bejaras akti- | . . o . ,
10-20 AP \ ing kifino- | tabil rézsi latha- | lejt6k lassi moz-
szini banyak, | van akada- . ‘s
polgari mun- lyozva r'r'lu'l't to gasara
kalatok alatt eszkozokkel
nemkivanatos
kockazat)
Rovid id6- Folyama-
tartam (fél- Nyilvanos | tos monitor- Egyes rézsiik Néhany jel a
5-10 ideiglenesen | bejaras aka- | ing egysze- | lathatdan insta- | lejtok nagyon las-
nyitott kiil- dalyozva riibb bilak sl mozgasara
szini banyak) eszkozokkel
. Ifozepes Nyilvanos Tudatos Nincs nyoma Nagyron -la”ssan
id6tartam . e . o, mozgo lejtok,
1,5-5 o , bejaras feliileti mo- | instabil rézsik- o )
(fél-allando elleniavalt nitorin nek nyilvanvalo jelek
rézsiik) ! & nélkiil
Hosszu
iddtartam Nyilvanos Esetleges Nincs latha- Nincs iele lei-
0,5-1,5 (kvazi- bejaras enge- | feliileti mo- | toan instabil ré- t6moz éJs oknaf(
allando ré- delyezett nitoring zsll £
zstik)
Nagyon oo
hossza id6- I-\I’yl,lvanos Nem Allékony ré- . ,
<0,5 , bejaras sza- oy ., Nincs mozgés
tartam (al- bad szlikséges zstik

lando rézstik)
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9. tablazat. Elfogadasi kritérium matrix (Adams, 2015 alapjan)

Nagyobb - Katasztrofa-

Kévetkezmény szint Jelentéktelen - Kisebb Kozepes lis
Tervezési megbizhato-
sag Mag. Koz. Ala. Mag. Koz. Ala. Mag. Koz. Ala.
Min
] ) FS 1,3 1,3 1,3 1,3 1,4 1,5 1,4 1,5 1,6
Allando6 be-
vagés, toltés Max Pr|  20% | 20% | 20% 20% 10% | 5% 10% 5% 2%
vagy természe-
tes rézsii (élet- Koc- Minimum monitoring
tartam > 10 kazat ke- Nincs monitoring vagy Nincs monitoring vagy be- | meghatarozott id6k6zon-
&v) zelés bejarasi korlatozas jarasi korlatozas ként és/vagy bejarasi kor-
szintje latozas
Min
FS 1,2 1,25 1,3 1,2 1,3 1,4 1,3 1,4 1,5
MaxPr|  30% | 25% | 20% 30% 20% | 10% | 20% | 10% | 5%
1d6kozi be- } )
e s | Koo | akos | Resdetes GOMP aralmaz | AR T
tam 0,5-10 &v) | y4zat ke- o . monitoringot és TARP-ot, A PNt &
. | monitoringot, A bejaras a . . L. . TARP-ot, A bejaras a biz-
zelés . L . . bejaras a biztonsagi kockazat L. , .
. .. | biztonsagi kockazat fiigg- . tonsagi kockazat fliggvé-
szintje . figgvénye,
vénye, nye,
Min
FS 1,2 1,25 1,3 1,25 1,3 1,4 1,25 1,35 1,4
Ideiglenes Max Py 30% 25% 20% 25% 20% 15% 25% 15% 10%
bevagas, toltés ” _
(élettartam <6 Koc- Alapvetp §CMP tartal Részletes GCMP tartalmaz .
, maz idGszakos o ) Részletes GCMP tar-
héna kazat ke- o oy monitoringot és TARP-ot, A o X
p .| monitoringot, A bejaras a L ; . . talmaz monitoringot €s
zelés . L . . bejaras a biztonsagi kockazat . e
szintje biztonsagi kockazat fligg- fiiggvénye TARP-ot, Nincs bejaras
vénye, ’
Min
Fejtés azon- FS 1,05 1,1 1,15 1,1 1,15 1,2 1,15 1,2 1,25
nali tomedéke- | Max Pr| 450, |  40% |  35% 40% 35% | 30% | 35% | 30% | 25%
1éssel (élettar- Koc-
tam <néhany | ;¢ ke- Részletes kockazat értékelés és miiveleti iranyitas, folyamatos monitoringgal és
nap) zelés TARP-al, Nincs bejaras a rézsiikhoz
szintje

5 DISZKUSSZIO

Habar a sziklarézsii stabilitdsanak valosziniiség elvii modszere egy 0j megkozelitési modot ad a fizikai
bemend adatok szorasanak kezelésére, ezaltal ij problémakat is felvet, mint a bemend paraméterek el-
oszlasanak meghatarozasa (Ang et al. 1975; Coates 1981; Hoek és Bray 1981; Priest 1993; Mostyn és
Li 1993; Park 1999; Nilsen 2000; Duzgun et al. 2003; Pathak és Nilsen 2004), az elfogadhat6 P; kiva-
lasztasa (Priest €s Brown, 1983; Kirsten, 1983; U.S. Army Corps of Engineers, 1997; Sjoberg, 1999;
Schellman et al., 2006; Pothitos és Li, 2007; Wesseloo és Read, 2009; Adams, 2015), és a megfeleld
valoszinliségi modszer megvalasztasat is (Carter és Lajtai 1992; Muralha és Trunk 1993; Trunk 1993;
Leung és Quek 1995; Liu et al. 2014; Shamekhi és Tannant 2015). Ezeket a szempontokat figyelembe
kell venni a gyakorlati mérnoki alkalmazasban.

A bemend paraméterek eloszlasainak megvalasztasa (normal, log-normal vagy mas tipusu eloszlas)
jelentsen befolyasolhatja az eredményként kapott P¢ értekét (Gibson 2011).
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Az eredmények értékelése soran figyelembe kell venni az bemend paraméterek egymasra hatasat pl.
JCS esetében; a szamitasok eredményeként kapott biztonsagi tényezo eloszlasanak tipusat is meg kell
hatarozni, hiszen ez is befolyasolja annak atlagat, megbizhatosagi indexét stb.; a szamitasaink soran a
modellezett esetszamot, illetve annak modszerét (pl. Monte Carlo, Point Estimate Method - PEM, First
Order Second Moment - FOSM) is megfelelden ki kell valasztani.

Steffen et al. (2008) kutatasai alapjan a rézsh stabilitdsdnak meghatarozésat, inkabb az annak tonk-
remenetelének kockazatahoz kotné, mint a biztonsagi tényezohoz, vagy tonkremeneteli valdszinliség-
hez. Adams (2015) az 4. fejezetben bemutatott komplex kock4zati matrixszal egyidejiileg, egy besoro-
lasi modszert is ajanlott, amely altalanos szempontok mentén jut el az elfogadasi kritérium rendszer
megalkotasahoz. Ugymint a rézsii prioritisanak és a tonkremenetel kovetkezményének besorolasa; a
kozet kornyezet és geologiai adottsdgok-bizonytalansagok felmérése; lehetséges tonkremeneteli mo-
dok megallapitasa.

6 OSSZEFOGLALAS ES KONKLUZIO

Az értekezésben a sziklarézsiik stabilitdsanak valdszintiségi elvii vizsgalatat mutattuk be a jelenlegi
szakirodalom alapjan, amely szamitast a rézsiik geometriai €s geologiai paramétereinek bizonytalan-
sdgainak szamitasba vétele miatt vezettek be. A valoszinliség elvli modszert gyakran hasznaljak a ba-
nya rézstiinek maximalis délésszogének megallapitdsara. A mddszer segitségével a szdmitasok beme-
no adatait konnyebben lehet paraméterezni, hiszen a helyszini felmérések alapjan a varhat6 eloszlasok
meghatarozhat6. Az eljaras segit jobban modellezni a valdésagot ezzel pontosabb mérndki megkdzeli-
tést ad. Egytttal az eredmények kiértékelése komplexebbé valik és nem feltétlen altalanosithaté mas
kézetli, vagy fold-rajzi elhelyezkedésii banydkban. Viszont az eredmények kockazat elemzési célu fel-
hasznélasa lehetdséget ad mas aspektusok figyelembevételére, mint példaul munkavédelmi, kornyezeti
¢és gazdasagi szempontok.

Osszegzésként a sziklarézsiik stabilitdsanak valoszintiség elvii vizsgalatarél elmondhato, hogy
hasznos eszkoz a mérndkok kezében a valdsag kozelitésére, azonban a mddszer tovabbi fejlesztésekre
szorul, mind szamitas terén mind kiértékelés szempontjabdl. Fontos megjegyezni, hogy az eldirt szab-
vanyok vagy altalanos gyakorlat hidnyaban a tervezoknek gondosan mérlegelniiik kell a fenti problé-
makat, amikor valosziniiségi modszereket alkalmaznak a rézsiik tervezési folyamatdban.
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OSSZEFOGLALAS: A soproni bécsi dombot harantolo két parhuzamos alagit (M85) altal
harantolt kézetek megjelenésében és fejthetéségében igen jelentds valtozasok mutatkoznak meg. Ez
a jelenség leginkdbb a vagathajtds soran harantolt kavicsos és konglomeratum kozettestek
megfigyelése soran volt szembedtld. A homoktdl a durva kavicsig terjedd mérettartomanyt
tartalmazo, kiillonb6z6 vastagsagh rétegekbol allo ciklikusan ismétlédo, valtozatos megjelenésii
rétegsor egymashoz kozeli helyeken, akar méteres tdvolsagon beliil is nagyfokl valtozatossagot
mutatott, ami a cementacioval és a szemcseméret valtozasaval is szoros kapcsolatban volt. Ennek a
valtozékonysagnak a kezelése fejtés technikai szempontbdl komoly kihivas elé allitotta a kivitelezot,
hiszen emiatt egészen eltérd fejtési modszereket és biztositasi modokat kellett igen révid idon beliil
valtogatni. Az igen nagyfoki cementaltsig- ¢€s szemcseméretbeli kiilonbségek egylittes
kovetkezménye, hogy kis 1éptékben is extrém allékonysag és keménységbeli kiilonbségek alakultak
ki rétegen beliil, ami erdsen lelassitotta és emiatt a vartnal koltségesebbé tette a vagathajtas ezen
szakaszait. A konglomeratum rétegeket a fejtés soran tapasztalt kiemelkedd ellenallasuk okan
részletesebb vizsgalatok ala vetettiik.

Kulcsszavak:  konglomeratum, szarmata, Sopron, mészcementalt iledék, valtozékonysag,
alagttépités

ABSTRACT: In the parallel tunnels near Sopron, the related lateral and vertical heterogeneity of the
highly variable layer sequence was higher than expected. Some of the variability was connected to
the sedimentological features and some to the degree of cementation during diagenesis; these
characteristics varied from meter to meter. Uniquely challenging part was the crossing of the
irregular shaped conglomerate layers, which appeared at the south tunnel in thick loose gravel body,
and sometimes as a 10 m thick, massive hard rock in the north tunnel. Also, an additional significant
problem was to cross a wide tectonic zone which, direction and dimension differed from the
prediction. Even though these phenomena were affecting the rate of the excavation, the building time
of the primary support and sometimes caused local stability problems, there was no significant effect
on the calibration of the planned support and the global stability of the tunnels. The combined
consequence of the high irregularity of the rock boundaries and the extreme differences in
cementation was that the additional support had to be applied at larger quantities as planned and had
a huge impact on the time and costs of the construction

keywords: conglomerate, sarmatian, calciferous sediment, variability, tunneling
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1 BEVEZETES

Az M85-0s foutvonal Sopront északrdl keriilve a Bécsi dombi alagit parral kapcsolodik a varos és a
hatar kozott huzodo régidban a régi 84-es szamu fouthoz. Az alagutak az M85 2*2 savos
gyorsforgalmi 0t Fertérakos csomoépont — Sopron orszaghatar kozotti 3,95 km hosszu szakaszan
keriilnek kivitelezésre. A Az M85 ezen szakaszat és a 8647. jelit ~4 km hosszi 2*1 savos Sopron
ENy-i elkeriil§ at épitéséhez sziikséges kiviteli tervek készitését, valamint a kivitelezés megvaldsitasat
az SDD Konzorcium végezi. Az alagutak vagathajtasi munkalatai 2023.02.18-ig elkésziiltek és
megkezdddott a végleges szerkezet épitése. Az épitkezés soran az alagutak fejtése kivalo lehetdséget
biztositott a Bécsi domb bels6 szerkezetének jobb megismeréséhez.

Az alagtthajtas soran feltart kézetek az eldzetes varakozasokhoz képest tektonikailag és belsd
szerkezetiiket tekintve is valtozatosabb felépitésticknek bizonyultak. Kiilondsen sok nehézséget
okozott a rétegsorban megjelend karbonatos kdtdanyagu éretlen kavics és homokos kavics, illetve a
jobban cementalt részeken az ebbdl képzodott nagy szilardsagu konglomeratum, melyeket
Osszefoglald tervezési nevén K3/2-es rétegnek nevezett a Kiviteli terv (SDD Konzorcium, 2020a) és a
kivitelezési munkat végzok (Somodi et al, 2021).

A K3/2 réteg valtozatos rétegrendjébe az alagutanként nagyjabol 150 m hosszu egybefiiggd

harantolasi szakaszokon a kovetkezdk tartoznak: nagy keménységli mészhomokko és konglomeratum
kozetrétegek, laza kavics, homokos kavics, kavicsos homok rétegek (lasd 1.abra) , melyeket néhol 0,1-
0,8 m vastag, kemény rétegek szakitanak meg, gyakran nem teljes szélességében a fejtési homloknak
(lasd 2. abra). A kemény és laza rétegek valtakozasa a fejtés soran problémat okozott, mivel a
kiilonb6z6 keménységii rétegzettség eltérd fejtési modot igényelt. A kemény rétegek fejtése kozben a
kevésbé cementalt, laza rétegek folyamatosan kiperegtek, felszakadtak a verdzés vagy tarcsas
kézetmarod hasznalata sordn. A Déli alagitban a fotében ez a gyakran 2-3 m vastag homokos
kavicsréteg nagyobb kiszakadasokra is hajlamos volt, ami homlokhorgonyok és stirti el6tizés pallos
kiegészitd biztositas beépitését és a fogasmélység csokkentését tette sziikségessé.
Ez az el6rehaladasi sebességben is negativ hatasként jelentkezett, lelassitotta a vagathajtas iitemét. A
kipergd kavics miatt tulfejtéssel is kellett szamolni. A laza, kavicsos rétegek az Eszaki alagutban
sokkal cementaltabbak voltak, ennek kdszonhetéen el6tiizé palld beépitése nélkiil, csak eldtlizéssel
kellett biztositani a fotét, ahol megjelentek a kavicsrétegek.

A felmerild eltérésekrdl szélesebb korti geologiai vizsgalatok igyekeztek a kivitelezés
szamara értelmezést €s javaslatokat biztositani. Az elvégzett geologiai és geotechnikai munkak koziil
jelen cikkben a térképezés és a kézetmechanikai vizsgalatok keriilnek bemutatasra.

1. abra: A K3/2 homokos kavicsanyag a Déli alagtitban a rétegek stabilizalasara beépitett patrialemezekkel és
homlokhorgonyokkal
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2. abra: A konglomeratum és kavicsrétegek valtakozasa egy fejtési homlokon beliil az Eszaki alagttban.

2 GEOLOGIAI KORNYEZET

A teriilet a Soproni-hegység szomszédjaban helyezkedik, ami a keleti Alpok kristalyos ovének
legkeletibb egysége, opaleozods, takards szerkezetli. FO tomegében 4atalakult, kristalyos kézetekbdl —
gneisz, csillampala, fillit, kvarcit — épiil fel. A hegység a vizsgalt Bécsi-dombi teriilettdl DNy-ra
helyezkedik el, a kristalyos kézetek a Bécsi-domb kornyezetében egy ENy — DK-i iranyu t6rés mentén
tobb szdz méter mélységbe siillyedtek. A Soproni hegység és kornyezete teriiletén a foldtorténeti
kozépkor — triasz, jura, kréta — és az Ujkor paleogén szakasza — paleocén, eocén, oligocén — f6ldtani
képzédményei hidnyoznak. A neogén képzédmények kozvetleniil a kristalyos képzddményekre
telepiilnek. A miocén iddszak {iiledékei a Belsd Alpi Bécsi-medence kifejlodésével egyezdek, a
Kisalfold fel¢ atvezetd, atmeneti részeként tekinthetok (Papp, 1974, Rosta, 1993, Harzhauser & Piller,
2004). Az also-miocén szintén hianyzik és az ottnangi, karpati (helvéti) szarazfoldi — folyovizi —
¢édesvizi iiledékek a kristalyos alaphegység egyenetlen térszinére telepiilnek. A badeni korban tobbféle
iledék képzddott. Egyik legismertebb koézet a kozonségesen badeni agyagnak nevezett agyag,
agyagmarga (Badeni Agyag Formacio), amelyet a Sopron varos DK-i részén 1évé jelentOs elterjedésii
téglagyarak hasznositottak. (SDD Konzorcium, 2020b)

Jelen ismereteink szerint rétegtanilag a Tinnyei és Kozéardi Formaciohoz sorolhatok a Bécsi-
dombot felépitd és az alagutban harantolt tiledékes rétegek. Jellemzdjiik, hogy Keletrdl Nyugat felé
id6sddnek az alagitban, keleties 5-15°-0s rétegddléssel telepiilnek - megfigyelések szerint a
szomszédos Dudlesz erdd teriiletén is - és igy a miocén iddszak szarmata emeletébdl a badeni emelet
felé halado tiledékes sorozat tarult fel az épitkezés sordn. A rétegsor foldtani jellegét tekintve badeni
nyiltvizi iiledékekbdl transzgressziv jelleggel telepiild sekélytengeri sziliciklasztos iiledékek, melyben
delta kornyezetet, partkozeli iiledékképzodést és ujabb nyiltvizi iiledékképzodési kornyezeteket
lehetett leirni. Az ehhez kapcsolodd laterdlis és vertikdlis heterogenitds miatt az egymassal
parhuzamos alagutakban a harantolt rétegsorok nagyon hasonloak, de gyakran eltéré vastagsagu
elemekbdl épiilnek fel. A valtozékonysag nemcsak a szedimentologiai jellegekbdl, hanem a diagenezis
soran kialakult cementaltsagi fok valtozasabol is adodik (l1asd 2. abra). Ezek a jellegek az elérehaladas
soran méterrdl méterre, fejtésenként valtoztak. Tovabbi problémat jelentett, hogy az eldre jelzett vetok
helyett jellegében azoktol teljesen eltérd vetdézonak harantolasara keriilt sor, amelyek viszont jol
egyeztek Spahic & Rundic (2017) eredményeivel (Somodi et al, 2021).

3 VIZSGALATI MODSZEREK

3.1 Mintavétel

Mind a Déli, mind az Eszaki alagatban a K3/2 tervezési réteg a varttol eltéré modon jelent meg. Ennek
megfelelden a koézetek mechanikai allapotat jellemzd vizsgalatok, asvany-, valamint kézettani
vizsgalatok is késziiltek. A kivitelezés soran a Kiviteli terv mintavételi eldirdsait kiegészitd
anyagvizsgalatokhoz rendszeres mintavételezés tortént mindkét alagutbol, igy a K3/2 tervezési réteg
konglomeratum, kavicsos homokko, mészhomokkd rétegeibdl is.
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3.2 Alagut-térképezes modszertana

Az alaglt épitése kozben feltart talaj- és kozet-viszonyok fejtési naploban keriiltek rogzitésre, a
mérndkgeologiai osztaly és az ahhoz tartozo elsddleges biztositas elemeinek meghatarozasa mellett.
Az alagut fejtésének eldrehaladasaval adott tavolsagonként, altalaban 10 szazalékos atfedéssel teljes
szelvényli firasok mélyiiltek a vagattengellyel kdozel parhuzamosan a talaj és koézet viszonyok
meghatarozasara, illetve a talajviz eldrejelzésére. Az alagutak fejtésének elérehaladasa soran tapasztalt
kozettani jelenségek, stabilitdst érintd események és azok tervezéshez viszonyitott eltérései
dokumentalasra keriiltek a heti kockazatértékeld jegyzokonyvekben. A térképezést a Hidro-Duna Kft.
munkatarsai végezték.

33 Kozetmechanikai vizsgadlatok

A kiviteli terv alapjaul szolgald Talajvizsgalati jelentés (SDD Konzorcium, 2020b) kézetmechanikai
vizsgalatai az elOzetes felszini fardsok maganyagaibol késziiltek a BME Geotechnika és
Mérnokgeologia Tanszék Geotechnikai és Mérnokgeologiai Laboratoriumaban. A kiegészito
kézetmechanikai vizsgalatokat harom, egymastol fliggetlen laboratorium végezte: a BME Geotechnika
és Mérnokgeologia Tanszék Geotechnikai ¢és Mérndkgeologiai Laboratoriuma, az Innovia
Mindségellenérzési Technologiai és Innovaciés Kft. Laboratoriuma, valamint a Koéméré Kft.
Koézetmechanikai Laboratoriuma. A mérések szamat és tipusat a kovetkezo, 1. tablazat tartalmazza.

1. tablazat: A kézetmechanikai vizsgalatok tipusa és szama laboratériumonként

Laboratérium Vizsgalat tipusa Vizsgalat szama (db)
BME Geotechnika és Egytengelyli nyomoszilardsag 1
Mérndkgeologia Tanszék deformacié-méréssel
Innovia Kft. Egytengelyli nyomoszilardsag 26
Egytengelyli nyomoszilardsag ]
K6mérs Kft. deformacio-méréssel
MEFS vizsgalat 4

A kialakitott mintatestek, a rendelkezésre alld kozettdmbok a laboratoriumok lehetdségeihez
igazodva eltér6 méretiick voltak, ahogyan a felszini furdsok eredeti mintatestjei is, ezért a
szakirodalmi kézetmechanikai ajanlasok alapjan (Galos M. és Vasarhelyi B., 2006.) az egységes
atméréhoz szamitott nyomoszilardsagi értékek keriiltek feldolgozasra.

4 EREDMENYEK
4.1 Alagut téerképezés eredményei

A K3/2 réteg a Déli alagutban ~ 100 m kdrnyékén 1ép be a vagattalpon a szelvénybe és ~ 265 m koriil
hagyja el azt a féte iranyaban, mig az Eszaki alagutban szintén 100 m koriil 1ép be alulrél a szelvénybe
és ~ 255 m koriil hagyja el azt a f6te iranyaban (3. abra).

Elsoként a két alagutban megjelend eltérd rétegvastagsdgok mutatjak, hogy amig a 3. abran
abrazolt Déli alagttban 6-7 méter kozotti vastagsagot lehetett mérni a K3/2 rétegre, addig a 4. abran az
lathatd, hogy az Eszaki alagitban ez 9-10 méter kozott alakult. Ez igen jelentés kiilonbség ahhoz
képest, hogy a két alagut tengelytavolsaga 24 m. A terepi megfigyelések soran néhany esetben lathato
volt 5-50 cm nagysagrendil tektonikus elmozdulas a rétegsorban. Ezek részletes térképezésére - az
elvetés nagysagrendje miatt - nem keriilt sor, ugyanakkor az egyes alagutakon beliili vastagsag
valtozasaban szerepet jatszhattak.
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260.00 m

250.00 m

3. abra: A Bal (Déli) alagiut megvalosult foldtani szelvénye B+102,60 m és B+262,60 m kozott, a K3/2 tervezési
réteg vastagsaganak feltiintetésével.
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4. abra: A Jobb (Eszaki) alagit megvalosult foldtani szelvénye J+102,60 m és J+242,60 m kozott, a K3/2 réteg
valds vastagsaganak feltlintetésével.

Az Eszaki és Déli alaght kozotti kiilonbséget az is jol mutatja, hogy adott szakaszon a Déli
alagiitban a tervezettnek megfeleltethetd vastagsagban és mindségben jelentek meg a tervezési
rétegek, de a K3/2 esetében a varttol eltéré mindségben — a koézet részek keményebbek, a
kavicsrétegek vastagok és cementalatlanok voltak. Az Eszaki alagitban a K3/2 a kiviteli tervnél és a
Déli alagttban tapasztaltnal is nagyobb mennyiségben, nagyobb vastagsdgban és eltérd mindségben
jelent meg, ennek megfeleléen a fekiijében telepiildé homokos- homokkoves rétegek vékonyabbak
voltak.

Az 1-4. 4brak alapjan megallapithat, hogy a K3/2 réteg megjelenése a Déli és az Eszaki
alagutban nemcsak a kiviteli tervt6l, de egymastol is jelentGsen eltért. Az 1. abra és a 2. dbra mutat
példat a két alagitban megjelend rétegekrol. A kiviteli tervben meghatarozott értékektél mindkét
alagiitban nagyobb szilardsdgu konglomeratum rétegek jelentek meg. A Déli alagitban a K3/2
tervezési rétegben a nagy keménységli kozetrétegek kozott sokszor tobb méter vastagsaga
cementalatlan kavicsrétegek voltak jellemzok. Ez a fejtés soran is problémat okozott, mivel az eltérd
keményseégli rétegzettség eltérd fejtési modot igényelt. Ez az elérehaladasi sebességben is negativ
hatasként jelentkezett. A kipergdé kavics gyakran okozta a fejtési profil boviilését, akar 0,5 m
nagysagrendben, A K3/2 rétegek az Eszaki alagitban sokkal cementaltabbak voltak, ami miatt
elmondhatd, hogy csak minimalis mennyiségli patrialemezt kellett beépiteni, a fote biztositdsahoz az
elotlizés is megfelelének bizonyult ott, ahol esetleg megjelentek a kavicsrétegek. Ugyanakkor a
kavicsrétegek ugyan cementaltak voltak, és nem volt sziikség patriazasra, de 9-10 méter vastagsagban
jelentek meg a K3/2 réteg kemény kozetei, melyek megfeleld fejtési profil kialakitdsa tobb idot
igényelt.

A kivitelezés soran egy torészona harantolasanal a K3/2 rétegek Ujra megjelentek az alagutak
szelvényén belill (5-6. abra) A vetd f6 dolésiranya 310-330°, a vetdagak meredeksége a homlokon 60-
80° kozott valtakozott. A vetéagak 1-5 cm vastag, iszapos-homokos repedéskitoltéssel jellemezhetok.
A homlokon szeletes cstiszasok és 0.5-1 m’ tombok kifordulasa is jelentkezett a vetdzonan beliili

157



Somodi-Borsody-Kerékgyarto-Krupa

toredezettség miatt. Az alagut harantoldsa alapjan a vetézoéna csapasa EEK-DDNy, d6lésiranya 295-
300° és meredeksége 45-55° kozotti.

A vetOharantolds utan a Dé¢li alagltban a korabbiakhoz hasonléan tjra kavics rétegek és
kozottik kemény konglomeratum és kavicsos homokkd rétegek jelentek meg, ezzel ellentétben az
Eszaki alagtban ismét hidnyoztak a kavicsrétegek, csak jol cementédlt kdzetek fordultak eld. A
kavicsrétegek fotepozicioban torténd megjelenése Gjabb patrialemez beépitést és siriibb eldtlizést,
nagyobb mértékii beton felhasznalast kovetelt meg a Déli alagiit biztositasanak kiépitése kozben, amig
az Eszaki alagitban ismét veréfejezés és tarcsias mardzas kovetkezett, ami ismét lassulast
eredményezett a kiviteli munkakban.

Homokos kavicsrétegeki

5. abra: A vetd megjelenése a bal (Déli) alagutban, K3/2 - konglomeratum és kavics, TS5 - homokkd lemezes
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230.00"m

220.00 m

=
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Harantolt vettk Elbrejelzott vets
finomhomok, T6 - iszapcsikos finomhomok.

6. abra: A K3/2 rétegek megjelenése egy torészona hatasara az Eszaki alagiit hossz-szelvényén bemutatva.

4.2 Kozetmechanikai vizsgdlatok eredményei

A felszini kutatas soran az alagitépités foldtani kornyezetének megismerésére 8 darab felszini
fliggbleges elofuras lett lemélyitve folyamatos magmintavétellel. Az ezekbdl készitett mintak
vizsgalatainak eredményei a vagathajtds soran vett mintak vizsgalati eredményeivel keriiltek
Osszehasonlitasra (2. tablazat). A felszini firasokbol és a vagathajtasbol szarmazo mintak valtozatos
méretll és anyagu kavics nagysagl szemesékbdl felépiilo homokko és konglomeratum tipusu kézetek
voltak. Osztalyozottsagukat tekintve a "rossz", illetve "nagyon rossz" kategoriaba lehet dket sorolni,
attol fiiggbéen, hogy mennyi volt a kavicsanyag aranya a matrixot felépitd homokszemcsékhez képest.
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A kavicsok anyaga foként kvarc volt, amely fokozta a mintatestek szilardsagat. (Kovacs et al., Thethys
Delta Bt., 2021)

s

tablazat. Jol lathatd, hogy a testsiiriiség értékekben az eltérés kisebb a nyomoszilardsagi értékek
nagyfoku valtozasdhoz képest. Az alagut fejtésbdl szarmaz6 mintadk nyomoszilardsag értékeinek mind
az atlaga, mind a median értéke joval magasabb, ugyanakkor a szdrasértékekben nincs nagy
kiilonbség.

2. tablazat: Teststirliség és nyomdszilardsag eredmények populacidja az eléfurdsok és a vagatbeli mintak

esetében
Alaguthajt
Paraméterek fl!l:l‘e;lzzill(lin(lielll(z'li éss;)tl:in Eltérés Eltérés (%)
mintak
Atlag 2430 2497 67 +3
Minimum 2181 2358 177 +8
Teststirfiség Maximum 2548 2608 60 +2
[kg/m3] Szbrés 106 62 44 41
Median 2471 2504 33 +1
Darabszam 19 55 36 -
Atlag 19,97 38,57 19 +93
Minimum 2,87 16,91 14 +490
Nyomészilardsag | Maximum 40,46 62,54 22 +55
[MPa] Szbras 10,61 12,12 2 +14
Median 16,91 36,67 20 +117
Darabszam 19 55 36 -
2000 I B Alagit - Ssszes minta M Elofirasok - Ssszes minta o LM Alagt - dsszes minta M Eléflrdsok - Ssszes minta

7. abra: Teststirliség és nyomoszilardsag eredmények populacidja az el6firasok és a vagatbeli mintak esetében.

A testslriiség fiiggvényében torténd nyomdszilardsag valtozasat mutatja a 8. abra. Az abran kiilon
fel vannak tiintetve az alagit fejtése kdzben mintazott tdmbok atlagos vizsgalati eredményei. Ezek
alapjan elmondhat6, hogy hasonlé allapota tombok keriiltek részletes vizsgalatra a K3/2 rétegbdl. Az
elofurasok soran késziilt vizsgalatok alacsonyabb értékekkel jellemezheték, 20-40 MPa kozotti
nyomoszilardsagi tartomanyban van metszete a két mintacsoportnak.

A vagathajtas soran a fogasokban helyszini Schmidt kalapacsos tesztek késziiltek, a homokkd és a
konglomeratum rétegeken, melyek Osszesitve a 9. abran lathatok. A Schmidt kalapacs teszt soran a
betonokkal egyez6 mddon, a kalapacs visszapattanasi értékébol a nyomdszilardsag becsiilheté (Galos
M. és Vasarhelyi B., 2006, Vasarhelyi 2016). Az elvégzett helyszini vizsgalatok alapjan elmondhato,
hogy ezek az értékek a laboratériumi vizsgalatok eredményeivel jol korrelalnak. Erdekes moddon a
Schmidt kalapacs tesztek eredményei inkabb az alagutas mintak eredményeihez hasonlitanak, azokhoz
jobban kozelitenek. A tesztek alapjan atlagosan 30-50 MPa a becsiilt nyomoszilardsag, de 10-70 MPa
kozotti tartomanyban mozog.
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8. abra: Testslrliség fliggvényében abrazolt nyomoszilardsagi értékek az eléfirasok és a vagatbeli mintak
esetében.
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9. abra: Az el6firasok mintai és a vagatbeli mintak nyomoszilardsaga, valamint a Schmidt kalapacs tesztek
becsiilt nyomoszilardsaga az alagutak nyomvonala mentén abrazolva.

A Koéméré Kft. kézetmechanikai vizsgalatai soran 8 db mérdbélyeges UCS, tovabba 4 db
tobblépcsds tonkremeneteli allapot meghatarozasara szolgald teszt (tovabbiakban MFS, Multiple
Failure State teszt) késziilt a K3/2 kavicsos homokkd és konglomeratum mintain. A 4 db tombminta
mindegyike ugyanazon szelvénybdl szarmazott. Ugyanazon mintavételi helyrdl asvanytani vizsgalatok
is késziiltek (Thethys Delta Bt., 2021). Az MFS tesztekre minden tombbol 1-1 db keriilt kialakitasra.
A minta-elokészités és a vizsgalatok kivitelezése az ISRM vonatkoz6 ajanlasai szerint tortént.
Kiemelendd, hogy az 0sszes mintat probléma nélkiil sikeriilt a tombokbdl kifurni és kialakitani (nem
volt sziikség javitasra vagy ragasztasra), tehat a tesztek eredményeként kapott paraméterek valdban a
kézetek intakt allapotat jellemzik. (Kovacs et al., 2021) A deformacio-méréssel végzett UCS-
vizsgalatokbol kapott eredmények szerint a mintatestek - a konglomeratum kézettipusokhoz
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viszonyitva - meglehetdsen magas szilardsagi és rugalmassagi paraméterekkel jellemezheték. Az
egytengelyli nyomoszilardsagi (UCS) értékek a 20 és 60 MPa tartomanyban mozognak, de ami ennél
is kiemelkedébb, hogy a rugalmassagra 22 és 62 GPa kozotti Young-modulus értékek (41,64 GPa
atlaggal) adodtak. Megfigyelhetd volt az is, hogy a testsiiriség novekedésével varhatok a magasabb
szilardsagi és rugalmassagi értékek, de a paraméterek kozotti korrelacié meglehetdsen alacsony.

Az Osszesen 4 db MFS-vizsgalatbol 3 esetben a Mohr-Coulomb-elmélet szerint meghatarozott
paraméterek egyrészt viszonylag kdzel esnek egymashoz, masrészt ezek meglehetdsen magas értékek
(Kohézid: 16-22 MPa; Belsd surlodasi szog: 42-48 fok). Az is megjegyzésre érdemes, hogy a torés
utani (rezidualis) belsd surlodasi szogek igen magasak, két minta esetében meghaladjak az intakt
értéket is (Kovacs et al., 2021).

5 VIZSGALATOK ALAPJAN LEVONHATO KOVETKEZTETESEK A KONGLOMERATUM
KEMENYSEGEROL ES HETEROGEN MEGJELENESEROL

A térképezési és kdzetmechanikai eredmények alapjan kijelenthetd, hogy a K3/2 tervezési rétegre
jellemzé konglomeratum és kavicsos homokkd mintak megjelenése, telepiilése és kdzetmechanikai
viselkedése a varttol eltéré volt. A 7-9. abran és a 2. tdblazatban bemutatott eredmények mind azt
bizonyitjak, hogy a megjelend kozetek szilardsaga magasabb, mint azt a kiviteli tervben (SDD
Konzorcium, 2020a) leirtak mutattdk. A magas szilardsagi és rugalmassagi értékek mellett az is
kiemelendd, hogy a magas rezidualis mechanikai paraméterek mellett a tonkremenetel utani allapotban
is nagyon ellenalld viselkedést mutatnak. Osszességében ezek az eredmények egy rendkiviil szivos,
nehezen joveszthetd kdzetre utalnak, amely a két vagatban eltérd vastagsagban és cementacios fokkal
jelenik meg, de ezen tilmenden gyakran méterr6l méterre, vagy egyetlen fejtési homlokon beliil is
valtozik. A vastag kavicsrétegek dontden a Déli alagttban jelentek meg.

Az elvégzett vizsgalatokbol levonhatd kovetkeztetések, hogy a konglomeratum és homokko réteg
keménységét a kdvetkezd tényezok befolyasoljak:

- a fiatal liledékes kézet nem tartalmaz nagy mennyiségli meghatarozo torést, igy a kdzetszovet
felépitése a meghatarozo a tonkremenetel soran,

- agyengén osztalyozott, vagy osztalyozatlan szovetben nehezen alakulnak ki tonkremeneteli sikok
az elsd 1épésben, igy a mallott karbonat szemcsék és a cemental6 kalcit megy tonkre.

A kivitelezés kozben tapasztalt foldtani-geotechnikai valtozékonysag vertikalisan és lateralisan is
nagyobb, mint varhatd volt a kiviteli tervezés soran. Ez a heterogenitas jelentkezik a K3/2 tervezési
réteg szoveti és mechanikai tulajdonsagainak nagy szélsé értékek kozott mozgd valtozékonysagaban, a
tervhez viszonyitott eltérésben és a két alagitban tapasztalt kiilonb6z6 megjelenésben. Az alagutakban
harantolt vetdk és vetézonak nem azonosithatok az eldrejelzett vetokkel: nemcsak a harantolas helye,
de a megjelent vetdk iranya, dolése és jellege is eltér. Az alagut fejtése soran jelentkezd nagyfoku
inhomogenitasbol adédo problémak (pl.: kipergés, gyenge, nem allékony homlok) lokalisan kezelhetd
stabilitasi gondot okoztak, a tervezett biztositds méretezését azonban nem befolyasoltadk. A vartnal
nagyobb szilardsagu és szabalytalan kiterjedésti konglomeratum rétegek, illetve kozettestek az
elérehaladas sebességének jelentds csokkenését okoztak és nagyobb teljesitményii munkagépek
beszerzését indokoltak. A lokalis problémak kdvetkezménye volt, hogy a kiegészitd biztositasi
modokat széles korben, a kihajtott alagut szakaszok tilnyomo részén alkalmazni kellett.
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A kozettestek toredezettségének mindsitése az RQD mér6szam
Ujraértelmezésevel

Fracture density rating of rock mass through reinterpreting the determination of
RQD (Rock Quality Designation) value
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Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem, Epitémérnoki kar, Geotechnikai és Mérnokgeoldgiai
Tanszék, vasarhelyi.balazs@emk.bme.hu
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Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem, Epitémérnoki kar, Geotechnikai és Mérnokgeolégiai
Tanszék, somodi.gabor@edu.bme.hu

OSSZEFOGLALAS: A furomagok mindsitésének legelterjedtebb moédja az Gn. RQD érték
meghatarozasa, mely a 10 cm-nél hosszabb maganyagok %-os aranyat mutatja be egy meghatarozott
hosszisagh furémag-szakaszon. Ez a mindsitési eljaras alap-paraméter a legfontosabb kozettest
osztalyozasi eljarasban (RMR, Q), de segitségével a mind inkabb teret nyeré Geologiai Szilardsagi
Index (GSI) is pontosan megadhatova valik. Régota ismert hidnyossaga az RQD tényezonek, hogy
nem tesz kiilonbséget a 10 cm-nél hosszabb maganyagok kozott (100 % jon ki 1 méteres és 10 db 10
cm-es magok esetén is), valamint a rovidebb egységek esetén is egységes eredményt kapunk. Jelen
cikkben bevezetésre keriil az Un. Integralt RQD (IntRQD) tényezd, mely ezen hibakat kikiiszoboli,
valamint lehet6ség nyilik a furémag toredezettségi rendszerének jobb leirasara is.

Kulcsszavak: RQD, firomag leiras, toredezettség, kdzettest, GSI

ABSTRACT: The most common method of classifying drill cores is to determine the RQD value
(Deere, 1964), which indicates the percentage of core material longer than 10 cm in a given core
length. This core logging procedure is the basic parameter in the most used rock mass classification
methods like RMR and Q. It is also used to determine the Geological Strength Index (GSI), which has
become popular in the last 20 years. One of the basic problems of the RQD factor is that it does not
distinguish between core materials longer than 10 cm (100 % is obtained for one piece of 1 m length
and 10 pieces of 10 cm length cores) and a uniform result is obtained for shorter units. In the present
paper, the so-called Integrated RQD (IntRQD) factor is introduced to eliminate these errors and to
allow a better description of the fracture density in core logging procedure.

keywords: RQD, core logging, fractures, rock mass, GSI
1. BEVEZETES

A farémagok elemzésénél, vizsgalatanal, mindsitésénél és annak szdmszerisitésére az RQD-modszer
(RQD = Rock Quality Designation) terjedt el, és valt napjainkra szinte egyeduralkodéva (Deere,
1964). Ezt a legtobbet hasznalt kdzettest osztalyozasi modszerek (Bieniawski féle RMR ¢és a Barton
altal bevezetett Q-moddszer) mint alapadatot is felhasznalja (Galos és Vasarhelyi, 2006; Vasarhelyi,
2016). Az RQD értéket elobb furémagra hataroztak meg, késobb sziklafalak elemzésére is
kiterjesztették — de jelen cikkben kizardlag faromag-elemzéssel foglalkozunk. Fontos azért
megjegyezni, hogy kisebbfajta szakmai vita alakult ki az RQD tényez6 homlokfalon vald
hasznalhatosagarol, melynek kovetkeztében egyesek mar ezen tényezot ,temették” is (vagy legalabbis
temetni szerették volna) (1asd. Pells et al, 2017).

Az RQD érték meghatarozasanal a furomagbol, (melynek atméréje minimalisan 55 mm) és a
kihozott magmintadarabok hosszanak mérésébdl indultak ki. Maga a mérészam szazalékban adja meg
azon daraboknak az 6ssz-hosszat, melyek hosszabbak, mint 100 mm, azaz az RQD érték:

_ LMo 100[%)] (1)
b_ha

RQD,

ahol 2/ a 10 cm-nél hosszabb darabok Gsszhossza, h;, és h, pedig a vizsgalt mélységkoz felsé
és also mélysége.
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Deere (1989) szerint azon furasok is épnek tekintendok, amelyen a tagolo feliilet a furastengellyel
megegyezden helyezkedik el. Javaslata alapjan a kiszamitas lehetdségét egy példan keresztiil mutatjuk
be a 1. abra segitségével.

e —h,

h,=38 cm

h=0

nincs >10 cm-nél

hosszabb teljes farashossz: 200 cm
== 38+17+20+35

RQD= ———— x100 = 55%
200

h,= 20 cm

h.=35cm

Q Fuarasi torés

h,=0

nem értékelheté

‘—hb

1. abra. P¢lda az RQD meghatarozasanak modszeréhez (Deere, 1989)

Az 1. tablazat a gyakorlati megfigyelések alapjan megallapitott RQD érték és a kdzettest osztalyok
kozotti kapcsolatot adja meg. Ez a tablazat megegyezik az EUROCODE 7-1-ben megadott
osztalyozassal.

1. tablizat. Kozettestek osztidlyozdsa az EUROCODE 7 -1 szerint a koézetmechanikai
megnevezésekkel

RQD % Koézettest minositése Kozettest kozetmechanikai mindsito
EUROCODE 7-1 alapjan megnevezése
>25 Nagyon gyenge Gyakorlatilag talajként kezelhetd
25-50 Gyenge Nagyon toredezett
50-175 Megfelel Toredezett
75 -90 Jo Kisé toredezett
90 — 100 Kivalo Ep

Az RQD tényez6 hidnyossaga mar annak megalkotésa idején is érezhetd volt. Egyik probalkozas az
elemzés pontositasara Hansagi nevéhez fiizodik, aki a kirunai banyak maganyagjainak vizsgalatait
végezte el (Hansagi 1965, 1974; 1986). Vasarhelyi et al (2007) a bataapati furémagok statisztikai
elemzésével mutatta ki, hogy szoros statisztikai kapcsolat adhatd meg a Hansagi féle szamolasi
modszer és az RQD tényez6 kozott. Kijelenthetd, hogy bar sok tekintetben a kiruna moddszer
pontosabb eredményt ad, az RQD tényezonél felvetett problémakat nem oldja meg.

Palmstrom (2001) és Palmstrdm (2005) részletesen elemezte az RQD tényezé hianyossagait,
ramutatva annak irdnyfiiggdségére, valamint a meghatarozasaban rejlo ellentmondésokra is. A 2. abra
Palmstrom (2001) mérési eredményét mutatja, ramutatva ezen érték hasznalatanak buktatdira: amint
az abran jol latszik, Iényeges eltérés is lehet mind az RQD = 0 %, mind az RQD = 100 %-os értékkel
jellemezhetd furasszakasz valos repedezettségi képe kozott. Amint az abra jol szemlélteti, RQD = 0
%-ot kaphatunk abban az esetben is, ha teljesen toredezett a furomag, és akkor is, ha a kihozott ép
magok hossza éppen nem éri el a 10 cm-t. Ugyanez igaz az RQD = 100 %-ra.

164



Vasarhelyi - Somodi

0 ) 0.z 0.4 0.6 0.8

DN A 2/ — AN XIS TNOXN] Rap=0
L/ _— N

N

\

/

I\

\

| RQD=0

L/ |\

/

\

/

\

\

|| RaD =100

[

| RQD =100

2. abra. P¢lda a minimalis (0 %) és maximalis (100 %) RQD tényezokre (Palmstrom, 2001)

Felvetddik a kérdés: hogyan lehetséges a Palmstrom altal felvetett problémat orvosolni. Erre
tesziink javaslatot az integralt RQD érték bevezetésével, melyet egy bataapati feltard furas vizsgalatan
keresztiil mutatunk be. Az alabbi abran a frasra jellemz6 repedezettségi allapotokat mutaté maglada-
fotok lathatok a dontéen monzogranitban mélyiilt firdmaganyagon.

»
2 53
=
=

2. 4bra. Valtozatos repedezettségi éllapotokat mutatd magladafotok

2. HOSSZFUGGO RQD

Az (1) egyenlet felirhato olyan modon is, hogy egy tetszélegesen valasztott hossziusagi magdarabok
0ssz-hosszat nézziik az adott szakaszon, azaz:

Sh
RQD, = ™ _’;L
a

ahol XA, az n cm-nél hosszabb darabok 6sszhossza, h, és h, pedig a vizsgalt mélységkdz felsd
és also mélysége.

100[%] (2)
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Ezen egyenletnél n értéke tetszéleges lehet, de mérndki megfontolasbol 5 cm utan a 10, 20, 30....
100 cm-es magdarabok Osszhosszat vizsgaltuk meg. Fontos felhivni a figyelmet: a vizsgalt hossz az
akar 3 méter is lehetett, mivel az azonos toredezettségi rendszer alapjan egy egységnek tekinthetdvé
vettiik. Azaz az adott RQD tényez0 nem 1 méteres szakasznak tekinthetd érték, igy lehetséges az,
hogy az 1 m-es teljes magkihozatal az az adott RQD szakaszon csak 30 %-os eredményt adott.

A képletbdl egyértelmiien latszik, hogy jol elkiilonithetové valik a pl. 1 méter hosszon 3 db 10 cm
darab (RQDj, = 30 %; RQDy; = 0 %; RQD;3y = 0 %) és 1 db 30 cm-es magkihozatal eredménye
(RQDy =30 %; RQDyy =30 %; RQD3y =30 %). A 3. abra néhany ilyen eseteket mutat be. Az adatok
a Bataapétiban épiilt radioaktiv hulladéktarold kutatofurdsainak maganyagan elvégzett geotechnikai
értékelésbdl szarmaznak. A gorbék jol mutatjak, hogy az adott RQD értékhez hosszabb, vagy tobb
rovidebb magdarab tartozik-e, valamint hogy a szakaszok toredezettség sorrendje is valtozik a
kiilonb6z6 RQDn értékeknél

100
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40

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
RQDn [%]

3. abra: Vizsgalt 3 m hosszu repedezettségi szakaszok kiillonb6z6 RQDn % értékeinek alakulasa.

A 4.abran az lathat6, hogy ha az eredeti 10 cm-es hosszra értelmezett RQD értékeket vizsgaljuk az
uj szemlélet alapjan értékelt magdarab-hosszokkal, akkor azok hogyan viszonyulnak egymashoz. Az
abran az 5 cm-es legkisebb maghosszli darabok és az eredeti RQD értékek nagyon szoros kapcsolatot
mutatnak. Az 50 cm-es maghosszra értelmezett RQD és az eredeti definicié szerinti RQD értékek mar
sokkal inkabb eltérnek, a kapcsolat szorossaga megkérddjelezhets. Egy ilyen abra a telephely kutatasi
szempontl értékeléseknél anyagfiiggd tulajdonsagokat is jellemezhet.
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4. abra: Az RQDs és RQDs, repedezettségi értékek és a hagyomanyos RQD meghatarozas
kozotti kapcesolat.
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3. INTEGRALT RQD BEVEZETESE

A hosszfliggd RQD bevezetésével eldalld fiiggvények (lasd 3. abra) lehetOséget teremtenek egy
egyedi értékelési modszer kialakitasara. Amennyiben minden szakaszra eléallitjuk a hosszfiiggd RQD
értekeket a fliggvény alatti teriilet nagysaga egyedileg valtozik és szélesebb mindsitési lehetoséget
biztosit szamunkra az adott kdzettest toredezettségének jellemzésére az igy eldallitott Integralt RQD
(Int RQD) érték. A fiiggvény és igy az Integralt RQD eldallitdsdhoz nem sziikséges a pontos furas
menti poziciok meghatarozasa, ugyanakkor a késobbi értékelések és jraértékelések szempontjabol
ajanlott. Az 5. dbra megmutatja az 1j értelmezés és a régi RQD szamolas kozotti kapcesolat
szorossagat, de az is jOl megfigyelhetd, hogy sok esetben a 100 %-os RQD érték esetén
jelentdsen eltérd Int RQD értéket kaptunk. Az abran jol lathatd, hogy jelentds eltérések
adodhatnak az RQD;p> 50 % feletti tartomanyban és ez nem szisztematikusan egy iranyban
kovetkezik be. Ezen eltérések a cikkben felvetett kérdésre adnak vélaszt: a bevezetett
Int RQD tényezd segitségével lehetoség nyilik a minden esetben 10 cm-t meghalado
maganyagbol 4ll6 (azaz 100 %-os) RQD értékek tovabbi mindsitésére is.
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5. abra: Az Integralt RQD és a hagyomanyos RQD koz6tti fiiggvénykapcsolat.

4. OSSZEFOGLALAS, TOVABBI LEHETOSEGEK

A bemutatott integralt RQD érték kikiiszoboli az RQD meghatidrozasanak egyik
legnagyobb hatranyat, vagyis a 10 cm-hez tartoz6 mérettel jard korlatokat. A Hansagi-féle
Kiruna értéknél is jobb megkdzelitésben ad a toredezettebb és kevésbé toredezett
szakaszokrdl a firomag atmérdjétdl is fiiggetlen toredezettségi mérdszamot. Az értékeléseket
barmilyen hosszli szakaszon el lehet végezni, attdl fiiggden, hogy gyors adatok kellenek a
farasokrol és kiépitésenként szeretnénk Oket megkapni, vagy részletes toredezettségi
felmérést készitiink miiszaki 1étesitmények tervezéséhez. Ha rendelkezésre allnak korabbi
kutatési projektekbdl részletesen felmért RQD érteékelések, azok Gjraértékelése is lehetséges.
Lehetdséget ad tovabba arra is, hogy a geoldgiai alapi szakaszoldsokhoz is adjon egy a
foldtanhoz illeszkedd, pontosabb toredezettségi eloszlast.

A megkozelitéssel az RQD 0Osszes hatranya nem kezelhetd, de Pells et al (2017) altal
képviselt allasponttdl eltéréen megoldast kindl nemcsak az RQD tovabbi hasznélatdhoz és
értelmezéséhez, hanem a multbeli részletes adatbazisok Gjraértelmezésére is lehetdséget kinal.

A repedezett kdzettestek mindsitésére alkalmazott Geologiai Szilardsagi Index (GSI) Hoek
et al.(2013) altal javasolt meghatdrozasanal az RQD érték kozvetleniil bekeriilt a szamitasi
képletbe. Mivel az Integralt RQD pontosabb képet ad a toredezettség allapotardl, igy
lehetéség van a GSI érték pontosabb meghatarozasahoz is, ahol a kdzettdémbdok/blokkok
méreteit lehet ezzel parametrizalni.
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Water vapor permeability of the dolomite from the Crac des
Chevaliers Castle in Syria
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ABSTRACT: This study was dedicated to evaluate the permeability of the dolomitic stones of building
stone lithotypes of the Crac des Chevaliers castle. Crac des Chevaliers was recognized in 2006 by
UNESCO as a world heritage. It is located in Syria and is considered one of the most important
crusader castles built in the 12" century. The castle wass built from carbonate sedimentary stones
(dolomite and limestones). Weathering crusts with different thicknesses have formed on stone surfaces
over the centuries. Water vapor permeability is an important water transport value in addition of the
capillary water uptake in porous materials. The aim of the experiment was to compare the water vapor
permeability of the different lithothypes and to compare the non-weathered stones with crust-covered
stones to evaluate the effect of the formation of crusts. Specimens of 8 carbonatic stone lithotypes with
different porosity and stone structures were examined: four microcrystalline dolomite, two dolomitized
micro bioclastic wackestone, one laminated dolomite, and one dolomitic limestone. The bulk density
ranged between 1.9 and 2.4 g/cm™ and the open porosity between 11 and 32 v/v%. The results revealed
that the open porosity of the non-weathered samples influenced the water vapor permeability, but the
lithotypes with the same high porosity resulted in different permeability depending on the pore
structure. The dolomite lithotypes with bimodal pore structure showed the highest water vapor
permeabilities. The water vapor permeability rates of all samples with crust were lower than their non-
weathered counterpart, but the crust thickness did not correlate with the water vapor permeability rate.

keywords: permeability, dolomite, weathering crust, water vapor, porosity
1 INTRODUCTION

Water vapor permeability determines the amount of water vapor passing through the stone under a
defined pressure. Water vapor flows in the direction from high pressure to low pressure.
(Mukhopadhyaya et al., 2011). It is the amount of transmitted water vapor through the stone of an unit
area of flat material and unit thickness, determined by the pressure difference between two surfaces at
a particular temperature and relative humidity. (Mukhopadhyaya et al., 2007). In practice, the water
vapor diffusion resistance factor is commonly used to describe the measurement of water vapor
diffusion. It is the ratio of the water vapor diffusion coefficient of the air and building material
(Kiinzel, 1995).

Ruedrich et al. (2011) described water vapor permeability as the second most significant water
transport value after capillary water uptake in porous materials. The capacity to transport and store
water vapor impacts the durability of building materials (Keppert et al., 2016). Therefore it is an
important property in choosing appropriate building materials by replacing stones (Graue et al., 2011);
or applying a coating material to create hydrophobic surfaces (Pia et al., 2017) (Xie et al., 2021)
(Vasanelli et al., 2019). Hydrophobic materials were developed to prevent liquid water (rain) from en-
tering the stone and enable water vapor to leave the stone to avoid moisture (condensation) buildup
inside the structure (Drchalova et al., 2001). (Price & Dochne, 2011). The formation of condensation
zones reduces the durability of the stone in case of freeze-thaw temperature changes. The water
volume increase by freezing causes significant stresses, cracks, and fissures in the stone structure
(Narloch et al., 2021). The formation of water saturated zones in a carbonatic stone can cause strength
decrease (Rozgonyi et al. 2021, Vasarhelyi 2005).

Water vapor permeability is related to environmental conditions (relative humidity, temperature,
porosity etc.). It increases by increasing the relative humidity gradient (Mukhopadhyaya et al., 2007,
Couturier & Boucher, 2011). The effect of temperature is not clear. Measurements of Mukhopadhyaya
et al. (2005) showed no relationship between the temperature increase and the water vapor
permeability. Doty et al. (1946) found that temperature influences water vapor permeability based on
relative humidity. However, the impact of temperature on relative humidity does not apply to all
porous materials (Galbraith et al. 2000). According to Nenadalova et al. (2016), determining the main
factor affecting vapor permeability (whether the relative humidity or the temperature) is complicated
and varies depending on the composition. The effect of porosity on water vapor permeability also
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interests many researchers. Togkalidou et al. (2013) found that vapor permeability has a poor
correlation with total porosity and mean pore radii, but a good correlation with pore size distribution.
Vazquez et al. (2013) realized that open porosity and pore size influence water vapor permeability.
However, according to the findings of another study, water vapor diffusion resistance is primarily
related to total porosity (Keppert et al., 2016). At the same time, Stiick et al. (2011) emphasized that
the pore size distribution influences water vapor diffusion resistance factor.

Crac des Chevaliers Castle is one of the most important and well-preserved crusader castles. On this
historical building, a lot of kinds of weathering crusts have been formed on the stone surfaces, such as
biological colonisations and salt crusts (Bilal & Rozgonyi-Boissinot, 2022). Those crusts modify stone
properties like water absorption (T6rok & Rozgonyi, 2004; Bilal & Rozgonyi-Boissinot, 2020), water
vapor permeability, drying characterization, and wettability. The investigation of the effect of
weathering crust on the water vapor permeability is important because it could work as a coating
material, and its removal could lead to the loss of stone material, especially in valuable historic
buildings like Crac des Chevaliers Castle. In this study, the effect of the weathering crusts on water
vapor permeability was investigated on fresh and weathered specimens taken from the walls of the
Crac des Chevaliers Castle.

2 MATERIAL AND METHODS

2.1 Investigated stones from the castle
lth

Crac des Chevaliers Castle is a powerful military fortress built during the medieval period in the 1
century (King, 1949). It is located in the northwest of Syria (between latitude 34.76° north and 36.29°
longitude east) near Homs city and around 35 km from the Syrian coast (Figure 1). The castle is a
formidable Gothic fortress with a small Romanesque chapel, numerous residences, and military
facilities, with the presence of various motifs and decorations carved on the stones. However, in the
13" century, the Mamluks built new towers around the crusader castle, demonstrating the ingenuity of
Islamic military architecture craftsmen (Mesqui, 2018, Zimmer et al., 2011).

Figure 1 The location of Crac des Chevaliers on the Syrian map, with an overview of the southwest
corner of the castle

The castle walls were built basically from the late cretaceous (Cenomanian-Turonian age) dolomite
and dolomitic limestone on a basilic and clay foundation. Weathering crusts with different thicknesses
have formed on the carbonate stone blocks over the centuries on the walls. The sample material was
taken with core drilling (diameter 5 cm). The depth of a core was at least 25 cm (Figure 2). 8
carbonatic stone lithotypes with different porosity and stone structures were examined (S1-S4 and S7-
S10): four microcrystalline dolomite, two dolomitized micro bioclastic wackestone, one laminated
dolomite, and one dolomitic limestone. The bulk density ranged between 1.9 and 2.4 g/cm® while the
open porosity between 11 and 32 v/v% (Bilal & Rozgonyi-Boissinot, 2023).

S1 was a slightly dolomitized and silicified micro bioclastic wackestone with no distinct decay on
its surface and thin crust (Figure 3a, Table 1). The open porosity amounted to 18v/v%. The size of
open pores ranged from 0.05 mm to 0.45 mm.

S2 was a microcrystalline dolomite with fine dolomicritic crystals and green algae crust. It
contained ooids of about 0.25 mm. The texture was not uniform: partly micritic, and partly
microcrystalline with a crystals size of 0.01 mm. The pore structure was bimodal, containing both
large and very tiny pores. The open porosity was 29 v/v%. The thickness of the crust was about 3 mm
(Figure 3c, Table 1).
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Figure 2. Drilled core S9 (left, the outside of the core with crust; right, the core )

Another microcrystalline dolomite stone with very fine dolomitic crystals and orange-red algae on
the surface was lithotype S3 (Figure 3e). It had the highest porosity of 32 v/v%. This lithotype
contained a lot of very tiny intercrystalline pores and a few large pores with a size of 0.1 mm. The
crust on its surface developed with 1.5 mm thickness and contained organic material (Table 1).

Figure 3. Specimens prepared for water vapor permeability measurement (the left specimen is not
weathered, the right one is prepared from the weathering crust) a) S1; b) S7; c) S2; d) S8; e) S3; {) S9;
g) S4; h) S10

S4 was a microcrystalline dolomite stone structure with equiangular crystals (0.03-0.07 mm). It had
a bimodal pore system with an open porosity of 28 v/v%. The weathering crust (Figure 3g) was less
porous than the original stone and created a porous zone of about 1.5-2 mm under the crust (Table 1).

The size of dolomite crystals was 0.02-0.06 mm in the crust.
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Table 1. Thin sections of the crusts and their descriptions for the samples S1-S4

Thin section of the lithotype

Description

No distinct decay was recognized macroscopically
on the stone surface. The thin section showed a
dissolution and recrystallization of dolomite with
tiny crystals on the surface. The thickness of the
crust was 0.1mm.

Green algae flourished on the surface. The
thickness of the crust was about 3 mm, and it was
more porous than the original stone. Recrystallized
dolomite crystals caused the disappearance of the
micro fabric of the original rock.

Orange-red algae flourished on the surface. The
crust was 1.5mm thick, slightly micritic, and
contains organic material.

The weathering crust was lower porous than the
original stone by about 25%. Biological activity
was associated with pores under the surface. Under
the crust built a porous zone of about 1.5-2 mm.
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Table 2. Thin sections of the crusts and their descriptions for the samples S7-S10

Thin section of the lithotype Description

The orange crust could had four layers from outside
to inside: i) Outermost layer, 0.01-0.04 mm thick,
was not continuous. It was brownish with
biological activity. ii) Very dense layer with very
thin microcrystalline dolomite crystals. The
thickness of this layer was around 0.1-0.3 mm. iii)
A layer with a dark grey micritic matrix with a size
0f 0.005 mm. The thickness was around 1.5 mm.
iv) Lighter grey micritic layer with much fewer
oval micritic forms. The thickness of this layer was
0.2-0.4 mm.

The thickness of the crust was about 1.25-2 mm.
On the crust were wind-blown sand grains
observable. The topmost of the brownish crust had
iron staining. Under the crust was a biological
activity observable. Many pores in the crust had a
coating with a maximum thickness of 0.03 mm.

Green algae flourished on the dissolute surface. The
dolomite crystals in the crust were clear without
inclusions; however, inclusion-rich dolomite was
under the crust. The thickness of the crust was 0.08-
0.12mm.

No distinct decay type was visually recognized on

the surface. The crust was micritic with very fine

crystals and did not form a uniform crust. The
thickness was 0.02-0.1 mm.
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However, S7 and S8 had the same open porosity (29 v/v%), their stone structure was very different.
S7 was characterized as a microcrystalline dolomite with a high recrystallization rate and about
0.005 mm crystal size. Its texture was homogenous, with a pore size of around 0.2 mm. An orange-
colored four-layer crust was built on its surface (Figure 3b, Table 2). S8 was laminated dolomite with
peloids, small intraclasts, and 1.2-2.9 mm lamination thickness. It contained some micritic layers, and
its open porosity was 28.8 v/v%. The thickness of the crust amounted to about 1.25-2 mm. Under the
crust was observable biological activity (Figure 3d, Table 2).

The most dense stone lithotype among the investigated stones was S9. It had 11 v/v% open porosity
and was a micro bioclastic wackestone with green algae on its surface (Figure 3f). The stone structure
contained an algal mat, fenestral pores, and bimodal pore size (large pores range between 0.4-0.6 m,
and tiny ones are about 0.01 mm). The thickness of its crust was 0.08-0.12 mm (Table 2).

S10 was a dolomitic limestone with high open porosity (28 v/v%) and no distinct decay on its
surface (Figure 3h). The crust was micritic with very fine crystals and was formed in a thickness of
0.02-0.1 mm (Table 2). The stone was a micritic peloidal wackestone/ packstone with a few
foraminifera fragments.

2.2 Water vapor permeability measurement

The water vapor permeability was measured with the ,,wet cup test”. Two, with about lcm thick,
specimens were prepared separately from 8 dolomite lithotypes, one with a crust (outside of the core,
later referred to C) and the other without a crust (backside of the core, later referred to R). The half-
cylindrical specimens (dried at 70°C) were collected in the box roof of a transparent plastic cup and
covered with silicon glue on the side, carefully not to cover any effective evaporation surfaces

(Figure 4)

Figure 4. Specimens prepared for water vapor permeability measurement

15 ml distilled water was injected through a 1 mm diameter hole into the cup, with a 1.5 cm
distance between the specimen and the water level, before closing it. The experiment was performed
in a climate room with a temperature of 19°C and relative humidity of 60%, and it lasted 50 days. The
water vapor transferred through the specimens due to the relative humidity difference between inside
the cup (RH 100%) and the room (RH 60%). The water vapor permeability rate (D) was calculated
from the regularly determined weight loss, as shown in equation 1 (Mukhopadhyaya et al. 2007).

Gd [Kg/s.m.Pa)], (1)

D=smim

Where D is the water vapor permeability rate [Kg/(s.m.Pa)],
G is the weight change [kg],

d is the thickness of the specimen [m],

t is the time [s],

A is the effective area of the specimen [m’],

S is the partial pressure of the saturated air at 19 °C [Pa],
R1 is the relative humidity inside the jar (100%),

and R2 is the relative humidity in the climate room (60%).
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The water vapor diffusion resistance factor (u) was calculated as follows (Siegesmund and Diirrast
2011):

1
u=ol-= [, @
Where 61 is the water vapor diffusion coefficient of the air at 19 °C (kg/Pa. m. s) and can be

calculated from equation 3 (Kiinzel 1995).

2:1077-7081
-

Where T is the test temperature [K], and Pl is the atmospheric pressure [Pa].

ol [kg/Pa.m.s], 3)

3 RESULTS

For the graphical representation of the results were determined the vapor amount diffused through the
stone material over an unit area (g/cm’) at the different measurement times and illustrated as a
function of time (Figure 5) for both the non-weathered and weathered samples. The calculated water
vapor permeability rates and the water vapor resistance factors are collected in Table 3.

The results showed that the various open porosity and stone structures of the examined stone
lithotypes (between 11 and 32 v/v%.) caused a wide range of water vapor permeability rates between
7.60*107'* and 3.8*10™"" Kg/(s.m.Pa) and water vapor diffusion resistance factors between 5.2 and 25.8
of the non-weathered (R) specimens (Table 3). The lithotypes with the lowest open porosity (S1-R and
S9-R) had the lowest water vapor permeability rate of 7.6¥10"%-1.1*10™"" Kg/(s.m.Pa) and the highest
water vapor diffusion resistance factor of 18.4 and 25.8, respectively. The amount of transmitted water
vapor per area was for these two samples low (Figure 5).

The other six dolomite lithotypes had almost the same open porosity between 27.70 and 31.7v/v%.
Their water vapor permeabilities were, even so, different. The highest water vapor permeability rates
showed the non-weathered specimen of the lithotypes S2 and S4 (Table 3), 3.8%¥10"" and 2.6%10°
"' Kg/(s.m.Pa), Accordingly their water vapor diffusion resistance factors were the lowest. Their
curves in the Figure 5a are located at the top, over the curves of the other lithotypes. This phenomenon
can be explained by their particular bimodal pore system: in addition to very tiny pores, they also
contained a lot of large pores, which were connected in a capillary system, which facilitated the
passage of water vapor within the stone structure.

The third highest water vapor permeability rate and the third lowest water vapor diffusion factor
was for the non-weathered specimen of the lithotype S10 with a value of 2.3*10™"" Kg/(s.m.Pa) and
8.3, respectively. The distinguished feature of this type was the 0.2-1 mm large pores that were clearly
visible even on the thin section photo (Table 2).

The two microcrystalline dolomites (S3, S7) and the laminated dolomite (S8) with 28.8-31.7v/v%
open porosities had almost the same water vapor permeability rates between 1.3*107'-2.0%10"
'K g/(s.m.Pa) and water vapor diffusion factors between 10 and 15.

The water vapor permeability rates of all samples with crust (C) were lower than their non-
weathered (R) counterparts (Table 3 and Figure 5b). There was no correlation between the thickness of
the crust and the effect on the water vapor permeability rate. On the two lithotypes with low porosities
(S1 and S9) the crust formation did not have a large effect on the permeability (Table 3). This
phenomenon can also be explained by the fact that crust formation on these samples was very small
with a thickness of about 0.1 mm. On the other hand, the very thin crust on the S10 sample
significantly affected the permeability, which showed an 80% lower value of 1.3*10™"' Kg/(s.m.Pa)
than on the non-weathered specimen (Table 3).

Although its thickness was significant in comparison to the former lithotypes, the 3 mm thick
weathering crust of the S2-C sample did not affect the permeability to a great extent either. The
permeability of this non-weathered sample was already high, and the accumulating of weathering crust
reduced it a little (Table 3). The big difference between S2-C and the other weathered samples in
water vapor transmission amount is well-marked in Figure 5b.

The four-layer weathering crust on lithotype S7 caused a very significant decrease (less than
halved) in the water vapor permeability value (Table 3 and Figure 5b). This crust was 2-2.2 mm thick
and contained a very dense layer with micritic crystals, preventing water vapor passage through the
stone. The other such marked decrease could be seen on the S4-R sample. It contained a 1.5-2 mm
thick crust on its surface. And even though a porous zone has formed under the crust, the porosity of
the crust was 25% smaller than thus of the original stone, which blocked the transport of water vapor.
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Table 3. Water vapor permeability rate and water vapor diffusion factor result of the non-weathered
specimens and the crust

Water vapor diffusion resistance Water vapor permeability rate (D)
Nr factor (p) [-] [Kg/(s.m.Pa)]

Non-weathered (R) Crust (C) Non-weathered (R) Crust (C)
S1 18.4 19.0 1.1*¥10™" 1.0*10™""
S2 52 6.1 3.8%10"" 3.2¢10™"
S3 10.0 11.3 2.0%10™"" 1.7%10™"
S4 7.6 12.4 2.6%10"" 1.6%10™"
S7 13.1 22.1 1.5%10™" 8.9%10™"
S8 15.0 16.1 1.3*10™" 1.2%10™"
S9 25.8 30.6 7.6%10™" 6.4%10""!
S10 8.3 15.4 2.4*10™" 1.3*10™"
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Figure 5. Water vapor transmission in dolomite lithotypes; a, non-weathered specimens; b, specimens
with crust
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4 CONCLUSIONS

The results showed that water vapor permeability values ranged widely, not only even for samples
from different lithotypes but also from the same stone type. It was difficult to predict the permeability
based on the open porosity, but the low open porosity caused a low water vapor transport. The amount
of transmitted water vapor was different in the case of the highly porous lithotypes. The results agreed
with the observations of Vazquez et al. (2013), because the pore size distribution affected the water
vapor transport through the stone structure. The lithotypes with bimodal pore system showed much
higher water vapor permeability than those with the same open porosity.

The building of crusts on the stone surfaces changed the water vapor permeability rates of the
stones. There was no correlation between the transportation of the vapor and the thickness of the crust.
The density and structure of the crust influenced the vapor transport much more. The formation of a
multi-layered, fine crystalline crust or a dense crust with low porosity caused a significant decrease in
the water vapor permeability values compared with the non-weathered stone.
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ABSTRACT: Landfill leachate can cause significant changes in the geotechnical properties of soils
due to physical and chemical interactions between soil particles and leachate components. The extent
of these changes depends on various factors such as the properties of both soil and leachate. Both
granular and fine-grained soils can be affected by the physical and physicochemical interactions
caused by leachate contamination. The shear strength of the soil can be significantly impacted, which
can affect the overall stability of the landfill structure and its potential for future site exploitation.
Additionally, the porosity of the soil can be altered due to the migration of fine contaminant fragments
and the dissolution of soil minerals. The Atterberg consistency limits of the soil may also change as a
result of the physicochemical interactions with pollutants. Some contaminants may even decrease the
thickness of the Diffuse Double Layer (DDL), leading to soil shrinkage and a decrease in repulsive
forces, which can encourage particle flocculation. While previous studies have investigated these
parameters, it is still crucial to further our understanding of the mechanisms that occur in soil during
leachate contamination. This paper aims to provide a comprehensive review of earlier investigations
and summarize the key findings to clarify the conditions and processes of leachate-soil contamination.

Keywords : Leachate, geotechnical propreties, contamination
1 INTRODUCTION

1.1 Decimal numbering in all cases

Soil contamination is a critical environmental concern, with pollutants originating from various waste
disposal sources, including landfill leachate (Khan et al. 2008). Leachate typically contains a complex
mix of biodegradable and non-biodegradable organic matter, heavy metals, inorganic salts, chlorinated
compounds, and ammonia (Ozcoban et al. 2006; Renou et al. 2008). Previous research has shown that
the composition of leachate can significantly alter the properties of affected soils (Nayak, Sunil, and
Shrihari 2007), leading to changes in geotechnical properties and posing potential hazards for landfill
structures and future site exploitation (Cyrus et al. 2010; Vij 2012).

Understanding the interactions between landfill leachate and soil is crucial to prevent structural
damage and potential environmental catastrophes (Abd El-Salam and Abu-Zuid 2015; Sinha et al.
2003). These interactions are driven by physical and chemical exchanges between pollutants and soil
particles, with factors such as pollutant density, viscosity, and surface tension playing critical roles
(Ratnaweera and Meegoda 2006b; Singh, Srivastava, and John 2009). Moreover, contaminant
concentration and exposure duration significantly impact the alteration of geotechnical properties in
soils (Al-Tabbaa and Walsh 1994; Cuevas et al. 2009; Deng et al. 2017; Du et al. 2015; Fan et al.
2017; Gnanapragasam, Lewis, and Finno 1995; X. Liu et al. 2016; Singh, Srivastava, and John 2009;
Souli et al. 2008; Trzcinski, Williams, and Zbik 2015).

A considerable body of research has been devoted to understanding the effects of landfill leachate
on soil properties (Harun et al. 2013; Jo, Benson, and Edil 2004; S. M. Khodary et al. 2020, 2021;
Roque and Didier 2006; Shariatmadari, Askari, et al. 2018; P.V Sivapullaiah and Savitha 1997; Sunil,
Nayak, and Shrihari 2006). These studies have focused on various aspects, such as the impacts of
inorganic salts, organic matter, and chemical contamination on soil compressibility, consistency limits,
shear strength, permeability, compaction, Atterberg limits, and consolidation (Arasan 2010;
Ayininuola et al., 2009; Burns et al. 2006; Chu et al. 2017; Francisca and Glatstein 2010; Gajo and
Maines 2007; Karkush and Abdul n.d.; J. Li et al. 2013; Nayak et al. 2010; Nayak, Sunil, and Shrihari
2007; Oren and Akar 2017; Ratnaweera and Meegoda 2006a; Shackelford et al. 2000; Shariatmadari,
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Askari, et al. 2018; Shariatmadari, Askari Lasaki, et al. 2018; Sunil, Shrihari, and Nayak 2008; Valen-
cia-Gonzalez, Quintero-Ramirez, and Lara-Valencia 2022).

This paper gives an overview of studies that focused on the effect of soil contamination with landfill
leachate on the geotechnical properties of the soil. It provides a tool to review and summarize earlier
research by facilitating the explanations of geotechnical characteristic change mechanisms to better
predict soil behavior and prevent environmental risk.

2 EFFECT OF CONTAMINATION ON SHEAR PARAMETERS OF SOIL

Leachate contact with soil can induce chemical and physical interactions that affect geotechnical
properties, including shear strength. The effects of leachate contamination on shear strength depend on
soil and leachate characteristics (George and Beena 2011; Borude 2016; Alhassan 2012; Oztoprak and
Pisirici 2011; Cassagrande 1997; Shariatmadari 2018; Valencia-Gonzalez 2022; Harun et al. 2013; Li
et al. 2013; Chen, Anandarajah, and Inyang 2000; Mitchell and Mitchell 1991; Sunil et al. 2008; X. .
Li, Yao, and Cao 2004; J. . Liu et al. 2008; Pillai et al. 2014; Sujatha 2013).

Studies have shown increases in cohesion and decreases in friction angle for contaminated lateritic
soil and clay liners due to interactions with leachate, which can lead to increases in clay content and
subsequent structural changes (George and Beena 2011; Shrihari 2009; Borude 2016; Oztoprak 2011).
However, other researchers reported that leachate contamination decreases both angles of friction (o)
and cohesion (C), leading to ductile behavior in the soil due to chemical and acidic substances in
leachate (Shariatmadari 2018; Valencia-Gonzalez 2022). In addition, leachate ionic charge can react
with soil minerals and dissolved cement, resulting in novel mineral compositions and affecting
strength metrics (X. . Li, Yao, and Cao 2004; J. . Liu et al. 2008).

Changes in the shear characteristics of the compacted clay layer in landfills can impact the overall
stability of the landfill (Chen, Anandarajah, and Inyang 2000; Mitchell and Mitchell 1991). In some
cases, leachate contamination has decreased the cohesion of sandy clay and silty sand, affecting their
shear strength and plasticity (Harun et al. 2013; Pillai et al. 2014; Sujatha 2013). Figure 1 illustrates
the variation of shear strength parameters found in the literature.
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Figure 1 : Shear strength variation with leachate contamination (A: cohesion; B Friction angle)
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3 EFFECT OF CONTAMINATION ON THE PERMEABILITY OF THE SOIL.

Upon initial contact with leachate, soil permeability tends to decrease due to leachate particle
fragments blocking soil pores. However, permeability may increase over time as acids in leachate
dissolve soil particles (Francisca and Glatstein 2010; Kanmani, Gandhimathi, and Muthukkumaran
2014; S. M. Khodary et al. 2021). Permeability is mainly determined by leachate properties and can be
influenced by organic acids and weak organic bases (Jayasekera and Mohajerani 2001; Kalkan and
Akbulut 2004).

Numerous laboratory studies have shown increased hydraulic conductivity in clay due to
concentrated organic or inorganic compounds (Acar, Y.B. 1985; Anderson 1982; Brown, Thomas, and
Green 1984; Fernandez and Quigley 1985; Foreman and Daniel 1986; Green, Lee, and Jones 1981).
Mitchell and Madsen (1987) reported that permeability is highly affected by inorganic chemicals,
while Rowe (1987) stated that flocculation could increase permeability by 1000 times. Similar results
were found by Batchelder et al. (1998), Joseph et al. (2001), and Oztoprak and Sadik (2011), who
attributed these changes to mineralogical transformations in clay.

Ozcoban et al. (2006) found that the chemical interaction of soil with leachate could deform clay
structures and increase permeability. Similar results were observed in lateritic soil (Nayak, Sunil, and
Shrihari 2007). Alhassan (2012) reported an increase in dumpsite permeability, while George and
Beena (2011) observed a rise in permeability in leachate-contaminated lateritic soil. Widomski et al.
(2015) found that clay permeability increased in landfill liners, and Valencia-Gonzilez (2022)
reported increased permeability in both laboratory and field results, which were attributed to the
interaction of leachate positive ions with clay's negative charge.

4 EFFECT OF CONTAMINATION ON THE COMPACTION OF SOIL

Leachate pollutants can significantly alter the compaction characteristics of natural soil in terms of
maximum dry density (MDD) and optimum moisture content (OMC) (Nayak et al., 2007). Sunil, B.
M. (2008) found that the MDD of silty sand decreased while the OMC increased with rising leachate
concentrations. Similar findings were reported by Nayak et al. (2007) and Alhassan (2012). Harun et
al. (2013) observed a decrease in MDD for sandy clay soil, which can be explained by the chemical
interaction between soil and leachate causing an increase in the voids ratio.

However, Shivaraju et al. (2011) observed a decrease in OMC and a rise in MDD with the addition
of leachate, suggesting the aggregation of finer particles at higher leachate concentrations. Khodary et
al. (2021) reported a significant reduction in OMC and a slight increase in MDD due to the presence
of salts and hydrocarbon chemicals affecting soil water properties as contamination increased (S. M.
Khodary et al. 2020). Karthika (2022) explained that the alteration of compaction properties is due to
an increase in soil-influencing chemicals, with leachate in the soil being responsible for the changes in
OMC and MDD. The decrease in OMC demonstrates the lubrication effects of samples, while the
presence of leachate regulates the necessary water content to achieve maximum densityDrawings,
graphs, photographs (Figure 2)
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Figure 2 : Effect of contamination on soil compaction
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5 EFFECT OF CONTAMINATION ON CONSISTENCY LIMITS

The Atterberg limits serve as crucial indicators of clay behavior (Jefferson and Rogers 1998).
However, no consensus exists regarding the impact of chemicals on clay consistency. Arasan (2010)
found that increasing salt solution content in CL clay raised both liquid and plastic limits. Park et al.
(2006) investigated the influence of surfactants and electrolyte solutions on soil consistency, with
CaCl2 reducing the plasticity index but having an insignificant effect on the liquid limit. Similar
findings were reported by Sivapullaiah and Manju (2005) using NaOH solution, attributing their
results to the formation of new swelling chemicals. Rao and Mathew (1995) observed that clay particle
dispersion in contact with salt solutions could be responsible for the increase in consistency limits.

Conversely, some researchers report that the liquid limit of CH clays decreases with increasing salt
concentration (Edil et al. 1991; Gleason et al. 1997; Lin and Benson 2000; Petrov and Rowe 1997,
Schmitz et al. 2004; Shackelford et al. 2000). Gleason et al. (1997) observed minimal change in liquid
limit and plasticity index when mixing calcium and sodium bentonite with CaCl2 solution. However,
Petrov and Rowe (1997) demonstrated a significant decrease in the liquid limit of bentonite when
exposed to NaCl. Several studies (Van Paassen 2004; Schmitz et al. 2004; Lee et al. 2005; Sridharan et
al. 2010) found that liquid limit decreases with increasing concentrations of NaCl, KCl, and CaCl2.
Arasan (2010) explained that salt solutions reduce repulsive forces and thin the diffuse double layer
(DDL) of clay, causing flocculation and imparting a granular aspect to the clay.

Some researchers found that low-concentration leachate has a more significant impact on clay soils
(Alawaji 1999; Gleason et al. 1997; Jo et al. 2004). Shackelford et al. (2000), Jo et al. (2004), and
Kolstad et al. (2004) examined the varied effects of monovalent, divalent, and trivalent cations on soil
consistency. Shackelford et al. (2000) reported that trivalent cations produced the thinnest double layer
and the least swelling, while no significant results were found for monovalent cations. Similarly,
Mishra et al. (2005) observed that divalent cations have a more significant impact on permeability and
compressibility.

Leachate and temperature fluctuations greatly influence the geotechnical properties of clay liners
(Romero 2001; Schmitz et al. 2004). Landfill organic material decomposition generates heat,
potentially reaching 70°C in waste mass, producing high-temperature leachate (Koerner 2001;
Yoshida and R.K 2003). The increased temperature affects clay liner and geotextile properties,
particularly consistency, warranting further investigation. Nevertheless, only a few studies have
assessed temperature's influence on clay's geotechnical aspects (M.V et al. 2005; Romero 2001).
Hamutcu et al. (2008) found that increasing temperature with distilled water raised the liquid limit of
CH clay, while increasing salt concentration and temperature had minimal impact on CL clay liquid
limit but reduced it for CH clay. Jefferson and Rogers (1998) also noted that temperature increased the
liquid limit of high-plasticity smectite clay. These findings suggest that salt solutions and temperature
reduce DDL

6 SUMMARY

Waste can have direct and indirect effects on soil properties. Interactions between soil and leachate
can impact soil particle effective grain size, liquid limit, plastic limit, compaction characteristics, and
strength properties. These alterations in soil properties can lead to various geotechnical problems, such
as landslides, subsidence, and erosion, affecting the subsurface's structural integrity. This section
provides an overview of the geotechnical modification mechanisms of leachate on soil (Figure 3).

The influence of leachate on soil is primarily determined by leachate's chemical composition, soil
exposure duration, and soil type. Leachate typically exhibits acidic or basic pH levels, with high ionic
and organic content that interacts chemically with soil particles. In the initial stage of the leachate-soil
reaction, soil particle cementation degrades, leading to the separation of these elements. As contact
time increases, soil minerals erode, resulting in an increase in fine particles. This degradation can even
cause eroded fragments to transform into new components with different repulsive forces and diffuse
double layers than the original soil. These microscopic changes in contaminated soil have significant
physical implications for soil structure, such as changes in void ratio, flocculated structure, and
capillary cracks, resulting in ductile behavior, structural deformation, and breakdown, ultimately
compromising soil integrity. Furthermore, the formation of new swelling chemicals and components
greatly alters the initial soil behavior.

Depending on the soil type and leachate characteristics, shear parameters are considerably affected
by contamination. The increase in fine-grained elements following soil degradation reduces the
friction angle, while the presence of organic material and fine solid suspensions in leachate
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significantly increases soil cohesion. However, cementation corrosion and the decrease in repulsive
forces can reduce cohesion, whereas friction angle can increase with the formation of new soil
constituents.

Permeability is a crucial factor in leachate contamination that must be carefully studied for clay
liners. These liners isolate the landfill from the surrounding environment and subsoil, preventing the
spread of potential contamination. Upon initial contact with soil, leachate carries fine waste and soil
particles, organic matter, and microbiological bacteria, causing blockages in soil pores and reducing
permeability. Over time, chemical reactions, facilitated by high temperatures resulting from waste's
biological degradation, significantly increase permeability through capillary cracks and soil
degradation.
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Figure 3 : Geotechnical modification mechanism of leachate on soil

Regarding the compaction of contaminated soil, fine element aggregation increases soil MDD.
However, MDD decreases as the void ratio increases. Simultaneously, the evolution of the void ratio
increases OMC. Leachate lubrication of samples, reducing the area of contaminated soil, lowers OMC.

Leachate's chemical reaction affects the consistency of contaminated soil. Soil particle dispersion,
particularly in the presence of salt and influenced by leachate temperature, leads to the formation of
new swelling chemicals, substantially increasing soil liquid and plastic limits. In contrast, in clay soils,
dissolved salt in leachate reacts with the clay's chemical composition, reducing repulsive forces and
resulting in a decreased liquid limit.
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